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DIFFERENZIALI ESATTI DI PRIMA SPECIE
SU VARIETÀ ABELIANE

di MARIO POLETTI

Sia k un corpo algebricamente chiuso di caratteristica p + 09 ed A una
varietà abeliana (non singolare) su k, di dimensione n e codimensione sepa-
rabile f (cfr. [3], cap. 6). Indichiamo con e (A) la dimensione dello spazio
vettoriale su k formato dai differenziali esatti di prima specie su A, o anche
la dimensione dello spazio vettoriale su k formato dalle derivazioni inva-

rianti su A la cui p-esima potenza è nulla. La definizione di e (A) è data
da I. Barsotti nell’introduzione di [1] ; in tale lavoro (cfr. th. 4.4 e consi-

derazioni seguenti, pg. 167, 168) viene provato che e, quando non è nullo,
non è invariante per isogenie (mentre f è sempre invariante per isogenie),
e viene posta la questione se esista sempre una varietà abeliana B isogena
ad A tale che e (B) -~- f = n, I. Barsotti in [2] (cfr. 8.2, pg. 38) propone
nuovamente il problema ed asserisce che l’essere A prodotto tensoriale

completo di vari è condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza

di una varietà abeliana B isogena ad A e tale che e (B) -+- f = n; la dimo-
strazione completa di questo asserto è data in [3], teorema 7.41 (appendice
del capitolo 7, pg. 354). Tenuto conto di ciò e del fatto che I. Manin ha

mostrato in [4], con esempi di jacobiane, che ogni è fattore tensoriale

di 92 B, per una opportuna varietà abeliana B, la questione posta in [1 ]
ha quindi risposta negativa, come del resto era già stato osservato da

I. Manin in una nota aggiunta a [5]. F. Oort in [6] (cfr. pg. 11.15-10) pone la

congettura che se 92 A è isomorfo a X~, allora e (A)  ¿i min (ri, Si)’
Alla luce dei risultati ottenuti da I. Barsotti in [3], tale congettura viene
dimostrata vera nel presente lavoro. Le notazioni usate sono quelle di [3] ;
in particolare, K, T, H sono definiti nel n° 16, cap. 3 di [3].

OSSERVAZIONE. Siano r, s interi positivi primi loro. Se r C s, esiste
zcn K-modulo canonico N isogeno ad Nr, s tale che tN C nN. Se 8  r, esiste

un canonico N isogeno ad Nr,8 tale che uN C tN.

Pervenuto alla Redazione il 7 Settembre 1966.
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DIM. Sia C)fr,8 === K’ e sia 2 ... 2 Xr 2 !Il 2... una base canonica

di -Nr,, 9 come definita al n° 18 di [3]. Se i* s, il K-modulo canonico y

incluso in un cui sistema di generatori come -U-modulo è dato da
n-l Xr-1 , ,’, , xi), gode delle proprietà richieste. Se s  ?~ il K.

modulo canonico X incluso in un cui sistema di generatori come

T-modulo è dato da gode delle proprietà richieste,
u. v. v..

Dato un K-modulo canonico M, indichiamo con A (M) il massimo di

l2cngh -~- nH) al variare di H tra i K-moduli canonici isogeni ad 
tale A (M) esiste perchè lungh + nH) --- lungh HINH = dim H = dim 

LEMMA. Sia M un canonico tale che isogeno a

h

Dm. Se per ogni i si ha ri  si , a norma dell’osservazione esiste, per
i =1, ... , i~, un K-modulo canonico Ni isogeno ad Nri, Si e tale che tNi C 

h

allora è un K-modulo canonico isogeno ad ~ll e tale che tN C nN.
i=1

Per ogni K-modulo canonico isogeno ad M si ha lungh + nH) c

Inoltre lungh N/(tN + nN) = lungh N/nN=

Se per ogni i si ha si ~ ri, la dimostrazione dell’asserto si ottiene da

quella del caso precedente sostituendovi ogni t ogni n con t, ogni
ri i con si, e con codim.

Se per alcuni i si ha ri  8; e per altri si poniamo per
h I 17 1 1

i

Dato un qualsiasi K-modulo canonico H
Y..

isogeno ad M, si ha lungh 1

sotto-K-modulo canonico di H isogeno a

ottenuto ad esempio prendendo un qualsiasi sotto-K-modulo canonico B di

e ponendo N = H n K’ B ; per quanto già dimo-
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lungh + tN ). Siccome lunglz NltN = codim

Ricordando che lungh

~. Tenuto conto dei casi particolari già dimostrati,

esistono un K-modulo canonico R isogeno ; «

, ed un K-modulo canonico S isogeno «

Si conclude che , 

TEOREMA. Sia A una varietà abeliana, e allora

e (A) min (ri, si). Esiste inoltre una varietà abeliana B isogena ad A e

tale che e (B) = li min si).

DIM. Posto N = e, n-ú’A (vedasi no 66 di [3] per le notazioni), le deri-

vazioni invarianti di A sono le applicazioni x - di k (A) in sè, tali che

?o sia la componente di indice O di un d E N (cfr. per esempio i casi 1 e 3

del no 55 di [3]) ; l’essere ndo = O significa che nd E tN, nel qual caso d E ~..
Di conseguenza, detto V l’insieme dei d di N, tali che nd E tNr, y e detto V’
llíi  sieme dei d di tali che tenuto conto che V = Nr n V’

= lungh + tNr). Ciò posto, siccome Nr è isogeno a Nri’ Si
(ove la somma si intende qui estesa solo agli i tali che la coppia sia

diversa da (0,1) e da (1, 0))~ il primo asserto è conseguenza del lemma. Il

secondo asserto è conseguenza del lemma e del fatto che, dato un qualsiasi
K-modulo canonico M isogeno ad Nr, esiste una varietà abeliana B, isogena
ad A, tale che (e’ (cfr. il 2. 4 di [1]), C. V. D..
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