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SUL MINIMO DELI/INTEGRALE DEL GRADIENTE
DI UNA FUNZIONE (¥)

MARIO MIRANDA

Nella prima parte di questo lavoro, §. 1 e 2, studio il problema del

minimo del funzionale / ] 2 (D; f )? dz, -mostrando alcune proprieta delle
=1

soluzioni di tale problema, soluzioni intese in un senso opportunamente gene-
ralizzato. Nella seconda parte, § 3, stabilisco il collegamento esistente fra il
problema di minimo sopra considerato ed il problema di minimo per le fron-
tiere orientate secondo De Giorgi e faccio vedere come dai risultati della
prima parte discendano le disuguaglianze fondamentali usate in [4] per sta-
bilire il teorema di regolarizzazione. Nella rimanente parte mostro come da
tali disuguaglianze e da altri risultati stabiliti in [1] e [2] seguano i princi-
pali teoremi contenuti in {4] e per molti di essi ottengo miglioramenti degli
enunciati e semplificazioni delle dimostrazioni.

Per comoditd del lettore e data la non agevole reperibilita del lavoro
[4] ho riportato anche la dimostrazione dei Lemmi 4.1 e 4.2 e del Teorema
6.2 che ho ripreso da [4] senza modifiche.

1. Indichiamo con R* lo spazio euclideo a n dimensioni con A un aperto
di R* e con BV, (A) linsieme delle funziouni localmente sommabili su A
ed aventi derivate prime, nel senso delle distibuzioni, misure su 4.

Per f € BVi.(A) indicheremo con D;f,|D;f|e|Df| le misure
derivata ¢-ma di f, variazione totale della derivata ima di f e va-
riazione totale del gradiente di f. Se g ¢ una funzione di Baire e B
un insieme di BDorel contenuto in A indicheremo con ngif,fgll)iﬂ

B B
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628 MARrIO MIRANDA : Sul minimo dell'integrale

e f g|Df| gli integrali estesi all’insieme B della funzione g fatti rispetto

B
alle misure D; f, | D;f| e | Df|. Se poi g & una funzione vettoriale ad » com-

n
ponenti g, , ..., g indicheremo con (g, Dfla somma di integrali 5 [ g; D; f.

i=1,
Indicheremo con K (4) la falﬁiglia degli insiemi aperti e limitati la cui
chiusura sia contenuta in A.
Richiamiamo alcuni risultati per la dimostrazione dei quali rinviamo
ad [1] e [2].

TEOREMA 1.1. Sia Ac R" aperto ed f€ BVyy (4)-1€ CF (R") verifichi
(1.1) 1> 0, ft(x)dm:l, T(®)=0 per|xz|>1.

Se f1 é definita su {x;x € R" dist (¢, R* — A) > b~} da

(1.2 S = [ hio — s @ ay

avremo, per ogni K € K (A),

(1.3) lim f|f(w) — fu(@)| dz =0,
h-»ooK

(1.4) minlimf|1)f;.|2f|1)f|,
b g k

(1.5) max limf|1)f,,’_<_[|1)f|.
h — oo 7 ‘I_(

TEOREMA 1.2. (v. Teor. 2.6 di [1]). Sia A ={z;x€ R |2| <<a},n=2.
Per ogni f€ BV, (A) esistono due funzioni f+ ed f— eguali quasi ovunque su
A ad f e tali che per ogni 0:0 < o < a si ha

(1.6) lim f |f~ @) —f— (@ — ex) | AH,_, = 0,
e=0 lzl=e
(1.7) lim f|f+(.7c)——-f+(x-|-sx)|dH,_1'=0,
=t i,
(1.8) f|f+($)—f’(x)|dﬂn~1= f|fo,
lz|=e lz|=e

dove H,_, & la miswra di Hausdorff (n — 1)-dimensionale.
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TEOREMA 1.3. (v. Teor. 1.10 di [2]). Per Ac B" aperto ed f€ BV, (A),
posto
(1.9) E=|{xy;xcd, y<f@)
e, per K€K (A),
(1.10) ﬁ D.p@y; B)|= Supg Z Digi(%,y) dedy; 9:€D (K >< R), lgl<1¢,
KR Et_l
st ha

(1.11) jIDfI= jID,q)(w,y;EH-
K KXR

TEOREMA 1.4. (v. Teor. 3.3 di [2]). Nelle ipotesi del Teorema 1.3 si ha

~+oo .
(1.12) lezqv(w,y;E)l=fdyfIDzw(av,y;E)l-
KXR —o0 K

TEOREMA 1.5. (v. Teor. 2.4 di [1]). Sia A= {r;x€ R |2|< a},
n=>2.f€BV(A) coincida con f+ (v. Teor. 1.2). Allora per ogni coppia di
numeri reali o,v:0 < o <r <a vale

. z
(1.13) [re—senjan= [ |(Z2)]-
|z|=1 e<|z|=r
Vale in R" la estensione del Teorema di Banach (v. Teor. 2 di [3]) col-
legante la variazione totale di una funzione con l’integrale del numero delle
intersezioni del suo grafico con una retta variabile. Precisamente si ha

TEOREMA 1.6. Sia Ac R™ aperto ¢ sia € BV (4).
Posto E; = {x;x € A, f(x) =4} si ha che ¢ (x ,B;) € BV1oc (A) per quasi tutti
i L€R e per K€K (A) vale

400
(1.14) f| Df|=fdl [|D¢p(w,E;)|.
K —00 k
DiM. E conseguenza immediata dei Teoremi 1.3 e 1.4.
e v. d.

2. Introdurremo ora due funzionali definiti per le funzioni aventi deri-
vate misure e stabiliremo alcune proprieta di questi.
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DEFINIZIONE 2.1. Per Ac R" aperto, f€ BV (4) e G A chiuso e limi-
tato poniamo

(2.1) 9(f,G)=inf§ []Dg|;g€BVloc(A),g=f in 4—al,
F

22 v G)=f!Df|—9(fG>.
q

Una proprieta generale dei nuovi funzionali & la seguente

PROPOSIZIONE 2.2. Per Ac R" aperto, f€ BV (A) ¢ G,c G,c A chiusi
e limitati, vale

(2.3) v (f;, @) <v(/f, G,)

Dim. Sia g€BV(4)e g=find— G,. Avremo allora ¢ = fin 4 — G,
e quindi

(2.4 015, 6= [ 1291,
Gy
e quindi anche

en  ovia)=[1pgl+ [ [0al=[1Dg1+ [ 11,
(23 G

G—6G, Ga— G

Sottraendo f | Df | dai due membri della (2.5) si ricava
Gz

(2.6) —via)=[1ps— [12s],
Gl Gl
e poiche &

(2.7) v (f, G,) = sup

f|1)f|—legl;yEBVloc(A),g:-f in A—G;.
Gy Gy

dalle (2.7) e (2.6) si ha la (2.3).
¢ v. d.

Se A= |x;xreRY|x| <a), ed f€ BV, (A4), per 0:0 < o < a potremo
considerare 6 (f, C,) e v (f, C,) essendo C, = {x;x€ k" | x| < p|. Scriveremo
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per brevitd w(f,0) e w(f,0) in luogo di 0 (f, C,) e w(f, C,). Sottintende-
remo inoltre che f = f+ (v. Teor. 1.2).
Vale allora il seguente

TEOREMA 2.3. Sia A = (z;z€ R |z| <a},n=2, ed f, g€ BVig, (4). St
ha allora, per g:0 < g <<a

(2.8) le(fye)_e(yat))lgflf(x)_g(x)‘dﬂ—l‘

lz|=e

Dim. Basta provare, per la simmetria fra f e g, che

(2.9) 0(f,0)—0(g,0) < f If @) — g (@) | dHaes
|z]:.—_

ovvero )

(2.10) 0,00 <09 0) + f If @) — g @) | dHas
lzl=e¢e

ovvero, per ogni y € BVi(4): y =g in z;x€ R o <|z| <al,

@11) o= [ 101+ [ 17— g aHus -

lzl=e lz]l=e

Per provare la (2.11) si ponga

~ f@), per o<|z|<a
(2.12) 7 (@) = .
y (@), per |z|<e
avremo allora, per la (1.8)
ey o= [1DF1=[ DI+ [ 10— r@lar,
Izi=<e jzl<e Izl=e
ed ovviamente
(2.14) f |y~ @) —f (@) |dHpy < f |y~ (@) — g (@) | dHuny +
lzl=e lzl=e

+ f |g (’1") —j("ﬂ) | d’Hn—-l .

lzl=e
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Dalle (2.13) e (2.14), tenendo ancora presente la (1.8), si ha la (2.11).
c. v. d.

OSSERVAZIONE 2.4. Se oltre alla ipotesi della Prop. 2.3 vale y(f,p0) =10
si ha allora ovviamente

(2.15) 21— [ 1p01= [ 1r@— @) dts.
lz]=e lz]<e lz]l=e

Proveremo ora una disuguaglianza che useremo spesso nel seguito.

TEOREMA 2.5. Sia A = |z;x€R" |x|<<a},n=2, ed f€BVi(4). Al
lora, per o,r:0 <o <<r<a, si ha

2
e16) | [1ren—ronjamaf < 2 [ |sp=|2r)-

lz]=1 o<zl

= [ o= [1o40—n [ v

lz|<r lzl=e e

DiM. Cominciamo col cosiderare il caso f€ C!(4).
Per t: 0 <t < a poniamo

[ f@) per t<|z|<a,
(2.17) Si(lr) = .
f(l—x-l—t) ,  per [ o] <t

La f, & continua sulla ipersuperficie (x;z€ R", |x| =1} e verifica la

1

(¢, Df (%)) 17)°
Te [0/ @ I] } s

t

(2.18) f | Dfel =

|z|<t (%] =t

|27 ] 1

dove D’integrando al secondo membro deve intendersi eguale a zero se
Df (x) = 0. Avremo quindi

(2.19) / | Df| —w(f,0)==0(f,t)<

x| <t
—f Dy @

1

dHn—l )

(%, Df (x)) ]
T @]



del gradiente di una funzione 633

e quindi anche

t
(2.20 [1or1—vin= [ e am,—
jw|<t || =t
t (x, Df ?
e, Llwlzwfl Wt
ovvero
1 (z, Df (@))? f
2.21 — - —e L A, < Df(x)|dH,—, —
e e [ o) e | B ol it
|z|=t |@| =t
—('n——l)t‘"f |])f|—|— (m— 1)ty (f,1)
le| =t
ovvero
(x, Df ) d
2.9 et S AT 1—n | —_ —n
("' f I l IDfI dHn-l-—— dt [t f lDfl]_i_(n l)t V’(f)t)’
les:
da cui, integrando sull’intervallo (g, r),
. 1 (x, Df 7 e o
(2.23) 5 f mﬂd-ﬂé’l | Df|— ¢! | Df |+
e<|z|<r lz| <r lz|<e

r

+ (n —1) ft-" (f, t) dt.
e
Dalla disuguaglianza di Schwarz si ha d’altra parte

x A 2 " _ (x,Df)2
2.9 1 » n . —_— .
e<|ai<r e<|z|<r e<|z|<r

Dalle (2.23), (2.24) e dal Teor. 1.5 si ricava allora la (2.16) per le f€ ! (4).
Sia ora f€ BV (A) qualunque. Dal Teor. 1.1 si ricava che pud costruirsi
una successione {f4)c C' (4) per cui esiste Nc (0, ), con mis N = 0, tale che

(2.25) lim f | f () — fu (@) | dH,—y = 0, per t€(0,a) —

(2.26) hlim f | Dfn | = f | Df | = f | Df|, per te(0,a)— N.

lz| <t x| =t lz|<t
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Dalla (2.25), ricordando la (2.8), si ha

(2.27) hlin;ﬂ(fh y 1) = 0(f, 1), per t€(0,a) — N,
e quindi dalle (2.26) e (2.27) si ha

(2.28) hlin:otp(f;, ) =vw(f,t), per t€(0,a) — N.

Dal fatto che la (2.16) vale per le f;, e dalle (2.25), (2.26) e (2.28) segue
allora che la (2.16) vale per la f e per p,r€(0,a) — N. Ma allora, essendo
mis N = 0 e ricordando che per la ipotesi f = ft+ gia fatta valgono le

(2.29) lim f | f(®) — f(x 4 exr)|dH,—, = 0, per tE(0,a),
e—~0 %=t

(2.30) lim | Df| = | DF |, per te€(0,a),
¢ lzl<t+e lz| <t

si ha che la (2.16) vale per qualunque g, €(0, a).
. c. v. d.

COROLLARIO. 2.6. Sia A = [z;xeR"| x| < a}, n=2,f€EBVi.(A). Se
per r:0 < r<<a vale

(2.31) w(fyr)=0.

Allora, per p:0 < o < 7, vale

(2.32) o f | Df| < ri-» f | 07|

lzl<e lz|<r

Nella ipotesi v (f,r) = 0 dalla (2.16) si puo ricavare un’altra disugua-
glianza che utilizzeremo nel seguito. Per fare questo proviamo innanzitutto
un lemma.

LEMMA 2.7. Sia A = {w;2€ R |z| < a},n=2, ed f€ BV, (A). Allora
per 0,7:0 < o < r < a vale ’

(2.33) f|w|1—"|Df|=r*—"f|Df|—el—n f | Df | +
o<

z|sr |zl <r Izl<e

+(n—1)“t—» f |Df|ldt.
© lx' t

|=



del gradiente di una funzione 635

Drx. Cominciamo col verificare la (2.33) nel caso J€Ct(A). In tale caso
vale ovviamente

(2.3 [ 1211211 = [le= [ 1ore at | a,

e<lzl<r ° |z]=t

e quindi, integrando per parti,

(2.35) f [tl—” f |Df(x)|dH,.-1l dt=[tl-n f 1 Df|]:+

o jz|=t jzj<t
+(n—-1)f[t—" f lDfl]dt,
e lzl =t

ovvero la (2.33).
Per f€ BV, (A) qualunque si procede come nella parte finale della dimo-

strazione del Teor. 2.5.
c. v. d.

TEOREMA 2.8. Sia A= {z;ze R, |2|<a}, n=2, € BV (4),
0, 0< o< r<acy(fyr)=0 allora vale

(2.36) 1r“"j Df—e‘—"fl).f‘sl/zrl*"f | Df| Vl—i—(n—-l)lg%

lel=r lzl=<e lz|=7r
1
2
pioe [1271= 0= [ 1orf"
lz|<r lz|=e

DL Osserviamo innanzitutto che per t:0 <t <a vale (v. la (2.21)
di [1]),

(2.37) f Df = f f(w)lwildﬂn_l,
lz|=t |z] =t

ovvero

(2.39) p—n | Df= f f(tx)l—;—ldﬂ,._l,
HEY |zi=1

e quindi

(2.39) "r"" f Df — o' -® f Df %g f | f (re) — f (o) | AHu_s .

lz|=<r lz|<e |lzl=1
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Dal Cor. 2.6 e dal Lemma 2.7 si ha poi

(2.40) f|x|1‘"|Df|grl—"f|Df|.%1-{—(n'l)lgi .
e<lz|=sr lzl<r e

Dalle (2.16), (2.39) e (2.40) segue allora la (2.36).
c. v. d.

3. Confrontiamo i risultati del paragrafo precedente nel caso delle fun-
zioni caratteristiche d’insieme con quelli trovati da De Giorgi in [4].

In [4] si era posto, per Ec R*, ¢ (¢, E)€ BV, (A) ¢ Gc A chiuso e
limitato

(3.1) 0(E, G)=infU|qu(x, L)|; ¢ (@ L)EBVie(d), L— G=E— @G
G

(3.2) v (B, G)=f|1)<p<<r, E)|—0(E, 6).
G

Vale allora il seguente

TeEOREMA 3.1. Per Ec R, ¢(x,E)e BV, (4), Ac RB" aperto, Gc A
chiugso e limitato si hanno le eguaglianze

(3.3) 0(E, G)=06(p(z, E), G),

(3.4) y(E, G)=vy(p(x, E), G).
Dim. Basta verificare la (3.3), e poiché vale ovviamente

0 (FE, )=0 (p (x, E), G), resta da vedere che

(3.5) 0O(H, G)g[ll)f}, per f€ BV . (4), f=¢ (x, E)in A —G.
G

Fissato f€ BV (4), con f=¢(z,E) in A — G poniamo ?: min (max(f,0),1).
Avremo allora, v. Lemma 1.1 di [1],

(3.6) le?lelDfl-
aq G
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Dal Teor. 1.6 abbiamo poi

1
3.7) f|D7\=fdlfID<P<w, Ey|,
G 0 G

dove si & posto By ={x;xe€A, ?(x)zl), e quindi E; — G=FE — G per
A:0 <A< 1. Dalla (3.7) si ha che esiste 1€(0,1) per cui

(3.8) f|D¢urmws;f|D?h
[¢] G

e quindi, poich® deve essere 0 (E, @) gf| Do (x, E;) | si ha, tenuto conto
a

delle (3.6) e (3.8), la (3.5).
c. V. d.

Scriveremo anche qui 6 (X, ) e y (E, ) in luogo di

0(E,C) e w(HC) se Co=|z;zeR,|a|<g).

Dal Teor. 2.5 si ricava allora il seguente risultato, che comprende il Teor.
V, pag. 14, di [4], ovvero Teor. X di [5].

TEOREMA 3.2, Sia A = {w; 2€R", |x|<a}, n=2, e @ (v, E) € BV, (A).
Allorva si ha, per o,7:0 < o < r < a,

(3.9)

2
= | Do (x, E) — o'™" [qu (x, B) ‘ <

lzl<r lz[se

<2 [ap=r1Dple B} - [1Dp e8] =0 [1D0 6, B) | +

e<|z|=r lz|=r lz]|<e

+m—nfww@nm

Div. Oltre alla validitd del Teor. 2.5 basta ricordare la (2.39).
c.v.d.
Dal Teor. 2.8 si ricava poi il seguente risultato che comprende il
Teor. VI, pag. 15, di [4] ovvero Teor. XI di |5].
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TEOREMA 3.3. Sia A= {r;x€R"|x|<a},n=2, ¢ ¢ (x,E)EBV)oc(4).
Se per r:0<<r<<a é (B r)=0, allora per 0: 0 < o <7 8i ha
(3.10) r"‘"fDq: (@, E)—Q“‘”[ Dy (x, E) ‘g

lz|<r Izl <e

1

2
< Vnw,- l//l +m—1)1lg % %rl"” [1 Dy (x, B)| — o' /g Do (a‘,E)]$ .

lzf<r jz]<e

Div. Essendo y (E,r)=0 si ha

nw,

(3.11) =" || Dp(x, B)| << —=.
lz|<r
Infatti per L = E — C, si deve avere
(3.12) | Dp (x, E) gﬁ])(p(x, L/,
lz|<=r el <r
e d’altra parte &, per la (1.8),
(3.13) f | Dy (@, L) | = f (@, B)dH,_, .

lz|=<r lz|=r

Analogamente per M = E y C, si deve avere

(3.14) f|])(p (x,E)|£lelp (@, M)| =fq7(x, R*— E)dll,_, =

E2- lz|<r |2 | =r

= Nw, M- — f(r (xy EYdH,_,.

la|=7r

Dalle (3.12), (3.13) e (3.14) s8i ricava la (3.11). Dalle (3.11) e (2.36) si ha
la (3.10).
¢ v.d.
Vogliamo ora ricavare delle valutazioni gid stabilite in [4], di ¢ (r, ) ¢
| Do (x, E)| nella ipotesi vy (B, r)= 0. Per fare cio richiamiamo alcuni fatti
noti.



del gradiente di una funzione 639

OSSERVAZIONE 3.4. (v. [1], Prop. 3.4). Se E c R* ¢ un insieme misu-
rabile ed FE indica la sua frontiera possiamo supporre che valga

(3.15) € FE<=>0<mis{y;yeE |y—z| <o <wug", Wo>0.

Nel seguito sottointenderemo sempre che valga la (3.15).

DEFINIZIONE 3.5. (v. [3), § 4). Sia E c R misurabile. Diremo frontiera
ridotta di E Vinsieme, che indicheremo con F* E, dei punti x€ FE (per FE
¢ sottinteso che wvale la (3.15)) per i quali esiste un intorno aperto A, con
@, E)e BV, (A) e

Dy (y, E)
i) esiste il limite lim —2—¥!se
7" | | Dy(y, B))|
lz—yl=<e

Do (x, E)

Dy (x, E) ‘ _1
| Do (x, E) | '

ii) indicato con el
| D (x, E) | |

il limite i) vale

Cio detto valgono le seguenti proprieta.
PROPOSIZIONE 3.6. (cfr. [6], Teor. III). Se Ec R* é misurabile e x€ F* E,
allora vale

(3.16) lim Ql_"f | Do (£, B)| = wu_s.
-0
¢ li—sl<e

ProrosizioNE 3.7. Sia Ec R" e ¢ (x, E)€ BV, (4), allora vale
(3.17) FENA=9*ENnA.

DiM. Basta ricordare la (3.15) e osservare che per il Teorema di Besi-
coviteh [7] sulla derivazione delle misure vale, per ogni insieme di Borel
Bc A,

(3.18) fll)w(r,lv‘)! =f ' Dy (x, B)|.
B BNTYE
c. v. d.

Possiamo allora provare il seguente risultato, per il quale si veda il
Teor. VII, pag. 17, di [4] ovvero il Teor. XIT di [3]
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TEOREMA 3.8. Sia Ec R" misurabile e sia n=2. Per v € FE esista
t> 0 tale che(!) v (E,{y;y € R |y — x| <<t}) = 0, allora valgono le

(3.19) tn / |D<P(3/,E)|2wn-1:
ly—=zl<t
1 N 1
(3.20) 7 C()n_l_ét n (]J(y, E) (Iy << Wy — T Wy—1
lz—yl=<t

Div. Grazie al Cor. 2.6 e alla Prop. 3.6 la (3.19) vale se z € F* H.
Nel caso in cui x€ FE — F* E si pud, grazie alla Prop. 3.7, per ogni e > 0
trovare £€ J* F con | £ — x| < e Allora, essendo y (B, C—, (§) = 0 (cfr.
Prop. 2.2) vale

(3.21) mﬂS@—WM]UWQMBw—W”fUWWEW
ly—§l<t—e ly—z|<t

Dalla (3.21) per Parbitrarieta di e segue la (3.19).
Per quanto riguarda la (3.20) osserviamo che dalle (3.12) e (3.13) segue

(3.22) lecp (v, B)| gf oy, BYdH,_;, per p:0 < o < L

lz—yl<e ly—z|=e

E quindi, se z€ FE, per la (3.19) si ha

(3.23) Wy O™} Sf ¢y, E)dH,_;, per ¢:0 <o <t.

ly—z|=e

Integrando la (3.23) sull’intervallo (0,¢) si ha

(3.24) -%mﬂswfwmmw.

lz—y|=<t

Ripetendo queste considerazioni per ¢ (y, R" — E) e ricordando che

(*) E sottinteso che & 4 D {y:y e kn(y— x)<{{ aperto per cui @ (x, )€ B, (4).
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| Dy (v, BE) | = | Dy (y, B* — B) | si ha
) .
(3.25)  owat< | @R —B)dy=on t"—fwy, B)dy.
ly—=z|=<t |le—y|<t

Dalle (3.24) e (3.25) segue allora la (3.20).

c. v.d.

4. Da una proprieta delle funzioni armoniche, Lemma 4.1, ricaveremo
alcune proprieta delle superfici approssimanti frontiere orientate di misura
minima, Teor. 4.3 e Teor. 4.4.

LeMMA, 4.1. Se G = (y; ye€ R, |y| <o) e ue C' (G) & armonica in
G — 4G, posto ¢ = (mis G)~! | Du dy, i ha, per a:0 < o < 1,
@
an  [UDep—jap ay<we [ Dup = |gF)ay.
ly| =< ae lyl=e
Div. Per una nota proprietd dei polinomi armonici, cfr. Favard [8]

vol. III, 2° pag. 240, esiste una successione { V;} con V) polinomio armo-
nico omogeneo di grado h, tale che

(42) U= 2 Vh, Dy =2 DVh,
h=0 h=1

e le due serie convergono uniformemente su @.
Per la omogeneitd dei V; si ha

(4.3) f(DVh, DVy) dy =f (DVyy DVi)dy =0, per h=Frk,
lyl=e |y | =ae
(4.4) fl)Vh dy = /DVh dy=0, per h=2.
lyl<e [y < ao

Avremo allora

(4.5) q=DV,, f[l])uiz—|qi2]dy=h2 f|DVhi2dy,
=2
lyl=e lyl=<e

f[]Dulz—— | q|?] dy =h§2 f | DV |? dy.
ly|<oae B Y| S ap
Dalle (4.5), per la omogeneitd dei V,, si ha la (4.1).
c.v. d.

12, Aundli della Sevola Norm. Sup. - P'isa
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LeEMMA 4.2. Sia G = [y;y€R™, |y| < o}, {walc C1 (@), ¢ {fn] una suc-

cessione di numeri reali positivi. Posto q; = (mis G)~! f Dwy, dy e indicata

G
con wuy la funzione armonica su G — 9@ ed uguale alla w, su 9G sia

h-~00 @

i4.6) lim max | Dw, | = 0, j[Vl + | Dwr P — V1 4+ | qu 2] Ay < Bu
v

I=<e

(4.7) max lim ﬁ;lfu/l + | Dww 2P — V14| Dup?] dy << 0.
h — oo

lyl=e

Allora, per a: 0 < o < 1, vale

{4.8) max lim ﬂ;lf[lll + [ Dwi P — V1 + [ ¢ P] dy < amt?
b0
ly|=<ae

dove si é posto ¢\* = (mis G)~! g—™ f Duwy, dy .

ly|=ee

DiM. Osserviamo innanzitutto che valgono

(4.9) Ve +b—Ve< per ¢+b=0, ¢>0,

b
2yc’

(4.10) Vc—}—b—Vb—Zﬁ:(l—b), per ¢+ b=>=1 1<ec<?2
c

Dalla (4.9) si ha

(4.11) | (Y1 4 | Drow]* — Vl + @ Play< {| D[ — | ¢ ]} dy,

1
21+

ly|<ae ly| < ae

e, per facile calcolo,

(4.12) f[ | Diey P —| ¢l |4 dy = [] Dw, — ¢/ P dy < [|.])u~h — qn * dy,

|V < ae la|<ap lvl<ae
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quindi, dalle (4.11), (4.12), ricordando la (4.6) si ottiene

(4.13)  max lim §;! f {1 + | Drwp]?> — Vl + |¢@ ) dy <

h —» 00
lyl=ae

< -

q.-‘

ax lim 71 | | Dwr — qa |> dy.

ly] = ae

D’altra parte con facile calcolo si ha

(4.14) f; Dy, — Dy 2 dy < [] Dwy, — Duy |* dy = [“ Duw, > — | Duy |*} dy,

Y] =<oae lyl=<e lyl1=<e

mentre grazic alla (4.9) vale

13 [{ o — 1 Due)ay =2/ TF o [T E — Vi DR a,

yl=se lyl<e

e, grazie alla (4.10) se b & sufficientemente grande, vale

| Dron |* — | qu?

\ . 3 3
(4.16) /<]1+{l)u*h|~-——|1+lqh|~— PR
/ 21+ [an?

lyl=vo

idyz

| Dwn P — | an |2 = _ p || Dacn |2 — | qn |?| i
2 = h ——— Y,
21 + [qu, 21+ [qa ]
ly1=e lyi=e
e cioe
' . . 21+ [P
(4.17) /thvhl* - 1anidy<~—i—|%— /(Vl + | D P — V1 +]qa]?} dy,
lvl<e AN
dove o, =sign (| Dwy| — | ¢n]).

Dalle (4.15) e (4.17), ricordando le (4.6) e (4.7) si ha

(4.18) max lim -1 f {1 D, P — | D P} dy < 0.
L » o0

lyl=e
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Dalle (4.13), (4.14) e (4.18) si ha allora

(4.19) m::,lx lim ,B;lj 1 + | Dwy 2 — Vl + g0 dy <

ly|<ae

1 .
<5 maxlim f7 [{IDuhlz— lgnl?) dy .

|y | < ae
Ma grazie al Lemma 4.1 vale
w2 [(1Dup— o)y < e [ Dk =] o) a;
ly[=<ae . lyl=e
dalla (4.17) si ricava
(4.21) max lim g1 | {| Dw, > — |qu P} dy < 2,
h— oo
lyl=e
e tenuto conto della (4.18) si ha infine
(4.22) max lim g? f {{Dun 2 — |qu|?)dy < 2.
h — oo

lyl=<e

Dalle (4.19), (4.20) e (4.22) segue allora la (4.8).

Vale allora il seguente
¢ v.d.

TEOREMA 4.3. Sia G ={y;yeR™,|y| < o} e (wa}lc C' (@) € {1} una
successione di numeri reali positivi, Posto q, = (mis G)~! f Duwy, dy supponia-

G
mo che valga

(4.23) fl/l + | Dy |Pdy — /Vl + g P dy < B, lim max | Diey, | = 0.
. h »o @
] @

Valga inoltre la

(4.24) }Iim Bt w({(y,2); yed, 2 <awen(y), @ > [min 1wy, , max 10,]) =0, (%)
h > 00 [ [

N

(*s A & un aperto di K™ contenente (I o si pud pensare w, € Gt (.1).
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allora, per o:0 < a < 1, si ha, posto ¢\ = a=™ (mis @)™ /th (y) dy,

191=<ae
(4.25)  max lim ;! [ fl/l + | Duwn|? dy — f‘/1+1¢1§,“) |2 dy} < amtz,
hoee 17] < ae 151 < a0

DiM. Indichiamo con uj la funzione armonica su G eguale alla w, sulla
frontiera di G. Si avra allora

weo) [ WH PP — VI w4y <
(44

<y (y,2;y€d, 2z < wn(y) G x< [m;n W, MAX wn)) ,

Si ha allora, grazie alla (4.24) che vale la ipotesi (4.7) del Lemma 4.2 e
quindi {ws} verifica tutte le ipotesi del Lemma 4.2, varra allora la tesi di

questo e cioe esattamente la (4.25).
c. v.d.

TEOREMA 4.4 Sia {L;} una successione di insiemi misurabili di R" n = 2,
e {fr} una successione di numeri reali positivi. Per t > 0 wvalgano le relaziont

i) j|DfP(x,Lh)|—i /sz(x,L,,) < Bny N h (3

lz|=t jz| <t

ii) lim 7ty (L,, ) =0,
h— oo

Do (x, L)

‘ D(p (1’, Lh) ‘

D, @ (x, Ly)
Davte Il 1) <y o) -1

Allora, per a: 0 < a < 1, vale

iii) Per ogni h sia funzione continua su F L, 0 {w;x€R*, x| <t}

e valga lim iuf%

h »o0

(4.27) max lim f7! § f| Do (x, Lp) | — I fp(p (@, L) % § <= antl,

h +~o0
|lz|<at || <at

Div. Basta verificare che ¢ assurdo che esista una successione di

insiemi {L;} ed un numero reale o : 0 < « < 1, tali che valgano le i), ii), iii), e

(4.28) max lim f-! g j[D(p (2, Ln) | — I fD(p (e, L)
k » o0

|z|<at |z| < at

|5 w,

(%) I sottintesv ehe per ogni b H .1, aperto: A, D {x; xe B", | x| <<t}, ¢ (x, L) €eBI |, (Ap).
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Supponiamo infatti che una tale {L,} ed un tale « esistano. Possiamo
anche supporre, grazie alla iii), che valga

-Dn 4 (.’E, Lh)

4.29 inf{—————+
( ) I Do (z, Ln) |

o] <tywe FLy > 0, Nt h.

Allora, cfr. Teor. 5.6 di [1], per ogni h esiste un aperto 2,c R*! ed
una funzione w; € C! (£2,) tali che :

(4.30)  FLyn{w;zeR | 2| < t)={tn = wh (&; y e y Tuey); (¥) y eey Tuy) € 24}
e, grazie alla iii), vale

(4.31) lim sup | Dw,|=0.
h-—+>oco Qp

Possiamo anche supporre, senza ledere la generalitd, che esista

(4.32) lim inf w, = ¢,
h-+c0 Qp

e non pud essere ¢ = t2, percheé in tal caso, grazie alle (4.30) e (4.31), si
avrebbe

(4.33) lim FLyn{z;z € B 0] < }= &,

h — oo

e la (4.33) contrasta con la (4.28).
Vale inoltre

(4.34) im Q= {y;ye R |y <t® — ¢,

1
h—oo
infatti, dalla (4.30) si ha

(4.35) [y |2+ w2 (y) =1, per yeoL,.
Quindi, dalle (4.31), (4.32) e (4.33) si ha

(4.36) lim inf|y[2 =8 — ¢,
h — 0o 2,

Dalle (4.31), (4.35) e (4.36) segue allora la (4.34).
Dalla (4.34) si ha che per ogni ¢ > 0 esiste &, tale che

{1.37) Quofy; |yP <<t — ¢t —eg), per h> .h, \
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e quindi possiamo considerare la successione di funziomi {whlr>s,

647

su

G=\y;|yPP <t — ¢ —¢]. Abbiamo allora, per le (4.30) e (4.37), cfr.

anche Prop. 1.6 e Teor. 1.10 di [2],

(4.38) f Diop @, In) — f Dy g (@, In) — f Diondy, i< n,
(6XR)n O, GXR G
(4.39) f Du g (@ Ly) — f D, ¢ (@, L) — mis G,
(GXR)n O GXR

(4.40) fl Do (w, Ln) | =leqv (@, Lh)|=ﬂ1 F | DwnFdy.
(GxR)N O, GxR &

Posto allora q, = (mis G)"‘wah dy, si ha, per le (4.38) e (4.39),
G

(4.41) V1 4 [ g | mis @ =‘ [ Dy (x, Ly)
(GXR)n 0,

Dalle (4.40) e (4.41) si ha allora

(4.42) .HV1+|thP—V1 +|th2]dy_<_f | Do (2, Ly) | —

G le|=<t

~| [an(x,bn =

lz| <t

Avremo allora che la successione [wh}h>h€ veritica le ipotesi del Teor.

1.3, si avrd quindi, posto Go=={y;|y|> << a®(® — ¢* — &)},

h

(4.43) max lim $;1 gi"l + [ Dwa > — V1 + | ¢ |5§ dy << o+l

(Iﬂ

dove q@ = (mis (r'a)—lf])m,, dy.

G,
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Ma grazie alle (4.31), (4.32) e (4.34), per & grande e & piccolo vale, ricor-

dando che il valore di o & fissato,

(4.44) f|D¢p(w,Lh | — lf Do (x, L) f|Drp(r,Lh l—!/l)(p(x Lh)%

2| at |z| <at O n(Gy X R) O,n (G, X R)

D’altra parte vale, per la Prop. 1.6 e il Teor. 1.10 di [2],

(4.45) | Do (@, Ln) 1_UD¢(x,L,, /w1+|1)w,,|-—;/1+|qa>|
0,6, X B) 0;n(Gg X R) Ga

Finalmente dalle (4.43), (4.44) e (4.45) si ha

(4.46) max lim ;! gf | D (@, Lp)| — f Do (x5 Ly) %g anti,
hoeo [z |<at |z <at
cid che contrasta colla (4.28).
e, v. d.

5. Scopo di questo paragrafo ¢ di provare il Teor. 5.7. Per fare cio
proveremo alcuni lemmi.

LeEMMA 5.1. Sia A={z;xeR"|x| <<a},n=2,a>1. Sia g€ BV (d)
¢ valgano

(5.1) |g @) | < hy, per |a| <1,
(5.2) ] | Dg| <k, .
lel=<1

Avremo allora, posto

(5.3) gs (@) = e—lz—slet g () ak
le diseguaglianze

(h.4) f [g(@) —g. ()] de << & (nh, + n®wn by) + 2k, ni'f e= 1 dy,

fzl=1 n1>e—1

e, se t+ & < 1,

(5.5) f|])_qs!-—[|1)g3£ | Dg | + (newn by + h,) - ““ / e~ lul dy.

|z =t r=t Lt || <t+ 8 Iy >
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Diy. Pouniamo

‘ﬂ’ lz]<1
(5.6) g, =" .
lo, /x| >1
Avremo allora, per la (1.8),
(3.7) leg1 | < by, + nowyhy,
L
e ovviamente
- £—4n -
(5.8) g (1) = —— [ 71751 g, (&) i
Quindi
—4n —4
(5.9) f lg(@) — ge(0) | dr < EVZ;_f e~inle dn[ lg, (@ —n) — g, (@) | do.
jz| <1 o =i

Daltra parte si ha

(5.10) e~ | e—lnleT @ g, (& —n) — g, (@)] dr < 2k, wn | e~ 17! dy,
] 1 n J1 1

Inl>e lzj<1 Inl>et

e, cir. la (1.24) di (1),

8——411

(5.11)

1yt _
n!w, [8 ' d’?f Loy (@ — ) — g, (@) | do <

] =e z| <1
< ned /‘ng1 | << ned (hy - noon by).
R

Dalle (5.9), (5.10) e (3.11) si ricava allora la (5.4).
Per la (5.5) ricordiamo che vale

—in

(5.12) Dy, (x)| < ;{-!-a);f e—la—klet | Dy, |,

e quindi

~ ) g—4n cle—t

(5.1 [1p01=[10001 [ et
et le|<t
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potendosi invertire gli integrali al secondo membro grazie alla continuita di

f e=1z=¢1<= | Dy, (&)|. Draltra parte

—4n
(5.14) |D91(5)|f o e—lz—¢letqp << | |Dg!, per t4 & <1,
lef<tde  lElse lsl<tde
(5.15) |Dg‘ (5)‘[8—4%‘”-—6]3—4 de < (h, + "wnhi)f el dy.
NEIE LY 1p1ze

Dalle (5.13), (5.14) e (5.15) segue allora la (5.5).

c. v. d.
LEMMA 5.2 Per ogni numero intero n esiste &(n) > 0 tale che
iy Ec R* misurabile x € R",
.. 2 g—4n lz—& (E E d§<1—— 9
i) < oy | e % E) &,
iii) 0 < e < e(n),
implicano
(5.16) FEN{y;ly—=| <&l 0.
Diu, Infatti da
(5.17) FEnly;|ly—=| <=0,
segue lalternativa
(0
(5.18) miS[EMy;ly—ﬂvl<8"¥]=s , K
{mls{y;|y-—w| < &
e dalla (5.18) la
8——-41» e 2_4
'é‘;l!ia‘);b '[e lz—<| (n—l fc e o1,
ls—z|ze i
—4n 4
fe—lx—f'e ¢ (&, B)de
n! wy oo
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Ma poiche vale

n—1 g—2
H.20 I — —e yn—1 JEp—— £
() ) (n—l)!fe Q dQ € 1_5’:) 1!,

2
si ha che esiste &(n) > 0 per cui
- 0 1 Q
(5.21) 0< e << g(m)=> m e~ o ldo < &
—2

Per tale & (n), grazie alla alternativa (5.18), si ha che vale Passerto.
c. v. d.

LEMMA 5.3. DPer ogni intero n =2 esiste §(n) >0 e una Junzione
1:(0, 6 (n)) — R, infinitesima nello zero, per cyi, se valgono

i) Ec R miswrabile, 0-<e¢ < o (n),

iy y(E,1)=0,

iii) f‘.l)(]’)(-l',E”—— [Dn‘P(wy )< &

2| <1 2| <1
posto
5.22) (1) — g4 —e—k|e—t £ B)dE
(5.2 S o | ¢ @ (&, B) d&,

&' =1
ne seque

§J),,j x) o] <

1
\TDF @) | 12T, @ < f @) <1 — & =1— )

(5.23) inf

Dir. Posto B, — En{z;2€R" |x| < 1} si hanno

_ g4 —

(3.24) D, f(x)= n!w"fe-“”—“' ‘Do (& By,
_ - —4n 4

(5.23) /@)=y, fc""f" | Dy (¢, E,) |-
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D’altra parte fissati ¢,0:0 < e <1 e ¢ <o <1, possiamo determi-
nare un numero finito di punti y,;€ FEN{r;x€ R |2|<1 — o} e tali che

(5.26) ‘]En{w;xER",|x|g1———o}clij[x;.rER",|m—y.~|<s4},

~ , Y &t .
5.27) gx;xER",|x—y.~i<—3— ngw;xER”,|.r——y,-|<-—3—=@, per i==j.

Dalle (5.27) si ha

(5.28) fe—'z—f'f“lD«p(f,E.)lzzfe-‘”“f"“‘ll)ws,E)l,

|5——y.~l<§
mentre &, per la (3.19),
(5.29) f e=l=—t1eTH Dy (8, B) =
le—ul<s
> e"z_”“'ﬂ_% f | Dp (£, B)| = w1 e-"_”"e_d-?. Fl—n , giln—1)
lE—yil<s

Dalla (5.26) si ha poi ovviamente

(5.30) e 155" [| Dp (&, B) | — D, p (£, E)] <
18]/ <=1=—0
<3| e ==t | Dy (&, B)| — D9 (§, B)| <

i
16—yl <et

_<_Z e"‘lz—-yile"4+l HD’P (f, E)‘— D,L()’)(E, E)].
' [ =yl <et

Essendo & << o dal Cor. 2.6 segue poi

ly;—sl<et i
< gl gol"" / [| Do (& E)| — D, ¢ (& E)] +

1§-y;1<o

+ gl—n f Dn @ (5’ E) — 1= ]]):L P (5’ E)% °

l[§—y;l<e ly;— &<t
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Per iii) si ha
(5.32) o= | [| D (&, B) | — Dy o (& B)] < e0'™",

lyi—¢1<e

mentre dalla (3.10) si ha

(6.33) o'-* f]),.qv(é, E) -—e“‘—")fan(E, EB) = noa l/l T 1)lg%
lvi—%1<o lyp—&l<et
1
2
.gol—n | D (&, B)| — et | | Do (£, B) |2 )

ly;—¢&|<e lyy—&l=<¢e

e quindi, per le (5.32), (5.33), (3.19) e la seguente conseguenza della (2.38)
(5.34) o= | Dy (& E) << wn—1,

—§l=<o
vale la

(5.35) ol f D, ¢ (&, B)— et0—) f D¢ B)< Ww_v 1+(n—-—1)1g—gz- Veol—m .
[§—yil<o ly; —&1 <&t

Dalle (3.31), (5.32) e (5.35) si ricava allora

(5.36) / [| Dy (&, B)| — Duop (& B)] <
lig— &1 <et

< 0= . g glmn %l/; o= 4+ Vn w, Vl 4+ (n—1)1g —0712 .
€

Dalla (5.36) ricordando le (5.28), (5.29) e (5.30) si ha

(5.37) fe—iw—f'*’" [| Do (& B)|—Duo (& B)] <

|¢]=1—0

3n—1 edls

Ve o= %Ve o= +Vnw, l/l + @ —1) lg

Wp—)

[emn e
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D’altro canto dalle (3.12), (3.13) e (1.8) si ricava

(5.38) [| Do (& E)| < n o,
|§1>1—0

e quindi, se |r|<<1 — 20, vale

(5.39) 12— Do (5, B | < e L naw,.

11> 1—0
Per il Temma 5.2 si ha che se ¢ < e(n), & < f(&) <1 — &2 esiste y € T B,
con |y — x| < &, e quindi se in pitt vale |z | < 1 — 20, abbiamo, tenuto
conto della (3.19),

(5.40) f e=lz=<1e7* | Dopl§ By = f e~ 12— 1 | Dyp(§, B)| =€ - oy - 207
[yl =< .
Dalla (5.24) si ha

—4n

fe—»é—ew-‘n D (&, B)| — Du o (¢, ) —

1§1=1—0

(5.41) \ Duf(@) +

n! wy

—4n
'wn'fg—IZ——Elr-4l])(p(E, E1)l.

i >1—0

5—411

fe“IZ—éle—‘|D¢(£,E1)|lgn

n!wy

1
Dalla (5.41) si ricava allora, ponendo nelle (5.37) e (5.39) o = "~V e ri-
cordando la (5.40), che esiste & (n) e positivo tale che per 0 < e < d(n),
1
|o| <1 —2e2n=1, e < fw) <1 — ¢ vale

(5.42) D, f (x>0

Posto allora, per 0 < & < d(n),

1

(5'43) 2 (E) . N On 6_8—4 . sz(n—-l)+2£_2 . g—2n—1) +
Wn -1
_
3n—1 g4f3 2 n—1)
_— s‘“(e”‘-{— I/l—l—(n—l)lga - )
Wp—1 84

dalle (5.25), (5.37), (5.39), (5.40), (5.41) e (5.42) si ricava la (5.23).
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LEMMA 5.4. Sia Ac R* aperto, f€ C! (4) e valga
(5.44) Df(x) 4= 0 per r€A,
Se si pone, per A€ R, E = |x;f(x) =4}, 8i ha
(5.45) FEN A= |z;x€ A, f(x)=A4)],
(5.46) FEN A= F*En 4,

Dp,B) _ Di@
| Do (x, B)| | Df (@)]’

(5.47) e FEN A,

Div. Ovviamente per z € FEN A si ha f(x)= 1 e il viceversa & anche
vero ed & conseguenza della (5.44).

Per la (5.46) si ha, se € FEN A, possiamo supporre, grazie alla (5.44)
che D,,f(a_-) > 0 e quindi, per il Teorema del Dini sulle funzioni implicite,
esiste un aperto £ —> x e una funzione g € C! (proiez. &) tali che

(5.48) EnQ={x;a0,=¢ @, w,uy), (X, .., %) € proiez. Q2.
Per quanto visto nella Oss. 5.7 di [1] si ha allora che x € F* En A e vale

Digp@,B)  Dig(@ .,y

5.49 S _ - .
o | Do (a, B) | {14 | Dy [#]12 y < n,
- = Dnlp(;,E) 1

5.00 W _ N

. |Dp@.B)|  (1+]|Dg|??

Dalle (5.49) e (5.50) e dalla espressione delle D; g mediante le D;f data
dal Teorema del Dini si ha infine la (5.47).
c. v. d.

LeEMMA 5.5. Per ogni successione (E’h} di insiemi di R", n = 2, verifi-
cante
(5.51) v (Er, 1)=0(),
(3.52) /] Do (2, Ey) | — i f])(p (x, By)

lzj=1 lz|=<1

oo
gsh; 8h>07 P 8}.<OO,
h=1

(') Il sottinteso che per ogni b 4 Ay Dlx; z € B, |x|<1} aperto per eni @(x, B, BT, (4,).
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esiste Nc (0,1) con mis N==0 e per ogni t€(0,1) — N una successione { Ly}
di insiemi di R"™ per cuti

(5.53) ;tli_{nmeh—l w(Ly,t)=0,
(5.54) hlin:o gt ‘f]qu (¢ Lp) | — /i])«p (ay Eh)l% = 0.
|lz|<t |z <t
(5.55) hlln:o et \ fD(p (@, Ly) — [I)(p (x, By) | = 0,
2| =t lz|<t
. .. Doz, Ly) . .
e inoltre, per ogni h —————""— & funzione continua su FL; N{x;xe B, x| <t} e
ypor ogni b 7 ST o W0 sz B, e <4
L. D, ¢ (x, L) %
5.56 lim inf ] =22 2022 (ol <ty 2 € T = 1.
(620 M e, T 171 <0 e T

DiM. Poniamo

(8.57) Ju @)= —" /6“"”‘“%—4 ¢ (& By dE.

HES

Avremo allora, per il Lemma 5.1,

3
(5.58) max lim ¢;3 f | @ (@, B) — fu (@) | de << - n?w,.
h — oo “

jz1<1

[==]
Quindi, essendo X ¢ < oo, si ha, per il Teorema di B. Levi sulla integra-
=1

zione delle serie a termini positivi, che esiste N,c(0,1) con mis N, =0
e tale che
(5.59) lim 8;2.[ | @ (@, By) — fu (@) | dH,—y =0, per t€(0,1) — N,.

h— o0
lz|=t

Indichiamo ora con ux la misura 3 & | Do (2, E\) |. Avremo allora per la
h.—

derivabilita delle funzioni monotone, che esiste N,c (0, 1) con mis N, =0
e tale che
(5.60) lim e,';‘f‘f dp < oo, per t€(0,1)— N,,

h-»o00

1<zl <t+ep
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e quindi anche

(5.61) max lim s—2fl Do (v, B) | < oc, per te€(0,1)— N,.

h — oo

t<lzl<tte)

Dalla (5.61) e dal Lemma 5.1 si ricava allora

(5.62) max lim a—lgf| Dfy| —f|D<p(w, Eh)|}g0, per t€(0,1) — N,
h—> oo

lz|=t lz|=t

Sia N= N, UN,. Fissato ¢t€(0,1) — N, con t << 1, posto & ()=
= [&; x € R" fn (®) =4}, dalla (5.59) si ricava

1

(5.63) lim 2 f i f | @ (@, Bi) — @ (2, Su (1) | dHaey = 0.

i 0 |lz|=t

Dalla (5.63) e per il ricordato teorema di B. Levi si ha che esiste Mc (0,1)

con mis M = 0 e tale che

(5.64) hlim &t f[ @ (@, B1) — @ (2, Su (1)) | dHp—y = 0, per A€(0,1) — M.
|z]=t

D’altra parte per il Teor. 1.6 si ha

1
(5.63) f‘ufl Do (2, 8y (4)) | =f|th |y

0 lz|<t lz|=<t

e quindi esiste 1, € (¢, 1 — &) — M per cui

(5.66) 1—2e f | Do @, 8| < [ | Dfa] -

lzj<t¢ lz|<t

Denotiamo con L; linsieme 8 (1), avremo allora dalle (5.62), (5.64) e
(5.66) le

(5.67) lim e—lf | @ (2, Br) — @ (2, Lp) |dH,—; = 0,
h — oo 1%1=t
(5.68) ma\ hm 8_1§/l Do (z, L) | —f| Dy (x, E}) |§g0
e |z]<t |z <t

13 Aunali della Sevola Norm. Sup. - DIisa.
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Dalle (5.67) e (2.15) segue

(5.69) max lim &1
h — o0 t

/lbqo(x, B —fll)«r I <o,

[z]=<t |z | <t

e percio tenuto conto della (5.66), si ha la (5.54).
Dalle (2.37) e (5.67) si ha la (5.55). Dalle (2.8), (5.67) e (5.04) si ha la
(5.63). Finalmente la (5.56) & conseguenza di lemmi 5.3 e 5.4.
c. v. d.

LEMMA 5.6. Sia {E)} una successione di insiemi verificanti le ipotesi del
Lemma 5.5, allora per a:0 < a <1 vale

(5.70) max lim s“’ §f| Do (x, Eh l [I)(p (ry H}) H < a1,

h— oo
lx|<a z|Za

DiM. Considerata la successione di insiemi {I,] costruita mnella dimo-
strazione del Lemma 5.5, si ha che essa verifica le ipotesi del Teor. 4.4
con () tale che
(6.71) lim 8, &' = 1.

h— oo

Avremo allora, per a:0 << a < 1, grazie al Teor. 4.4

(5.72) max lim eh—lg f | Dp (xy By) | — ‘f})(p (@, ) ‘ ‘ < a1,

h + 00
|z <at |z|<at

Dalla (5.72) e dal fatto che ¢ pudo scegliersi vicino a 1 quanto si vuole si

ha Passerto.
c. v. d.

TEOREMA 5.7, (De Giorgi). Per ogni intero n =2 e per ogni oz 0 < o < 1,
esiste un numero reale o(n,o) >0 tale che: se Ec R" ,ye R* ¢ 9> 0
verificano

(5.73) y (B, {x;xER”,lx—y|£Q])=0('-"),

(5.74) f| Do (xz, B)| — f Do (x, E) { < o a)e" 1,

ly—7|<e lz—yl<e

() B sottointeso che i 4D fx;re R, |z — y | << g} aperto tale che @ (x, Y e BI", (1),
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(5.75) f|Drp(xE|— [Dgo (x, B ‘<a";/|l)<p(x,E)|—thqo(w, §

l2—y|<ae lz—y| <ae lz—yl=<e
Div. Se per assurdo il Teor. 5.7 non valesse esisterebbe un intero n = 2,
un reale a: 0 < a < 1, una successione di insiemi {E;} contenuti in E", una
successione di punti {y,) appartenenti a E* ed una successione di numeri
reali positivi {gs}, tali che

allora vale

(5.76) Y (Br,{x;0€RY |z — yn | < on) = 0,

(5.77) f|1)¢p (x, By) | — fl)fp (x, Ba) | = ¢, 077 th g < 00;
le—ypl=<ep le—wpl<ep -

(5.78) f| Do (x, By | — fD«p (@, By | > ar e, o1
|z—yp | < app |2 —yp | < agy,

Se sull’insieme E, si opera una traslazione di vettore — y,, una rota-

zione che porti il vettore f Do (v, B) sull’asse x, ed una omotetia di

le—y, | <ep
rapporto g, si ottiene un insieme L, per il quale valgono

(8.79) Y (Ln, 1) =03

(5.80) f[ D (x, Ly) | ——fl),.r,v(w, Ly =¢,
1z|=1 lz| <1

(5.81) f| Do (®, Ly) | — ’fl)(p (g Lp) | > a™ &, .
lz]<a 1z |<a

Avremo quindi Passurdo: la successione {L,} verifica le ipotesi del Lem-
ma 5.6 e non la tesi.
c. v. d.

6. Stabiliremo ora, come conseguenza del Teor. 5.7, alcuni risultati
riguardanti la regolaritd delle frontiere di misura localmente minima.
TEOREMA 6.1. Se per Ec E", n = 2, y € R* esistono a, o, « € R con
0<pop<a 0<<a<<1 e tali che
(6.1) @ (x, B) € BV (x5 |0 — y | < a)),
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(6.2) v (B, {o;|r—y|<e))=
(6.3) | Dy (2, B) | — \ Dy (2, B) }<
lz—y|<e lz—yl|=<e

< o(n,a) "1, (per o(n,a) v. Teor. 57).

n
Allora per ogni z: |2z — y| < ¢ (@ — ™) vale

(6.4) f'D‘P(*”’E)l—’ fD‘p(w,E)\<°(n’“)Qn_l“"'
|:c—z|$eu.;‘:‘l |z—z|sea’:l

DiM. Poiche ¢
(6.5) fw; |2 —2| < ga e (w; |2 —y| < ag),

8i avra anche

(6.6) fIDOD(w, I—lflhpw, ‘<[|D¢(wEI—UD<pwE)[
- lz—y|=<ae |[z—y|<ae

|z —z|<ea n1 |x—z|59u_

Dalla (6.6), per la (6.3) e per la proprietd di o (n, «) (v. Teor. 5.7), si
ha la (6.4).
c.v.d.

TEOREMA 6.2. Se alle ipotesi del Teor. 6.1 si aggiunge y € FE si ha, per
t: 0<<s<t<p,

Dy (x, t) De (v, B) -
(6.7) St L1 —lz—vi=s <n(n,a) Vig ,
| Do (z, B)| [lD(p(.l‘,E)l
|-yl =t lo—y<s

i

dove ny, &) =
W(r ) I—VOC “wn—l

DiyM. Supponiamo per comoditd ¢ = 1, ¥y = 0. Cominciamo col valutare
il primo membro della (6.7) nel caso in cui ¢t = a” con & intero non nega-
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tivo, s = fa* con B: « < f < 1. In tale caso poniamo

Do (x, ) thp(m,E)
(6.8) wp = 2l =ah , v =zl =pet .
| Dy (@, B) | [1ppis, B
lz|<at |z| < pah
Si ha allora
(6.9) |up — on | << V2 V1 —(us, vn),

(6.10) [1 — (wp vh)] f| Dy (z, E)| =

|| < Bal

=[|D(p(w, E)| —-f(uh,l)fp (, E))gletp(x,EH —f(uh,qu (®,By))

lz|<ah g |z <pal |z| <ah |z]<at

(6.11) f| Doy (x, B)| — f(u,,, Do (x, B)) =

|z|<ah || <ah

[1pe @ mi—101| [ 10w 3.
lz]< ah lz| = ah

Dalla applicazione ripetuta h volte del Teor. 5.7 si ha

(6.12) f|D(p(.t,E)|—‘ fqu)(.l‘, E)I<a’"‘a(n,a).

|z | <ak |z|<at

Dalla (6.12), (2.38) e (3.19) si ha allora

(6.13) f|[)(p(.r,E)| — |u| ]D(p (@, E)|< 2 . o (n, @) .

|z|<ah |z | <al

Dalle (6.10), (6.11) e (6.13) si ha

(6.14) [1 — (uy, , vh)] /] Do (x, B)| < 20" . 6 (n, a) ,

| 1| = pak
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da cui, tenuto ancora conto della (3.19) e del fatto che § =« si ha

(6.15) 1— (o, von) < 22 B ay,
" Wa—y
Dalle (6.15) e (6.9) si ha allora
(6.16) [up — o | < 2V (n, &) Yokt
a” [OPWS]

Per ¢, s qualunque indichiamo con %, % gli interi per cui vale
(6.17) et <t << ah, altth < 5 < ahtk-l,

Si avra allora ovviamente

Dy (x, E) Do (z, E) Dy (x, B)
(6.18) |z <t __lzi=s = |zj<t —
[tosw e [1Dwmn) | [1000@ B
lz|<t l:ls; ' lz) =t
Dy (x, B)
hti-2 |zl <3
+ ‘%h [ — s | + | g1 — —p———|,
- [1pva, )
lz| <=8

e per la (6.16),

Dy (x, E) [D(p(.r,E) I
(6.19) |z =<t __lz|=<s <
D @, ) | ﬁmew
lel=t lz]<s

<2VM§V P l’a’“}“z — ]/ )y

o Wp—1 j=h — VOL o Wp—1

Dalla (6.19) e dalla prima parte delle (6.17) si ha Passerto nel caso o =1,
y = 0. 1l caso g, ¥y qualunque potendosi ricondurre facilmente a questo il

teorema pud considerarsi completamente dimostrato.
¢ vod,
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COROLLARIO 6.3. Nelle ipotesi del Teor. 6.2 si ha che y € F* E e vale

Dy (v, E)
1)(}7(?/9 E) ly—=z|<t T
6.20 — = < no) |/ 2,
(6.20) | Do (y, B)| X " VQ
| Dy (x, B) |
ly —z|<t

TEOREMA 6.4. Nelle ipotesi del Teor. 6.1 si ha che FEN {2;]|z — y|<

n
<o (e— ac"——l)] é ipersuperficie (°) analitica.

Dim. Per il Teorema 6.1 e il Corollario 6.3 si ha innanzitutto che

n

»—1)} . Dal
o 2
Cor. 6.4 si ha poi ancora, per 2: |z —y| <p(a — a*1) e t<< ga!

1

FEN(z;]z—y|<ela—a )} =F*Enfz;|z—y|<elx—«

Do (x, E)

Dy (2, E) |&—z| <t t
6.21 — < n(n, )Vﬁu,
. [ Dple, )] | Dp (, E) | AV ga

lz—2z| =t

Si avra quindi anche
t

fdsf])qa (x, B)
,)(]7 (zy E) 0 lz—2|<s
(622 | Dy 5, B)] ¢

< 7 (n, a) l/_tﬁ_ .
QOLn/"—l
fds[quo(m,E)]

0

|:i—z|£a

{dsf Do (x, B)

—l <
Essendo -, lz—zl=¢

funzione continua di 2, avremo, grazie alla (6.22)
d8j|D¢(£’E)|

lz—z| <s

D E o

ID‘;%—;T ¢ funzione continua su (z; |z —y| <pg(a — a" 1)},
)

0

(") Per Ia definizione di ipersuperficie efr. [1] p. 51.
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n

Da cid segue, v. Teor. 5.8 di[1], che FEN (z; |2z — y| < o (@ — a*1))
¢ ipersuperficie di classe C'!. L’analiticitd & poi conseguenza della regolarizza-
zione per I’equazione differenziale delle superfici di area minima e del collega-
mento fra le superfici cartesiane di area minima e le frontiere orientate di

misura minima (cfr. [9]).
c v. d.

Abbiamo allora il seguente risultato, riguardante la regolarizzazione
delle frontiere orientate di misura minima e che comprende il Teor. VI,
p. 56, di [4].

TEOREMA 6.5. Per Ac R" aperto, n =2, Ec A sia: ¢ (x, F) € BV)o (4),
w(H, G)==0 per ogni insieme chiuso e limitato Gc A. Allora F*EN A €
ipersuperficie analitica e vale

(6.23) H,_,[(FE — F* E)n A] = 0.

DiM. Per la prima parte basta osservare che se y € ¥* E n A, ricor-
dando la (3.19), si ha

e20  iim| [1Dp@ &)= | [DpwB)] e =0,

e—90
lz—yl=<e lz—y|lse

e quindi rimandare al Teor. 6.4.
Per quanto riguarda la (6.23) cominciamo coll’osservare che dalla (3.18)
si ha

(6.25) f | Do (z, B)| = 0.
(FE—T*E)n 4

Quindi per ogni ¢ > 0 si pud trovare un aperto Q,.: (¥E — G*E)Nn Ac 2,
per cui

(6.26) f]l)(p (@, B)| < e.
QE

Possiamo poi trovare una famiglia di sfere {x;|r — y;| < o:} tali che

(6.27) ¥:€ FE, [(C]E—O*E)nA]cy{ﬁ;|w—y,~]<gi}c.§2€,

e tali che lintersezione di k(n) - 1 sfere distinte risulti sempre vuota (k (n)
& una costante che dipende solo dalla dimensione dello spazio, v. Besico-
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vitch [10]). Avremo allora

(6.28)

| Do (@, B)| < k (n) leqa(w, B)| < ke,

Iz—v.l<m

e quindi anche, per la (3.19),

(6.29)

(1]
[2]
(3]
[4]
(5]
[6]
17]

(8]
(9]

(10]

n—l < (n) .

i wn—l

Dalle (6.27) e (6.29), per Darbitrarieta di e, segue la (6.23).

¢ v d.

BIBLIOGRAFIA

M. MiraNDA : Distribuzioni aventi derivate misure ed insiemi di perimetro localmente finito.

Ann. S8¢. Norm. Sup. di Pisa, 1964.

M. MIRANDA : Superfici cartesiane generalizzate ed insiemi di perimetro localmente finito sui

S.

E.

prodotti cartesiani. Ann. Sc. Norm. Sup., Pisa, 1964.

BaNacH: Sur les lignes rectifiables et les surfaces dont I’aire est finie. Fund. Math.,
1925. -

DE GIORGL: Frontiere orientate di misura minima, Sem. Mat. Sc. Norm. Sup. Pisa,
A. A. 1960-61.

. Triscari: Sulle singolaritd delle frontiere orientale di misura minima. Ann. Sc. Norm.

Sup., Pisa. 1963.
De GIORGI: Nuovi teoremi relativi alle misure (r — 1)-dimensionali in uno spazio ad
r dimensioni. Ric. di Mat., Napoli, 1955.

. 8. BEsiCoOVITCH: A general form of the covering principle. II. Proc. Cambridge Ph.

Soc., 1946,

. FavarD: Cours d’analyse de I Ecole Politechnique.
M.

MIRANDA : Analiticitd delle superfici di area minima in R% Rend. Acc. Naz. Lincei,
1965,

S. BESICOVITCH: On the definition and value of the area of a surface. Quart. J.
Math., 1945.



