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SU UNA GENERALIZZAZIONE DEGLI SPAZI L@”
DI MORREY

G1uLio CESARE BaArozzI (*)

I. Sia 2 un aperto limitato di R"; si dice che una funzione u (x) € L(Q),
¢ =1, appartiene allo spazio di Morrey L% (£), 0 <<1<n, se per ogni
x € £ sussiste una maggiorazione del tipo

| (@ de < M,
S(z,e)n Q2

M essendo una quantitd positiva indipendente da x, ed S(x, ) essendo la
sfera di centro x e raggio ¢ positivo arbitrario. E possibile munire L (Q)
di upa struttura di spazio di Banach. Agli spazi L@ ¥, introdotti origina-
riamente in connessione con questioni di calcolo delle variazioni e di rego-
larizzazione delle soluzioni delle equazioni ellittiche, & dedicata una estesa
letteratura; di particolare interesse per il presente lavoro é una nota di
S. Campanato [4], in cui vengono stabiliti teoremi del tipo di Sobolev per
funzioni aventi certe derivate in spazi di Morrey opportuni.

Nei numeri 2 e 3 della presente nota, dopo aver richiamato la defini-
zione degli spazi di Morrey, vengono introdotti spazi funzionali analoghi a
questi, nei quali, pero, alle sfere S (x, o) vengono sostituiti gli intorni relativi
ad una certa distanza in ", nella quale le diverse coordinate ;,i=1,...,n,
compaiono in modo differenziato.

Una tale distanza «anisotropa» si presenta in modo, per cosi dire,
spontaneo, quando si affronta lo studio delle equazioni quasi-ellittiche. Ven-
gono stabiliti teoremi di immersione tra spazi diversi del tipo indicato (che

Pervenuto alla Redazione il 25 Giugno 1965.
(*) Lavoro eseguito nell’ambito dellattivitd del Gruppo n® 2 del Comitato per la
Matematica del C. N. R. per 'anno 1964-65.
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610 GruL1o Cesare Barozzi: Su una generalizzazione

risultano effettivamente diversi da quelli di Morrey) ed anche teoremi di
immersione tra spazi anisotropi e spazi di Morrey. Nei numeri 4 e¢ 5 si
mostra la possibilitd di adattare alcune tecniche di Campanato [4] al case
allo studio, trovando cosi teoremi del tipo di Sobolev analoghi a quelli
stabiliti dal citato Autore.

2. Sia Q CR* un aperto limitato; per ogni x € R* poniamo ||r|?* =
=35 Swe=EcRY [|a—&| <o 0€RT), Q2 0)= 2N S(x o)
Jj=1

Se ¢ e A sono due numeri reali con ¢ =1 e 2¢€[0, n], poniamo

It M (Q) = {u (x); « misurabile in Q, | |u(&)[?ds < Mg

Q(w, @)

(M dipendente da u), 3 X € 2, M o€ ’IR’r% .

Se si assume come norma di u € L4 (Q) la quantita

1y
[ sup o~* f| u (&) 1151 ,
el
cemt Qo

L% () viene munito di una struttura di spazio di Banach, ove si identi
fichino, come di consueto, funzioui uguali dappertutto. I chiare che per
dimostrare DPappartenenza di w allo spazio L@ 3 & sulticiente verificare lu
maggiorazione

[u @) |1dé < M ¢

O (2, 0)

per ogni v €02 ed ogni p€]0,0", essendo ¢® un numero positivo ad arbi-
trio : sceglieremo spesso o* = 1.

Ricordiamo che L@ 9 (Q)= L1 (Q) e L4 ™(Q)= L*(Q), le uguaglianze
intendendosi nella categoria degli spazi di Banach. Ricordiamo ancora che
per 1> n L4 % () si riduce alla sola funzione nulla. Se in IR* si introduce
la norma

n t/p
Lol ={21xl?) , p=1,
j=1
convenendo di porre, come di consueto
b b

o o= max g,
I1sj=n
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¢ 81 introducono gli intorni

8p(xy0)=(FER; ||lo— &, <o 0€ WYY,
si pno definire lo spazio L;" b (£2) allo stesso modo di JAS (£2) (che possiame
indicare col simbolo Ly *(£2)) salvo la sostituzione di Sp(x,0) a Sz, ¢) =
= 8, (x, 0). Nel seguito ¢i occuperemo dei valori di p = 2. Dalle inclusioni

Sy (8, 0) € 8 (2, 0) C Rty 0) € 8y (1, V) ¥ p>2 Ne€]0,1j

tenendo presente un risultato di S. Campanato [5] (Appendice n® 1; si ha
stibito

/
!

LR (@)= 1""Q), Moe[2 +oo], g=1, i£[0,n]

Se (m;,..,m,) & un’ennupla assegnata di numeri maggiori i zero,
poniamo

. -
mo= max m;, m’ = min m;, w*=3 — (=n)
1<j<n 1=j<n j=1 Mj

Supporremo m; =1, m =2, ipotesi queste, come vedremo tra breve,
non restrittive. Per ogni p €]1, -} oo] consideriamo la distanza in MR* definita
dall’eguaglianza

m; m )

n 1 1p
! P , '
(2, 0) = ( 2| ’") (doo (X, 0) = max |x;|");
j=1 1<j<mn
poniamo

Ip <4L.7 @) = ‘S € ‘R" ’ d}) (""7 5) < 2. @ € 1R+}‘

La quantita || x |||, == d, (x, 0) soddisfa agli assiomi di una « quasi-norma »

m m

in R (v., per es., K. Yosida (8], pag. 30). Se 2% 0, per &= ("1 &,y "0 1,),
t=>0, st ha || x|m =t |llx|]n. ¥ facile inoltre verificare che le quasi-norme
{1x]|lp (e quindi le distanze d,) sono due a due equivalenti:

all elllm =Nl n=cell@lis,

per opportune costanti ¢, € R+, j= 1,2, indipendenti da x. Osserviamo
esplicitamente che se si eccettua il caso banale in cui gli m; sono tutti
uguali, le distanze d, ora introdotte non sono equivalenti alla distanza

ordinavia in R Per p <m gh intorni 1, {x, o) possono essere insiemi non
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convessi (1): nel seguito considereremo pertanto di preferenza valori
p=m.
Se ¢ & un numero maggiore o uguale ad 1 e 1€[0,n*], poniamo

Lekimg om0y — % () ; » misurabile in Q, / | w (&) |2 d& << M ¢
I, (@e)nQ

(M dipendente da u) M x€LQ, M€ ‘IR+} .

B immediato che L% *™ " (Q) non muta se si moltiplicano gli m;
per uno stesso numero positivo: ad esempio se gli m; sono naturali non e
restrittivo supporli primi tra di loro. Se si pone

/g
Nl tasim oy =| 500 e [ fuieae]”,
€
Qt'R+ I (x,0)n8

si munisce L™ ™) (Q) @i una struttura di spazio di Banach. Analo-
gamente a quanto fatto in precedenza per gli spazi di Morrey, si potrebbero
definire gli spazi L{H ™ ™) (Q) utilizzando gli intorni I, (x, ); le in-
clusioni

Inm (2, 0)C I (x, @) C 1o (%, 0) C T (2, ;7579)7 V¥p=m, Ne€[0,1]
conducono perd all’eguaglianza
(21 LPHme Q) = L ET Y (),
Mpe[mdool, Nq=1, 3 1€[0,n¥.

Tt immediato che se mj=m, j = 1, ... n, allora

(2.2) LA () = 10 ()
o )
(1) Per p==m risulta pmj/m =1; se dunque E’. | le ™ < 0P, Ej | yj] "< 0P, si
‘m_j 1ﬂj mj
1 o v P )
ba 2,-(71’”1 +9; |> SngHxil + |yj| ) < o, da cui Ia convessita di 1, (z,0).
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Si ha ancora
(2.3) L(q,o;m’ Yooy M) (,Q) — Lq (Q)y L(q' n*;m‘, vy My) (Q) = L (Q) .

La sola inclusione che non & immediata & L?™ ™ ™) (Q)c L(R2). Uti-
lizzando (2.1) possiamo riscriverla L& ™™ ™) (Q)c L® (2); ora se
we L™ ™™ (Q) si ha

f [u(8) |0 d& < Mg™ = 2 M mis I, (2, 0)

Io (@ e)nR

da cui subito la nostra tesi, ove si tenga presente che, in virtt di un
teorema di Jessen-Marcinkiewicz-Zygmund ([7], teor. 6), risulta

. 1 |
:‘f},%m f |w (@) d&%:lu(qu

I (z e n2

per quasi ogni x € Q. Lo stesso ragionamento prova anche che per i > n*,
LA™ ™) (0 i riduce alla sola funzione nulla.

3. Per p€]0,1] si ha facilmente I’inclusione
L (%, 0)C S (2, 0) 5

ne segue, se u€ L7¥)(Q),

| (&) e dé g/[u(.‘,‘-‘)i‘ldﬁgMgl"gMg", MA .

I, @ e)nf Sy @, 00n 2

Si ha analogamente

m m

Sy (2, 0)C Ly (%, VYn o™);

se dunque u € L4 ™) Q) gi ha

m’ ’
w(@de = | |u(E)1di < Mo™ " < Mo¥ vir="1.
i Y [ m

S (I.r e)n g m M

Lm (@, Vne™ ) a @
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Si ha in definitiva

(3.1) 0< 1 g%l Slg 17— {L(q. A")(Q)C L(ll’l;ml"”‘m")(Q)CL(q‘ ;_/)(!2)}’

Ye=1.

OSSERVAZIONE. La (3.1) & in accordo con l’inclusione
V= V') => (LY (Q)c L9 ) (Q))

(v. 8. Campanato |2], nota (3); inoltre la (3.1) contiene la (2.2) e la prima
delle (2.3).
Esaminiamo ora in dettaglio un semplice esempio per verificare che:

a) gli spazi LT*™ ™) (Q) sono effettivamente differenti dagli
Ll (Q) 5

b) le limitazioni per A’ e 1’ nella (3.1) non possono essere migliorate.

3
Scegliamo n =2, Q=]—1,1[><]—1, 1|, m; =2, my =1, l‘:?

/ 3
(1 % = _4_) , ¢ =1. La (3.1) fornisce dunque

(3.2) L3y L3220 (Q)c L1319 (Q),

3
- ?[ , risulta L3221 (Q) %
% L4 (Q). Per definire gli spazi che intervengono nella (3.2) si possono
utilizzare gli intorni

Dico che, scelto ad arbitrio un valore 1 €]

Soo(%Q):{EE‘R?;|§1-le<97j=172’9E1R+}
Im("79)={56m2§|51'—‘1"||<Q,|52_12‘<9?r96m+}'

Consideriamo funzioni del tipo

1 1 )
o e w0 =12

(X, x,) =

Un semplice calcolo mostra che u € LA (0) ge e solo se o, + ay =1,

; 3 . .
mentre w € L0:32:21) (Q) se e solo se a, + 2¢, = 7 Se, ora, si sceglie una

. 1 ! 1 ’ ! ’ ;; U
coppia (a, , a,) tale che a; + ay =1 e a; + 2a, < - (ad es. a, =1, a, =

Y

— /)) , Si ottiene we LA (Q), wg Lt 32 21 (Q). Viceversa scegliendo

tef e
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3
una coppia («,a,’) tale che a)' 4 ' <1 e ol + 20, = > (ad es. o' =

3 .
=% (%— 21), o =A) si ha w¢ LD (Q) ue & 2’2")(9).
(1,3;2,1) .
Con lo stesso ragionamento si prova anche che L 2 (2) & diverso
) (3

tanto da L° ¢’ (2) quanto da L* 27 (£).

Terminiamo questo numero con un teorema di inclusione tra spazi
L(«l,}.;m‘ N .,.,mn) (.Q) .

Proviamo che

(3.3) iq,.—<_% q’(n"—l)gq(n*—-l’)}:> {L(q‘ my, s my) (Q)CL('I";‘;MI y o .m;z)(Q)],

(¢fr. S. Campanato [2], nota (3). Infatti se u€ L@rime ™) () applicando
la disuguaglianza di Holder si trova

' 1/g’ A el PSS 1/q
sup o~ ¥ (@ eds| =2 o 0, " a| sup p* Lu(&)|edE
zeQ N zEQ .

eelo el Ioo(® )N eel0. el Lo @ @) N

essendo g, il diametro di Q.

4. Come si & detto al n° 1, in questo e nel seguente numero verranno
estesi alcuni risultati di S. Campanato [4].
Sia g (¢) € L (£2); poniamo

Uy,a(a‘)::fi—(—g——(—ai——-df, «>0.

x, E)n*—-a

Sussiste il seguente

LeMMA L. Se g€ LM*ime ™) (Q) allora
a) se 0 =A< n* —a, Uyt pAteimema) Q).
b) se A=mn*—a, Uyaqt Lssmo ™) () per ogni p < w*j in ogni
caso si ha
“ Ug. " ”L“' poamy e ) @ <c H g9 ”L(l,i.;m1 ey M) @

essendo g = A -+ o nel primo caso, p < n* nel secondo.
¢) Se infine n* —a <A<<n* U, q é limitata in Q e si ha

sup | Uy u(-l‘) | <c “ Y ”L(l,l;m‘,... , m")(!_)) .

xeL
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Nell’enunciato del Lemma e cosi nel seguito indicheremo con ¢ una
costante positiva, non necessariamente la stessa in ogni formula, indipen-
dente dalle funzioni che in essa intervengono.

Osserviamo innanzitutto che la convergenza dell’integrale

fdm (x, 0)~* dx ,
.an

er k< n* o, cid che & lo stesso, la convergenza dell’integrale
p y Oy s g g

fdi (w0, 0)~* d
-R'n

puo stabilirsi con un calcolo diretto, utilizzando, per esempio, il cambiamento

™5

di variabili &= |a;|* sgn x,,j =1, ...n. L’esistenza per quasi ogni x € Q
dell’integrale

f 9 (&) dy (w0, &) dé
0
segue allora dall’applicazione del teorema di Fubini-Tonelli. Per la dimo-

. . 1 -
strazione di a), supposto 9€]g,—-¢,] e scelto x, € £, seriviamo

[Uga (w)léj 9@ dy (x, &) dE-l—fl g(&) Ay (x, &y dE=Uy o (x)+ Uy/q (x).

Q—1I,,(2, 2¢) Qn Iy, 20)

Per r€0, 9, w€ 1, (z,,0) N 2, poniamo

Pu (r) = [ 98] d&;

{201, @, 2',,); AT, ()

si ha @, (r) =0, per r€[0,0], ¢.(r)<|¢]| % per r€|g;g,] (si intende che
la norma di g ¢ quella di LU2™ ") (),
Con una integrazione per parti, tenendo presente che a — n* 4 1> 0,

si trova :
Qo

Uy alx) = / e L () dr < el g || oo,

13
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da cui

Uga@dr<clgllette,

I, 0)n 2

(si ha mis I,, (ry, 0) << co™). Analogamente si trova

U’ (@) de<cl gl e,

I, (%, 0)n 2
da cui a).

La b) segue da a) ove si osservichese 1 =n* —a, da g€ L Aimy e ma) (£2)
segue gEL(l‘l_“mt’“‘"""‘ (£2) per ogni €] 0, 1] (v.(3.3)).
Per dimostrare infine ¢) si introduce la funzione

ye(ry=1||g@|ds, r=0, x€2;

T, nQ

risulta . (r)<<|| g, essendo n* — o < 1 < n*. Con un’integrazione per
parti si trova
4]
| Uga@] Sf"a—"* v, (Ndr=cllg|leg™ =g,
0

cio¢ Dasserto.
Introduciamo ora un ipotesi « del tipo di cono », relativamente all’aperto
£. Supponiamo ordinati gli m; in modo che risulti

M= M, =My = .. =My > 0.
Pouniamo

n
Efr—_—§w€1R";0g1’1ga,Z]wj|"'f_<_acx;";a,acE'lR+§;
=2

"
Ef’::%x&‘IR";-——aS_wigO,'Zzlel'"iga|x£|m;a,aE'lR+§.
j—

Se fosse m = m; = ... = my (k << n), definiremo in modo analogo gli in-
siemi E, per j=1,..., k. Diremo che Er (rispettivamente E; ) ha il vertice
nell’origine, e chiameremo « base» i esso linsieme dei punti per cui &
£, = « (rispettivamente x; = — «); indicheremo tale base con >t 7).
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Supporremo che Q soddisfi alla seguente condizione :

Esistono due numeri a, o € R*, tali che per ogni x € 2 esiste un insieme E (xr)
ottenibile mediante traslazione da uno degli E;(j =1, ..., k), avente vertice in x
stesso e tale che, detta X (x) la base di E (),

i) esiste un insieme misurabile S* (x) € X (x) N 2, con mis 3* (x) =¢ >0
(c indipendente da x);

ii) se &€ 3Z* (x), ogni punto x* di coordinate

m

o =2;= t™i (& — ), j=1,..,m, t€[0,1]

appartiene ad Q; Vinsieme di tali punti verra indicato con E* (x).
Osserviamo esplicitamente che se gli m; sono naturali e di pia costi-
tuiscono una ennupla « quasi-ellittica » (v. G. C. Barozzi [1]) allora i domini
«normali » relativi alle equazioni quasi ellittiche di multi-indice (m, , ..., m,)
(v. B. Pini {9], A. Cavallucci [6]) sono la chiusura di aperti Q2 per cui la
condizione precedente & soddisfatta (v. Appendice).
Cio posto sussiste il seguente

LEMMA 2. Nelle ammesse ipotesi su £2, se w e le derivate prime di w (nel
senso delle distribuzioni) sono sommabili in Q, per quasi ogni x€ £ si ha la
maggiorazione

l u (‘E) | < cf Z | D*u (E) I [dm (_p, 5)]I—n* dé,
0.

<l|aj<1

(v. 8. Campanato [3]).
Supponiamo c¢he per un certo xr € 2 E (r) sia ottenuto per traslazione
da E". Sia @ (f) una funzione di classe ¢ [0, + oo con

! 1

SI, per tElO, fg—},
P ()= 0
0, 1)ert£[—3-,+oo[.

\
Per ogni &€ 3*(x) si ha

1 m m

T d ™ T
U () = — / 3 \(p (&) w0 (0, + toy By 872 (Ey — ®y)y weny Ly 4 10 (€0 — x,,)] dt
0
con una integrazione su X* () si trova

jue| = DU LEIPD [l o4 3 | 200
J

=1 | 0&

0ty &gy, &n

dx*.
ol ey ah)

|

E¥(z)
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Un calcolo diretto mostra che

a(t, 52 yoeey En) . a2
(@, e, o) (@ — a1’

Ma essendo z* € E* (x), si ha

S af —x[" = (1 4 a)|at — |,
j=1
cioe
1
Ay (2, 2"y << (1 + a)™ | af — x|,

Si trova dunque

n

nl w@) |+ 2

ou (x2*)

: o
t » =1 1
I u ('L) I S C dm (.I/" x*)n*_._l

dx*

Erz)

n*—1

avendo posto €= c—1a™—2(1 4+ a) ™ max||¢|+]|¢’|.

5. Supponiamo soddisfatta da Q Vipotesi del numero precedente. Indi-
chiamo con C® (Q)(k naturale) lo spazio delle funzioni continue in £, con
le derivate fino all’ordine % incluso. Con W%* ™™ (Q) indicheremo il
completamento funzionale di C\% () rispetto alla norma

|| ||(k' = Imzsk || D*w ”Z(q,l;m‘ . ,mn)(_(_,}]”q

(g, 2;my ...

in particolare |||l = . Essendo W, e W
o )

” u ”L(q,).;mi, . mn)(ﬂ

risulta, com’® noto, D*we€ L (), per |a| <<k Se we W{ il Lemma 2 assi-
cura che

la]=<1

l w@)| = 0[[ >) | D (8) l] (dm (x, P~ dE
2

per quasi ogni x € £2. Supponiamo k =1, ¢ > 1; poniamo

, q q(n* — 1)
=, 1 1'*=,ﬁ_l—_;1, se0 <1< n"—¢q, p= 1 oo,sel=n"—q.
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Sussiste il

A;m

TeorEMA I Se we W' "™ (Q) allora
a) per g<<i<<n*— q,u € LB #M ™) () per ogni p €1, p*[ e ogni

pn < n*— —5— n*+p -+ —%— A ; sussiste la maggiorazione

%o, p. ) < €| w1 g -

b) Se n* — g <<A<<n*,u é quasi dappertutto uguale ad una funzione
continua in £, e per essa $i ha

sup [w@) | << e| v, q -

ze 2

Una volta provati i lemmi 1 e 2, la dimostrazione del teorema si con-
segue apportando a quella dell’analogo teorema I, 2 di [4] modifiche pura-
mente formali (sostituzione di n* ad m); riteniamo pertanto di poterla omet-
tere. Un analogo risultato sussiste per k naturale qualunque e ¢ > 1. Do-
niamo attualmente '

*— 1
p*=ﬁg%——_—)’(—q, se 0, <l<<n*—lkq, p* = + oo, se 1 =n* — kq.

Si ha il seguente

VA Ve my,
TEOREMA. 2. Se u¢€ Wk(q ™ ) (2) allora
a) se 0 << A< n*—kqueL7* ™ " Q) per ogni pe[1,p* ed ogni

u<<n*+kp — —% n* 4 —f} 1 ; sussiste inoltre la maggiorazione

1% o9 << € 1] % [l g )«

b) Se n* — hg << A << n* per un certo naturale h,1 << h <<k, ogni D*u,
con |a| ="k —h, é quasi dappertutto uguale ad una Sfunzione continua in £

e si ha la maggiorazione

S sup | Dru|<cl| u|wqn-
|a|=k—h xcQ

La dimostrazione si consegue, come per il teorema II. 2 di [4], appli-

cando il teorema 1 successivamente alle derivate di ordine &k — 1, kF —2,....
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Ci proponiamo infine di dimostrare come Pappartenenza di w allo spazio
W:q'l;m""”m“) (L), per opportuni valori di k, 4, ¢ (¢ > 1), ed in certe ipotesi
su £, implichi che la u stessa soddisfa ad una condizione del tipo di Holder.
Si tratta, tuttavia, di una condizione di Hilder differenziata rispetto alle
diverse variabili, in armonia con la dissimmetria degli spazi che stiamo stu-
diando. Per semplificare al massimo i ragionamenti supporremo che £ sia
addirittura un intervallo (aperto) di R™:

Q={reR";a; €aj,bi[,a;<bj,j=1,..,n}. -

Sfruttando un procedimento di Morrey, gia utilizzato in [4], dimostriamo
il seguente
(g, 4; TR
TEOREMA 3. Se u€ qu et () con n* — kg < A <<n* allora u
coincide quasi dappertutto in Q con una funzione (che indicheremo ancora con

u), tale che, per ogni coppia z,y€ é, si ha

m, ]

a—L
I m

n
[ (@) —w(y| < el do @y <e||ufuwgn 2 |2, —y;
j=0

;.. *
con «€]0,k - v %— [, se w* —kq < A <<n* — (k — 1) q, mentre la u é lip-

schitziana se 1 >n* — (k —1)q.

Siano # ed y due punti di £; non & restrittivo supporre |2; — y,| < 1 per
ogni j=1,...,n. Considereremo intervalli chiusi T che siano uguali alla
chiusura di intorni del tipo I (x,7), cioe

m

T={reR*;a;€[a;,a;41"1],j =1,...,0; 1€ R};

diremo ! il «lato» di 7. RisulterA mis T = 1"". Per ogni coppia x,y€ £,
esiste certamente un intervallo T (x, y) del tipo specificato, tale che x,y€ T (x, y)
e di pil risulti I =1lato di T (», y) = de (%, y). Inoltre, se x ed y sono abba-
stanza vicini & sicuramente 7'(r,y)€ 2. Sia £€ T (x,y): abbiamo

(7.1) fu(@) —w@|<|u@)—u@|+|v@E)—u@)]

Valutiamo il primo degli addendi al secondo membro.

1
@) —u @] = U q'lﬂ§'+—<:c(x——_ N | =
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ou (n) |

’ dt <<
oN  ly=t+tlz—)

m 1
n _J
=2 W:‘—fﬂ"’j
=1

0

1

< Nndo(r,y) 2 fm
=1 ) | on;

dat.

n=5+t(x—3)

Con una integrazione per parti in d& su T (r,y) si trova

1
ﬁ w (k) — u(E) | dE < ndo (x, y)frit 2"‘ 51: ) |

=1 6N g=itte—s)

dé&.
T1z.v) 0 Ty
Eseguiamo il cambiamento di variabili %, = § + ¢(¥, — &); indichiamo
con T,(z,y) il trasformato di T (r, y). Si ha che ;= lato di Ty (r,y) =1 —1t)1;
se ne deduce

1
dt m ol ou(n)
[1 u(x) — w () dé << ndy(r,y) J((iltrl)j f 2 l o dy
T(z v 0 Ty(z. y)
1 ‘o~ q 1'q
1 . ou () |1 \ d
e (1=—) 2 dt [ [ R d .
< n|dw (2, )| S ol B | ey |
= — g ey
q
0

Supponiamo ora che risulti piu precisamente, n* — kq < 1 << a* —
— (k—1)q; il teorema 2, applicato alle derivate prime della u, assicura

che 57_1‘_6 LNy ) (£2), per ogni u < (k — 1)q -+ 4. Dalla maggiorazione

onj
e
u | &7

Ty (2, y)

q g
dﬂ] =cllulwqn

gi trae in definitiva

(7.2) /[ u (@) —u ()| df < cde (2, 3/)|+M+ i Lol 0.

T (2 v)

se n* —q < u<(k—1)q+ 4. Con la stessa tecnica si trova

g S
N | RTRTAP

(7.3) f‘“(é)"“(y)ldfgt‘ do (2, Y)

T(xy)
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combinando (7.1), (7.2) e (7.3) si ottiene in definitiva
(7.4) [u(@) —ww) | <el w]lkqn doo (@, y)*

*

dove 0 <<a<<k-+ %_ — 1—;— , ciod la prima affermazione del teorema (3).

Se poi risultasse 1 > a* — (k — 1) g, sarebbe n* — (k — h) ¢ <A1 << n* —
— (k — h — 1) ¢, per un opportuno naturale h(l<<h<<k—1). Si pud ap-
plicare il procedimento precedente alle derivate della w di ordine h e si
trova per ciascuna di esse una condizione di Héolder del tipo della (7.4).
In tal caso ogni derivata della u di ordine inferiore ad I, dunque anche
la u stessa, soddisfa ad una condizione di Lipschitz.

Appendice.

Proviamo Paffermazione contenuta nel numero 4, relativamente all’ipotesi
sull’aperto £. Limitandoci al caso tridimensionale, siano m,, my, my numeri
naturali costituenti una terna quasi-ellittica. Supponiamo dapprima m, >
> my, > my. In tal caso un dominio «normale» D per le equazioni quasi-
ellittiche di multi-indice (m,, my, m;) ha come frontiera due domini piani
B, e B, contenuti nei piani caratteristici xy =h,, a3 ="hy (hy < hy); due
porzioni di superficie L, ed L, di equazioni x, =y; (@, x3), i =1, 2, con
vy (&, x3) <y, (Ly, x3); due porzioni di superficie cilindriche M, ed M, di
equazioni x, = §;(x;), i =1, 2, con 0, (xy) < &, (v;). Le funzioni y; e J; sono
differenziabili con continuitd rispettivamente in un certo compatto D, 5 del
piano (r,, x3) (proiezione di D su tale piano) e nell’intervallo [h,, h,]
Poniamo

1
y (Lyydy) = 3 (7 (g y @) + 75 (2, )],

y = inf [}’2 (J/'g ) 1‘3) — " (wZ ’ .’03)]
(@, 2)eD,y 3

DY = (x€Dj y, (g, 2) <y <y (&y,23)

D -={eeD; y(xy,r;) <, < py (25, 3)}

m
A m L my) 74—

() Dallinclusione wlehm " )c W( m)(Q), applicando il teorema di 1.3

di |4], segue che « soddisfa ad una condizione di Hilder (ordinaria) di esponente a«, con

Aow’ A *

0< a< b+ & i—{l‘—<k+7—f».

q m q
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Fissiamo la nostra attenzione su D+; associamo ad ogni x di esso un
insieme E (z), di vertice x, che sia il traslato di un insieme E1+. Scegliamo

1 . .
Daltezza ag—z—y, e successivamente o abbastanza piccolo, in modo tale

che, quando x€ L,, E(x) non abbia punti in comune con L,, ¢io che pud
ottenersi in virta del fatto che y, ¢ differenziabile con continuitd. Sia ora

= sup sup |6i(xy)| <<+ o0j;

i=1,2 h<z<hy
se si considerano gli insiemi

A= (g, 2) €W [xp [ + |2y [ < o am),

Bzg(xz,xx)ew; 7=0, 0<x,=< 2|,

e 8i pone
¢ =mis {4 N B},

¢ chiaro che comunque si prenda ;€ Dt, DPintersezione della base X (x) di
E (x) con D, & un insieme la cui misura non & inferiore a ¢. Si ragiona in
modo analogo su D™, scegliendo E (x) traslato di F, .

Supponiamo che sia m; > m, = my; in tal caso un dominio normale &
limitato da due superficie del tipo delle L, e I,, e da una superficie cilin-
drica 3 di generatrici parallele all’asse x,. Conservando a y, y (x,, ), DT,
D— il significato gia specificato, associamo ad ogni z€ Dt un insieme E (x)
con lo stesso criterio impiegato nel caso precedente. Essendo X una super-
ficie di classe C), la sua proiezione sul piano (r,, x;) (cioé la fronutiera
F D, , di D, ;) & una curva di classe CU) in tale piano.

Cio implica che per ogni x€ Dt, S (x)N D & un insicme di misura
(bidimensionale) maggiore di zero, e di pit tale misura ¢ una funzione con-
tinua di # (in effetti 3 (¢) N D non varia al variare di x,, mentre, se 2’ e
2’/ sono due punti appartenenti allo stesso piano xz, = cost., risulta
| mis {Z (@) D} — mis (X (x”) N D} | < mis[[ X (x) — T (@ U|{Z @) — Z(x’)})).

Posto dunque

¢ = inf mis {2 (x) N D)
ze Dt
& chiaro che risulta ¢ > 0.

Supponiamo infine m, = m, > my. In tal caso un dominio normale &
limitato da due domini piani quali B, e B, e da una superficie S di classe
CW, rappresentabile localmente nella forma =z, =y (x,, a;), oppure x, =
= 6 (x, , #3). FEssendo S un compatto in 1R® lo si pud ricoprire con un nu-
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mero finito di insiemi relativamente aperti & c 8, i=1,...,n, ciascuno dei
quali rappresentabile nella forma x, =y (x,, #3) oppure x, = 4 (v, , &,);
inoltre non & restrittivo supporre che la proiezione di £; sul piano (x,, ;)
(oppure (x,,x,) abbia per frontiera una curva regolare, semplice, chiusa.
Se ora si pone 8, =9, 8,=(Q, —Q,), 8= (2; —(2,UQ,}}, ecc., si
viene a scomporre § in un numero finito di superficie S;, ciascuna delle
quali & rappresentabile nella forma x, =y (¥,, ®;) (oppure z, = 8 (x,, 2;))
con (x,, ;) appartenente ad un dominio regolare E; del piano x,, x; (op-
pure del piano x,, x;). Due superficie S; e §; o sono disgiunte, oppure
hanno come intersezione una curva regolare, lungo la quale si raccordano
con continuitd del piano tangente. Consideriamo S, e supponiamo che essa
sia rappresentabile nella forma x, =y (¥,,;) con y € CW(E,). Supponiamo
che per ogni € S,, la semiretta avente vertice in # e parallela al semiasse
positivo «, , sia penetrante in D. Per ogni (x,, ;)€ F, esistono dunque
k€ R*, tali che

l?’(mzaxa)<a’1<}’(w2’x3)+h]:>(x17w27‘w3)€D—fD7

poniamo « (¥, , x,) = sup h. La funzione a (z, , #;) & positiva ed inferiormente
semicontinua, per le ipotesi ammesse su §; risulta dunque

a*= inf a(x,,x;) > 0.

(g, 5) € By
Poniamo

a*)
D]":%a;&‘]k?'; (xy , x3) € By, y(x2,w3)gm,£y(x2,w3)+—2—-§,

Dy = i

a*
€ R?; (ry, 5) € H, 7(“’2,1'3)+?£‘”1£7(m27w3)+“’*

si ha DY c D, D € D. Ad ogni punto @€ D associamo un insieme E (x)
che sia il traslato di un E{". Ripetendo un ragionamento gia utilizzato nel

primo dei casi esaminati, scegliamo V’altezza a, degli F (r) minore od uguale
*
« . . . . .

ad 50 © successivamente il valore di o abbastanza piccolo in modo tale

che al variare di @ su 8,, FE(r) non incontri la superficie di equazione

P— *
x, =y (xy, x3) + a*.
Un ragionamento visto sopra conduce alla conclusione che

inf mis {3 (x) N D} = ¢, > 0.

ZzEMN

11 Annali della Scvola Norm Sup. - Pisa
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In DT si ragiona allo stesso modo salvo scegliere E (x) traslato di Ey ,
con la stessa scelta dei parametri a ed «. Il procedimento ora illustrato
relativamente ad S, , pud ripetersi su ognuna delle superficie S;, j = 2,...,n,
salvo utilizzare insiemi ¥ (x) traslati di opportuni Ezi, per le §; rappresen-
tate nella forma x, =4 (x, , ;).

Se infinpe si pone a= min a;, « = min «, ¢ = min ¢; si comprende

1<j<n 1<j<n 1<j<sn
come ad ogni x€D si possa associare un FE (r) avente come parametri i
valori @ ed a ora specificati, che sia ottenibile per traslazione da uno dei
quattro insiemi E{", By, E{", E;, e tale che mis {Z (@) N D} =¢> 0.

Si osservera che esistono domini i quali, pur avendo frontiera assai
regolare (tale, per esempio, da renderli « normali» per il caso ellittico),
non soddisfano all’ipotesi del «tipo di cono», di cui ci stiamo occupando,
in conseguenza del fatto che gli insiemi E (x) sono orientati secondo dire-
zioni privilegiate.

Bologna, Universita.
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