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SU UNA CLASSE
DI MOTI MAGNETOFLUIDODINAMIOI

DI UN FLUIDO VISCOSO 

GIULIO MATTEI (1)

1. Introduzione.

Si studia, nell’alnbito dello schema del continue della Magnetofluído-
dinamica (m. f. d.), il moto di un fluido viscoso, elettricamente conduttore,
nel caso in cui il campo di velocity e il campo magnetico sono indipendenti
dalla coordinata z di una terna cartesiana di riferimento; Ie traiettorie delle

particelle fluide non sono situate in piani paralleli al piano x y, come acca-
drebbe per un moto piano, e il campo magnetico presenta una componente
non nulla anche lungo z. I1 fluido, sottoposto a forze di massa conservative
di potenziale U per unita di massa, è supposto omogeneo, incomprimibile
e di conducibilita elettrica tanto grande da potersi considerare infinita.

I1 coeSicente di víscosítà cinematica y e la permeabílítà lnagnetica "" sono
ritenuti costanti e 1’azíone delle correnti di spostamento trascurabile rispetto
a quella delle correnti di conduzione.

Limitatamente al caso idrodinamico questo tipo di moto è stato am-
piamente trattato da R. Berker (cfr. [1]) che l’ha denominato moto pseudo-
piano di seconda specie.

Nel N. 2 della presente nota si danno Ie condizioni per il realizzarsi

dei moti m.f.d. in esame; esse si traducono in quattro equazioni differen-
ziali alle derivate parziali cui devono soddisfare Ie quattro funzioni íncogníte
fondamentali del problema: 1p (x, y, ) funzione di corrente, 03C403BCB (x, y, t) funzione
del campo llingnetico, Vz (x, y, t) e Bz (x, y, t). L’interazione fra il moto m. f. d.

Pervenuto alla Redazione il 22 blaggío 1965.
(i) 1st. Mat. Applicate Fac. Ingegneria Uníversítà, Pisa.
(~) Lavuru eft’ettuato del Gruppo di Ricerca N. 7 per la Matematica del

’
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piano e quello lungo z appare solo in due di queste quattro equazioni. Nel
N. 3, supponendo preesistente un campo magnetico uniforme diretto come
1’asse x (o y) e mettendosi nel caso di moto lento e debole campo magnetico
iudotto, si applica a1 problema 1’approssímazíone lineare, indicando soluzioni
di noto significato fisico. In questa approssimazione scompare completamente,
per quanto riguarda il problema indefiníto, 1’interazione fra il moto m. f. d.

piano e quello lungo z.

Ritornando alle equazioni non approssimatCy ai N. 4 e 5 si esamina il

problema nell’ipotesi di stazionarieta. Si trovano alcune soluzioni particolari
che sono sembrate di í interesse. Una di i esse è un moto per eliche circolari

di Strakhovitch con una opportuna distribuzione spaziale del campo

magnetico.

2. Equazioni caratter-istiche del problema.

Per il fluido in ql1estione, col solito signincato dei simboli, l’equazione
di moto é :

e 1’equazione del campo magnetico :

Nel moto in esame è :

Essendo div vz k = 0, l’equazione di continuity 1i i massa impiica 1’esí-

stenza di una funzione di corrente 1p (x, y, t), definita a meno di una arbi-

traria funzione additiva del tempo, tale che :

Analogamente dall’equazione di solenoidalita di B discende :
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Si riconosce da (2.3) e (2.4) che tp e 03C403BCB sono legate a ve e Be da relazioni
della stessa forma di quelle cbe si avrebbero nel caso di un moto m. f. d.

piano. Cerchiamo, come prima cosa, Ie equazioni differenzíalí esatte a cui
devono soddisfare Ie quattro funzioni 1/’, e Bz. Queste infatti sono Ie

incognito fondamentali del problema perchè, una volta note, la pressione si
ha, come si vedrà (cfr. (2.7)), per quadrature e il campo elettrico è dato da

B A y-/c. Essendo : 
’

dove D è simbolo di determinante fUllzionale, calcolando rot A2 v e rot

(rot v A v) quindi prendendo il rotore di ambo i membri di (2.1) e proiettando
su k si ha :

proiettundo su i e j si ottiene:

che forniscono l’i ntegrale :

con c (t) funzione arbitraria del tempo.
Per il calcolo della pressione, tenuto conto delle precedenti relazioni e

posto II = 2/2, si ha direttamente da (2.1) grad 77 da cui inte-
granllo si ottiene :
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dove xo e Yo sono due costanti fissate ad arbitrio e f (t) una funzione arbi-
traria del tempo. Assegnato U la (2.7), una volta e Bz, for-
nisce 1a pressione p per quadrature. Se si fa l’ipotesi che oltre a v e B.
anche sia indipendente da z, cíð comporta c (t) = 0 e, per conse.

guenza, 1a (2.6) assume la forma :

Da (2.7) abbiamo poi f (t) = 1I (xo , yo , t) e quindi questa funzione è nota

assegnanclo i1 valore di 77 in (xo ad ogni istante.
Da (~ 2) si ha poi:

Proiettando (2.2’) 8U i e j si ha:

che forniscono l’integrale :

con g (t) funzione arbitraria del tempo sulla possiamo fare l’ipotesi
che sia nulla ciato che y e sono definite a meno di í una funzione addi-

tiva arbitraria del tempo ; per cui:

Svolgendo (2.2") si giunge infine a:

Le (2.5), (2.8), (2.9) e (2.10) sono 1e quattro equazioni differenziali cercate.

Si osservi che nelle (2.5) e (2.9) compaiono solo 1p e quindi queste due
equazioni sono Ie stesse che si otterrebbero nella ipotesi = Bz = 0, cíoè

ne1 caso m. f. d. piano (2). Nelle (2.8) e (2.10) invece appare l’interazione fra

(2) Per i1 caso non stazionario piano, relativameute ad an fluido inconiprimibile non
viscoso e sotto l’assunzione che A203C8B sia funzione arbitraria di soluzioni parti-
colarl per il caso di conducibilita elettri.a (1 infinita e due per o Hnita sono state trovate

da MAHINDER S. UBEROI in (2].
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il moto piano e quello lungo z. Se si conoseono 1p e In determinazione

di vz e Bz equivale alla integrazione del sistema delle due equazioni dine
renziali alle derivate parziali (2.8) e (2.10); con tale integrazione si associa

ad ogni soluzione del moto m. f. d. piano una soluzione del moto spaziale.
E poí immediata l’osservazione che essendo 1e (2.8) e (2.10) soddisfatte,
qualunque siano 1p e da t’z = cost e Bz = cost, la sovrapposizione ad
un qualunque moto m. f. d. piano di un moto uniforme e di un campo ma-
gnetico uniforme nella direzione dell’asse z conduce ad un moto ancora

possibile (3).

3. ApP..OSSÎulaziolle li03C4ea03C4·e.

Supponian10, limitatamente a questo che il campo magnetico risulti
dalla somma di un campo preesistente costante nel tempo, omogeneo nello

spazio e diretto come 1’asse x (4) di induzione Bo e del campo magnetico
indotto il cui vettore induzione (incognito) indichiamo con b. Supponiamo
poi di trovarci nelle condizioni di applicabilita della approssimazione linea-

re ; cíoè il moto sia sumcentemente lento e il campo magnetico indotto suf-
ficentemente debole in mode da poter trascurare i termini non lineari in v

e b e nelle loro derivate. In queste condizioni la (2.5) diventa:

la

e la

Se di (2.2’) si prende í1 rotore di ambo i membri e si proietta su k si ha :

(3) Cfr. per l’allaloga situazi&#x3E;ne iùrodinaulÍca: R. 03B2ERKER [1] N. 52 e N. 27.
.
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che linearizzata diventa :

Le (3.1) e (3.4) sono Ie stesse equazioni che si otterrebbero se il moto fosse

piano. Nelle (3.2) e (3.3) non compaiono pit y e 03C403BCB e quindi nella appros-
simazione lineare scompare, per quanto riguarda il problema indefinito, l’in-

terazione fra il moto m.f.d. piano e quello lungo z. Inoltre 1e (3.2) e (3.3)
sono della stessa forma delle (3.1 ) e (3.4) rispettivamente e possono ottenersi
da esse scambiando vz con A2tp e bz con /12 

Da (3.1) e (3.4) si ricava :

con VA = velocità di Alf’v£n ; da (3.2) e (3.3) :

In corrispondenza ad ogni soluzíone vz di (3.6) e di (3.5), da (3.2) e
(3.3) e da (3.1) ~ e (3.4) si hanno per quadrature rispettivamente bz e 
a meno di una arbitraria funzione additiva di y per la cui determinazione

occorrerà tener conto delle condizioni al contorno. Tale arbitrarieta si rifletterà

poi sulla determinazione e 03BC~~ dalla conoscenza di e 

Nel caso partícolare di fluido non viscose la dipendenza da J. e t delle

quattro funzioni vz, bz, regolata dall’equazione delle corde viùranti.
Osserviamo infine che se si richiedono di (3.6) e (:3.5) per vz 1e so-

luzioni di ben noto significato fisico :

per (3.7) si ha la relazione di dispersione :

e per (3.8) : O O

cioè (k 4= 0) ancora la (3.9). La (3.9) per v = 0 dà 1a ben nota onda di

Alfvén per fluidi incomprimibili non viscosi perf’ettamente conduttori e per

vA=0 coincide con 1a relazione nota daIPidrodinamica dei Muidi viscosi
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(cfr. [3] pag 120). Se si richiedono anche per bz e soluzioni del tipo (3.7)
e (3.8) si ha da (3.3) e (3.4) :

e

4. Caso stazionario.

N ell’ipotesi di stazionaríetà, cíoè nell’ipotesi in cui gli elementi del moto
e del campo magnetico non dipendono esplicitamente dal tempo, esaminiamo
in questo n.° Ie equazioni (2.5) e (2.9)~ rimandando 1’esame delle (2.8) e (2.10)
al ~.° successive.

La (2.~1) indica che deve essere funzione di 1p:

Da queøta, poato si deduce :

cioè :

quindi Be e ve sono parallel! fra loro e 03C4y03B2 è costante sulle Iinee it flusso
di ve per essere div ve = div Be = 0. Si ha poi da (4.1):

SviIuppando la (2.5) con 1’uso di (4.1) e (4.3) posto :

si giung.e  :

Assegnata B , y la (4.4) è l’equazione differenziale cui deve soddisfare 1p.

Nota 1p e quindi dato dalla (4.2). La pressione si ricava poi da (2.7)
per quadrature. 

’
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Appaiono di interesse 1e seguenti soluzioni particolari :
1) Riferiamoci a coordinate polari r e 0. £Xbbiamo :

e la (4.4) diventa :

Di questa cerchiamo eventuali soluzioni per cui 1p sia funzione solo di

r : 1p = G (r). In tal caso, qualunque sia 1pB, y il secondo membro della pre-
cedente si annulla e abbiamo per G 1’equazíone difterenziale:

i1 cui integrale generale e :

Per la velocità abbiamo conseguentemente :

Per la pressione si trova, pressione 

Se U è una funzione uniforme del posto, per evitare polidrolnia in p ri-

spetto a cammini circondanti 1’asse z (il nuido e supposto in un dominio

dove 0 pub variare da 0 a 203C0), porremo y = 0. Conseguentemellte:

e

In definitiva possiamo dire che è compatibile con 1e eqnazioni in esame un

moto per cerchi concentrici descritto da u (4.~ ’) (in particolare una ro-
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tazione uniforme rígída attorno a11’asse z se si vuole regolarità su tale asse)
con un Be, y para11e1o a Ve, il cui modulo si ottiene prendendo per B una

funzione arbitraria della 03C403BC data da (4.5). La pressione è poi data da (4.7) o
(4.7’).

2) La (4.4) può, per qualsiasi soddisfarsi con una 03C403BC funzione della

sola y (o, equivalentemente, della sola .r) e ne discende :

da cu i :

cíoè è compatibile un moto per rette lungo Passe ae (o y) con 1pB arbitraria

funzione della (4.8).
3) Fluido non viscoso. (5)
Da (4.4), detta F una arbitraria funzione di 03C403BC, si ha :

e conseguentemente per 1a pressione :

f da notare che 1a (4.5) e la (4.8) oltrechè di (4.4) sono soluzioni di (4.4’)
e quindi Ie precedenti soluzioni 1) e 2) competono sia a1 fluido viscoso che
a q uello non viscoso.

OSSERV AZIONE. Ci si pub chiedere se, con qualsiasi, siano compati-
bili moti In. f. d. stazionari in cuí il campo di velocita Ve sia irrotazionale (6),
cíoè sia :

(5) Per nn flnitlo non viscoso in condizioni adiabatiche il problema. è stato trattato

da C. AGOSTINELLI in [4] dove vengono esan1Ïnati vari casi particolari notevoli.
(s) Ne1 caso non stazionario Ie condizioni per 1a realizzazione di moti piani m.f.d.

irrotazionali per un fluido non viscose a (J infinita e in condizioni adiabatiche sono state

date da G. S. GOl.IT8YN in [5] a pag. 473-474.
(~) Si noti che una generica 1p armonica soddísfa la :

che è i’equazioue (he caratterizza il moto piano sfazionario piiranieiite idrodinamico. 

11. della Norm. 
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Sia che ci si riferjsca ad un fluido viscoso che a uno non víscoso da (4.4)
o (4.4’) discende :

con f arbitraria funzione di 1p.
Poichè Ie (4.9) e (4.10) sono in generale íncompatibilí, i moti in que-

stione saranno possibili solo in casi assai particolari ; due di essi si hanno

per : y~ (x, y) = A1 x --~- A2 y e per il cuí significato
idrodinamico è ben noto (A1 , A2 , A3 , A4 costanti arb.).

5. Tenendo conto dei - risultati ottenuti al N. 4 esaminiamo in questo
N.° Ie (2.8) e (2.10) nell’ipotesi di stazionarietà.

La (2.10) diventa :

che fornisce subito lintegrale : = M (q» con () arbítraríu fun
zione di 03C403BC. La (2.8), usando la (5.1), diventa :

Mi sembrano di interesse i seguenti casi particolari :
1) Assunta per Ie (2.5) e (2.9) la soluzione 1) del N. 4, riferendoci a

coordinate cilindriche r, fJ, z, la (5.2) diventa :

da essa, richiedendo per Vz una soluzione dipendente solo si hHy per
qualsiasi 

Se si fosse usata 1a (2.6) invece della (2.8) avremmo jvuto una costante c

a secondo membro di (5.3) e conseguentemente per la precedente solazione :

Le (4.H) e ( u4) rnppresentano il moto per eliche circolari di i Sti,iil;hovitch

(cf-.-.tl](a0.1)).
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Assunta per vz la precedente soluzione, la (5.1) è soddisfatta prendendo
per Bz una arbitraria funzione di 1p. Quindi abbiamo il seguente risultato :

è compatibile col problema m. f. d. in esame il suddetto moto di Strakho-

vitch con B,. = 0, B* == e Bz = funzione arbitraria della 1p data dalla

(4.5). L’espressione della pressione si ricava poi nel solito modo.
2) Se si assume per le (2.5) e (2.9) la soluzione 2) del N.° 4i la (5.2)

diventa : 
’

da cui, se si richiede per vz una soluzione dipendente solo da y, si ha, per
qualsiasi q&#x3E;% , :

Quindi è compatibile il moto (4.8) - (5.5) . con JBy === 0, Bx = e Bz (cfr.
(5.1)) funzione arbitraria di (4.8).

3) Se si soddisfa. la (4.1) con : .

(k costante)

Ie (4.4) e (5.2) diventano: o o

Per k2/4:nl() Ie (4.4’) e (5.2’} sono Ie equazioni idrodinamiche ca-

ratteristiche del moto stazionario di un fluido (fittizio) incomprimibile di den-
sita 03C1*‘ = e - Ic2 / e con campo di velocità v = ve (x, y) + vz (T, y) k. Di
esse nella letteratura sono note varie soluzioni esatte (cfr. [1] N. 27). Note
quindi vz e 1p, Be = e Bg si ricava dalla (5.1). Per es. prendendo = 0,
con che è soddisfatta (4.4’), e riferendosi al sistema di coordinate q, 03C403BC, con

cp funzione armonica coniugata tale che cp + i03C403BC sia una funzione anali.

tica li x + iy (q è il potenziale di velocítà del moto piano), la (5.2’}~ posto,
03C1*‘ = 1 / a, diventa :

(8) Se e k2 = rz deve essere una funzione armnuica una. funzione biariii&#x3E;nica.
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che ammettë per es. la soluzione (cfr. [1] pag. 91) :

con A, B, C, D costanti. La (5.1) nello stesso sistema di coordinate diventa :

In corrispondenza alla (5.6) :

con w (1p) funzione arbitraria di 1p.

OSSERV AZIONE. Si noti che tutti i risultati dei NJ 4 e 5 sono subor-
dinati in modo essenziale all’ipotesi di conducibilità elettrica o infinita. In-

fatti per o finita non sussiste più la (4.1) bens  la :

A questo proposito va tuttavia tenuto presente che per o finita con riferi-

mento a un fluido non viscoso incomprimibile .e trascurando Ie correnti di

spostamento C. Agostinelli in [5] ha dimostrato che è compatibile la soluzione :

cioè un moto rotatorio uniforme attorno a11’asse z con l’esistenza di un campo

magnetico avente una componente costante secondo Passe di rotazione e una
componente trasversa proporzíonale alla velocita.
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