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SEMIGRUPPI DISTRIBUZIONI ANALITICI

G. DA PraToO - U. Mosco (Pisa) (*)

Introduzione

Un semigruppo distribuzione (B in uno spazio di Banach X & una
rappresentazione uniformemente continua (3 nello spazio X dell’algebra di
convoluzione Dy delle funzioni complesse indefinitamente derivabili a sup-
porto compatto contenuto in Ry = {t:¢ > 0} munita della usuale topologia.
In altre parole (3 & una applicazione lineare continua di (DR_,_ nello spazio
L(X, X) delle applicazioni lineari continue di X in s& munito della topolo-
gia uniforme (cioé B & una distribuzione vettoriale appartenente a 'Q((DR_,,’

L£(X, X)), la quale inoltre verifica la condizione
G @ y)=G(p G y), pyveDyg, -

Tali semigruppi di operatori sono stati introdotti da J.L. LIoNs [5] e
successivamente considerati anche da J. PEETRE [7] (vedi anche C. Folas
[1] per i semigruppi distribuzioni in uno spazio di Hilbert e K. YOSHINAGA
[16]) in connessione con un problema di Cauchy «astratto» per distribu-
zioni, dando luogo a una generalizzazione dei semigruppi «ordinari» di
operatori e del problema di Cauchy ad essi associato, vedi E. HILLE-R. 8.
PmiLvres 3]

J. L. LioNs, loc. cit., ha caratterizzato una particolare classe di semi-
gruppi distribuzioni, verificanti una condizione di regolarita nell’origine e
una condizione di crescenza esponenziale per ¢ — 4 co (cfr. [5] Définition
6.1), dimostrando che un operatore lineare chiuso A con dominio denso in

Pervenuto alla Redazione il 16 Febbraio 1965 ed in forma definitiva il 9 Giugno 1965.
(") Questo lavoro ® stato eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca del C.N.R. n. 9
ucll’anno 1964-65.
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X ¢ il generatore infinitesimale di un tale semigruppo distribuzione se e
soltanto se lo spettro di A & contenuto in un semipiano Re u < &, &, reale,
e il risolvente R (u,A)=(u— A)"! di A verifica una maggiorazione del
tipo

B &) <p(u)  per Rep>§

con p polinomio opportuno.

Il teorema di Li1ONS ora citato ¢ una generalizzazione del classico teo-
rema di HILLE-YoSIDA, che caratterizza con una condizione analoga il
generatore infinitesimale di un semigruppo « ordinario » fortemente continuo,
cfr. E. HILLE-R. S. PHILLIPS, loc. cit.,, K. YosipA [13], etc.

Nell’ambito della teoria dei semigruppi «ordinari» hanno un notevole
interesse per le applicazioni, ad esempio per la soluzione delle equazioni
di evoluzione in uno spazio di Banach, vedi H. TANABE [12] e T. KATO
[4] dove & data una ampia bibliografia sull’argomento, i semigruppi « ordi-
nari » di operatori @ (t) prolungabili analiticamente su un settore §(8) =

={ueC:largu|<<h, 006 %], a un semigruppo analitico G (1) (per

tali semigruppi vedi E. HiLLe [2], E. IHiLLER.S. PHiLrirs, loc. cit.,
K. Yosipa [14] e [15])).
In questo lavoro noi introduciamo la nozione di semigruppo distribu-

zione prolungabile analiticamente sul settore S(6), 0 < 6 <%: un tale se-

migruppo & un semigruppo distribuzione @ tale che per ogni fissata ¢ € (D1R+
PPapplicazione
s — G (p) di Ry in L, X)
1 t . .
dove B, (p) = B (¢5) con @, (t) = <7 (?) , t=0, & prolungabile a un’appli-
cazione analitica

A— Gi(p) di S(0) in L(X, X).
Questa nozione & una generalizzazione di quella di semigruppo «ordi-
nario » analitico.
Nel § 2 dimostriamo che se (3 & un semigruppo distribuzione con ge-

neratore infinitesimale A prolungabile analiticamente su §(6), allora per
ogni fissato 1€ 8§ (0) Papplicazione

@ — G (p) di CD1R+ in 2(X, X)

& un semigruppo distribuzione con generatore infinitesimale AA.
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Nel § 3 consideriamo semigruppi distribuzioni regolari esponenziali
prolungabili analiticamente su un settore S(6), cfr. DEFINIZIONE 3.0.1, e
ne caratterizziamo il generatore infinitesimale, generalizzando un noto teo-
rema di E. HILLE e R.S. PHiLLirs. vedi E. HILLE-R. S. PHILLIPS, loc.
cit., che caratterizza i semigruppi «ordinari» analitici.

Noi proviamo che un operatore lineare chiuso A con dominio denso
in X & il generatore infinitesimale di un semigruppo distribuzione regolare
esponenziale prolungabile analiticamente su un settore S (6) se e soltanto
se esiste un &, reale tale che lo spettro di A & contenuto nel complementare
di un settore

S ,0)={ueC:p=4§+1, |arg1| < o}

con % < a < 2n, e il risolvente R (u, A) di A verifica una maggiorazione
del tipo

| R (s, A) || < pe (| )

con p, polinomio opportuno, su ogni settore S(& - ¢ga—e), 0 <<e<a,
interno a S (&, ,a).

Le notazioni e le definizioni da noi adottate seguono in gran parte
(salvo esplicita avvertenza in contrario) il citato lavoro di J. L. LIoNs,
che supponiamo noto al lettore, e sono raccolte nel § 1, assieme alle prin-
cipali proprieta dei semigruppi distribuzioni da noi utilizzate nel seguito.

Ringraziamo il Prof. J. L. LioNs, per le utili discussioni avute sull’ar-
gomento di questo lavoro.

§ 1. GENERALITA SUI SEMIGRUPPI DISTRIBUZIONI

In questo paragrafo riassumiamo le principali proprietd dei semigruppi
distribuzioni seguendo Pesposizione di J.I. LioNs, loe. c¢it.; quando le
nostre definizioni si discostano da quelle date in [5] ne & data esplicita
avvertenza.

I1 contenuto della sez. 1.1 (d) & tratto da J. PEETRE, loc. cit., e ci
permette di esprimere la condizione di regolaritd per un semigruppo distri-
buzione mediante una condizione equivalente, vedi sez. 1.2 (b), che sempli-
ficherd in seguito 'esposizione di alcuni risultati.
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1.0 Notazioni

Le notazioni da noi usate nel seguito sono le seguenti:

(@) R (risp. Ry, risp. ﬁ_,_) e linsieme dei numeri reali ¢ (risp.
t> 0, risp. t=0);

@ ¢ Dlinsieme dei numeri complessi ;

(b) (Z).R+ & lo spazio delle funzioni su R4+ a valori complessi indefi-
nitamente derivabili e a supporto compatto, con la topologia usuale (efr.
L. SoHWARTZ [8], p. 64); quando sard necessario considereremo le funzioni
di (DR+ definite su tutto R, nulle per ¢t < 0;

D_ & lo spazio delle funzioni su IR a valori complessi indefinita-
mente derivabili e a supporto limitato a destra, con la topologia usuale
(cfr. L. SCHWARTZ (8], p. 28);

d & lo spazio delle funzioni su R a valori complessi indefinita-
mente derivabili e a decrescenza rapida per |t|— oo, con la topologia
usuale (cfr. L. SOAWARTZ [9], p. 89);

Jd#, per ogni B reale, & lo spazio delle funzioni y su R della
forma y(t)=exp(—pt,¢(t) con @& S, con la topologia che rende gp—sexp(—pft)pit)
un isomorfismo topologico di & su &;

(¢) 6Lﬁ+ ¢ lo spazio delle distribuzioni su IR aventi supporto conte-

nuto in Wy, con la usuale topologia (cfr. L. ScHWARTZ [8], 88);
(d) Se Y & uno spazio di Banach (complesso), con

(Z)’R+(Y) (risp. Dl (Y), risp. &7 (Y))
indicheremo lo spazio vettoriale complesso
-e((Z)‘R+y Y) (risp. B((D—v ¥), risp. .Q(CS, 1))

delle applicazioni lineari continue di (D‘R+ (risp. D—, risp. 8) in Y, con la
topologia della convergenza uniforme sui limitati; dunque, Dy (Y) (risp.
D4 (Y), risp. &’ (X)) & lo spazio delle distribuzioni vettoriali su Ry (risp.
delle distribuzioni vettoriali su 1R a supporto limitato a sinistra, risp. delle
distribuzioni vettoriali temperate su R) a valori in Y (cfr. L. ScuwaARTz |11]);

(e) Indicheremo con X un arbitrario spazio di Banach cowmplesso,
con norma || - ||, con X’ il duale forte di X, e con L2(X,X) lo spazio di
Banach complesso delle applicazioni lineari continue di X in se, con la
definizione usuale di norma di una applicazione che indicheremo ancora
con || - |3
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(f) Considereremo su (DR+ (risp. su C,’ﬁ ) la struttura di algebra

complessa relativa all’usuale prodotto di convoluzione « di funzioni (risp.
di distribuzioni a supporto compatto) e su .2(X, X) D’analoga struttura di
algebra relativa all’usuale prodotto di applicazioni.

1.1 Semigruppi distribuzioni (SGD).

(a) Definizione di SGD.
Con le notazioni precedentemente introdotte diamo la seguente defini-
zione di semigruppo distribuzione in uno spazio di Banach

DEFINIZIONE 1.1.1: Un semigruppo distribuzione in X (abbr. SGD) &
un’applicazione G: ¢ — G (¢) di (Z)R+ in .2(X, X) tale che
(i) se ¢;j—> 0 in (DIR_,_’ allora @B (¢;) — 0 in L2(X, X)
(ii)(B(“‘P"l':B‘P):“(B(‘P +B8B () o BeC ¢7WE(DR+
(ili) G@ry)=6(9) BWy), ¢, weDg,
e tale inoltre che sono verificate le seguenti «condizioni ausiliarie »
(iv) R(B) = {: w_2®(¢p, x;, ;€ X, tp.E(DR } & denso in X
(v) X (B) {zeX: 3(99)10—0 V‘PECDR } comclde con {0)
essendo sottointeso in (iv) che nella somma X ﬁ(qp.) ; soltanto un numero
finito di termini & diverso da zero.
B facile verificare che se G (t), t=0, & un semigruppo « ordinario »

fortemente continuo in X (cfr. E. Hille-R. S. Phillips [3]) e se per ogni
(pE(D-R+ si pone

x-—f tyxdt, reX

Papplicazione ¢ — B (¢) di (DR+ in £(X,X) cosi ottenuta & un SGD.

Per il confronto con la definizione di SGD data in [5] si veda l’osser-
vazione del numero 1.2 sez. (a).

(b) Definizione dell’operatore G (7'), T'€ Ciﬁ

+
Per prolungare un SGD B sullo spazio C'ﬁ+ delle distribuzioni a sup-

porto compatto in 1Ry consideriamo (Dm+ come un ideale di C’R_'_ e diamo
la seguente definizione

DEFINIZIONE 1.1.2: Se G & un SGD e T¢ é"?_'_ definiamo D’applicazione
G (T) di R (B) in sé ponendo

(1.1.1) G(T)x= G (T+p)a; per z€R(G)

se risulta ©x =3 @G () 2, 1€ X, @€ (7)1R+

.



372 G. Da Prato - U. Mosco : Semigruppi

1l vettore B (T)x cosl definito non dipende dalla particolare decompo-
sizione di « considerata; cioe se Z.(B(‘p") x; = 0 allora anche 2 G (T'» ¢;) ;= 0;

basta infatti counsiderare una successione regolarizzante {p,}: Q’E@R_,_ ]

oy * P — @ in (DR+ per ogni <pE(D»R+, e passare al limite nella identitd

SB(T+@ixg)wi=2G(T*0)G(pi) xi = 0.

Se T=¢¢ fDR+, allora si trova G (T)x = @ ()« per ogni z € R ((B),
e quindi G (7') ammette B (p) come (unica) estensione continua su tutto X.

Per un arbitrario TEC'R+ B (T'), come operatore in X con dominio
R (B), & pre-chiuso, ciod se z,—0 in X, 2, € R(B), e G(T)x,— y in I,
allora y = 0; si ha infatti per ogni (pECDR+

C@B(T)za—>B(py e G(P)B(T)rn=CB(T*¢)xn—>0

e quindi B (p)=0 e pertanto, per la condizione (v), & y = 0.
Dunque G(T), T (‘,'"2+, ammette una minima estensione chiusa in X,

che indicheremo con (B(f' ). A ogni TEC.'ﬁ abbiamo cosi associato un ope-
+

ratore lineare chiuso @ (7) in X, con dominio D (B (7T')) contenente ‘R ((B) e
quindi, per la condizione (iv), denso in X.
Conviene notare esplicitamente che si ha

(1.1.2) G(T)B(p)=GB(T»9) Teé'1R+ ¢E(DR+.

OSSERVAZIONE : La definizione dell’operatore B (1') per T'¢ 6"—2 da noi

data si trova in [7], p. 80 ed anche in [16], p. 17 ed & a priori diversa da
quella data da J. L. LroNs. loc. cit.,, p. 143. Tuttavia si prova facilmente,

si veda per es, [16]_, loc. cit., che l'operatore @B (7) da noi definito coincide
con l'operatore 3 (7') introdotto in [5].

(¢) Definizione del generatore infinitesimale di un SGD,
Indichiamo con & =4, la misura di Dirac con supporto nell’origine,
con ¢’ = 0 la distribuzione derivata di d e in generale con 6%, k=1,2,...,
la distribuzione derivata di ordine %k di 4.

DEFINIZIONE 1.1.3: 11 generatore infinitesimale di un SDG @G & Dope-
ratore 4 = @ (— ¢').

A & dunque un operatore lineare chiuso con dominio D (4) denso in
X, D(A)D ‘R(B). Si verifica facilmente che la DEFINIZIONE 1.1.3 genera-
lizza 'la usuale definizione di generatore infinitesimale di un semigruppo

«ordinario » fortemente continuo, cfr. INILLE-POILLirs, loe. cit..
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Si ha evidentemente, se A* = @ (— 6*) e BG* & la derivata di ordine
k della distribuzione B, k¥ =1, 2

PRIK

(1.1.3) G (p)=4*Blp) eDg,

(1.1.4) G (p)x = B (p) A* x QpE ®m+ z€R(B)

(@) Semigruppo @ (t), t = 0, associato a un SGD.
Consideriamo ora I’immersione canonica ¢ — 4, di R in C‘,’ﬁ , essendo
+

d¢, per t = 0, la misura di Dirac con supporto {¢}. Osserviamo, in particolare,
che t +s8—>d;%d,, t, s € .
Si puo porre

Gt)=060), teR,:

e si ottiene cosl un operatore lineare chiuso con dominio denso in X con-
tenente ‘R (B), per quanto & stato provato nella precedente sez. (D).

Le proprietda dellapplicazione t — @ (f) ¢, # € ‘R (B), enunciate nella
proposizione seguente sono tutte di dimostrazione immediata.

PROPOSIZIONE 1.1.1.: Sia G un SGD. Allora per ogni w€ R (G) Vap-
plicazione t — G (t)x di R4 in X ha le seguenti proprieta

(1.1.5) t— G{t)x é continua
(1.1.6) G()z€ER(B) per ogni sERy ¢ G0)rx=ux
(1.1.7) Gt+s8)e=G{t)G(s)x, t,sER,.

Da queste proprietd si deduce facilmente che per ogni z€ R (®) la
distribuzione (BwECD-'R_I_ (X) definita ponendo

Gx(p) =G (p)>r per ogni ¢E(D1R+

& q.o. uguale alla funzione continua « (f) = G (f)x su ﬁ.,..
Si ha infatti

COROLLARIO 1.1.2: Sia B un SGD. Allora per ogni x € R (B) risulta
®(q))x=[¢(t)(}(t)w¢?t, (pE(D,'R .
J +
Ry

1 Aunali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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1.2 Semigruppi distribuzioni regolari.

Riassumiamo in questo numero alcune definizioni ed alcune proprieta
di una classe di SGD verificanti particolari condizioni di regolarita nell’o-
rigine. Tale classe di SGD e stata introdotta da J. L. Lions, loc. cit., ed
associata a un particolare problema di Cauchy per distribuzioni vettoriali.

(@) Definizione di SGD regolare

DEFINIZIONE 1.2.1: Un SGD regolare G in X ¢ un SGD @G in X il

quale inoltre verifica le seguenti condizioni

(vi) @ si prolunga a un’applicazione lineare continua (che indichiamo
ancora con B) di D_ in .2(X, X), cioe BG€ D} (L(X, X)), e la distribuzione
G ha supporto contenuto in MRy ;

(vii) Per ogni « € ‘R (®) la distribuzione Gx € D} (X), definita ponendo
Gx(p) =G (p)», p€D_, & q.0. uguale a una funzione u (t) continua di R4
in X, nulla per ¢t < 0, u (0) = .

OSSERVAZIONE : Noi chiamiamo SGD regolari cid che in [5] & chiamato
semplicemente SGD, cfr. [5] Définition 1.1 e Nota (1) a p. 142, Si verifica
facilmente che la condizione (iii) e le condizioni ausiliarie (iv) e (v) come
da noi enunciate sono del tutto equivalenti alle analoghe condizioni (ii), (iv)
e (v) della definizione sopra citata, dato che lo spazio (Der ¢ denso nello

spazio ,, considerato in [5], nella topologia di D_ .

(b) Una condizione equivalente alla condizione (vii)
Per ogni € D_ indichiamo con y; la funzione w4 (t) = y () per t = 0,
wy ()= 0 per t < 0. Evidentemente vy € C,ﬁ+

.

Si pud provare, cfr. [5], Proposition 3.2 p. 146, che se G & un SGD
regolare allora risulta

(1.2.1) G (py) =G (p) € L(X, X), YyED_
e quindi, in particolare, in virtu della (1.1.2)

(1.2.2) GG =0 yr*g)vED, 9D

In seguito dovremo utilizzare il fatto che la condizione (1.2.2) & in ef-
fetti equivalente alla condizione (vii) della DEFINIZIONE 1.2.1. Diit precisa-
mente
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PROPOSIZIONE 1.2.1: Sia B un SGD wverificante la condizione (vi) della
DEFINIZIONE 1.2.1. Allora la (1.2.2), oltre che necessaria, & anche sufficiente
perché sussista la condizione (vii) della citata definizione e quindi perché B
sia un SGD regolare.

DIMOSTRAZIONE : Basta provare, in virti della PROPOSIZIONE 1.1.1, che
per ogni z € IR (B) risulta

a<w>w=fw<t)a(t>wdt, veD_,
R,

e quindi, in virtt della condizione (v), basta provare che per ogni € IR (B)
e ogni € (P_ risulta

G () G (v) = B (p) f prOGWza,  PeDg, .
R,

Si ha infatti, per l'ipotesi (1.2.1) e per il COROLLARIO 1.1.2, tenendo
ancora conto della PROPOSIZIONE 1.1.1 )

®(¢)®(w)w=®(w+w)w=f [viopm@etaaas=
R, R,

=fw<t>®(t>®<<p>wdt=®<w>fw<t)®(t)m«u.
Ry Ry
Q. E. D.
(¢) Alcune proprieta dei SGD regolari.

Come abbiamo gid accennato all’inizio J. L. LioNs ha provato che ®
¢ un SGD regolare in X con generatore infinitesimale A se e soltanto se
la distribuzione @ € D)y (L (X, X)) & soluzione di un particolare problema di
Cauchy per Poperatore lineare chinso A con dominio denso in X, cfr. Theo-
réeme 4.1 e Theoréeme 5.1, |5] p. 147 e p. 149.

In particolare J. L. LioNs ha provato che un SGD regolare ¢ indivi-
duato univocamente dal suo generatore infinitesimale: se B, e B, sono SGD
regolari in X con generatori infinitesimali A4, e A, e si ha A, = A, allora
(Bi = ®2 .

Ne segue, in particolare, che se @ & un SGD, allora V’applicazione che
prolunga G su D_ e verifica le condizioni (vi) e (vii) della DEFINIZIONE

\

1.2.1, se esiste & unica.



376 G. DA PraTo - U. Mosco : Semigruppi

1.3 Semigruppi distribuzioni regolari a ereseenza esponenziale (SGDE).

Per potere caratterizzare il generatore infinitesimale di un SGD rego-
lare (3, conviene imporre a (3 una condizione di crescenza per t — -} oo, la
quale in sostanza permette di calcolare la trasformata di Laplace di .

(a) Definizione di SGDE.

Seguendo J. L. LioNs, loc. cit., diamo la seguente definizione :
DEFINIZIONE 1.3.1: Un SGD regolare a crescenza esponenziale in X (abbr.
SGDE) ¢ un SGD regolare B il quale inoltre verifica la seguente condizione

(viii) esiste un &, reale tale che per ogni > &, risulta e # G €S
(L(X, X)), ciod e—#* B & una distribuzione temperata a valori in .2(X, X).

Diremo che un SGDE G & di tipo negativo (risp. di tipo positivo) se
la (viii) & vera per un &, << 0 (risp. £, = 0); diremo anche che G & di tipo
&, se risulta

=inf(eR: e BES (L(X, X))

Un SGDE @ di tipo &, &, in particolare, per ogni > &, un’applica-
zione lipeare continua di &f in L2(X, X): per ogni peIf con y=¢eF ¢
p€d, si ha

Gy)=e¢"G(y)
cfr. (5], (6.4), p. 155.
(b) La trasformata di Laplace di un SGDLE.

Se G ¢ un SGDE di tipo &, si pud definire G (T') come operatore li-

neare chiuso con dominio denso in X" non soltanto per distribuzioni 7'¢ C‘%—R R

. +
ma anche per distribuzioni 7' a supporto qualunque in R4 e opportuna-

mente decrescenti per t — - oo, cfr. [5], p. 155.
In particolare, considerata la funzione

(1.3.1) Qty=e¢+, pneqg, ter

8i puo definire, per Re u > &,, Voperatore B (£24), dove &
Q+(t)=g(t) se t20, .Q+(t)=0 ge t>0.

Generalizzando la (1.2.1) si prova ’altra parte, cfr. |5], Proposition
6.1, p. 156, che per tale 2 risulta

(1.3.2) GQ)=06G(LeL(X,X)
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dove (B (L) & definito considerando una qualunque funzione indefinitamente
derivabile su IR a supporto limitato a sinistra, con 6 (f)=1 per ¢t = — 7,
per un fissato # > 0, e ponendo

(1.3.3) G()=0602), Reu>%§

(si osservi che 0Q2¢€Jf per Re u>f > £, e che B(02) non dipende dalla
particolare funzione 6 soddisfacente alle condizioni richieste).

G (2) come funzione della variabile € sul semipiano Re u > &, &
la trasformata di Laplace della distribuzione B, cfr. L. SCHWARTZ [10] e
J. L. LioNs [6].

Si prova infine che B (24) = B (2) coincide, ancora per Re u > £,, con
I’operatore risolvente R (u, A) = (u — A)~! del generatore infinitesimale A del
SGDE G (*). Dunque R (u,A) coincide, per Re u > &;, con la trasformata
di Laplace di B

(1.3.4) R(u, A)= @B (e#) per Reu> &,

cfr. [5], parte 2) della dimostrazione del Theoréeme 7.1, p. 158.

(¢) 11 teorema di LIONS.
11 teorema di J. L. LIoNs che caratterizza il generatore infinitesimale
di un SGDE & il seguente, cfr. [5] Theoréme 6.1, p. 157.

TEOREMA 1.3.1:Un operatore lineare chiuso A con dominio denso in wuno
spazio di Banach X & il generatore infinitesimale di un SGDE B in X se e
soltanto se sono verificate le seguenti condizioni

(j) lo spettro a(A) di A é contenuto in un semipiano Re u << &, per
un opportuno &, reale
(Jjj) il risolvente R (u, A) di A verifica una maggiorazione

Il & (p, A)[[<p(p]) ver Reu>¢,

con p (1) opportuno polinomio a coefficienti positivi.

(*) Ricordiamo che il risolvente R (u,d) = (u — A)_l di un operatore lineare chiuso 4

con dominio I (4) in X @ per ogni u€ g, so esiste, 'operatore (unico) R (u, 4) €L (X, X)
tale che

(i) per ogui x€.Y si ha R(u,d)xeD(4) e (u—Ad) R(p, )z ==
(i) per ogni x€ D(A) si ha R(u, d)(u— d)x=ux.

L’insieme dei p€ @ tali che non esiste un operatore di £(X, X') verificante la suddetta
condizione e detio lo <pettro o () di 1. (6(d) & un sottoinsieme chinso di ¢.)
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§ 2. SGD PROLUNGABILI ANALITICAMENTE 8U UN SETTORE

2.0 Sommario.
Sia G un SGD in X. Poniamo
(2.0.1) G (9) = G (ps)

per ogni szCDR+ e ogni s€ Ry dove ¢, & la funzione

(2.0.2) Py (t) = % p (%) ,  t=0.

Proveremo dapprima che, per ogni fissato s € B, Papplicazione
G : ¢ — Gy (p) di Dy in L(X, X)

Y

cosl ottenuta &€ un SGD e che, per ogni fissata q’E(DR‘_’ Papplicazione
8§ — B,(p) di Ry in L(X, X)

¢ indefinitamente derivabile.
Per ogni 6 con 0 << 6 < 2n porremo

(2.0.3) SO ={1eC:1F0, | arg 1| < 6}.
Diamo la seguente definizione

DEFINIZIONE 2.0.1: Un SGD G in X & prolungabile analiticamente
(abbr. SGDA) sul settore §(0), 0 <0 < %, se per ogni ¢E(DR+ Pappli-

cazione
s—B,(p) di Ry in L(X, X), ~

con B3, (¢) dato da (2.0.1), & prolungabile a un’applicazione analitica
A— G (p) di 8(0) in L(X, X).

Diremo anche che B,, A€8(0), & un prolungamento analitico di G su S(6).
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Dimostreremo che se G & un SGDA su S(6), allora per ogni fissato
1€ 8(0), Papplicazione

Gi:p— Bi(p) di (Z)‘R+ in £2(X, X)

¢ un SGD. Proveremo inoltre che se A & il generatore infinitesimale di @,
allora il generatore infinitesimale del SGD @®; & l'operatore 14.

2.1 11 SGD G,.
Proviamo dapprima la seguente proposizione

PROPOSIZIONE 2.1.1: Sia G un SGD con generatore infinitesimale A.
Allora per ogni s€ Ry Vapplicazione B, : @ — G, (), q)E(DR+, con ®; ()
dato da (2.0.1), é un SGD con generatore infinitesimale sA. Inoltre se B @
un SGD regolare (visp. un SGDE di tipo &), allora anche B;, s€My, é un
SGD regolare (risp. un SGDE di tipo &, s). )

DIMOSTRAZIONE : Per provare che per ogni fissato s€ R+ G, (¢) & un
SGD basta osservare che ¢ — g, , ¢E(DR+, ¢ un isomorfismo topologico
dell’algebra (D‘R+ su (DR+ .

Proviamo ora che il generatore infinitesimale 4, = @G, (— ¢’) del SGD
G:, sERy, & Voperatore sA. DPer quanto abbiamo sopra osservato risulta
R (Bs) = R(B), dove R (B) & definito nella (iv) della DEFINIZIONE 1.1.1
e R(B,) & dato da

R(Gy) = [x: 0= 3G (ps) i, (]7iE(D'R+, xeX).

Dunque D (B, (— 9") = D (B(— ¢’)). Basta quindi provare che se
YyER(B), allora B,(— )y =5 B(— ¢’)y. Si ha infatti se y = B (p)z, con
r€X e @€ CDR+

G (—NYy=0C (— ¢ *p)r=0(—sd* )z =356 (—0d)y.

Dimostriamo ora che se B & un SGD regolare allora anche il SGD
®;, S€MR4 & regolare. Basta porre per ogni p€D_ Gs(p) = G (¢s), con la
@, ancora data da (2.0.2). Si verifica facilmente che B,€ D} (L (X, X)), G,
nulla per ¢ < 0, e che per ogni y€1MR (B,) la distribuzione G;x €D} (X),
definita ponendo @,z (p) = G () x, @ € D_, & q.0. ugnale alla funzione con-
tinua w, () = u (st), t€ My, dove u(t) & la funzione verificante la condizione
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(vii). Dunque, per la DEFINIZIONE 1.2.1, anche ®,, s€¢1R4+, & un SGD
regolare.

Infine se G ¢ un SGDE di tipo £, tenuto conto che per ogni g > &, s,

_£
$€MR4+, si pud porre e~ B, () =B (e s t(ps), per ogni @ €S, se ne deduce
che B, ¢ un SGDE di tipo &;s. Q.E.D.

Indicheremo con B , per s€WRy e k=1,2,.., la distribuzione vet-
toriale su (D“R+ a valori in .2(X, X) derivata di ordine &k della distribuzione

i€ Dig, (L2(X, X).

PROPOSIZIONE 2.1.2: Sia G un SGD. Per ogni ¢£(Dm+ Vapplicazione

8— Gslp) di Ry in L(X, X) & indefinitamente derivabile e qualunque sia
$€R4 si ha

k 1
(2.1.1) Z—sk G: (p) = BW (" p)) = & (¢ o), k=1,2,..

DIMOSTRAZIONE : Proviamo dapprima (2.1.1) per k= 1. Proviamo ciod
che per ogni <pEfDR+ si ha qualunque sia s €M+

d @& _ 1
EE(B.;((P)—(B ((tp)s) = p G, (tp) -

Basta evidentemente osservare che per ogni «pE(Dm+ e ogni s€ R4 sus-
sistono le seguenti relazioni

d 0

s BGs ()= G (5; (]78)
0 0
E Ps — — a3t (te)s

o _1/(8
o= 5 \6t?),

nelle quali @, ¢ considerata come una funzione (s, ?) = @,(t) definita su
= . d ] Lo =
R4+ >< R4 e, per ogni fissato s€ My, 55 75 © 57 % SODO funzioni di ¢€1R4.

Infine, per provare (2.1.1) per ogni k=1, 2,... basta provare che per
ogni k=1, 2, ... sussistono le relazioni
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ar ok
& Gulp) = cs,( kpa)

~k ok
P = (= V(e
ak 1 (ak )

— 3 = — |73

a7 s* \atk 7),

qualunque siano tpE(Der, s€ R4+ . Queste relazioni si provano facilmente
per induzione a partire da quelle gia considerate per k = 1. Q.E.D.

2.2, I1 SGD G,.

Il seguente lemma & un corollario della PROPOSIZIONE 2.1.2

LEMMA 2.2.1: Sia G un SGDA sul settore S (6), 0<9<%
Allora per ogni k= 1,2,.. si ha qualunque sia A€ S (0)

(— 1F

(2.2.1) (BA( ) = Ml G ((tk )k, @€ D, -

d}"

DIMOSTRAZIONE : Dalla PROPOSIZIONE 2.1.2 si trae che (2.2.1) & vera
se A=s€Ry. D altra paxte, qualunque sia qu(Dm le applicazioni

d* . .
2 — 7 Ga(p) e /1—+( @A((tk @), k=1,2,.., di bw) in £2(X,X)
sono analitiche. Ne segue allora che le (2.2.1) sono vere per ogni 1€ 8(6).

Q.E.D.
PROPOSIZIONE 2.2.1: Sia G un SGDA su §(0), 0 < 0 < % Allora
per ogni A€ 8(0) Pupplicazione B, : ¢ — Gy () di (DR+ in £2(X, X) é un SGD.
DiMosTRAZIONE : Le applicazioni
2— Gy lap + By) — a Galp) — G (v)
L= Gi(p*p) — Gi(p) Ga(y)

con o, f €C e o, V'E(p‘lRp di $(6) in L(X,.Y) sono analitiche e nulle su
R4 in virth della ProrosizioNs 2.1.1. Dunqgue esse sono nulle su §(0) e
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ne segue che, per ogni 1€ 8(0), B, verifica le condizioni (ii) e (iii) della
DEFINIZIONE 1.1.1.

Proviamo ora che, per ogni 1€8(0), G:.: ¢ — Gi(¢) & un’applicazione
continua di (D'R_,, in £2(X, X). Qualunque siano x€ X e z’ € X’ poniamo

Ti 2,2 (@) =G (p) &, 2", (pE(DR+, A€ S8 (0).
Risulta allora

T),,z,z’ (q7) = lim 1."':‘;'xrv n((p)’ q;E(DR-'_’

n —- oo
avendo posto per ogni n = 0,1, 2,..

n (1 — gk dk
Tl,z.z',n((p)=2( ) oy

ko k! dik (Bs(p) 2, 2" 9 € Dg

con $€ R, opportuno. Ne segue che T, . z,ECZ)'R_'_(G), dato che T 4, n€
ECD.’R+ (Q) per ogni n come & evidente in base alla (2.2.1). Sia ora I" un ar-
bitrario sottoinsieme chiuso e limitato di S(@). Poiche per ogni fissato sz(D.R
Vinsieme {| T3 z - (9)|: A€ '} & limitato ne segue che {T; , . : A€} & li-
mitato in Dy (C). Allora, in virtd del teorema di Banach-Steinhaus, per
ogni limitato B di (Z)R+ esiste una costante M (I, B) > 0 tale che

(2.2.2) | ®Bi(p)|| << M(I,B) per ogni A€I' e ogni @€B.

Sia ora I'(s) un arbitrario cerchio chiuso di centro s € Ry contenuto in
8(0) e proviamo che per ogni i€ ['(s) 'applicazione (; & continua su Dy ;
ne seguird allora la tesi voluta, data Parbitrarietd di I'(s). Si abbia dunque
@;— 0 in Qg . Per ogni j le applicazioni 1 — B, (p;) sono analitiche su
8 (0) ed equilimitate in L2(X, X) su I'(s) in virtu di quanto provato con la
(2.2.2); inoltre per ogni 1'€1R+ si ha B, (p;) — 0 in L(X, X) in virtd della
PROPOSIZIONE 2.1.1. Ne segue allora, per il teorema di VITALI, che B;(p;)— 0
in L(X, X), qualunque sia 1€ I'(s).

Resta ora da provare che sono verificate le condizioni ausiliarie (iv) e
(v) della DEFINIZIONE 1.1.1 e ciod che, per ogni fissato 1 € S(6)

MG ={a:a=3Cilp)xi, pi € (D1R+7 X €X'}
& denso in X e

KB =(zeX:Bi(p)x =0 per ogni (pE(Z)er}
& costituito dal solo 0.
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Per la PROPOSIZIONE 2.1.1 sappiamo gia che se 1 = s € Ry allora
R(B) =X e K(B:) = {0]. Sia dunque 1, € S(0) tale che R(Gi) = X e
K (Bs) = {0} e sia 2(4;) un intorno di 1, contenuto in S(0) tale che, per
ogni fissato 1€£X(1,), converga in 1, lo sviluppo di Taylor di 2 — Ga(e), q)EfZ)R_'_ y

con punto iniziale . Posto allora per ogni x € X

n (l __l)k: dk _
=3 Srt e =02
si ha 2, — Gy, (p)z in X e in virth del LEMMA 2.2.1 risulta x,€ R (B
Ne segue che R ((B;) contiene 1R (B,) e dunque che MR (B;)) = X per ogni
€ Q2 (A)

In modo analogo si prova che K (B;) = (0}, 1€ 2 (1,). Se infatti x € K (G)

k
T Gi(p)xr = 0 per ogni @€ (DR+ y
k=0,1,2, .., e quindi si ha B, (p)x=10 per ogui ‘?’E(DR,,_, ciod x€N(B,)
e dunque z = 0.

Sia ora A arbitrario in S (0). Evidentemente esistono un numero finito
m 41 di punti 4€8(), {=0,1,..,m e m -+ 1 intorni 2(4) di ciascuno
di essi contenuti in §(0), tali che 1, € Ry, L€ Q(A), 1i=1,2,..,m,
A€ 2 (2,), e tali che per ogni fissato u€ 2(1), i=0,1,...,m, converge in
2; per ogni ¢E(DR+ lo sviluppo di Taylor di 1 — @, (p) con punto iniziale

. . d
ancora per il LEMMA 2,2.1 risulta —

. Tenuto conto di quanto si & finora dimostrato si prova, per induzione

finita sull’indice ¢, che R (B;) = X e K (B;) = 0. Q.E.D.

2.3. Il generatore infinitesimale del SGD G, .

Prima di dimostrare che, se (; & un prolungamento analitico su S (0)
di un SGD B avente generatore infinitesimale A, allora per ogni 1€ 8(0)
il generatore infinitesimale del SGD (B, e loperatore 14, conviene provare
direttamente la seguente proposizione

PrROPOSIZIONE 2.3.1: Sia G un SGDA sul settore S(0), 0 <0 <—72t— .

NSe A ¢ il generatore infinitesimale di G si ha qualunque sia 1 € S (0) per ogni
€
@ (Dm +

(2.3.1) G, (p)xeD(A) se x€X

(2.3.2) G\ (p) = 14 G1 (9)
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e inoltre
(2.3.3) ABi(p)x = Gilp) Ax se x€ D (A).

DIMOSTRAZIONE : Proviamo dapprima che qualunque sia (PE(D7R+ per
ogni A€ 8 (6) risulta
(2.3.4) Gi(p)x e D(A) se xre€D(A)

e sussiste la (2.3.3).
Osserviamo che (2.3.4) e (2.3.3) sono vere, per la PROPOSIZIONE 2.1.1,
se A=s€1R;. Sia allora 1,€ S(9) tale che per 1= 1, sono verificate (2.3.4)
e (2.3.3) e sia £2(1,) un intorno di i, contenuto in S (0) tale che su £ (4,
converga lo sviluppo di Taylor di A — B;(p) di punto iniziale 1,. Posto
qualunque siano x € D (A) e A€ 2 (4,)
no(— L) dk
Ty =,£0 E T @ G;, (p) z, n=1,2, ..
si ha dunque x, — B; (p)x in X e d’altra parte, per il LEMMA 2.2.1, poichd
supponiamo (2.3.4) vera per 1= l,, risulta x,€ 1) (A4). Ancora per il lemma
citato e per la (2.3.3), che supponiamo vera per 1 =1,, si ha
n (l — lo)lc (1,‘_

Ag, =3 2100
e TR T

6;.., (‘P) Ax
e dunque Ax, — B (p) Ax in X. Ne segue, poich¢ A & chiuso, che @;(p) x €
ED(A) e AGi(p)x= G (g)Ar. Dunque (2.3.4) ¢ (2.3.3) sono vere per ogni
A€ Q1)

Sia ora 2 arbitrario in S (0). Evidentemente esistono un numero finito
m -+ 1 di punti 4,€8(9), i =0,1,..,m e m -+ 1 intorni £(4;) di ciascuno
di essi contenuti in S(0), tali che A, €y, L, € 2(4i—,) per i=1,2,..,m,
1€ Q2 () e tali che su 2(4;), i =0,1,..,m, converge lo sviluppo di Taylor
di 1 — Gi(e), (pE(DR+, di punto iniziale A;. Tenuto conto di quanto si ¢
gid dimostrato, per induzione finita sull’indice i si prova che (2.3.4) e (2.3.3)
sono vere per ogni 4 € S (0).

Consideriamo ora ’applicazione di S (8)'in X

A—Gi(— @)z —1AGu(p)xr, xeD(4), ‘/’E(DRJr-

Tale applicazione & analitica su N () e nulla su R4 per la PROPOSIZIONE
2.1.1 e la (1,1.3); dunque essa & nulla su S(8). Si ha cosl, qualunque sia
A€8(9)

(2.3.5) Gi(— ) =240, (pr se xeD{A)
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Possiamo ora dimostrare che (2.3.1) e (2.3.2) sono vere per ogni i€S8(6).
Sia x € X. Poiche D (A) & denso in X esiste una successione x, € D (4) tale
che z, — « in X. Posto, per ogni A€ 8 (), y. = G (®) &n, q)EfDR+, si ha,
per la (2.3.4), y.€D (4) e y,— Gi(p)x in X. D’altra parte per la (2.3.5)
si ha
G, (— ‘7)/) 2, =44 G (<P) Zn

e quindi A4y, — Gi(— ¢’) z. Ne segue, poichd A & chiuso, che B, (¢) z€ D (4)
e Gi(— ¢)o =214 B, (p)x. Dunque (2.3.1) e (2.3.2) sono dimostrate, qua-
lunque sia A€ 8(0), @€ (DR+ . Q.E.D.

LeMMA 2.3.1: Sia G un SGDA su 8(0), 0 <0 < ;I«, con generatore

infinitesimale A. Allora per ogni 1€ 8(0) Uoperatore AA ¢é una estensione del
generatore infinitesimale A; del SGD G, .

DIMOSTRAZIONE: Se A; & il generatore infinitesimale del SGD B,,
allora per ogni x € X risulta G;(p)x€ D (4;) e si ha
Gi(—ge=A4,G;lp)x
per ogni @€ CZ)R+. ‘

D’altra parte, per la PROPOSIZIONE 2.3.1 risulta anche @, (p)x € D (A)
e si ha

Gi(—¢Ne=rGi(p =
per ogni wE(DR+.

Dunque A; coincide con 14 su R (B;) e cioé su D (B, (— ¢’)). Ne segue
poicheé A & chiuso e 4; =@, (— &), che D(4;)C D(A) e A, x = AAx se
x€D(A;). Dunque 14, 1€ 8(6), & una estensione di 4;. Q.E.D.

LEMMA 2.3.2.: Nelle stesse ipotesi del LEMMA 2.3.1, se A, é il generatore
infinitesimale del SGD B;, 1€ 8(0), allora si ha qualunque sia A€ 8 (0) per
ogni ‘PE(DR+

(2.3.6) SG(p)xeD(A4;) se xzeX
(2.3.7) AGW (p)r=A4,B(p)x, xeX
e inoltre

(2.3.8) A B(p)r=C0(p) A, x, x€X.

DIMOSTRAZIONE : Proviamo dapprima che qualunque sia 1€ §(0) per
ogni ¢ €D si ha
e

(2.3.9) G (@) xeD(A;), x€D(Ay)

e sussiste la (2.3.8).



386 G. Da PraTto - U. Mosco : Semigruppi

Siano 1;€8(9), i=0,1,...,m, con y=1 e 1, =4, tali che risulti
convergente lo sviluppo

(10 - ll)ki (lm—l —_ lm)km dkl+"'+k'm

(Ilki+"'+]rm, 61 ((p) r

G (@) £ = ; e g -
w(e)e= 2 Km0 Ky ! T !

1
per ogni ¢ E(D'R+ e ogni x € X,

Posto allora

Ty = § Z’" (1 ——1,)k. (lm—l——lm)k"' ot tHom
n— ooe . dlkl+m+km

k=0 kp=0 k! I !

Gilp)e n=1,2 ..,

per ogni z € D (A;) risulta, per il LEMMA 2.2.1, 2, € D(4;) e si ha z,—> B(p)z
in X. D’altra parte, ancora per il lemma citato, si ha

. 2= A" (et — A @t
Ay, = 2 .. 2 p) A; x
i kim0 ko k‘ ! P diet Fem G (p) 4z

n=12,.., e dunque A4;x,— BG(p)4;2x. Ne segue, poicheé A; & chiuso,
che @(p)xreD(A) e 4,0 (p)x = B (¢) 4, x. Abbiamo cosl provato che (2.3.9)
e (2.3.8) sono vere qualunque sia x € §(8). Come conseguenza della (2.3.9) e
del LEMMA 2.3.1 si ha allora qualunque sia 1€ S5 (0)

(2.3.10) A, B (p)e=21AB(p)xr, xz€D(A))

Siamo ora in grado di provare (2.3.6) e (2.3.7). Sia x€ X e 1€ S(0). Poiché
D(4;) & denso in X esiste una successione r,€.D(4;), x,—x in X, Sia
Yo =G (p)2,; per la (2.3.9) si ha y,€D(4;) e y,— G(p)x in X. Daltra
parte, per la (2.3.10) si ha

Ai.:‘/nzlA 6(‘}7) wnzl(s(]) ((/)a'n

e dunque 4; y, — 2 B (p) x. Poiche 4; & chiuso ne segue che G(p)reD(A;)
e A0V (p)x= 4,0 (¢) . Q.LE.D.
Possiamo ora provare la seguente proposizione

PROPOSIZIONE 2.3.2. : Sia B un SGDA sul scttore S(6), 0 <0 < . , e sia

A il-generatore infinitesimale di B. Allora per ogni 1€ S8(0) il generatore
infinitesimale del SGD B, € Poperatore i,
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DIMOSTRAZIONE : Poiche in virtih del LeEMMA 2.3.1 sappiamo gid che
2 A & una estensione di A4;, 1€ 8(6), basterd provare che a sua volta l’ope-
ratore A; & una estensione dell’operatore A A. Cio si prova in base al LEMMA
2.3.2 in modo del tutto analogo a come si & dimostrato il LEmMyvA 2.3.1.
Infatti, per ogni x€X si ha @ (p)z€ D (A), ‘PE(DR+’ e risulta, qualunque
sia 1€8(0)
ABW (p)r=1A G (p)=.

D’altra parte, per il LEMMA 2.3.2., 8si ha anche (B (¢)€ D (4;) e inoltre
LGN (p)a=A;:B(p)x

per ogni A€ S (0). Dunque 14 coincide con 4; su R(B) = D (B (— &’)); ne
segue, poiche¢ A; & chiuso e A = @B(— ¢’), che D(A)c D(4,)e l1Ax=A;x
se €D (A). Dunque 4;, per ogni 1€ §(6), ¢ una estensione di 14. Q.E.D.

§ 3. SGDE PROLUNGABILI ANALITICAMENTE SU UN SETTORE

3.0. Sommario.

In questo paragrafo studiamo la prolungabilitd analitica su un settore
di un SGDE.

Per ogni ¢ > 0 porremo
‘[R;f':{s: 0<s<ol MR, ={s:8>0];

inoltre per ogni 6 con 0 < 6 < % se S (0) & il settore definito con la (2.0.3)
porremo qualunque 8ia o > 0:
SO = (u: peSO), u]<el 87 O)={u: ne8®), |u|> o).

In analogia con la definizione di SGDA data nel § 2 diamo ora la
seguente definizione di SGDE prolungabile analiticamente su un settore.

DErINIZIONE 3.0.1: Un SGDE @ in X & prolungabile analiticamente
sul settore §(0), 0 << 0 < %, se esiste un £, reale tale che per ogni ¢>>0

qualunque sia y€Jf con B> &, o Papplicazione

s—>G(y) di R, in LX,X)
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¢ prolungabile a un’applicazione analitica
A—Gi(y) di §,(6) in L(X, X),

dove si intende 'IR9=1R3:, 8, (0) = 87 (0) secondo che sia rispettivamente
sign£o=?£°—=‘-4:1, &F0e Ro=TM,, So(0)= 8, () se £§,=0.

Se G éo un SGDE prolungabile analiticamente su S (6) diremo anche
che G ¢ un SGDEA su S(0). Diremo inoltre che un SGDEA & & di tipo
£ EER, se & & Destremo inferiore dei &) soddisfacenti alla condizione della
DEeFINIZIONE 3.0.1.

Dimostreremo che se G ¢ un SGDEA su §(0) di tipo £,, allora per
ogni 1€ 8(6) applicazione (B, : y — B (y) & un SGDE di tipo &, (1) << &, |4].

Dimostreremo infine il teorema che caratterizza il generatore infinitesi-
male di un SGDEA, gia illustrato nell’introduzione.

3.1 11 SGDE G,.

In questo numero proviamo che B., A€ 8(0), ¢ un SGDE e ricaviamo
una maggiorazione per la trasformata di Laplace di B;, uniforme rispetto
alse|il|=1e|argl|<0 —¢ ¢>0.

PrOPOSIZIONE 3.1.1: Sia & un SGDEA su S(8) di tipo &, in X,
0oL i:— Allora per ogni A€ S (0) Papplicazione By: v — B, (v) di SF in

L(X,X), > & 0,0 tale che 1€8,(0),0 > 0, ¢ un SGDIE di tipo &, (1) << &, | 4].
Inoltre, per ogni .6 >0 e per ogni v con 0 < tv<0, esiste un polinomio
Po, « () @ coefficientt non negativi tale che

(3.1.1) | Grle=) || < ps..(|pu)) per Rep =& + o
qualunque gia A€S (0 — 1) con || =1.

DIMOSTRAZIONE : Per la DEFINIZIONE 3.0.1 esiste un &, reale tale che
per ogni o > 0 Iapplicazione (s, y) — @, () di R, >< ¢# in L(X, X), qua-
lunque sia B > &,0, & prolungabile a un’applicazione (4, y)— G (y) di
S,><df in L(X, X) la quale, per ogni fissata y€ s & analitica su S, (0).

Vogliamo ora provare che, per ogni fissato A€ 8, (0), con 0 <o < |4]
se §,(0) =8, (6) ovvero con g > |1]|>0 se S,(0) = N; (8), Papplicazione
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suddetta & lineare continua su o, qualunque sia > &; 0. La dimostrazione
di questo fatto & analoga a quella della PROPOSIZIONE 2.2.1 e la esponiamo
percid soltanto per sommi capi.

La relazione

G (ap + By) = a Ga(p) + B Ga(y), “,ﬂeﬂ',%chS’

si prova osservando che essa & vera, fissate ¢ e vy, per ogni A=28€1R, in
virth della PROPOSIZIONE 2.1.1 e dunque resta vera per prolungamento ana-
litico su tutto S, (0).

Per provare, per ogni fissato 1€ 8, (0), la continuitd dell’applicazione
Gy sudf,f> ¢, 0, si dimostra dapprima che linsieme {B;:1¢€ I}, dove I
¢ un arbitrario compatto contenuto in S, (8), & limitato in .2(3¢, £ (X, X)) (*);
si dimostra cioé che per ogni I" e per ogni limitato B di # esiste una co-
stante M (I, B) > 0 tale che

(3.1.2) || Bs () || << M (I, B) per ogni A€ I e ogni y€ B.

Di qui si deduce, applicando il teorema di ViTALI, che se y;— 0 in
d#, allora, per ogni A€ 1%, dove I, & un arbitrario cerchio chiuso di centro
r € R4 contenuto in 8, (), risulta @G; (y;) — 0 in L (X, X).

Abbiamo cosl provato che per ogni fissato 4 € S (6), per ogni ¢ > 0 tale
che 1€8,(6), risulta e—# G €’ qualunque sia 8 > &, 0.

Ne segue, data Darbitrarietdh di g, che risulta e—# ;€ per ogni
B>&|2 .

In particolare, risulta ®4€(Dm+ (L(X, X)) ed anzi, in virta della PRO-
POSIZIONE 2.2.1, si ha che B; ¢ un SGD, 1€ 8(6).

Per provare la prima parte della proposizione, e cioé che (;, 1€ 8 (),
¢ un SGDE di tipo & (1) << &,|4| resta soltanto da provare che (B; & un
SGD regolare.

Sia 0 la funzione introdotta nel n. 1.3 e poniamo, qualunque sia 1€ 8 (6)

.

Gi(y) = G (Oy), weD_.

Si verifica facilmente che (3, (6y) non dipende dalla particolare @ con-
siderata e che B; € Dy (L(X,X)), G1 nulla per ¢t < 0. Dunque il SGD (B; ve-
rifica anche la condizione (vi) della DEFINIZIONE 1.2.1. Resta'da provare che
@B, verifica la condizione (vii) della definizione citata e quindi, in virta della

(?) Si ricordi che Cj’g & isomorfo a o e quindi, in particolare, Csﬂ ® uno spazio tonnelé
o di Montel.

8 Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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PROPOSIZIONE 1.2.1, basta provare che risulta

Gx(¢)®z(¢)=Gz(w+*¢),wE(D_,q)ECDR+.

Ora questa relazione, fissate (pE(Z)»R_'_ e weD_, & vera su MRy per la
PROPOSIZIONE 2.1.1 e ancora per la PROPOSIZIONE 1.2.1, e dunque resta
vera per prolungamento analitico su §,(6), qualunque sia ¢ > 0, e quindi
su tutto S (6).

Resta ora da provare la maggiorazione (3.1.1). Indichiamo con I'(z),
0 <7<, il sottoinsieme di S(0 — ) dei 1 con |1|=1:

(3.1.3) 'oy={A:i=¢é*,—0+r1<<a<0—r1, 010,

Dalla (3.1.2) per I'= I'(z) si deduce allora che linsieme {(G;: 1€ (7)]
& limitato quindi equicontinuo (}) in L($#, 2(X, X)) qualunque sia g>&;.
Esistono dunque degli interi non negativi ¢ e j e una costante ¢, > 0, di-
pendenti da f ma non da A€ I'(z), tali che sussiste la maggiorazione

(3.1.4)  [|Bi(p)||<cosup{|t(eftyp@)™]|: 0<1<<i, 0<<m<j,
I, m interi, t€ R}

qualunque sia € 6f e per ogni A€ I ().
Consideriamo ora in particolare la funzione

(3.1.5) Qt)y=-e+, peq, teMR,

efr. (1.3.1). Poiche per ogri 1€ I'(zx) B; & un SGDE di tipo &,, possiamo
considerare per Re u > &, la trasformata di Laplace B, (£2) di B;, cfr. n. 1.3
sez. (b), in particolare (1.3.3).

Sia ora, per ogni &£ > 0, 6, una funzione indefinitamente derivabile su IR
tale che 0,(t)=0 per t << — 2¢, 0, (t)=1 per t > — ¢ e tale inoltre che si
abbia

d
suﬁple"”(tﬂg—ékg, k=12 ..,p, p=12 .., dy, > 0.

Dalla (3.1.4) si ottiene allora con un caleolo diretto, ponendo
e=2"1 (Reu — f)~ 1

J
18 el < 3 Ml ] — B

(3) Cfr. la nota (%) a pag. 23.
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dove
M, = ¢y Ld,, 3™

() (@)

con 0 < o<Reu—§.

L = sup max
i<

Dunque, il polinomio
J
Do, = EoMm(lyl_'-lﬁI)m

verifica la maggiorazione 3.1.1 e la proposizione & dimostrata.
Q. E. D.

3.2. 11 generatore infinitesimale di un SGDEA.

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema che caratterizza il gene-
ratore infinitesimale di un SGDEA. .
Per semplificare I’esposizione useremo le seguenti notazioni, dove £, € IR,

0<9<%, e>0:

S°(6) & il settore polare di S(8), cioe
(3.2.1) 80(0) = ,u:-%—}—eglarg,u]gn;

(3.2.2) I (&, ,0)= ZF (&, 0) secondo che sia sign & = F 1, (%

con
éo

cos 6

2= (4,0 =¢4+8%0), & =

2t (5, 0)=23"(&,0) N {u:Reu<&);

(3.2.3) Q, (& ,0)= QF (&), 0) secondo che sia sign & = F 1,

con

Q:(§0,9)=¢—25_(§0,9)

Q5,0 =C—3F&,0),

(4) Se 8 & un arbitrario sottoinsieme di ¢ e a € R indichiamo con « + § I'insieme
e =a + 4, A€ S|
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dove

2 (€0 =& +e+ 8 06—0¢

SH(E,0) =37 (¢, 0N {u:Rep<& +¢
Osserviamo che se &, =0 allora si ha
3 (&,0)=2"(&,0) =3+ (&,0) =59
D.(&),0) =07 (§,0)=9F(£,0=C— (¢ +8°(0 — o).

TEOREMA 3.2.1: Un operatore lineare chiuso A con dominio denso in
X ¢ il generatore infinitesimale di un SGDEA sul settore S(0), 0 < 9<%,
di tipo << &,, se e soltanto se esiste un &, reale tale che
(i) lo spettro o(A) di A é contenuto nell’insieme X (&,,0);
(if) il risolvente R (u, A) di A, per ogni ¢ con 0 < e < 0, verifica una
maggiorazione del tipo

(3.2.4) | B (u, || <p: (| )
sull’insieme Q. (&,,0), con p, opportuno polinomio a coefficienti non negativi.

DIMOSTRAZIONE : Sia B un SGDEA di tipo &,, & € R, sul settore S ()
e sia A il generatore infinitesimale di (.

In virth della PROPOSIZIONE 3.1.1, per ogni A€ 8(6) Dapplicazione
Gi:y— Bi(y) di & in L(X,X), >£,|4], ¢ un SGDE di tipo & (1) << &| 1|
e il generatore infinitesimale di (;, ancora per la PROPOSIZIONE 3.1.1, cfr.
(1.3.4), & 14 ; per ogni 6 >0 e ogni 7 con 0 <7 <6, qualunque sia 1€ (z), I'(z)
essendo il sottoinsieme (3.1.3) di §(0), risulta definito sul semipiano Re u >
=&, -} o il risolvente

E () 14) = @, (e7#)
di 44 ed & verificata la maggiorazione
| B(uy 24) [| < po(pe])y per Rep>=¢ '+ o

con p,, opportuno polinomio a coefficienti non negativi.
Ne segue che qualunque sia A€ I'(z) il risolvente R (i, A) di A esiste
sul semipiano {u: Re (4) =&, + o} ed & dato da

R (1, A)= 1R (A, 2A)
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e dalla (3.1.1) si deduce inoltre la maggiorazione

| B (s A) | <pos(u) pver Re(iu) =&+ o,

qualunque sia A€ 7 (z).

B facile allora dedurre, con semplici considerazioni, le condizioni (i) e
(ii) del teorema.

Viceversa, supponiamo che A sia un operatore lineare chiuso con do-
minio denso di X verificante le condizioni (i) e (ii) dell’enunciato.

In virtt di (ii) si ha che, per ogni r con 0 <t < 6, qualunque Ssia
A€ I'(z) esiste il risolvente R (u, 14) dell’operatore A4 per ogni u del semi-
piano Re u = £, 4 0, 6 > 0, e risulta

N

1
(3.2.5) R (u,A4) = R(ﬁ A)
e quindi, per la (3.1.1) & verificata una maggiorazione

“ R (u,44) II =< Do (I Mm !)’ per Re u=§, o,

qualunque sia A€ I'(x).
Ne segue che per ogni 1€ 8(6) il risolvente R (u,i4) di 1A esiste sul
semipiano Re u > &,| 4| e verifica la maggiorazione

1
& o 1) < gy 2ee () per Rep=(eot a1,

Per il teorema di LioNs, TEOREMA 1.2.1, 1A risulta allora essere il
generatore infinitesimale di un SGDE @, di tipo &, (1) << &,|1].

I1 SGDE @, & dato dalla antitrasformata di Laplace di R (u,14) e si
ha dunque per ogni 1€ 8(0)

e Gr=F, (R, A4),y p=PB+in, B>&]|A]

dove .FF,, (R (py AA)) & Pantitrasformata di Fourier della funzione E (u, 14) di 7.

Sia ora ¢ > 0 arbitrario. Per ogni y €, con f > &, 9, qualunque sia
A€ 8, (0) & definito Poperatore B (y). Proviamo che Papplicazione 1 — (B, (y)
di 8,(0) in L(X, X) & analitica. In tal modo si sara provato che B & pro-
lungabile analiticamente su S (@), tenuto conto che per 1 =s€ Ry risulta
G (y) = G (y;) per ogni yed.



394 G. Da Prato - U. Mosco: Semigruppi

Per ogni weSF > & 0, 0 tale che 1€8,(0), si ha allora

G (v) = f R (1, 14), F(e# p)y d,, p=f +in

e quindi tenuto conto dell’identita (3.2.5)

Gi(y) = fR( ) Y(gdy, p=p-+iy

dove s8i & posto X (y) = F (eft y), , gli integrali essendo intesi nel senso di
Bochner.

Dimostreremo ora che I’applicazione 1 — B;(y) di S,(0) in L(X, X) &
analitica, facendo vedere cbe I’applicazione a valori in .2(X, X)

12— F(4), F(l)=1G(y) AE 8, (0),
e derivabile con

+oo
R d - d Mn
(3.2.6) aF ——f ER(T ; A)” X(n)dn .

—o00

Infatti, posto per k> 0 sufficientemente piceolo
— Y[ A\—R(# - ;
4 B (n) = th(l—}—h’A) R(T-Aﬂ, u=p+iy,

tenuto conto che per ogni 1€ 8 (0) R(—";—,A) © derivabile in 1 e si ha

(s )= ()

con successive applicazioni dell’identitd del risolvente si ottiene

d Iz hu M 2
«Ti"('i“"A)“A"R(”’ —EG+h l"’( A)] [x+lR(1+i’ ) ‘]‘
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Supponiamo ora & tale che [u:|pu—21|<<ec S,(0 —e), Per ogni h
con | h|<Ce risulta allora, per la ipotesi (ii)

d
”d_l (g,A)—AhR(n)”slhlqﬂpl)

o= it 5l Semafle + )

Si ha dunque

”f i (/1’11) ’7_/""1‘)‘(’7 "”7H<l"|f+;oflﬂl)%(n)dn

o0
e poichd X €J risulta fq(l,ui X(n)dn < + oo .

dove

La (3.2.6) & cosi dimostrata. Q.E.D.

Universila di Pisa
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