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METODI ANALITICI PER VARIETÀ ABELIANE
IN CARATTERISTICA POSITIVA. CAPITOLI 3, 4.

IACOFO BARSOTTI (1)

I primi due capitoli sono pubblicati in questi stessi Annali, vol. 18,
1964, pp. 1-25 ; la numerazione prosegue quella dei primi due capitoli. Nel

capitolo 3 si fa largo uso di MC, anche se in alcuni punti un riesame delle
questioni ab ovo avrebbe potuto condurre ai risultati cercati ed a quelli di
MC in maniera più elegante, tua più lunga.

CAPITOLO 3.

G 1 i 

16. Sia lc un corpo algebricamente chiuso di caratteristica p (vedasi n°
1 per le convenzioni), e sia K = vect k, K’ = QK = corpo quoziente di K.

canonico è un K-modulo (sinistro, unitario) finito, libero, e do-
tato di semiendomorfismo n, e un wi-semiendomorfismo t, tali che nt =

= p = qui, od anche t, indica, come sempre nel seguito, l’applica-
zione identica, in questo caso di M. In un tale M, i p’tM, presi come sistema
di intorni dello 0, definiscono una topologia K-lineare rispetto alla quale
M è completo, in quanto la loro intersezione si riduce all’elemento 0. Si

noti che in 1U. = è p-111 = t-’, onde t (p-ln) = t, e = pt. Il numero

di generatori liberi di M si dirà il suo ordine. Le definizioni di T-modulo

canonico e 77 modulo canonico sono come in 1BIC (p. 317 # usiamo solo il

caso w = p); qui però tratteremo solo quelli equidimensionali, e quindi
ometteremo in tutti i casi questo aggettivo. Sia x un isomorfismo di K su

un x seriiortotorfi.smo del K-modulo canonico l1I su un ’-modulo canonico
è un x semiomomorfismo di 7f moduli, necessarianente continuo, che commuti
eon n e t.

’ 

Pervenuto alla Redazione il 9 ottohre 1964.

(i) Ricerca s;olta parzi:lnmte sotto gli (lt.&#x3E;l1’Omee of Aerospace liesearch,
gran t AFEUAR 6329.

della Norm. ,S’up_ - l’isa.
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3.1 TEOREMA. Sia M un canonico, e .si 

= insie1Jze degli x E M tali che

Allora Mt, M,,,, Mr sono rispettivamente un canonico logaritoico,
un II-modulo canonico logaritn ico, e 1tn (e Il-modulo) canonico

radicale, e si ha M = ltTt EB Mn; (3 1’VIr . Questa è l’ititica deco i posizioi e 111

come somma diretta di zcn T-modulo canonico logaritiiiico, zcn 

canonico logaritmico, e un !l’-modulo canonico 

Dim. è certamente libero e finito, perchè K è a ideali principali ;
inoltre 9 onde Jllt t è li’-mod ulo canonico. Esso è anche

T-modnlo, ossia ogni successione i --~ x~ di suoi elementi, con è

una zero successione, in quanto Cos  è 

certamente finito, e chiaramente soddisfa la condizione tx = O ==&#x3E; x = O,
in quanto da tx = 0 segne px = 0. Quindi 111 t è T-moclulo canonico, ed è
logaritmico perchè 1l111t (questa è la definizione di logaritinico ; cfr. p.

325 di Analogamente si opera su il/n.
Si consideri ora 111 r; intanto e poi, se è

una successione di elementi di taleche xietijll,, essa è una zero succes-
sione, in quanto per un dato m, quando i è elevato. I’erciò

è un T-modulo finito, e di nuovo soddisfa la condizione tx = O :2013&#x3E; ~ = O,
ossia è T-modulo canonico ; analogamente esso è 77 modulo canonico.

Un elemento x di ma non di è tale che che altri-

menti nx sarebbe in ed x in Se allora x E jlt n ii , , , ma per esempio
xf si ha nixf t per ogni i &#x3E; 0 ; d’altra parte, da x E segue
lim = 0, che è una contraddizione. Si conclude che .llt fl = 0 ossia
- 00 

’

che la somma Mt + è diretta. Sia poi x E E ed x + y E 31,;
allora lim ti (x + y) = 0 i poichè anche lim tix = Oy se ne deduce lim tiy = O ;

i -. oo 

di qui, per l’argomento precedente, segue y = 0 ; analogamente x = 0. Quindi
anche la somma è diretta ; resta da controllare che essa

coincida con 111. Ciò verrà fatto per induzione sull’ordine di .ll, in quanto
è certamente vero se tale ordine è 1.

Sia allora it l’ordine di 111; se 111 = O, per la dennizione di questi
due moduli si ha necessariamente e non vi è nulla da dimostrare.

Suppongasi quindi che, per esempio, e si ponga ltt’ = Dico
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intanto che N è K-modulo canonico, necessariamente di ordine  n ; per
dimostrarlo, basta dimostrare che è libero (il suo t ed il suo n sono definiti

in modo ovvio). Ora, se x E e px E Mt, ossia ntx E Mt, sarà intanto anche
tx E Mt, onde esisterà in ~7~ per ogni m; allora gli elementi di

M* = apparterranno tutti a t-’Mt 9 M * ; essendo questo un K-modulo
finito, tali elementi saranno linearmente dipendenti su K: n-’mx =

= -t- ~... + L’applicazione di n- ad ambo i membri dà

x = ny, per un y E M, ovviamente tale che ,y = E Mt ; lo stesso ragio-
namento può essere applicato ad y, ecc. ; si ottiene cos  che n-mx E M per

ogni i , onde x E come voluto.

Stabilito che N è un K-modulo canonico, dimostriamo che non esiste

nessun y E N, non nullo, tale che ny = y. Se tale y esiste, ed è per esempio
immagine di x E M, si deve avere z f t M, ma nx - x E onde x = per

qualche x, E Ma allora .1TXt - x, E == ~i~ , ecc., ossia x E contro

l’ipotesi. L’impossihilità per N di contenere un tale y dimostra, per il 2.11

di me, che Nt = 0 ; ed allora, per la ricorrenza, sarà Ciò

comporta che se x E 111, per ogni intero positivo m esiste un i~, tale che

nix E + per i &#x3E; im , 7 ossia nix - E per un opportuno Ym E 
e per i &#x3E; i,,, . Per i elevato si ha nix - - (nix - E p-ill, ossia

ni --~ p’lnJI, Ym E (dato che ym E Alt). Ciò significa
che y = lim ym esiste in Mt, onde per i elevato, od

m--&#x3E;oo

anche lim 2ii (x - y) = 0.
i - 00

Sia Al’ l’insieme degli z E M per cui lim M’ è K-modulo ca-
i--&#x3E;oo

uonico, e contiene ha ordine  n, perchè ha intersezione 0
con àlt ; quindi, per la ricorrenza, = ~ E9 = Q Mn . Si è cos
dimostrato che come voluto. L’unicità di

9 è ora ovvia, C. V. D..

17. Nella dimostrazione del 3.1 è contenuta anche la dimostrazione del

3.2 COROLLARIO. Notazioni come nel 3.1 ; sia x E ]~f; allora :

Saranno usate le seguenti locuzioni :

Mt = componente sepai-abile di 
= coinponente logaritoaiea di M;

M,,=comiponente adicate di 141 ;
Al r + = componente di M.
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Dai 2.11 e 3.1 di MC si ha poi che:
Mt è un T-modulo canonico logaritmico, che avrà, come tale, una certa di-

mensione et, uguale al suo ordine come K-modulo canonico ; 9
Mn è un H.modulo canonico logaritmico, che avrà, come tale, una certa di-

mensione dn, I uguale al suo ordine come K-modulo canonico ; 2
Mr è un 17.modulo canonico radicale equidimensionale, che avrà, come tale,

una certa dimensione dr e una certa codimensione cr , tali che il suo

ordine come K-modulo canonico sia dr + cr .
Useremo allora (ma non troppo) le seguenti locuzioni:

dr = dimensione di 

Ct + c,. = codimensione di M ;

d n = dimensione logaritmica di M ;

et = codimensione separabile di 

dr dimensione radicale di 

o,. codiinensione o radicale, di 11T ;

dr = ordine radicale di M ;

si intende, quando si consideri come K-modulo canonico ; la nomencla-

tura di MC per i II moduli e i T-moduli canonici resta invariata.

Sia a un semiomomorfismo del I[modulo canonico M sul K-modulo

canonico N ; daremo le seguenti definizioni (che non coincidono con quelle
di MC, in quanto qui si tratta di K-moduli) :

nullità di o è la differenza ord ord 

conullità di a è la differenza ord 

Naturalmente, oM è un K-modulo canonico, e tale è il nucleo di a ; la

nullità di a è anche 1’oraine del suo nucleo. Pongasi poi Q _ ~’ fl 
è l’insieme degli x E N tali che pr x E aJI per qualche intero non negativo ’r.

Se 1 è la lunghezza di una catena massimale di K-moduli canonici e

aM, pl è il grado di a ; cos , grado a = 1 se e solo se Q = Con evidenti

significati dei simboli, a può essere decomposto in ed il grado di
a è il prodotto dei gradi di questi tre ; in particolare, si porrà :

separbilità di .0 = grado di at;

cosepaiabilità di a = grado di 

inseparbilita di a = gmdo di Or (I,), o.,.
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Dal 2.7 di e previa decomposizione di 31 in £1It Q) si ha

che la lunghezza 1 è anche la lunghezza di una catena massimale di K-mo-
duli (non necessariamente canonici) fra Q e Per la teoria dei divisori

elementari, si può trovare una base di Q, ed una Yi 9 .. di

tali che, indicate con x, y le matrici ad una colonna delle xi e delle yi , 9
si abbia y = Cx, ove C è matrice diagonale della forma

con 0 ... allora + ... + Sn, e grado a = det C.
Una isogenia (di K moduli canonici) è un omomorfismo la cui nullità e

conullità siano U ; M ed N diconsi isogeni se vi è una isogenia dell’uno sul-

l’altro ; i risultati di MC mostrano che tale relazione è riflessiva, simmetrica
e transitiva, e che sono isogeni se e solo se ciascuno è isomorfo ad
un sotto-K-modulo canonico dell’altro. Poichè per i K-moduli liberi vale la

teoria dei divisori elementari, si ha :

3.3 TEOREMA. un canonico, N un szco sotto-K-nioditlo

canonico; allora N è nucleo di fi-a canonici se e

solo se 1’V fl pM = 

La definizione di N,., 8 , her r, s interi primi fra loro, è data a p. 336
~1i esso è il K-modulo canonico un cui insieme libero di generatori è
dato da (X I i ... ... , colle regole seguenti (cfr. la matrice a p. 323

di e l’asserzione 2 del 3.1 di MC) :

e conscguentemente :

Se si indica la matrice ad una colonna trasposta della 

y1 ... si può scrivere brevemente
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ove :

(r elementi uguali ad 1
ed s elementi uguali a 1))

(r elementi uguali a p
elementi uguali ad 1).

Per r = 8 = 1 queste divengono Definiamo poi 

per mezzo delle Ct = 1, C~ = p (matrici scalari di ordine gíi) ; e definiamo

No, n per mezzo delle Ct =p, C.,, - 1 (matrici scalari di ordine 7a).
Naturalmente, la tn = nt = pi dà in tutti i casi :

Dal 2.11 di 1B1 C si ricava :

3.5 è K-1uodulo cltnonico tale che 

inolf1-e 
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Se Jl1 è canonico di ordine m, tale che 111 = Mn , allora

Nr, s (r, s non nulli) è indecoynponibile radicale, ed ha o1.dine r + s.
Se M è canonico tale che .~ = ltlr, allora M è isogeno ad una

diretta di K-moduli canonici Nri, 8s , con si primi fra loro per ogni
i, ed univocamente determinati.

Siano 111, N K-moduli canonici ; una dualità fra 31 ed N è un’applica-
zione K-bilineare (x, y) - x o y di ~l X N su K, con le seguenti proprietà :

1. e 

2. se x o y = 0 per ogni y (risp. per ogni x), allora x = 0 (risp. y = 0).
Una diialità è necessariamente un’applicazione continua di j11 X N su K,
quest’ultimo dotato della topologia di schiera valutante completa. Diremo
poi che N è duale di N, secondo la dualità data, se per ogni applicazione
K-lineare a di N su K (necessariamente continua), esiste un x E K, certo
unico, tale che ay = x o y per ogni y E N.* Dai 3.2, 3.3 di MC segue :

3.6 TEOREMA. Sia N un K-modulo canonico, e sia M il delle

applicazioni K-lineari di sit K ; se x E 11/, l’applicazione sia denotata con
y - x o y. con le ovvie definizioni di t e ll, è un cano-

nico di N, ed è l’2cnico a meno di isonaorfismi. Inoltre N è il duale di

llt secondo la dualità (x, y) - x o y (y E N, x E 1’~I ). In particolare, 
sono dtta li di, rispettivamente, No, i, 1v,1, o, Ns, r .

Per comodità, indicheremo talvolta con NO, o il K-modulo canonico ri-

dotto al solo elemento 0.

Un canonico è un K’.modt110 (spazio vettoriale) finito 9Y,
(lotato di endomorfismi e t tali che nt = pc (ed allora tn = pc), e tale che
esista un si o sotto-K.modulo stabile per n e t (ossia C AI, 
contenente una base di In tale caso M sarà un K.modulo canonico, e si
avua 911 = K’ 1’ll = .~T ; questa può essere presa come definizione. La

topolog-ia (li M da una 1 opolog-ia -]jneare di indipendente dalla scelta
ci i l’iHpetto alla q na1e 0/l e completo; un sistema di intorni dello 0 è

(lato dai 1)11 31. I semiomoinorfismi dei g’-moduli canonici sono definiti in modo

analogo a quelli dei K-modiili canonici ; i semiomomorfismi dei K-moduli ca-

nonici sui K- moduli canonici sono le applicazioni K-semilineari che com-

mutano con 5t e t ; essi sono necessariamente continui ; la dimensione (come
slazio vettoriale) di un .K’ - modulo canonico sarà chiamata il suo o~~dine ;
le altre definizioni (codimensione separabile, dimensione logaritmica, ecc.)
sono trasferite climttmnente dalle analoglie dei K-moduli canonici. Si ha ov-
viamente :

:L. lll, e siano ‘~)C li’-ntocircli
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canonici ; si abbiano isomorfisiiii di M szc 9V ed N su 9f, di coititllit  O (ossia tali
che le imrtagini di contengano basi di 9l). Allora un omooorfismo a
di Jf s~~ N è una isogenia se e solo se è un su tutto 9f il o’ che

rende c,anoutativo il seguente 

Si ha poi (1) evidente significato dei inoltre

~ C)fo, n, e 9fm, o, per n, in opportititi. Gli cmt, cmn sono uni-
caniente determinati inoltre, 0fIlr è is01norfo alla soí ima diretta di K - moduli

canonici del tipo cott ri, Si fra loro e unica1nente determinati.

Infine, gli 9fr, s, 9Lo1 1, 9f1, o sono ir1’iducibili, ossia pi-ivi di sotto - K’ - moduli
canonici _propri.

Le definizioni di dualità e duale, per i K’ - moduli canonici, sono ana-
loglie a quelle dei ..~T~- moduli canonici. Ovviamente, e da 3.6 :

3.8 TEOREMA. Per i canonici vale l’analogo di 3.6 ; siano

poi 9f canonici duali l’uno dell’altno secondo la o ;

sia 1I1 un sotto-K-inodulo canonico di contenente una base di e sia N

degli y E 9f tali che x o y E K ogni x E lII. Allora N è un 
di N e contiene ba.se di o è una dualità jra 1’tI ed

N ehe rende questi duali dell’ lt -o. La o è un’applicazione continua di

01l su K’, dotato della topologia di corpo completo.

19. Sia lc un corpo di caratteristica p, e siano A, B k-modiili, certo

lil&#x3E;eri, completi rispetto a, topologie Si consideri, nel lc-modulo

A @ B = A ~~ B, l’insieme dei sottomoduli del tipo 1I@ B + A (9 V, ove U, V
percorrono sistemi di intorni dello 0, del tipo descritto, in A, 13 rispettivamente.
Questi insiemi hanno intersezione 0 (vedasi l’appendice a questo capitolo),
cosicchè essi formano un sistema di intorni dello O per una topologia k-li-

neure di A 0 TJ; il l completamento di A (9 R in tale topologia sarà indicato
con A Xk 13 o A X B, e chiamato il prodotto contpleto di A per B

(su k); la topologia di A "- l~ i., ora data dagli U x B + A x V.
Suppongasi che A, B siano anehe k algebre (comintitative, unitarie, dotate

di S  indichi eon ,rc,a i’li&#x3E;])])liÉ’liZÌ0lÌe À°-Ì)iÌille*l’Q (a, cc’) -b acr’ (li A X .£1
Su .:l, { pPl’ 1&#x26; 8i luogo (1Î quando
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IIA possa essere sottinteso) ; se A, B sono algebre topologiche, ossia se

,uA e sono applicazioni continue, anche A Q9 B è k algebra topologica,
se si identifica k con k (1 ® 1 )~ mediante il ~,u~ ; questo ~.c può
essere esteso in modo tinico, hilinearmente e continuamente, ad A x B, e
rende questa tlI1’algel)ra topologica. Se le topologie di A, B erano A-lineare
e B.lineare rispettivamente, quelle di A Q9 B ed A x B risultano A Q9 
neare ed A x B lineare rispettivamente. Se A, B erano i completamenti di
k-moduli (o le-algebre) A’, B’~ allora è il completamento di A’ Q9 B’.
Tutte le precedenti asserzioni sono di facile dimostrazione, e vertono sul
fatto che i k-moduli sono liberi, e che le applicazioni A’ Q9 B’ -~ A Q9 B sono
isomorfismi.

Sia A come descritto all’inizio (ossia non necessariamente 

Diremo coprodotto in A. un oll1omorfislno continuo P, o PA , (di k moduli, (11

A su A che soddisfi la seguente condizione di 

pi i chiaramente, deve essere commutativo il diagramma:

Il coprodotto P è eommutatiro se è simn&#x3E;etrico rispetto allo scainbio dei
fattori in ...1 x ...4. Una coideiitit  per Il è un’applicazione k-lineare continua

e = E.~ ~li A sii Il (k dotato dei la topologia discreta) tale che =

_ (t Q$) e) P = c ; se 11I1 tule E esiste, P è un isomortismo di k moduli. Se A
è auclie topologica, si i(leiitifielierà k con lcl A C A, ed 8 verrà con-
siderato come un’applicazione k.lineare continua su A, tale che f,2 = e9
soddisfacente la

(Tali e vengono chiamati «augnentazioi» dai ramnati). Sempre se A è
topologica, diremo che un endomorfismo continuo g di A, come
e rispetto a P ed e se soddisfa la :

Sia li una tohologica e completa rispetto ad una topologia
numerabile ; sia 1’ nn coprodotto in 1?, commutativo e dotato cli i

una r-~; IL e’ una su le se taiito P quanto
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e sono omomorfismi di k-algebre, e se inoltre Pl = 1 l’esistenza di e

comporta, come si è visto, che P è un isomorfismo. Si noti che il richiedere
che P sia omomorfismo di algebre è come richiedere che esso commuti con
,u = ossia che il seguente diagramma sia commutativo :

Analogamente, il richiedere che e sia omomorfismo di algehre significa
richiedere commuti con (s ~ ê) = È poi facile vedere cl e e,
oltre a commutare commuta anche con I’, ossia (~ ® E) r = PE ; lo

stesso dicasi per l’inversione (], quando esiste. Il nucleo di e in R sarà

costantemente indicato con R+, cosicché R = k 13 Il 3.B comporta
subito il

Ci interesseranno in particolare, in questo capitolo, le iperalgebre finite,
ossia a base finita su k, e necessariamente a topologia discreta ; (Juelle d i-

screte, ossia a topologia discreta e base numerahile ; e rtuelle limearmente

conipatte ; queste ultime sono le somme direne complete, come k-moduli, di
una infinità numerabile di k-moduli discreti isomorfi a A ; esiste cioè una

pseudobase numerabile X2 , ... ~ tale el~e ogni elemento di Il possa
00

porsi, in un sol modo, sotto la .ri, E A ; e tale che ogni
1

serie di questo tipo sia elemento di R. Una R linearmente compatta può
anche essere considerata come il limite inverso, con la sua topologia natu-

rale di limite inverso, dei i finiti e discreti i ltn di i base lx, 9 ...i 
con gli omomorfismi --~ Rm (ii &#x3E; 11l) dati da = x’i se = O

se i &#x3E;.m.

20. Sia x an isomorfismo di k xii k ; iiii dell’ipe.
ralgebra R sull’iperalgebra S è un x S(’1r110tIlUlTlf&#x3E;I’ÍÌ5I11() continuo di algebre
che appliehi 1 su 1 e die commuti con 1’&#x3E; ed F : 1»,, ov = (o (9 a) I’,; .z’;
rElz x = x = OX, per x E Il. (io vale, in 

, 
omomorfi-
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smi ; Papplicazione n : è sempre un -t -semi endomorfismo di

un’iperalgebra.
Se al z sono x-semiomomorfismi di R la loro somma è il 

definito da :

quando ha senso, è vera la relazione distributiva :

L’omomorfismo ER di R su è lo zero della somma 3.12; infatti

per 3.9. Invece il - a è dato da Qs a = (se esiste ~os o 

per 3.10, e

Quindi gli omomorfismi di R su ~S formano un gruppo addittivo. Se ne

deduce anche :

3.13 ha e, ne Ica una sola ;
Q2 = c.

Intanto, la c = - (- c) si scrive t = e, donde Q2 = t. Se e’ è
un’altra inversione, la relazione - i = - si scrive g = g ; quindi g’ = g,
C. V. D..

$I ben noto che la teoria della dualità fra k-mo(luli finiti, o discreti,
o linearmente colnpatti (gli ultimi due casi non necessariamente ristretti al

caso numerabile) è perfettamente simmetrica, nel senso seguente : se M è
k-modulo filtito (discreto, linearmente compatto), e se N è l’insieme delle ap-

plicazioni k lineari coi tintie (li 3Ì su k e se per y si indica con x -+ y o x

la corrispondente applicazione di 11I? allora : se l~~ è finito, .N è finito ; se
J1 è linearmente compatto, la topologia discreta di JV è l’unica topologia
A- lineare che rende tutte le y --~ y o x continue ; è discreto, la topologia
liuehrmente compatta di è la meno fina fra le k-lineari (contando la di-

screta come la più fina) che rende continue tutte le y ---~ y o x. Ed in tutti

i casi è legato come N inoltre, in questi casi, un diagramma
può dualizzato, dando luogo ad un diagramma commu-

tativo ; lu {1I1al’ (o trasposta) di una successione esatta -è esatta, ecc.. Infine,
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ed è importante, dato che uno dei moduli è discreto in ogni caso, la

(y, x) - y o x è un’al&#x3E;plicazione continua di JV X .L11 su k. Nel Cap. 4 vedremo
tipi di dualità più complicati. Si ha allora :

3.14 TEOREMA. Sia R ,finita (risp. linearmente

k-1nodulo duale di R ; si P~) e ,uD duali

PR, (£1 x a) ° x = (d x ö) o P]~ PD d o (x x y) =
- d o (x x y), per x, y E R si poi ED 
ED d = d o 1. Allora D è un’iperalgebra, detta duale d i R; ed R è duale di
D. R ha L’inversione (!R, D ha la (!D duale d i d o x = d o 

DIM. Si controlla subito che PD è un coprodotto commutativo e coas-
sociati vo, e ,uD un prodotto commutativo e associativo. Il diagramma del
n° 19, che esprime la commutatività di con Plf, da subito, per dualità,
quella di PD con 

Mostriamo che h possiede identità, e precisamente 1’ 1D tale che

quindi d = £1, come ricliiesto.

Mostriamo che PD 1 = 1 e .infatti, PD 1 o (x X y) = 1 o xy = ~IC 
= (1 o x) (1 o y) _ (1 x 1) o (x x y). Passiamo a verificare le proprietà della

ED definita all’enunciato : intanto = 1 v o llc = eR 11c = 1, onde ED è
su tutto k, ed è autoodnl0. Poi, sD (dd’) = dd’ o 1 = o P 1 =
== (d x d’) o (1 ~ 1) = d ) (eD d’), ed ED è omomorfismo di algebre. Infine,
la proprietà 3.9 per en si yeritica cos  : PD (c ® F) P d o (x X 1) _
-- d o x, donde la 3.9. Per il gD , basta dnalizzare il 3.10, C. V. D..

I3enchè il 3.14 si riferisca solo ad iperalg’ehre che siano fiii te, o di-

screte, o linearmente conipatte, esso ovviamente da informazioni anche per

quelle iperalgebre che siano prodotti ensol’iali comp eti di finite, discrete,
e linearmente compatte (in numero finito). Da notare (’he finita x finita =
- finita, finita x discreta = discreta, finita ~ linearmente compatta = linear-
mente compatta, dis;reta i discreta==discrcta, linearmente compatta linear-
mente compatta = linearmente compatta, cosicchè l’unico caso nuovo è il

discreta x linearmente compatta. La struttura del prodotto tensoriale com-
pleto di due iperalgebre, R = S è : = x p-v, PB = 1’» x Pv, ecc..

21. Sia R an’iperalgebra che sia prodotto tensoriale completo di ipe-
raigebre finite, discrete, linearmente compatte, e sia D la sua duale ; defi-

niamo l’applicazione k-bilineare (d, x) di 1) X Il su R per mezzo delle

Naturalmente vi è anche iiiilapplie-,tzio e analoga (,r, li) ---&#x3E; xli di Il &#x3E; 1) sn D.
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3.16 TEOREMA. Nelle ha : d-(dx) = (d’d) x ; 
d E D+ se e solo se d 1 f; = 0 ; d o x = ER (dx) ; P (dx) = (1 X d) P x = (d x 1) P x.

Per la prima relazione : 6 o d’ (dx) = o dx = ód’d o x == ~ o (d’d)x.
La seconda è conseguenza immediata di 3.15. Per la terza: se d 1R = 0~ è
d o 1 = 1 onde d E D+ ; se poi d E D+, y si ha per ogni

onde ~Jd o 1 =0, 0. Per la quarta : d o x = ld o x = 1 o dx =
= ER (dx). Per la quinta, occorre intanto osservare bene il significato del

. secondo o terzo membro : nel secondo, 1 x d è un elemento dell’iperalgebra
_D x D, che è duale di quindi (1 X d ) P x esiste in base alla 3.15 ;
ciò non significa che se P x = si debba avere (1 x d) P x = 

per poter asserire questo occorrerebbe sapere che la z --~ (1 x d) z è continua, y
cosa che non sappiamo ancora. Passiamo alla dimostrazione dell’ ulti-

ma relazione : (b x ó’) o P = óó’ o dx = 9~~~ o x = (ó x ò’ d) o P x =

(a x (~’) (1 X d) C. V. D..

L’ultima delle 3.16 si esprime col dire che d, come applicazione k-li-

neare di R in sè, è invariante. La continuità della (d, x) - dx non solo in

r, ma in (d, x), ha luogo in un importante caso particolare che ora descri-

viamo, e quindi anche in tutti i casi ottenuti da esso mediante prodotti
tensoriali completi :

3.17 che quella, fra le D, R, che è discreta sia

li1n ite diretto di iperalgebre fin ite, di e c7ze

quindi quella che è lineancoeote compatta sia li1nite inverso di iperalgebre fi-
nite mediaitte di iperalgebre. Allora l’app licazioite (d, x) --&#x3E; dx di

D X R è continua.

DiM. Suppongasi dapprima che D sia linearmente compatta ed R di-
screta. L’applicazione è allora continua iii r per ogni d, ed nniformemente
rispetto a d, onde basta dimostrare che, per ogni x, essa è continua in d.

Sia D limite inverso di Di ~- D? (j &#x3E; i), cogli omomorfismi Tji di D~ su tutto
Di , e cogli omomort smi ri di D su tutto sia R limite diretto di

(i  j), colle imuersioni di Ri in Rj; e sia duale di Di . Sia x
in un dato dimostreremo che dx = 0 non appena zz d = 0 ; e infatti,

o Px ; ora, Ri (3 Ri per ipotesi, onde (ó x d) o P.c = 0.
Suppongasi ora invece che D sia discreta ed R linearmente compatta ;

si definiscano analogamente le Di -+ Dj (i  j) ed (i  j), e gli
omoniort smi zji di Rj su tutto Ri, e zz di R su tutto In questo caso
basta dimostrare che 1’applicazione è continua in x, per ogni d. Sia d E Di ,
e si scelga v nel nucleo J di dico che anche dx E J. Occorre quindi di-
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mostrare che 6 o dx = 0 quando ora, di nuovo si ha 6 o =

= {~ x d) o p x, e questa volta p x E onde ancora ~5 o dx = 0,
~.v.D..

3.18 TEOREMA. ha d (xy) = ,ur (P d) (x x y) ; se poi a è applicazione
k-lineare continua di R .su se stesso, che è invariante, ossia tale che P a x =
= (a ® c) P x = (~ (D o) P x, esiste una d E D tale ehe ox = dx per ogni x E R.

Si ha ó o d (xy) = bd o xy = P (ód) o (,x x y) = (P ó) (P d) o (x x y) =
- p ò o (P d) (x ,~ y) = b o pR (p d) (x x y) ; ciò dimostra la prima asserzione.
Per la seconda, dato a, si trovi la d E D tale che d o x = per

ogni allora b o dx = dd o x = (a x d) o p x = (e (’~ E) (b x d) p x =
(Ed C?9 i) (c ® ed) P x = (E~5 C?9 i) (c (Deo) Px = (E8 ® E) (io a) (Ed C?9 f) P a x =
(Öxl)oPox=5oox, onde dx = ox, C. V. D..

L’citilita dell’applic:aziane (d, x) - dx sta nel seguente risultato, clie è

1’analogo degli svilulyi in serie di Taylor e di lBlac Laurin :

3.1 J TFORFMA. Sia D discreta (o con base di ,
d2, ...) ; qia R la duale di Il, la (o duole xi , X2,...I
(ossia di o xj = y E 1~ si licc allora

IJIM. Infatti (d, x d.,) odi y X xi = o di y) = d r o day = dr ds o y =
i i

= (dr o P y, che è la j)rllllil relazione. è coi segi ej z,,  

prima e di 3.9, U. v. 1)..

22.

3.20 LFM.MA. Sia R un’iperalgebi-a .finita, o o linearmente coi l-

patta ; sia D duale di R, e che la (d, y) ---&#x3E; dy 
continua in y per ogni d E D. Sia sottaipercc l yelma di Il, e .s ia ~I l’id eo le

chiuso di R generato da ~S +. d E 1), si licc alloi-a d o .l = 0 .Çje e solo

se l’app licazione y ~ d y è S.lineare.

DIM. Sia d o J = 0 ; si ha, per ò E D : 8 (xy) ==
= d o uCR (P 8) (x x y) per 3.18. Se per esempio P ó = li ai x s-,trà ó o d (.xy) =
= d o Ii (ai x) y) ; supposto x E ,S’, sarà oci x == ai o x ~S +), onde

(ai x) (fli y) == o x) y) (mod J ), e pertanto ó o d (xy) = d o ~i o x) y) =

(ai o x) o dy) = P ó o (x x dy) _ ~ o x (ly, (1 on (i e d (xy) = x d y.
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R~eciprocamente, se questa è verificata, per x E 8 + ed y E R si ha

In un’iperalgel)r,,t R vi sono certe applicazioni per le sottoiperalgebre
e per certi ideali. Anzitutto notivmo tlie un ideale chiuso J è nucleo

di un omomorfismo di iperalgebre se e solo se

invece una sottoalgebra chiusa JS di R è sottoiperalgebra se e solo se 1 E S

e Sia una sottoiperalgebra chiusa di R ; l’ideale chiuso J

generato da ~’ + soddisfa alle .3.21; la chiusura dell’unione delle sottoiperal-
gebre U di R tali che U+ C J è una iperalgebra chiusa 8* contenente S,
e univocamente determinata da S; b’~ è la niassiiiia U con la proprietà de-

scritta, ed ,S’+ genera ancora J ; abbiamo cos  introdotto l’applicazione
S - S*.

Sia invece J dato a priori, chiuso, e con le proprietà 3.21 ; fra le sot-
toiperalgebre chiuse di R tali che S + C J ve ne è una massima, sia essa
~ ; e l’ideale chiuso generato da S + è un J*CJ; questa è l’applicazione
J2013~J*. alle coincide sarà detta il nocciolo di J

(e di ~I ~) ; è chiaro se e solo se J è l’ideale chiuso generato
da una S + ; la condizione acchè 8 = 8 * (a parte quella ovvia di essere il

nocciolo di qualche J ) è data nel prossimo 3.22. Si vede subito che S**=

- ~S ~, J**=,J*, e clie la corrispondenza S - J è biunivoca fra le ~S per
le quali 8 = 8 * ed i J per i quali J = J*.

Nell’enunciato seguente, occorre tenere presente che se D è l’iperalgebra
duale di 7~~ 1’ortogonale di un J che soddisfi le 3.21 è una sottoiperalgebra
cliinsa E di J~, mentre l’ortogonale di una sottoiperalgebra ~S di R è un
ideale chiuso C di ~ che soddisfa le analoghe di 3.21. Ed allora, nell’enun-
ciato seguente l’espressione S -~ J sta ad indicare che J è l’ideale chiuso

generato da 8 +; invece la sta ad indicare che B è l’ortogonale
di A.

3.22 Siano R, 1) duali l’una dell’altra, ciascuna di
esse essendo o o allora, nelle notazioni

ora 

I. è chiusa di R, la

2. Se ,1 è chiuso di IL, che soddisfi le 3.21, vale la
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3. Se sz ha J = J *‘ se e solo se E = E * ;
4. Nelle notazioni di 1, E è l’insieme delle d E D che, applicazioni

k-tiraear. i di R in sè, sono S.lineari; S* è degli x E Il tali clce o

per ogni d E E+.

Di;I. La 4 è conseguenza di 1 e del 3.20. Dimostriamo la 3, suppo-
nendo vere le 1 e 2 : se J = .7 *‘, la 2 può essere cos  completata : ,1 -1-+

E --&#x3E; C -|- S --&#x3E; J -|-- E ; ma la 1, partendo da E anzieliè 8, dà E -
C -|-- S --&#x3E; J -|--&#x3E; E*‘; quindi E = E *. Se invece E = E *, la 2 )H1Ò es-

sere cos  completata~ tenendo presente la 1 scritta per E : 1? -~ C -

J -I---~ .E ---~ C -I---~ S --~ J *‘, donde 
Per dimostrare la 1: sia ~2013~-J-)2013&#x3E;-~2013&#x3E;-C-!2013~~; allora S’ è ortogo-

nale ad E +, onde S’+ C J~ ; se poi 81+ C 8.,.,+ C:,] con A~" iperalgebra, ;ale
la ~~" - J -1-+ E - C -1-+ S’; qui, S" è ortogonale ad E +, ed è iperalge-
bra ; quindi S" è ortogonale a C, ossia S" C ~S’; ci &#x3E; mostra cle 8’ = 8 *.

Per dimostrare la 2 : sia ·T -|-- ’E’---&#x3E; C -1-+ S --&#x3E; ,J’ ; allora J’ è generato
da S +, cosicchè per dimostrare che J’ = J *‘ basta dimostrare che 8 è la

massima iperalgebra tale che S + C J ; intanto ~S + è contenuta iii J pcrcl è
è ortogonale ad E ; poi, se S’+ C,,.) S’+ t, ortogonale ad E e quindi a C,
onde C. V. D..

Il 3.22 mostra che se J = .7 ~, vale la

e la .E*‘ = E, C* = C9 8* = b’ ; mentre = ~5’~ vale la

OSSERVAZIONE. Vedremo in seguito (cfr. che e 1 * = I per le

iperalgebre che a noi interessano ; è stato però dimostrato da CL Gemignani
che tale relazione vale per tutte le iperalgebre finite, o diserete, o linear-

mente compatte.

23. Si è osservato nel n° 20 che ogni iperalgebra R possiede il :r-se.

miendomorfismo n; pertanto, se R è discreta, o finita, o linearmente com-

patta, la sua duale 1) possiede il n-1- seni ieii (lo orf  sii  o t = tD don n ito da :

naturalmente, scambiando i ruoli di 1) ed I? si ottieiie il t = o 

= n d o x. Si ha intanto :
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infatti, per 3.15, o o o x] = oz [tó 0 (td) x] = B o ~c [(td) x],
e h o dtx = ód o tx = [~z (4d) o x] = o x] =r- ~ o t x]. Poi :

3.25 TEOREMA. Se R è iperalgebra finita, o discreta, o linearmente com-

patta, si ha tR nR = tR = ·

DIM. Pongasi

Sia una base o pseudobase di R, e suppongasi scritto PP x come com-
binazione lineare, finita o no, degli ... X Yn ; è chiaro allora che i coef-
ficienti di prodotti che differiscono solo per l’ordine dei fattori sono uguali;
per un dato insieme (fl1~ , ... , il numero di tali prodotti è o 1, quando

=... = ovvero è divisibile per p. Pertanto esistono dei Ci E le tali che

e che (d ~ ... ~ d) o o Xi)P i
Ciò premesso, si ha : d o = n-1 o nx) =

~c-~[(dx...; d) o o o 

d o onde = pc. Analogamente, d o ntx = d) o (tx x ...~ x tx) . =

[nPP d o (x x ... x x)] =... = pcd o ~ == c~ o 

24. Studieremo in questo numero due iperalgebre, duali l’una dell’altra~
sul corpo Op. Sia H = cov Op = insieme di tutti i covettori a componenti
in Cp ; si può fare l’identificazione H = (cfr. n° 1 per le notazioni),
onde .H è un Ip - modulo ; esso è anche un (vect Cp) - modulo ; e ricordiamo
che vect Cp è il completamento p-adico di Ip.

La prima iperalgebra, D, è discreta, ed ha come base degli elementi
j"h , lI, con le operazioni cos  definite ;

La seconda, R, è linearmente compatta, ed ha come pseudobase degli
elementi eh, h E H, con le operazioni cos  definite :

2. della Scuola Norm. Sup. - 
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La verifica dell’essere queste iperalgebre, duali 1’una dell’altra nella

dualità

è banale ; le e~~ sono automoduli primitivi a due a due nullifici. Dalle

3.27, 3.26, 3.15 segue anche:

Si noti che R, D sono nella condizione voluta per l’a,pplicabilitrX del 3.17.

Dalle 3.23 :

3.31 TEOREMA. Ponga,si Y-i = lh h-i eh, ove h percorre H ; allora Cp (y-i)
ha per base, come Cp - modulo, l’insieme li, y_i , 9 y 2i e si ha yP; = y_i ;
inoltre Cp (y_1 , ... , y_n], per n intero positivo è isomorfo, come

Op - algebra, al prodotto tensoriale dei Op per i = 1, ..., n ; poi, ep ~Y-~ ,
y_2 , ...] 1 è denso in R. La topologia di R è quella definita, a dell’1.2,
dalle seguenti psegdovalutazioni discrete di R : (El ci el) = 0 se Ch # 0,
e = oo se Ch = 0. La topologia di R è R-lineare ammessa e si ha

DIM. L’asserzione sulla natura della topologia è ovvia ; l’essere poi am.
messa è conseguenza dell’l.4. Si consideri Cp è yr = onde

" 
p-1

in particolare La combinazione lineare con c. è
-’&#x26; -i 

o 
J J -i J p

p-i p-1

eguale a Eh (Ej eh’ ed è nulla se e solo se Z. c. == O per ogni lt;
o 

J L -i 0 ’

ciò comporta subito ’ = 0 per ogni j ; e cioè, le 1, y_ ...?* 1 sono li-

nearmente indipendenti, come asserito. Nello stesso modo si dimostra che

sono linearmente indipendenti su Cp i monomi monici nelle y_1 , ..· , y-~~ ,
che abbiano in, ciascun y2013t grado C ; e ciò prova l’asserzione deirenun-
ciato riguardante Cp (y_1 , ... 

Le ultime tre formule discendono dalla definizione di y ; e dalle 3.2Sy
La CP (Y-i x 1, ... ; 1 X Y-i , ...) esiste perchè le - i 2013~ 1 e
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- i ~ 1 X y-i sono simultaneamente ammesse in R x R per 1.4 ; ed allora

come all’enunciato.

Resta solo da dimostrare che Cp [y_1 , Y-2 , ...] 1 è denso in R, e per que-
sto basta esprimere le eh come limiti di successioni di eleménti di Cp [Y-~ ,
y_2 , ...]. Mostreremo precisamente che :

intanto si noti che per i elevato è = O, onde fattore di questo
prodotto è (y_, - 1)2 (y_, - 2) (y-i - 3) ... (y_~ - p + 1) = 1 + (polinomio in
y_i , _privo di termine noto); pertanto il prodotto infinito converge i~ R. Si

noti poi che se (p è simbolo di funzione razionale intera a coefficienti in

Cp, 1 e se si ha, per 3.30, 3.16, ~ o ~ (~~ ~...~zn)=g~(fi° zl,...
..., fi o Ed allora,

25. Sia R un’iperalgebra su k, ed z un covettore a componenti in R ;
sia a un semiomomorfismo dell’iperalgebra R su un’iperalgebra u ; allora

(... , o.y-2 ? è un covettore a componenti in S, che verrà indicato con ux ;
se in particolare a è l’isomorfismo y - 1 x y di R su R x JR~ si scriverà 1 x x
in luogo di ox.

Un covettore x a componenti in R è canonico se 1 ~ x ed x - 1 sono
simultaneamente ammessi y e se inoltre

3.32 TEOREMA. bye x è 1tn canonico a componenti nell’iperalgeUra
lt o Unearrnente .si Xi .- In altre pa-

DIM. Nelle notazioni della dimostrazione del 3.25, l’essere x canonico im-
plica che 
... x 1 x quindi .--- ILP == Questa da anche PP = .r-t.1 x
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... X X-i-l -~- ~?, ove op è un polinomio nelle c = X-i-j X 1 x ... x 1,...

..., y-i-j, p = 1 x ... x 1 x ( j 0, 1, ...), tale che se in esso compare un

certo monomio, compaiono anche tutti i monomi ottenuti permutando fra
loro le h (rispetto al secondo indice) ; e tale inoltre che nessun mono.

mio che vi compare è invariante per tutte queste permutazioni.
Se d è elemento del duale di R, ciò dà o = (d x ... x d) o 

(d x ... x d) o (x-i-l ~ ... x x_i_1) = (d o x-i-1)p; o x-i = (d o tR 
y 

Se 1~ è un’iperalgebra su k, con topologia R-lineare ammessa, indiclie-
remo con cov R l’insieme di tutti i covettori a componenti in h ; se anche

la topologia di è ainmessa,, indicheremo con eR l’insieme degli ele-

menti canonici di cov R ; poichè, per 1.13, cov R è completo, anche eR è

completo ; se k è perfetto e eR è un .k’ modulo per 1.14 (che
ovviamente è valido a maggior ragione quando la topologia di R è ammessa).

Ciò premesso, suppongasi ehe k sia algebricamente chiuso (ipotesi sem-

pre mantenuta nel seguito) ; un iperca1npo sn k è un’iperalgebra R su k
tale che :

1. la sua topologia sia R-lineare ammessa, e la topologia di R x R sia

ammessa ;
2. C~R sia un K-modulo libero finito, cosicchè esso sarà canonico ri-

spetto a ~z = e t = tn ;
3. l’algebra su k generata dalle componenti degli elementi di eR sia

densa in R.

Chiameremo anche ipercampo banale l’iperalgel)ra k, con il coprodotto
necessariamente dato da P1 = 1 x 1 ; le componenti (leg1i elementi di R
saranno chiamate gli eleinenti canonici di R.

3.33 LEMMA. Siano R, S ipei-algebi-e tali che esista)to, e siano

a, z dei di R su S, x un di k. Per

ogni x E ~.R si ha allora (a + z) x = ox + zx ; in particolare, X = px.

Infatti, per,

3.34 TEOREMA. Siano R, S tali clce

esistano. Allora

Dato si definiscano i covettori x, y, a componenti
in R, ~~~ rispettivamente mediante le :
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ove e è la coidentità,. Dimostriamo intanto che x E e R, onde analogamente
Si ha infatti

ove a indica scambio del secondo
col terzo fattore ; questa espressione a sua volta eguaglia la

Dimostriamo poi che z = x % 1 + 1 X y, ossia, per 3.33, che
z = (c ® ~ -E- E ® c) z ; tenendo presente la 3.12, ciò è conseguenza immediata
del fatto che il diagramma

definisce, per 3.9, 1’omomorfismo c, C. V. D..

26. Nel n° 4 di 3IC abbiamo introdotto degli enti che là venivano chia-
mati « ipercampi » ; quelli, fra essi, che sono equidimensionali, verranno qui
chianati provvisoriamente « ipercampi nel senso di MC» ; essi sono intanto
anelli locali regolari completi, sono linearmente compatti, e soddisfano quindi
la condizione 1 del n° 25 ; soddisfano poi le 2, 3 come conseguenza dei 7.2,
7.4, e 3.1 di M(1. Ricordiamo in particolare le seguenti definizioni :

(~z fattori) ; è con il copro-
dotto 1,... ; 1 - r; , ...) ; si ha Nm,o.

Poi, per 1~, s interi primi fra loro : = k (x~ , ... , con il coprodotto
cos  definito :

ipercampo nel senso di MC è isomorfo (cfr. p. 359 di MC) ad 
ove è isogeno ad un prodotto tensoriale completo h’ di vari ciò
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significa, ricordiamo, che vi sono isomorfismi di iperalgebre R -+ R’ -+ R.

Inoltre, per 7.4 di MC, se è un qualsiasi K-modulo canonico di codimen-
sione separabile nulla, ossia con 1~I = 0, esiste un ipercampo R nel senso
di MC tale che M.

Indicheremo con o l’ipercampo banale k, e daremo la seguente defi-

nizione : se R è l’iperalgebra su Cp indicata con tale simbolo al n° 24, Ru,l
indicherà l’estensione di R su k, ed Ro, n il prodotto tensoriale completo di
n fattori isomorfi ad l’asserzione del 3.31 sulla topologia di R è subito
estensibile cosicchè R’,,,, soddisfa la condizione 1 del n° 25. Indi-

cheremo con Dn, m il duale di quindi il prodotto tensoriale di
n fattori isomorfi a Dl, o , e Di, o è l’estensione su k della D, definita su Cp,
del n° 24.

Si indichi con l’insieme delle successioni d = (d° , d , ...), di E Dn, u ,
tali che 1ldj (i &#x3E; 0), = 1, e che Pd = d, ossia (Pdo , Pdi , ...) =

(d° x d° , di ~ d~ , ...). La seconda condizione comporta subito che ogni di
deve essere, nelle notazioni del n° 24, un fhil x E H = cov Crl,
mentre la prima dà p = (hii)j-1 ( j &#x3E; 0), e p = 0 ; i definiremo anche

nd = (ndo ndi , ...), e td = (td° , td. , ,...).
Due elementi di 90 Dn, o possono essere moltihlicati mediante moltiplica.

zione termine a termine ; se poi a E vect Cp , e per esem pio a = a,o + pa1 +
+ ... , con ai intero e 0  ai  p, si può dennire

= 1 2 ...), ossia ~... Con ciò 1&#x3E;0 Da,u
diviene un (vect Cp)-modulo, con l’operazione di prodotto anzichè somma, e
di elevazione a potenza anzichè prodotto scalare ; esso è prodotto diretto di
n moduli isomorfi indicheremo l’estensione di 7&#x3E;0 D,1, u
su K.

3.35 LEMMA. è nit canoníco o, qualora
vi si definiscano n e t nel segitefite : se Õ 1 ,..., õm E u, ed K,
allora :

(se gli ai appartengono a vect Op, tale è accordo con le 

zioni di n e t operanti su 1&#x3E;0 Dn, o).

IWM. Basta dimostrarlo per n=1; pongasi allora o, ltl’~ ~~ ·

Allora 1’insieme dei d = (fh() fh, , ...), c~on hi E cov e,,. e plli = 1li-1 (i &#x3E; 0)~
= 0 ; queste condizioni dicono ehe esistono £*0’ c’1 , ... E Cp tali
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che

posto c = (c , c , C2 , ...) E vect Op, e indicato con ~ l’elemento di M’ per il

quale c = (1, 0, 0, ...), si vede subito che, per ogni d E e per il corrispon-
dente c, si ha d = Öc. L’applicazione c ---&#x3E; óc è quindi un isomorfismo del

(vect Cp)-modulo vect C, su tutto il (vect Cp)-modulo M’, ed è ovviamente
estensibile all’isomorfismo di $ su tutto M, come K.moduli. Ciò

mostra intanto che M è un K.modulo libero con 1 generatore.
Si definisca poi un’applicazione K.bilinea,re (5c, c’) 2013~ó~c~)== cc’ di

su K ; per mezzo di essa si vede subito che M diviene il duale

del K.modulo K ; valgono per le relazioni: .

che mostrano, per 3.6, che M è il K.modulo canonico duale di K; i per 3.5

e 3.6 esso è quindi isomorfo a C.V.D..

3.36 TEOREMA, un ipercantpo, e eRo,n ~ N°,?z · In particolare,
CRO,1 è generato dall’y = (... , Y-2 , Y-~) del 3.31.

Si è già visto al n° 26 che soddisfa alla condizione 1 del

n° 25; se si dimostra che R = R°,1 soddisfa anche le 2, 35 e che C-’R ha or-
dine 1 e dimensione 0, ne seguirà Passetto per 3.34.

Se x E eR e d E ove D = y pongasi

Dico che questa applicazione è (vect C,).lineare in d e X-lineare in x ; essa

è chiaramente continua in (d, x), quando in ~-D si ponga la topologia di
K-modulo ca tonico, ed in cR quella di insieme di covettori.
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Sia anche y E eR, e sia per esempio, nelle notazioni del n° 24,
d = ( fho ~ fhl ~ · · · ), Cp ; allora

ove è da interpretare come 1 se i - j -~- 1  0. Quindi

y-i), ..., n y-1 ), 0, 0, ... ), dato che ovviamente x_, E R+, chè
altrimenti la j --+ tj x_1 non potrebbe essere ammessa. Ciò mostra appunto
che 

Sia ora c E k, e sia (e), al solito (n° 9), il vettore (c, 0, 0, ... ) E K ; allora

x)-i = c) x_1 (n° 7), onde

il che mostra che d o le) x = (el (d o x). Questa, unita alla precedente ed alla

continuità, dà la K-linearità di x - d o x.
La linearità della d --~ d o x si dimostra mediante la :

e continuando poi come prima.
È ora lecito, e possibile in modo unico, estendere la (d, x) - d o x ad

un’applicazione K-bilineare continua di ~D x C’R su K ; questa è una dua-
lità fra K-moduli :

se d o x = 0 per ogni d, per ogni h, onde x_1 = 0 ;
se d o y = 0 per ogni y, si scelga per y l’elemeiito del 3.31, che il 3.31

stesso mostra essere canonico ; sia poi d = ó~ , ove ó è il generatore di (hD
usato nella dimostrazione del :t:35. Si ha, 03B4i o y_1 =.f P -i-, o 2’h eh per il

3.31 ; questo è sempre nullo, eccetto che per i = 0, nel qual caso è - 1.
Quindi b o y = 1, e c = 0 ; mostra anche che (?R t’r come lí-

imnlnlo, duale (li 
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Si è cos  stabilito che eR, in quanto duale di un g-modulo libero con
un generatore, è un X-modulo libero con un generatore. Esso possiede, per
3.33 e 3.32, i n e t necessari per renderlo un 7C modulo canonico di ordine

1 ; la sua dimensione è O perchè neR = eR ; si noti anche che la dualità

definita sopra è una dualità di IT moduli i canonici, C.V.D..

28.

3.37 LEMMA. Sia R = e sia S ipercampo nel senso di 11ZC ; al-
lora R è un ipercampo, è linearmente compatto, e lct- sua topologia è ge-
nerata da pseudovalittazioni disc -ete descritto nell’ 1.2. ’

è linearmente compatto perchè tali sono 1~’ ed ~S ; inoltre,
la topologia di 8 è data da una valutazione normalizzata discreta w di rango
1 ; si definiscano in seguenti pseudovaltitazioni con hi E H:
se x E ~S’, &#x3E; ... X = w (x) se hi = lí per ogni i, ed = oo altri-

menti ; allora la topologia di soddisfa alla 1 del n° 25 per FI.4. Le
condizioni 2 e 3 sono verificate separatamente per R (cfr. 3.36) e per S

n° 26), onde sono verificate per come conseguenza del 3.34, C.V.D..

3.38 LEMMA. Sia 2cn ipe1tca1npo del tipo descritto al 3.37 ; allora,
nelle notazioni del 3.22, è J* = J per ogni ideale c)tiztso J di R x S che sod-

disfi l’analoget della 3.21 ; e U* = LT per ogni sottoiperalgebra chiusa U di

R

DIM. Se il fattore .R manca, il risultato è vero per il 4 del 5.8 di MC.

Si consideri il caso generale ; dato J, pongasi J = Ih eh x Jh , ove eh =

X ... x gli ehi hanno il significato del 3.27, mentre Jh è ideale
di ~. Intanto J’ = J 1) = (Jh fl lc), e questa è la somma’ di-
retta completa dei 1;-moduli generati dagli eh tali che Jh = S. Sia F l’insieme ,
degli h E H Q9 ... 0 H per i quali Jh #5y ; dalla 3.21 per J si ricava la 3.21
per J’, e da questa segue agevolmente che F + poi, 0 E F, poichè
altrimenti e x S 0 per 3.2 î , assurdo ; infine, da P 1) q P J’
segue anche ossia che F’ è un gruppo addittivo. Ma allora

esso è un 7p sottomodulo dell’ Ip modulo H ® ... ~ H; previo cambiamento
degli addendi diretti di questo, ossia dei fattori diretti di ogni
sottomodulo F può essere cos  descritto : esistono ... , ciascuno

un intero non negativo ovvero il simbolo oo, tali che F consiste degli h =

... , colla proprietà pri hi = 0 per ogni i, ove p°° hi = 0 per ogni
L quanto dire clle .7’ è la somma diretta completa di qtiei tali clie

fii ± 0 ; ed alloera sia 1 = 1 - ... - p’*i  R0,1 ove p°° =k: six &#x3E;. 1c . i i
constata facilmente clic J’ è generato da U’+, 7 clie U’ è un sottoipercampo
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di R, e che è l’unica sottoiperalgebra chiusa di R con la proprietà descritta
rispetto a J’ ; quindi U’* = U’.

Passiamo a considerare J" = in (1 &#x3E;- 8) ; esso è certamente, come si

è visto, generato da un U"+, con U" sottoipercampo di S. Dico allora che
dal che seguirà che J è generato da (U’ - U")+ ; e

infatti, se Jh e J, ossia se h, 1 E F, si ha intanto h + 1 E F; poi,
se a indica scambio del secondo col terzo fattore, 

e questo deve essere contenuto in 

questa espressione coincide con eh 

(Jh X 8 + 8 il l che dice che C Jh -+- ~S x L’applicazione
ad ambo i membri di dà, tenendo presente la 3.9, es-

sendo questa valida ogniqualvolta h, IEF, si conclude che i Jh, per h E F,
sono tutti uguali fra loro, e per esempio a J~; ma allora J +

come richiesto.

Occorre ora dimostrare che U = U’* per ogni U ; pongasi U’ x 1 =
1 x U" = cosicchè U’, U" sono sottoiperalgebre

chiuse di R9 8 rispettivamente. Come si è visto nella dimostrazione del

3.34, l’omomorfismo (cR ts) di R è l’identità, co-

sicché U = U’ x U". Ma ( U’ &#x3E;c 1 )+ genera (cR ® E,) J = .7’ X 1 e analoga-
mente per U" e J" ; si è anche visto per U’, e si sa da MC per U", che
esse sono le uniche sottoiperalgebre chiuse di R, S rispettivamente con tali
proprietà rispetto a J’, ~. Se allora .I fosse anche generato da un

U’*+ ~ U+, J’ sarebbe generato da U*’+, e J" da U*"+, ed uno di questi
conterrebbe propriamente il rispettivo U’+ o U"+ ; ciò essendo impossibile,
si conclude che = U, C. V. D..

3.39 LEMMA, Sia R zcn del tipo indicato con R x b’ nel 3.37;
sia a un omomorfismo (di iperalgebre) di ~~ ; sia N il nucleo di z a come omo-

morfismo di e R, e sia U la sottoalgebra chiusa, su k, di R generata da 1

e dalle componenti degli elementi di N (o, il che è lo stesso, di zcn suo insieme

di generatori). Allora U è un sottoipercampo di R, il nucleo di o (coi ie omo-

morfismo di R) è l’ideale chiuso fl generato da U+, ed N = e U.

DIM. Che U sia sottoiperalgebra chiusa di R, ossia che P U C U x U,
è chiaro, per il modo in cui U è ottenuto da N ; è anche chiaro che U è

generato da 1 e dagli elementi canonici di R che appartengono al nucleo

J di 6 ; di qui segue anche che N = e U. Resta da provare che ’1 è anche

l’ideale chiuso generato da U+ ; tenendo presente il 1%./1" e la sua dimo-

strazione~ basterà provare questo fatto nei due casi in cui 1~ è ipercampo
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nel senso di oppure R = Ro, n; si tengano anche presenti i 3.1, 3.34,
3.36.

Ora, nel primo caso ciò è conseguenza di MC : pi i precisamente, se
U’ è iperalgebra chiusa e genera J, per il n° 7 di MC U’ è ipercampo
nel senso di MC, ed è generato da 1 e dalle componenti degli elementi di

e coincide perciò con U.

Nel secondo caso, quando si può ripetere lo stesso ragiona-
mento se si riesce a dimostrare che U’ è generato da 1 e dalle componenti

. 

degli elementi di ora, nella dimostrazione del 3.38 si è visto che U’

è necessariamente della forma c Ro,1 1 X ... x e ciò è sufficiente,
C.Y.h..

29.

3.40 TEOREMA Ogni è bicoittinuamente ad un

è nel senso di MC, e quindi anello locale regolare
completo con corpo residuo k. Pertanto ogni è un’iperalgebra linear-

mente Per ogni K canonico Al, e.siste un ipercampo R tale
in un in cui i n, t ’di ~If sono nei 

tR . Sia poi R un s’ia S con topologia 8 lineare, e

sia o’ un di ~R su itit 11.’-modulo M di covettori canonici a

compoiteiiti in 8; suppongasi che a’ commuti con 1l, ossia che = 

esiste allora un unico a di R su 8 iperalgebre) tale che

ax = o’x per ogni x E e R. Se poi M è libero, o R è un ipercampo, e

La seconda e terza asserzione sono già note dai 3.37 e dal n° 26.
La prima asserzione discende dall’ultima : si prenda infatti per R un iper-
campo del tipo descritto nella prima asserzione, per 8 un ipercampo tale

e per a’ l’isomorfismo di CR su tutto allora l’nltima -

asserzione (e la penultima) dà un omomorfismo 6 di R su tutto S ; il 3.39

dice poi che a è un isomorfismo, e resta perciò solo da vedere che sia bi-

continuo, e non solo continuo. Ora, R è linearmente compatto, ed è quindi
noto che anche a IC = ~’ è linearmente compatto [cfr. G. Kothe, Topologische
lineare raume, 1~)GO ; pp. 9«&#x3E;.102, e in particolare (2), p. 99] ; ed allora, per
mezzo di una pseudobase di R e della sua immagine in 8 si controlla che

o, essendo continuo, è nesessariamente bicontinuo, il che prova la prima
asserzione.

I)imostriamo quindi 1’ultima asserzione ; la, dimostreremo sotto 1’ipotesi
che R sia del tipo descritto all’inizio dell’enanciato ; ciò è sufficieute poichè
enmpnrta, come si è vislo, che ogni h È di questo tipo, e quindi che Fas-
surziutm stessa che stiumo dimostrando è vera per ogni 11. Sia dunque
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.R = R1 x R2 , con R ~ = e R~ = Rr anello locale regolare
completo. Scegliamo un insieme libero ~x, , ... , .x~~~ di generatori di e R1
come K-modulo, tali che e un insieme minimo (~~...,2/w) di ge-
neratori come II modulo ; allora, per il 7.1 di una pseudobase
B = (bo - 1, b1 , b2 , ... ) di IL è data dai monomi monici nelle 

yi, _1 (j = 1, 2, ...), di grado  p in ogni Xi, -j. Posto 

e dato un X E R, espresso come combinazione lineare infinita, a coefficienti
in k, degli elementi br della pseudobase, vogliamo dimostrare che esiste in
~S, ossia converge, l’analoga combinazione lineare ~~’’ degli analoghi monomi
b§ nelle xi, - yi. 1 ; dato infatti in S un intorno U dello O che sia un

ideale, dovendo gli essere simultaneamente ammessi esiste un intero

q tale che siano in U i monomi nelle -; di grado 2 pq in almeno

_~ , o yi, _~ ; e d’altra parte, esiste un intero q’ tale che ogni br,
con r &#x3E; q’, sia combinazione lineare infinita a coen cienti in lc di monomi

del tipo descritto, col dato q ; e ciò in quanto per r abbastanza elevato i

br appartengono all’ideale chiuso di R generato da Pertanto

per r &#x3E; q’ si ha br E U, il che mostra appunto che X’ esiste.

L’applicazione o:~2013~~~ è un omomorfismo continuo di k-algebre, e
applica .Ct.2013~, su esso è quindi un omomorfismo di iperal-
gebre, e dà ax=o’x per xEeR.

Suppongasi ora che liI sia libero ; in tal caso si può anche supporre
che il nucleo di o’ sia generato dagli Xi con i &#x3E; n’ e dagli Yi con i &#x3E; m’ ;
pertanto, per il 3.39, il nucleo di o è I’ ideale chiuso J generato dagli 
con i &#x3E; n’ e dagli yi, -1 con i &#x3E; quindi è nn ipercampo, in quanto
7~xl/jn(7~xl)~7~~, e è anello locale regolare
completo. Ma allora oR, che è immagine, in un isomorfismo continuo, di
R/J, è anche bicontinuamente isomorfo a R/T, perchè questo è linearmente

compatto. Ne segue che aR è un ipercampo, e che quindi CoR = o’ 
C. V. D..

In base al 3.40, la definizione di ipercamnpo data al u° 25 può essere
cos  modificata (ossia è equivalente alla seguente) :

3.41 COROLLARIO. L’iperalgebra R Slt le è un .se e solo se :

1. La topologia di R è R-lineare ;
2..Esiste un di corcttori componenti in R chc è

2cn K-modulo canonico, = 

3. R è generato, come dalle degli i ele-

menti di N, o, il che é lo degli di zcn cli generatori
di N come K.modulo.

In tal caso N = ~R.
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30. I 3.40, 3.39 danno una corrispondenza biunivoca (« isomorfismo di

categorie ») fra da una parte i K-lnodn1i canonici coi loro omomorfismi, e
dall’altra gli ipercampi coi loro omomorfismi ; ed anzi, il 3.39 é più generale,
e potrebbe permettere di estendere la corrispondenza da una parte ai

K moduli finiti, ma non necessariamente liberi, dotati di un 7l ed un t tali

che e dall’altra alle iperalgebre R linearmente compatte, o
finite, o prodotti di queste, con topologie R lineari ammesse, che sono gene-
rate, come k-algebre complete, dai propri elementi canonici, e per le quali

. 67~ è un g-modulo finito. L’estensione qui non verrà fatta, dato che non

ha applicazione diretta alle varietà abeliane. Comunque, i nuovi « ipercampi »
verrebbero ad essere le immagini omomorfe di quelli « liberi » (ossia quelli
che abbiamo descritto in questo capitolo) : ed ogn uno di essi sarebbe il pro-
dotto tensoriale di uno « libero per uno finito.

La corrispondenza permette di estendere agli ipercampi ed ai loro onio.
morfismi tutta la nomenclatura dei K-moduli canonici e dei loro omomorfismi :

isogenia, grado, dimensione, separabilità, ecc. ; gli ipercampi nel senso di M C
divengono cos  gli ipercampi inseparabili. Qui interessa in particolare il

risultato seguente : 
’

3.42 TEOREMA. Sia a ’isoi orfisiíio di iiii í ersione 

nell’ipercampo R, e suppongasi che connll a = 0, cosicchè R, S sono isogeni ;
allora il grado di a è la dimensione dello spazio vettoriale su k, J essendo
l’ideale di -I? generato da S+ ; inoltre R è un libero,, il cui

di generatori liberi coincide di i nuovo col grado di a.

D~){. Basta dimostrare il risultato separatamente nel caso in cui Rt = 0,
e nel caso in cui R = Rt (onde lo stesso varrà per ~S). Nel primo caso, per
il 5 del 5.7 di MC, esiste un sistema regolare di parametri {03BE1,..., 03BEn} di

R, ed esistono degli interi s1 , ... , sn, tali che ~1 , ~n} sia un siste-
ma regolare di parametri di 8; il grado di a è in questo caso p, ove -
1 = e dall’altra parte, i monomi monici nelle $, , ,..., 03BEn , di grado

nelle ~i, formano un insieme libero di generatori di R come modulo;
le immagini di questi in R/J formano un insieme libero di generatori di

come k-modulo.

Sia invece R = 11t; allora si è visto nella dimostrazione del 3.38 che

esistono y. di eR (ciascuno essendo la y del proprio 
nelle notazioni del 3.31), e degli interi s1 ,... , sn, tali che sia generato
dalle yi, -j con j &#x3E; s; ; il 3.31 dice allora che R ha, come 8-modulo, l’insie-

me libero di generatori formato dai monomi monici nelle ’!li, -j con j  Si,
di grado C ~ in ciascun questi sono appunto in numero di pl, se
di Le immagini di questi monomi in formano un in-

sieme libero di generatori di come k-modulo, 
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3.43 TEOREMA. Sia R un ipercampo; allora la topologia di eR come
sottospazio di cov R coincide con la sua topologia come g-modulo canonico.

D~)!. Sia a la topologia di cov Ii’ (cfr. n° 7), la topologia di eR
come K-modulo canonico. La 03B2 è determinata dagli 

dello 0, per 3.33, 3.39; la cc è determinata, nelle notazioni del

n° 7, dagli U’, ove gli U sono intorni dello 0 in R ; ora, per intorni dello
0 in R possono anche prendersi gli ideali chiusi generati dai che

indicheremo con J~, . 1BJa J# fl = e = p’1 per 3.39; C. V. D..
Dato che un ipércampo .R è limite inverso delle iperalgebre finite 

ove i J n hanno il significato della precedente dimostrazione, si ha :

3.44 TEOREMA. Gli ipei-eaíi pi soddisfano alla condizione per l’applicabilitt’&#x26;
det 3.17.

31. Chiudiamo questo capitolo con alcune osservazioni. Intanto, da ~C
(n° 4) appare chiaro che non appena un’iperalgebra linearmente compatta è
un anello locale regolare completo con corpo residuo k, essa è anche un
ipercampo, con componente separabile banale ; non occorre cioè investigare
la natura di P. Invece, per stabilire che una iperalgebra linearmente coni

patta è un ipercampo separabile, ossia isomorfo ad un occorre proprio
trovare le ehi ~... ~ ehn, 1 con le proprietà descritte da 3.27, ivi compreso il

P ; ed infatti, se nelle 3.27 si permette ad di percorrere un qualsiasi
gruppo abeliano infinito non isomorfo a cov Cp, si ottiene un’iperalgebra
che, come algebra, è isomorfa ad Ro, 1, ma che non è un ipercampo.

Le iperalgebre discrete che sono duali degli ipercampi sono per ora

passate in sottordine ; esse sono i prodotti di una I)n, u per una « iperalge-
bra equidimensionale » nel senso di NIC. Saranno chiamate cocantpi, ed avran-
no un ruolo importante nel prossimo capitolo.

Un altro ente che non ha neppure fatto la sua comparsa, e che non

avrà nessun ruolo nel resto di questa trattazione, è quello dei gruppi ana-
litici. Sia R un’iperalgebra, o in particolare un ipercampo ; per ogni )c algebra
topologica completa si possono considerare gli omomorfismi continui P :

x - x (P) di R su 03A9 che applicano 1 su 1 ; se P, Q sono due di essi, si

può definire P + Q mediante la x (P -~- Q) = ,u~ (Px) (P Q9 Q) ; se R possiede
un’inversione, l’insieme di tali P diviene un gruppo, detto gruppo ccnalitico,
ed indicato con G (R, il); i suoi elementi ne sono i punti. Se .SZ è « abba-

stanza grande », e se R è ristretto ad essere un ipercampo, gli omomorfismi
fra gli R hanno dei duali fra i rispettivi G (R, Q), e tale dualità si com-

porta nel modo migliore possibile, ossia : il o : R - S è su tutto b se e solo

se il o’ : G (8, ~) --~ Cf- (R, S~) dato da x (o’ P ) = (ex) (P) è un isomomorfismo ;
o è isomorfismo se e solo se o’ è su tutto G (l?, Q), ecc.. Si ha per eseiii-
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pio C~’ (~o, i ,7~) = cov Cp ; G k) = 0 (r, s primi i fra loro) ; Q’ (Ri, o, k 
con ~ indeterminata, è isomorfo al gruppo delle unità di k (~] che sono == 1
(mod ~k ~~]).

APPENDICE AL CAPITOLO 3.

Notazioni come al principio del n° 19 ; si è asserito nel n° 19 che gli
insiemi hanno intersezione ridotta al solo elemento 0.

. Quando le topologie non siano numerabili, la dimostrazione di questo fatto

non è ovvia ; espongo quindi una dimostrazione, dovuta ad F. Mantovani.
Gli U ® B -~- A ® Y definiscono in A (9 B una topologia k-lineare even-
tualmente non di Hausdorff, ossia eventualmente senza la proprietà descritta ;
si tratta di dimostrare che essa è di Hausdorff, e per questo basta trovare,
per ogni x E A ® B non nullo, un omomorfismo continuo ax di A 0 B su
k tale che 0 : infatti in tal caso ax O è un intorno dello 0 in A (~ B
che non contiene x.

Per dimostrare l’esistenza di tale si scelgano delle basi di

A, B rispettivamente, e sia x =~ 0 un elemento B, per esempio
x = I y con i er8 elementi non tutti nulli di )c, e con la ~ estesa

ad insiemi finiti R (per r), S (per s). Se per esempio 0, si scelgano
degli omomorfismi continui a, fl di su k, tali che aar = óro r , f1b. = óso $
(r E ~R, s E S) ; l’elemento ax cercato è allora quello che applica su

(flbj) : infatti = =~ 0.

CAPITOLO 4.

. I bicampi.

32. In questo capitolo dovremo fare largo uso di limiti diretti ed inversi, -
ed è bene intendersi sulle topologie da assegnare loro. Sia R limite inverso
di k-moduli ove k è un corpo, mediante gli omomorfismi az~ di Ri su
tutto Rj (i &#x3E; j) ; gli indici si suppone percorrano 1’insieme degli interi, o un
suo sottoinsieme ; gli l~i siano dotati di topologie k-lineari, ed i a~~ siano
continui. Assegneremo ad Q2 la topologia meno fina fra le k-lineari che ren-
dono continui gli omomorfismi naturali ai di 92 su tutto Ri (al solito, la
discreta è considerata la topologia più fina). Un sistema di intorni dello 0

in per tale topologia è l’insieme dei V~ ciascuno dei quali è, per qualche
i, immagine inversa in Cf2, secondo a; , 9 di un intorno dello 0 iu Se ogni
R~ è una k-algebra topological, tale è e se la topologia di ogni I~~ è

Ri-lineare, quella di R risulta 92 lineare. Se ogni Ri è completo, anche 92
risulta completo. 

’
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Per quanto riguarda i limiti diretti, vi è una differenza sostanziale se-

condochè le topologie siano k-lineari o Ri-lineari; a noi interessa solo il se-

condo caso. Sia dunque 92 limite diretto delle k-algebre Ri mediante gli iso-
morfismi (di algebre) aij di Ri su Rj (i  j) ; ogni Ri sia dotata di una to-

pologia R -lineare, ed i oij siano continui. Assegneremo ad 92 la topologia
più fina fra le R-lincari che rendono continui tutti gli isomorfismi naturali
ai di su 92. Un sistema di intorni dello 0 in 92 è dato dagli ideali U

di 92 tali che U fi aiRi contenga, per ogni i, l’ immagine secondo Oi di un

intorno dello 0 in un sistema cofinale con questo è 1191 cos  definito :

U E 9~ se e solo se esiste un’applicazione i - Ui, con Ui intorno dello 0 in
Ri (e ideale di tale che U = ¿i (ai Ui) Il caso che ci interessa di più
è quello in cui gli Ui possono essere scelti in modo che per ogni Ui di I~i,
ed ogni j &#x3E; i, sia aperto in e si abbia Ui) R~ n Oij aijUi;
in tal caso i at~ sono bicontinui, i ai risultano anch’essi bicontinui, ed un

sistema di intorni dello 0 in ~’R è dato dai (ai Ui) C)~ al variare di i, e quando
U~ percorre, per ogni i, un sistema di i intorni dello 0 in Ri che siano ideali.

Da notare che 92 può benissicno essere non completa anche quando
tutte le Ri sono complete.

33. Sia lt un ipercampo sul corpo k (algebricamente chiuso, di caratte-

ristica p), sia D il cocampo duale di R, e sia n un intero ~ 0 ; nelle nota-

zioni del 3.22, si definiscano gli enti seguenti (cfr. 3.38 e 3.40) :

pongasi IL’2 = sia On l’omomorf smo naturale di R su tutto R , e sia

in l’isomorfismo di immersione di Dn in D. Allora Rn, Dn sono ipera gebre
duali l’una (Iell’altra ; per 3.42 la loro diinensione, come k-moduli, coincide

col grado di questo a sua volta è dato da pnv, se v = ord R = ord 

Definiamo gli omomorfismi p+, p- di iperalgebre finite richiedendo che siano
commutativi i seguenti diagrammi, duali l’uno dell’altro :

quindi p- è duale di p+; il p+ è un isomorfismo, e il p_ è su tutto 1~’~ .

Vi sono poi gli omomorfismi naturai di li,’~+’ su tutto R1I" e di
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immersione di Dn in si vede facilmente che

Infine, R è il limite inverso degli 7~ secondo i e D è il limite diretto

dei Dn secondo i ciò vale non solo come k-moduli topologici, ma anche
come iperalgebre.

4.3 TEOREMA. Nelle notazioni precedenti, siano R, jD rispettivamente il
inverso DO --- D2 2013 ..., e il diretto RO ----&#x3E; RI --&#x3E; R2 - ... ;

p- p- p- p+ P+ P+

D sono rispettivamente un ipercampo e un coca1npo, duali del-

secondo la dualità indotta da quella gli Rn e i J)n; si lia inoltre

~ ~ Dn, R-. isomorfo al duale di eR.

Se il risultato è vero per ciascun fattore di un prodotto tensoriale

completo, è vero per il prodotto ; basta quindi dimostrarlo in alcuni casi

speciali.

Caso 1. Suppongasi D = D~,o; in tal caso, nelle notazioni del 3.271 1.
è l’insieme delle combinazioni lineari infinite, a coefficienti in k, degli ejí tali
che =~= O (cfr. 3.30) ; quindi ha per base l’insieme degli fh tali che

0. Il p, e il P di Dn sono dati da 3.26 ; il p-, per 4.1 e 3.30, è
dato da p-fh = fph. Se 8 = occorre far vedere che vi è un isomorfismo

ex di 1)n su tutto 8,1 (tralasciando di apporre un indice n ad oc) che rende

commutativo il diagramma

Ora, S è l’anello locale k (x], con Px = 4Y (x x 1, x x 1, ... ; 1 x x, 1 x x, ... ) ;
lHa per quanto esposto a p. 359 di vi è un y E 8 tale che 8 = k (y - 111
t’y = 11 ;x y, -’Y = 1 (la relazione fra x ed y è y = F (x), coii F data dal 2.9).
Pertanto una base di Sn è data dai o,, yi ; ove i = 0, 1, ... , pu - 1, e we

3 3 della Scuúla b’up.. Pi8a.
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(On y)P» = 1. Se si definisce = On yy , si constata appunto che a è nn

isomorfismo di iperalgebre di Dn su tutto 2 che rende il 4.4 commutativo.

Ciò dimostra che k esiste ed è isomorfo a 

Caso 2. Suppongasi D Do, 1; dal 5.3 di MC sappiamo che esiste un

vettore di Witt d = (d° , d ~ , ...), tale che e tale

che i monomi monici nelle 9 di gràdo  p in ciascun di, formino una base
di D come spazio vettoriale su k ; inoltre = df = di. Il Dn è il B del

5.7 di MC quando il o di tale enunciato sia pnt; quindi una base di Dn è
formata dai monomi monici, di grado  p in ciascun di, nelle d. ... , 
È Ed; = O, Pdi = 0 1,... O, O,... ; 1 x di ~ ... , 1 x do 0, 09

Se S = Ro, 1, vogliamo trovare un a di Dn su tutto sn che soddisfi

il 4.4. Nelle notazioni del 3.31, è generato dalle ~-~-2 ? ’"

(come k-algebra chiusa); quindi Sn ha per base, come k-modulo libero, i

monomi monici nelle di grado  p in ogni inoltre

n (an y-i) = on y-y . Il P e 19e sono dati dal 3.31, e pertanto 1’a cercato è :

ad n-i = 6~, y-i . * Ciò dimostra che k esiste ed è isomorfo ad Ro, ~ .

Caso 3. Suppongasi che D = D,. , ossia che in D manchino i fattori

tensoriali che sono duali di ipercampi separabili o logaritmici ; in tal caso
vi è ciò che in MC è indicato con e (D) (p. 351 di MC), e che qui sarà
indicato con il K-modulo canonico dei vettori canonici di Witt a

componenti in D, che è anche un T-modulo canonico. Nella nomenclatura

di MC, è il « trasposto di e(R) » (cfr. 7.2 di T1IC). Occorre notare però
che se si considerano un covettore x = (..., X-2 , x_1), ed un vettore

(e) = (c, 0, 0, ...), c E k, il prodotto ~c~x usato in MC è (... , eP-l X-2, cx_l)
(p. 366 di MC), mentre quello usato nel presente lavoro (no 7) è lcjx =

(... , cp-2 x_2 , cp-1 x_1). Se perciò x denota un covettore, ed x’ è lo stesso

covettore nel senso di MC, l’applicazione x --~ x’ è un n-l semiisomorfismo
di K-moduli. Ne segue che il del n° 7 di MC è isomorfo a teR, e
che quindi teR è il « trasposto » di C)9 D (7.2 di MC). Ma allora, per il

3.10 di MC, C R è il duale di 1JD, sia nel senso del n° 3 di MC, che nel
senso del n° 18.

Sia di , ... , i un insieme minimo di generatori di C)9 D come T modulo

canonico, e sia d la matrice ad una colonna delle d; . Per il 2.8 di MC vi

è una matrice C, ad elementi in T, tale che nd = Cd. Sia 8 Fipercampo
tale considerato come T-modulo canonico, sia isomorfo a (i3.~(~),
e siano xi , ... , xm i corrispondenti di di , ... , in es; defiuiamo, in questo

caso, clci I)~ , ~~~" non per mezzo clei ma per mezzo dei tr; nelle nota
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zioni del 3.22:

In luogo del secondo diagramma del 4.1 occorre usare il

ove ora t- è un y : semiomomornsmo di su tutto D0r.
Troveremo un n-T-semiisomorfismo (%0 di D~ su tutto ~S~ che rende com-

mutativo il diagramma ,

.I.

che sostituisce il 4.4. In tal modo avremo dimostrato che 8 è isomorfo al

limite inverso dei D~ mediante i t_. A tale scopo~ 2 osserviamo anzitutto che

per il 5.6 di MC è generato, come k-algebra, dai dij con j  r ; la dimen-
sione di D~ come spazio vettoriale su lc è la stessa della dimensione di
= e questa è, per 3.42, il grado del semiomomorfismo nr di R,

ossia poichè tutti i d’j formano una p-base di D~ quelli con j  r
formano una p-base di I)~ . La descrizione completa di consiste, oltre

che di questo fatto, delle proprietà seguenti :
1. = 0 ;
2. posto d! = di, (vettore finito di Witt), detta d’ la matrice

ad una colonna i cui elementi sono i di, y chiamata C’ la matrice ottenuta

da C troncando ogni elemento di g dopo la componente di indice r - 1, e
fatta la convenzione che l’operatore t, applicato al vettore finito (zo,... zr-1),
produca (O, i zo ... , zr-2), si ha : nd’ = C’ d’ ;

Inoltre, il t_ (fornito da 4.5) di su 1)§ è dato da : j+1 =
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D’altra parte, una p-base di S0 r è data dai per j = 1, ..., r, ove
ui ha il nucleo Hro; le analoghe di 1, 2, 3 per Só sono :

1’. 

2’. posto xí = (a° x~, _r , ... , ar xz, _1) (vettore finito di e detta x’

la matrice ad una colonna i cui elementi sono gli xi, si Ita = 

3’. 

Il n -r-semiisomorfismo ao di D1° su tutto S; che soddisfa la 4.G è allora

dato da : ossia 

Visto cos  che S è isomorfo al limite inverso dei Dynediante i t_ ,
occorre intanto controllare che es sia isomorfo al duale di ossia, come
si è visto, a ma ciò, è conseguenza immediata del fatto che nd = Cd

e = Cx. Occorre poi controllare ossia che ~S sia anche iso-

morfo al limite inverso dei Dn mediante i j~- ; ciò si otterrà dimostrando

l’esistenza di un isomorfismo a di D" su tutto sn, per ogni n, che renda

commutativo il diagramma 4.4. Iniziamo con l’osservare che, dato n, per r
elevato l’omomorfismo naturale a~ di S su tutto S’~ si spezza in °n == ~y~ aj ,
ove sono omomorfismi di S) su tutto sn che soddisfano la relazione :

Sia poi d E D ; poiché pt è omomorfismo di D su tutto .D, esiste un d’ E D tale
che Znn cd’= d ; inoltre, poichè per r elevato il nucleo di tD contiene quello di

l’elemento tr d’ di D è univocamente determinato da d ; si ha cioè un

n-r-semiomomorfismo d - tr d’ di D su tutto D, che indicheremo con (tr p-n c).
Se d appartiene anche a D~, ricordando che questa è la massima sottoiperalge-
bra di D che soddisfa la tr D1° = O si conclude che (t’~ ~-‘~ c) ~l E 7/~ : esiste cioè

un diagramma commutativo

ove (t£ p=n) è un n-r-semiomomorfismo di ])Dr su tutto Dn ; come conseguenza
delle 4.5 e 4.1 si ha:

Osserviamo ora che it 1 nucleo di lca come nocciolo, mentre il

nuc eo cii ita come nocciolo Pny i pertanto esiste un isomornsmo 03B2(r) di
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D~ su tutto Sn che rende commutativo il

In virtù delle 4.6, 4.8, 4.7, è indipendente da r, quando r è elevato, e
può quindi essere indicato con i e in virtù delle 4.8, 4.7 è commutativo
il diagramma

che è appunto il 4.4.

Caso 4. In tutti i casi precedenti si è costruito 1~ partendo da 1J; si

dovrebbe ora costruire, in ogni caso, D partendo da R. Ma il metodo è lo

stesso, ed anzi ciascuna delle dimostrazioni precedenti può essere letta in
ordine inverso, dando appunto la costruzione di D a partire da R. Il resto

dell’enanciato è palese, C. V. D..
Torniamo ora sulle 4.2, alla luce del 4.3 ; si constata che il on+J, ’n di

Rn+1 su tutto Rn non è altro che il p- di su tutto e che il
N ~

di .D’y su Dn+1 è il p+. di su essi saranno perciò cos  indi-

cati, e le 4.2 diverranno : 
.

34. Premettiamo che per i cocampi verrà usata la stessa nomenclatura
che si usa per gli ipercampi loro duali (ordine, dimensioni, ecc.). Un bicampo
su le è un’iperalgebra T) su lc tale che :

1. 11l è un isomorfismo (bicontinuo) di 9 su tutto Cj);
2. esiste un omomorfismo a di (D su tutto un cocampo D (su k) ;
3. T) è universale rispetto alle lroprietà, 1 e 2, con lo stesso D, ossia:

se (D’, o~~ D godono delle 1 e 2, esiste un omomorfismo r di Cj)’ su tutto T)
tale che ~’ = oz.

Dato D, si costruisca il limite inverso Q della .D --- D - D --- ... ;
pt pu p,

esso soddisfa ovviamente alla 2 ; soddisfa poi alla 1 in quanto è su
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tutto ~D perchè è su tutto D ; e inoltre è un isomorfismo bicon-

tinuo per motivi ovvii. Se poi CJ)’, al sono come in 3, il z è ottenuto facendo
corrispondere ad un d’ E l’elemento d = la’ d’, a’ ( ~c)w d’, a’ ( ~c)-2 d’, ... ~ 
Reciprocamente, dato un bicampo CJJ, esso è isomorfo a quello ora costruito
come limite inverso, per mezzo dell’isomorfismo che a d E CJJ fa corrispondere
il (od, a (Znc)w d, a (p&#x26;)-2 d, ... ~.

4.10 LEMMA. Siano CJJ, D, a zcn bicampo, un coca1npo, e un oniomorfismo
che soddisfino le condizioni 1, 2, 3 sopraelencate. Sia t un omomorfismo di D
su tutto un cocampo D’ ; allora esistono un intero n ~&#x3E; 0 e zcn omomorfismo
z’ di D su tutto D’ che rendono commutativo il diagram1na

])IM. Basta dimostrare che il nucleo J è contenuto nel nucleo di

pn T, per n elevato. E infatti, essendo D’ discreto, deve esistere un intoruo
U dello 0 in (D tale che z U = 0 ; essendo 0 limite inverso di D - D - ... ,

p, p,

si può supporre che tale U consista dei d E CJJ colla proprietà o (p» c)-~ d = 0 ;
è cioè U = _p,ltJ. Quindi la TU = 0 significa pn TJ = 0, C. V. D..

4.11 Siano D, D, a e D’, a’ due terne che soddisfano le (on-

dizioni 1, 2, 3 ; sia z un omomnorfismo di su 1)’ ; esiste allora un unico

on oinorfisnto io di CD su 0’ che 1’ende commutativo il ditigramma

1’oi, z è sz tutto D’ se e solo se zo è su tutto CJ)’. Infine, sono ísouofi
se e solo se sono isogeni.

1) I.TVI. Un ’lo si ottiene ponenclo, per d E (D, = 

T (pt)-2 d, ... j E (D". L’unicità discende d-,tlllo,9,sei-vare ehe per un zo qualsiasi si
(leve avere o’ -io (l = ecc. 1,a seeouda asserzione H consegnenza immediata
della costruzione di Infine, il diagrainma del 4.11 e quello del 4.10, uuiti,
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danno il seguente diagramma commutativo (1)

donde l’asserzione sulle isogenie, C.V.D..
Si vede da quanto precede che un cocampo definisce un bicampo a

meno di isomordsmi, e che un bicampo definisce un cocampo a meno di

isogenie ; il bicampo e il cocampo si diranno allora legati Fun Paltro da o.

35. Sia D un bicampo, legato da o al cocampo JD ; sia R 19ipercampo
duale di D; sia 2)" il nocciolo del nucleo di pn tD’ 5 che è lo stesso signifi-

cato attribuito a Dn nel nO 33. Indicheremo con Rn l’insieme dei d E C D tali
che o d E Dn+i per ogni intero i h 0. Se gli elementi di CJ) vengono

scritti sotto la forina d = (d, ...j, con D e = di 1 si avrà d 

se e solo se per ogni i ; pertanto è il limite inverso della

- D&#x3E;’+1 - Dn+2 ~ ..., ed è quindi bicontinuamente isomorfo ad R per
p- p- p2013

il 4.3. Si ha ovviamente e l’unione degli Ri è una sottoalge-
bra di i9, che verrà sempre denotata con 90; essa è isomorfa al limite di-
retto di , per 4.1 e 4.9. La topologia di ogni Ri, ossia

~ ~ p,

quella indotta dalla topologia di 9, è anche quella di ipercampo, e la topo-
logia di 9", indotta da quella di T), è anche quella di limite diretto (nO 32).

4.12 TEOREMA. nota,zioni precedenti, è univocamente determinctta
da CJ) (ossia è indipendente dalla scelta di D e a), ed è densa in CD.

I) i 1B1. Per la prima asserzione, suppongasi che Cf) sia legata a D da o
e a 1)’ da o’; a1Jora, per 4.10 esiste un intero in tale che ove

-t’ è una isogenia di D su tutto D’. Sia fin costruito con D, 0, ed ÌÉà con
l)’, o’. Se si ha ogni i ; quindi E

ossia e infine Quindi

e pertanto il ~ e 1 ) è contenuto in quello
co  g’ 1)’; ciò prova, per la simmetria delle relazioni di isogenia,

che essi coincidono.

«) Errata: in diaframma eggusi pll t iii luogo di 
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Sia poi d E CJJ, e sia U l’intorno dello 0 in T) formato dai ~ E T) per i

quali o (~c)-n a --- 0. Per un m opportuno si avrà a d E Dm+n, onde

d E Dm+i quando i ~ n ; se allora si sceglie d’ in Rm in modo che
d’ = o (pt)-i d per i si constata subito che d - d’ E U, C. V. D..

Il 4.3, unito a quanto precede, permette di costruire il seguente dia-
gramma commutativo, nel quale si riassumono i legami fra D, CD9 I~, CD09 D’n;
in esso alcune successioni che definiscono limiti diretti o inversi vengono

prese aperte anche a sinistra (o in basso), il che evidentemente non cambia

nulla ; x è l’isomorfismo di immersione di CDO in T) ; le successioni verticali

definiscono limiti inversi ; quelle orizzontali, diretti :
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Si noti che per il 4.9 si potrebbero aggiungere delle frecce oblique, cos  :

4.13 TEOREMA. Q) un’iperalgebra su k; essa è un bica1npo se e

solo se :

1. pt è un isomorfismo bicontinzco di i (D su tutto D ;
2. esiste itit z di un R 
3. 0 è unive1.sale rzspetto alle proprietà 1 e 2, con lo stesso R, ossia :

se 0’, z’, k godono di 1 e 2, es iste un v di CJ) su tale che

z’ = 

In tal caso -r risulta bicontinuo.

Se Q è un bicampo, esso soddisfa le 1, 2 (con z bicontinuo) per
quanto esposto ai nni 34 e 35 ; quanto alla 3, si ha subito che CD’ deve

contenere e quindi tutti i e quindi la loro unione CJ)’0. Ora,
N N ~ N IV IV

si verifica immediatamente che che Rn (Rn ha
lo stesso significato che ha n° 3~)~ e clle nell’isomorfismo l’immersione

di in corrisponde al pi di z’R. Quindi D’0=D0 e pertanto -
CJ)’, essendo completo perchè iperalgebra, conterrà una sottoiperalgebra iso-
morfa a CD.

Viceversa, suppongasi che 9 soddis6 le 1, 2, 3; ciò significa che T) è
isomorfo al completamento del limite diretto di 7; 2013~ ~ 2013~ ~ 2013~ .... con

pc pc p,

la topologia che gli comhete secondo il n° 32 ; si noti che i pl devono es-
sere bicontinui j&#x3E;er 1 , y onde la topologia è univocamente determinata ; il z è

un isomorfismo, continuo, di un ipercampo su tutta un’iperalgebra, ed è

necessariamente bicontinuo. Ma allora, per il nO 35, CD è anche isomorfo al
limite inverso di D - D - D - ..., C. V. D..

pt pt N
Quando un bicampo cf) è dato mediante un ipercampo R e nn isomor-

t siiio i, in(liel el.elilo il bicampo micl c con cR, e indicheremo con il D0
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ossia il limite diretto di R --~ R ---~ ... ; naturalmente, se si dà R anzichè 1~~
p, p,

si scriverà Cf~ e non cR. Si dirà ancora che R, ~’R sono legati l’un l’altro

da z. È utile saper trovare un D e a quando siano dati 5i e -r9 cos  come

nel n° 3 i si sono trovati R e z quando erano dati D e a ; il diagramma
del n° 35 mostra che il nucleo dell’omomorfismo o di su tutto D è l’i-

deale chiuso J di lÌÉ tale che J fl .Rn sia l’ideale Jn di ossia quello il

cui nocciolo è p~c Rn = in altre parole, J è l’ideale chiuso di c)~ generato
da Ro = z ~k+.

4.14 LEMMA. Sia R un bicampo, R un ipercampo legato ad 

Bia v un iaomorfismo (necessariamente di un ipercampo R’ su CR;
allora esistono un intero n &#x3E; 0, e un bicontinuo v’ di R’ szc R

che rendono commutativo il diagramii a:

Di-Ni. La hicontinuità di v discende dalla continuità come nella dimo-

strazione del 3.40. Se T e v vengono considerati come immersioni, basta
dimostrare che per i  elevato. ()ra, è generato, come k algebra
completa, da un numero finito di xiioi elementi canonici x, , ... 5 x,, (le come

ponenti di posto - 1 in un insieme libero di generatori di e R’), e dai

ti xj (i = 1, 2, ...); se si dimostra che og’ni i, ne segue R

per ogni i e per it grande, e perciò anche rotiamo che se 92

è legato al cocampo D da o, o induee un omomorfismo continuo di R’ su

D ; poiché D è discreto e oR’ è liiieitrineiite compatto, ne segue 

è finito, ossia è una sottoiperalgebra finita di 1)’. 31a allora, per un oppor-

tuno nty è e in particolare se quindi 

appartiene all’immagine inversa in 1), secondo di Se x è anche

elemento canonico di R’, questa condizione comporta che 
ossia che ciò prova appunto che C. V. I)..

Il 4.14 dà anche il

4.15 COROLLARIO. un è di 

cR; se quindi v è un sit 1-)2 di c5,
è 
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4.16. Siano R itit bica,1npo e ~cn ipercampo legati da T, e

siano analogamente c-R’,, R’ legati da 1:’ ; sia v un omomorfisi o di R’ su CR;
esiste allora un unico omomorfisl)io va di ckl su R che rende commutatiuo il

diagrai ima

v è un se e solo se tale Infine, CR, 0(’ sono isoioifi
se e solo se R, R’ sono isogeni.

DIM. Per 4.14, v R’ è contenuto in perciò "0 si ottiene cos  (su
92~) : si cerchi tale che p’l1t.x E R’ (ove i’ si considera

come un’immersione) ; si costruisea e si ponga 
Il resto è immediato, C. I)..

Sia Cf2 un bicamho, legato all’ipercampo Il da -,;; poichè R = Rt X 
si ha, con evidente significato dei siniboli, si indichi

con a il bicampo legato a Rr,8; allora, per 4.16, si ha sen1pre: 

l per qualche 7t ; ~~92~,o=%,o~...x~].o
per qualche 11l; mentre è sempre isomorfo al prodotto tensoriale com-

pleto di vari %,.; , , , con primi fra loro e univocamente determinati.

Si noti anche che se 92 è legato all’ipercampo H, esso è anche legato al

se D e il duale di R; quindi per esempio, 9?o, i è legato al D
con ossia è legato a analogamente, per 4.3, 9?i,o è legato
a D~. u, ed ~~~ b d Il,.,~; quindi la regola mnemonica per apporre gli indici r, s
ad è la stessa, sia che si parta da un ipercampo che da un cocampo.

37. Riprendiamo le notazioni del n° 35, ove si sono definiti gli Rn, e
teniamo presente il diagramma del n° 35 ; è importante notare che

in yuauto a deve essere denso in 1)9 e quindi = D perchè D è discreto
(questo è in realta il significato del 4.12). È quindi commutativo il seguente
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diagramma :

ne riscriviamo un pezzo, cambiando le notazioni :

Qui) Dij = Di+j per definizione ; l’iminersione di j7 in CJ)° è 70 (restrizione
di i a e l’omomorfismo di su tutto J) è 0° (restrizione di a a 

Il duale di questo diagramma è ottenuto sostituendo con Di (= in-
sieme delle applicazioni k-line,-iri contiime d  sii k), l , con lli, con
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Rii, p+ con p. pc con pl, D0 con l’unione (limite diretto) 920 degli e

invertendo le frecce; con ciò si ottiene un diagramma commutativo; richia-
miamo l’attenzione sul fatto che il duale di ossia l’insieme delle sue

applicazioni lineari continue è proprio e non Il diagramma
commutativo duale cosi ottenuto è il seguente :

l’isomorfismo di R su è 1’°, e l’omomorfismo di su tutto D è o°. I

precedenti diagrammi in dualità mostrano che vi è un’applicazione k-bili.
neare (d, x) - d o x di X su k ; essa è una dualità nel senso seguente :

1. d o x = 0 per ogni x (risp. per ogni d) se e solo se d = 0 (risp.
.r==0);

2. la (d, x) - d o x è continua in x per ogni d, e continua in d per
ogni x.
Essa non è però continua in (d, x) : dato si scelga infatti un d’E Dnn -
contenuto nel nucleo di pc ma non nel suo nocciolo ; allora l’ortogonale di
d’ in non contiene il nucleo di pt ma ne contiene il nocciolo, onde

esiste un x’ E Rnn tale che d’ o x’ 4= 0, e che x’ sia contenuto nel nucleo

di pc, ma non nel suo nocciolo. Presi C CJ)0, x E Rn C 9é° tali che le

loro immagini in Rnn siano rispettivamente d’, x’, è d o x :4= 0, e d’altra
parte d, x stanno in intorni « piccoli » dello 01 in quanto ao (_p,)-n+’ d =
00 ( pi)-"+1 x = 0. .

L’applicazione o x di X 7(0 su le può essere estesa per
continuità in due modi : dato d, la x - d o x può essere estesa per conti-

nuità ad x E e dato la d --~ d o x può essere estesa per continuità a
d E O ; si noti clie, per esempio nel primo cmo, la d -+ d o x è continua se

e solo se .~’ E C)~°. _
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Il fatto che sia l’insieme delle applicazioni k-lineari continue di 92~
(e ora di su k mostra che la « o » è indipendente dalla scelta di D, R,
al T. Le formule

sono valide nel senso seguente : la prima vale per d E (D09 ed x, y E nel

qual caso e è estensibile per continuità ad

x, y E oppure a d E CD. Considerazioni analoghe valgono per la seconda

formula.

Diremo che O è il duale di OR secondo o ; e si è visto che Cf( è il

duale di (D. Altre formule ovvie sono le :

che valgono per

4.22 TEOREMA. Siano C’f2, T) bicanipi, e siano R, D un ipe -cai ipo e 

coeantpo legati ad 0(, D da t e o rispetti van eiite ; .sia Cf) (risp. D) duale di i
R (risp. R) mediante o, e stippongasi che 2,alycc la ’relazione ad o x = d o 

per d E Cf), x E R. Allora, se d E CD ed .si ha ct o x = d o -,;-1 pU c x
per n elevato.

1~: bene notare che :
il nucleo Yn dell’omomorfismo di T) sii tutto Dn e l’ortog-onale di 

d E ~ ==&#x3E; ~ o 

Rn è l’ortogonale di i Vn: x E R,,  &#x3E; Y,t o x = 0.

Quanto esposto in questo numero mostra ehe e non 02, e ciò che con-
ta ; benchè non completo, si comporta come un’ipel’algehra, nel senso

che PgeO C la serve solo a niantenere la convenzione che

un’iperalgebra deve essere completa.

38. Notazioni come nel n° 37 ; per d E (D ed x E 0j(° , dcitniamo l’elemento
dx E per mezzo della :

per ogni ó E CD; questa è l’analoga della 3.15. La x) - fIx è 

zione k-bilineare di T) x su Cf2°; valgono i risultati seguenti :

4.24 Se cR è legato all’ipercan po R da -t5 è d C zR.

Infatti se x E ~R = R,, (nelle notazioni dei 110 37), e o lflL _ (1, t~ anche



323

dò o Rn = 0 (cfr. le osservazioni alla fine del n° 37), onde 3 o dx = d ó o x = 0 ;
ciò essendo vero per tutti i ~ descritti, si conclude che dx E Rn .

4.25 Nelle notazioni del nO 37, se d E la x ---&#x3E; dx è continiia. ; più pre-
se d E e se U, è l’intorno dello 0 in formato da,gli x tali

che R.. o x = 0, si lia, ogni i, ~ d U max(n,i) C U

Infatti se ~ E í~. e x E Uh con h = max (n, i)~ è ò o dx --. d8 o x = 0 per-

chè d 8 E Rh.
Il 4.25 mostra che la x - dx può essere estesa ad una applicazione

continua di C)~ su ck quando d E CDO ; la 4.23 vale allora per ~, d E ed

x E ~Q.

4.26 La d -»- dx è continua se x E più precisamente, se Vi è 
dello 0 in CJ) dai d tali che = 0, e se x E Rn, allora Vnx = 0.

Infatti se d E Vn si ha 8 o dx = òd o x = 0 per ogni 
Altre proprietà dell’applicazione (d, x) --~ dx sono le seguenti :

--~ pe1’ d E tutte e sole le applicazioni
coitti ue di cf2,1 se stesso che sono invarianti

(cfr. !8) delle quali è per qualche n.
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Le dimostrazioni sono le stesse delle dimostrazioni delle analoghe
asserzioni nei 3.16, 3.18, tenendo presente il 3.20, C.V.D..

Come conseguenza del 4.28, gli elementi di CJ)°, considerati come ap-
plicazioni k-lineari di 92 su se stesso, si chianano le iperderivazioni 
cl i Al solito, la 2 del 4.28 ha una interpretazione più diretta quando si
sappia che la 5 2013&#x3E;- ~ (x ~ y) sia continua, ossia, per 4.26, quando x, y E 

Si noti che il duale di (r, s primi fra loro, ovvero ; = 1, s = 0,
ovvero r = 0, s = 1) è 02s,r; ed anclie che il duale di 92, che fin’ora è

stato indicato con CJJ, è Il risultato seguente è ovvio, ma molto impor-
tante :

4.29 TEOREMA. Un cy¿ è uutodzcale, ’’ se e solo se

per ol)portuite coppie (ri , si) =~= (1, 1 ) di interi pri1ni fra loro.

OSSERVAZIONE. Nella 4.23 si è usata la stessa lettera d per indicare

un elemento di CD o un endomorfismo di 92; se quest’ultimo viene indicato
con la 4.23 si scrive o o Qdx o x ; natnralmente, esiste anche un ’lx
(applicazione di T) su definito da -r,d o y = d o xy ; se ora (7) = cR., come
nel caso del 4.29 dopo una opportuna i(leiitifi(--,tzione, e se x, y E 92, vi sono

i quattro elementi ozy, oyxl zxy, c te sono in generale tutti distinti. Il 

non può più essere indicato con xy, come sui fa quando 4-- R, perché ciò
darelbe luogo a coufusione con xy = (x - y) ; (quindi il verrà indicato
quando Cf) = Cf2, con x ~ y.

39. Sia un bicampo, legato all’il)erea l)o IZ (la 1;; laL topologia di R);
è quella in cui un sistema di intorni dello O è dato dagli ideali chiusi ’/11

generati dai (( pc)-’t R]+ = R’+ (n = ... , 1, 0, - 1, ... ). vogliamo vedere

come questa topologia sia legata a certe va utazioni in modo siniile (ma non

identico) a quello descritto nell’ 1.2 ; supporremo che r sia un’immersione.

Siano con h percorrente H = cov ... cov C, (tanti addendi quanta
è la codimensione separabile di le loaeuclovdlWazioni cle danno la topo-
logia di IC a norma del 3.37 ; si normalizzino le H’Oh in modo arbitrario
e le Wih in modo che induca in Sia ’ il limite inverso

...~2013~f(2013~T(2013...~eper ogni si definisea la
p, p, pi

pseudovalutazione w, di col porre u.’c (x) = ~ri,~.~ (.1’) se x E Per mezzo

delle U’c si definisca il seguente insieme : 1Ve (a), con a rea e » V, ovvero

a = 00, è l’insieme degli x E tali che ivc (x) &#x3E; a.

Se allora ossia se vi è una soia U’c, che indicheremo gli
insiemi (a), per a - oo, sono c·Ull gli )1° per 1l -)- - Ht.1
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invece R,. = = lc, ossia se R = 9 si ha addirittura che è ll nter-

sezione dei 1Vc (00) per i quali cn = 0. Nel caso generale, si indichi con

(a) l’intersezione dei IV, (a) per i quali = 0 ; quanto precede dimostra
che gli Un (a) formano un sistema di intorni dello 0 per la topologia di 
le loro chiusure in ancora indicate con Un (a), formano un sistema di ~
intorni dello 0 per la topologia di In quest’nltimo caso si ha anche

Un (a) = Ut 92~ + (a), ove, nel secondo membro, (oo)
è I’ Un (oo) costruito in ~t , mentre 14r (a) è costituito in 0Rn .

In base a questa descrizione si vede che la topologia di 92 è, nel caso
= k, del tipo voluto nel n° 9 e nel testo del capitolo 2 ; invece nel caso

generale è più fina di una tale topologia ; però tutto quanto esposto nel

capitolo 2, ed in particolare le condizioni (A), (B) del n° 9, resta valido per
questa topologia qualora si adotti la definizione seguente : biv 92 è l’insieme
dei bivettori x, a componenti in 92, tali che per ogni intero n esista un

~3n &#x3E; 0 colla proprietà x j E Un (fln) per j .elevato ; questa condizione assicura
in particolare, come si vede dalla dimostrazione che elementi qual-
siansi di biv in numero finito, sono simultaneamente ammessi. Questa
definizione di biv Q2 sarà quella adottata d’ora in poi. t bene osservare che
le altre condizioni su 92, richieste al n° 9, sono soddisfatte : 92 è perfetto
per definizione ; è poi privo di elementi pseudonulli ; se infatti ve ne fossero,
vi sarebbero anche degli x # 0 tali che xP = nx = 0, e quindi = 0 ; ma
ciò si sa essere impossibile perché pt è un isomorfismo bicontinuo di 92

(RO 34).

40. Sia 92 un bicampo ; per quanto precede esistono biv 92 e Biv 92 ;
un elemento x E hi v 92 dicesi canonico se

qui facciamo valere per gli elementi di biv 92 le convenzioni adottate al

principio del n° 25 per gli elementi di cov R. L’insieme degli elementi cano-
nici di hiv 0~ sarà denotato con mentre denoterà l’insieme degli
elementi canonici di biv 92 cle hanno tutte le componenti in come

conseguenza del successivo 4.31, basta a tale scopo che una componente sia
in per il 2.3 (ponendovi x E è un Le componenti
degli elementi di (risp. di C’Cf2°) saranno chiamate gli elementi canonici
di (risp. di 

4.30 LEMMA, Cf(, cS bica1npi, e z elenieiito canonico di 

allora z = x x 1 -r- 1 x y, con x, y elenienti canonici di biv biv cS 
dati da 1 = (c (9 E) z, 1 &#x3E;- y = (E ® c) z.

4. della .Scuula l1’urtn. ,S’up. - 
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DIM. Come quella del 3.34, C. V.D..

4.31 TEOREMA. bicampo, legato all’ipercampo R da 7:; vi è
allora un unico isomorfcsmo 7: di eR su e’ R0 tale che (Tx)-i = X-1
per x E Per x E ~’ 92 si ha tx = t Cf2 x, ossia Xi = .y~i ; di conseguenza,

px --- x. Poi, ’ è un K’ -modulo canonico 1nediante e e il 7: so-

pra definito è un canonici; inoltre contiene

un insieme di generatori di come topologia di ~’ ~o
canonico coincide con la sua topologia C01ne 

biv 92. Infine ’ C)’, 8 r, $ (r, s interi fra loro, ovvero r = U, ovvero
? = 0). 

DIM. Come nella dimostrazione del 3.32, se x E e’ si ha 

= ~Cp PP x = px ; questa si scrive anche = n tx ; essendo 0~ privo di

elementi pseudonulli, ne segue = tx, come richiesto. Essendo un iso-

morfismo su tutto, perchè tale è il n di cN, questa dice anche che il 7: di

eR definito all’enunciato esiste, è K -lineare, è un isomor6smo, ed è unico.
Se poi x E Él’ C’f(o, per n elevato si avrà E 7:R, e quindi = zy per
un y E ciò dimostra che 7: eR contiene una base di Él’ 0~~° come spazio
vettoriale su K’. Ma allora è un K’. modulo canonico, e r è un iso-

morfismo di K moduli canonici.

Dotiamo ora Él’ 0~° della topologia di insieme di bivettori (n° 9), e C~~~
di quella di insieme di covettori (n° 7), e dimostriamo che il z di 6jR è bi-

continuo ; 7: è certamente bicontinuo come omomorfismo di ipercampi. Sia
dunque U un intorno dello O in R, e sia precisamente U l’ideale chiuso

generato da R]+ per qualche k ; y sia invece V un intorno dello O in 92,
del tipo V = U l (a) descritto al n° 39. Dato si ha x E U’ (n° 7) se
e solo se x_1 E U ; e si ha r.r E Vn (n° 9) se e solo se n-i T.y-i E V per

ossia se e solo se per in; dato che pc Y C F. que-
st’ultima significa anche Dati V ed n si può scegliere U in
modo e dato U, si può scegliere V ed n in modo che

quindi l’applicazione 7: di eR su ~’’ ~° è bicontinua se-
condo le topologie descritte. Ma la topologia di eR è anche quella di 
dulo canonico, per 3.43 ; pertanto quella di Él’ coincide con la sua topo-
logia di K ’.modulo canonico.

Che poi sia e’ discende da quanto precede, dal ii° 18, e
dal fatto che ’~ 1V r, 8 , C. V. D..

4.32 TEOREMA. Siano R un p un 

di sn ’ (co111e che Commuti con c quindi con t.
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Allora esiste un solo omomorfismo -q di R su come iperalgebre, tale che
= vx (ossia rlx_1 = (vx)-1) per x tale 1J è un isomorfismo.

Dm. Sia 8 la sottoiperalgebra chiusa di 9? generata dai (vx)_i (i &#x3E; 0)
quando x percorre un insieme libero di generatori di eR ; y vi è un isomor-

fismo v’ di CR su un K.moduio di covettori a componenti in S, dato da :
v’ x = (..., (y.r)_2 ? (vx)_1) ; il 3.40 assicura allora 1’esistenza di e la sua

unicità, mentre il 3.313 assicura che 1J è un isomorfismo, C.V.D..



INDICE ALF-4UBETiC° DELLE DEFINIZIONI E DEI SIMBOLI

antoduale ............... 324
bicampo .......... 313
biv 00 

’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ - 

biv . , ... ~ .. 325~ 
.......... 325

c 
.............. O 324

~ 
......... 296

o 325
canonico (bivettore) . , ........ 325
canonico (covettore) .......... , .. 295
canonico (elemento) ......... 296, 325
CaD0DiC0 (K-mOdU10) ............. 277
canonico (K’-Jllodnlo) .. , , , , , , . _ ... 283
coassociativith 

.............. 285
cocampo ............... 306
Codimensione ............ 280, 283, 305, 313
codimenc~ione inseparabile ......... 280, 283, 305, 313
coùinlensione radicale " 280, 283, 305, 313
codimensione separaLile ......... 280, 283, 305, 313
coidentita 

............... 285
conullita 

............ 280,283,305,313
coprodotto ..... , , , , , .. 285
coseparabilita ......... 280, 283, 305, 313
D 
................ 309

. 

° 

315
n............ 298
dimensione 

........ 280, 283, 305, 313
. 280, 283, 305, 313

dimensione radicale 
........ 280, 283, 305, 313

discreta (iperalgehra) , .’..... 286

283,284,287,322
dnali tà ....... 283, 284, 287, 321
Cheh 
’........ 293

finita (il1eralgehra) . , , , , , .. - .... 286
fh -’-.......... 293

grado ............... 280, 305
grnppo analitico ,..... 306

; 293
mseparabile ’. 279, 283, 305, 313

280,283,305,313
invariaute . ’ . ~ ............ 289
inversione ...... ’ ........ 285
i peral ge bra .... "". 285
ipercantpo ............... 2Jt~



il1ercanl})o hana]e .............. 296

ipercamponel sense ............ 297

iperderivazione ............ 324 I

isogeni i ............ 281, 283, 305, 313
isogenia ........... 281, 283, 305. 313
J’~ ................. 291
k ................. o 277
K ................. 277

legato ............... 315, 318
limite diretto (topologia di nn) ........... 308
lhnite inverso (topologia di an) ........... 307

linearmentecompatta(iperalgebra) .......... 286

logaritmico ...... · ..... 279, 283, 305, 313
Mac Lanrin ........... .... 290

O 278
crtlr ................ O 284
M t ................ O 278

................. 284

3f n ................ 278

................ 284

................ O 282

O 284

Nr,8 ............... ° 281

....... , ........ 284

.. , ............. O 282

................ O 284
noccio]o ............... 291

nnllita............. 280, 283, 305, 313
ordine ............. 277, 283, 303, 311
ordineradicale . · ......... 280, 283, 305, 313
~+ ................ O 308
~- 

................ O 308
P ................ O 285
ph ................ 293
e1 ................ 298

co .............. · . 298

proclotto teneoriale complete ........ , , , 284

pseudobaso ....... ~ ....... 286

punto ................ 306

R ................ O 309
-

% ................ O 324
R’+ .............. · . 286

R 1n, 0 ................ 297

................ O 319

Rr ‘ ............... 305

92................. 319

Rr. ................ O 297

. 319



Bt t ................ 305

% ................ 319

RO, n ................ 297

92o~ ................ 319

................ 298

9?o,o ............ 319

R n ................ 305

................ 319

radicale ............ 279, 283, 305, 313
semiomomorfismo ............. 277, 286
separabile......... 279, 283. 3U5, 313

280, 283, 305, 313
somma di semiomomorfiami di iperalgebre ......... 287

,S~ ................... 291

t ................ 277, 292
Taylor................ 290

T-modulocanonico ............. 316

topologia di nn bicampo ........... 324, 325
................ 325

C}9 ................ 310

tvc .... 324
............ 2948 ................ 285285

£ ................. 277................. 277

fl, ................. 284

ph ................ 293

a ................ 277, 287
77-modnlocanonico ............. 316

o ...... ~ ........ 283, 287, 321
X ................ 284


