ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

CALOGERO VINTI

Su una specie di dipendenza continua delle soluzioni dal dato iniziale,
per I’equazione p = f(g),in una classe ove manca I’unicita

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 3¢ série, tome 19,

n° 2 (1965), p. 251-263
<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1965_3_19 2_251_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1965, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique 1’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Numbpam
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1965_3_19_2_251_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SU UNA SPECIE DI DIPENDENZA CONTINUA
DELLE SOLUZIONI DAL DATO INIZIALE,
PER I'EQUAZIONE p=£(q), IN UNA CLASSE
OVE MANCA I’UNICITA.

di CALOGERO VINTI (*)

1. Introduzione. Nello studio del problema di CAUCHY per I’equazione

(A) p=si®yz2q

i teoremi di dipendenza continua delle soluzioni dal dato iniziale sono
gsempre stati dati, per quanto mi risulta, in classi ove c’¢ 1’unicitd, come
ad esempio quelli di M. CINQUINI CIBRARIO ([4], [5]), e quello di P. D. Lax

[6] per ’equazione p = %/ f(2) con soluzioni intese in senso debole ().

D’altra parte il problema (A) dal punto di vista esistenziale & stato
trattato prima da E. BA1ApA [1], in un caso particolare, e successivamente
da E. BA1ApA - C. VINTI [2] in una classe ove M. PAGNI [8] ha mostrato
con un esempio che non vale un teorema di unicita.

Lo scopo di questo lavoro & di far vedere che in un certo senso, che
verrd precisato, si pud stabilire una dipendenza continua delle soluzioni -
dal dato iniziale anche nella classe considerata da E. BAIADA,

2. In questo numero richiamero prima il procedimento di approssimazione
di E. BAIADA e poi riprenderd ’esempio di M. PAGNI mostrando l’esistenza
di infinite soluzioni verificanti le stesse condizioni iniziali.

(*) Istituto di Matematica dell’Universitd di Modena.

Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del gruppo di ricerca N. 18 del Comitato
per la Matematica del C. N. R,

(Y) L’unicitd nella classe in cui si pone P+ D. Lax ® stata stabilita da O. A. OLrJ-
NIK [7], mentre per l'mmicitd nelle classi in cui opera M. CINQUINI CIBRARIO vari risultati
sono stati ottenuti oltre che dallo stesso autore anche da S. CINQUINI (vedere bibliogra-
fia in [3]).
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I noto (E. Baiada [1]) che:
Se f(q), —oco<q<+o0, ¢ limitata e Lipschitziana ed w(y), —oo<y<-oo,
ammette  derivata prima conlinua, limitata, e soddisfacente la condizione
‘YD) —o(y—) | || MYy, My h€(— oo, + c0), con M(y) non
negativa e sommabile in ogni intervallo finito, comunque st fissi un rettangolo
R =1[0,a] >< [0,D] esiste almeno una funzione z(x,y), Lipschitziana in R,
che soddisfa in R Vequazione

(B) p=rf(q)

@ meno di un insieme di misura superficiale nulla, e identicamente il dato di
Cauchy 2 (0, y) = w (y).

Si osservi intanto che si puo sempre supporre che la costante di Lip-
schitz della f sia << 1/2; basta operare, in caso contrario, un semplice cam-
biamento di variabili,

11 procedimento adoperato per mostrare il teorema enunciato ¢ il seguen-
te. Detta {m;); una successione crescente @’interi positivi, si ponga:

d; = a/2™, dV=rq, per = 0,1,23,..,2"
e divisa la striscia
$: 0<xe<ua, —oo <y + oo,
nelle 2™ striscie parziali.
(r3), (ri=1) (r) . 1 0 Pt
sV a <zr<a?, —ooly<L+4oo; ri=1,2,..,2"
si denoti con 8" (x,y) la funzione definita con la legge :
S'(mi)
870, =w()), W y€(— 00,4 o0
(ry—1) (ri—1)
; 1 —u't T g r— x—at
S(m‘)(lf,y) 7 q(m,)( .Y + )_’_7 ‘\(n. (“h, 1) Sy — -
y+x_a(ri_])

)+

2
+ f[S(ym‘) (“(ri_ny )] d, M (e y) €8 r')7 re=1, 2,0, 20

La 8" (x,y) & definita su tutto s, & Lipschitziana e soddista Pequazione
(B) sulle rette x = a(ri), r; =0, 1,2 .., 9]
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Si mostra in [1] che la successione {8"9(x,y); soddisfa su R alle
condizioni del classico teorema di compattezza di Ascoli Arzeld, e quindi
da essa si pudo estrarre una successione {S(’"““) (ryy)}; che converge unifor-
memente ad una funzione continua z (x,y) su ¥. La 2z(r, y) risulta Lipschi-
tziana su R, soddisfa la (B) su ¥, a meno di un insieme di misura super-
ficiale nulla, e il dato di CavcHY 2(0,y) = o (y).

Sussiste anche la seguente proprieta :

) {S;"“) (x,y)}; risulta equilimitata sn R e inoltre per tutti gli
2 €[0,a] converge in misura su [0,0] ad z, (z, y).

Esgvprio p1 M. PAGNI. In questo esempio la f(q) e Lipschitziana ma
non limitata nel suo campo di definizione. Facilmente pero si puo modificare
tale esempio in modo che la f(q) risulti limitata; basta infatti definire la
S (g) con la legge :

[ per |¢|<1
— @+ 49g—2 per 1<<¢g<2
(2) Sy=" —¢—4¢—2 per —2<qg<1
2 per g>2
—2 per ¢ < —2

che & limitata e lipschitziana con costante di LipscHITZ 8.
Comunque si fissi d > 0, in ogni regione 7Ts defiinita dalle :

0<r< o< 8d, —d+r8<y<d—ux3,

Pequazione (B), con f(¢) data dalla (2), ammette due soluzioni distinte col .
dato di CAUCHY w (y) = 0, per x = 0; queste sono le stesse di quelle tro-
vate da M. PAGNL e precisamente le tunzioni zs(x,y) e 2, (2, y) cosi definite
in Ty:

zs(r,y) =10

0 per |y|>x
Sy =({r—y per 0<y<w=
x4y per —z<y<0

In tale esempio si possono costruire infinite soluzioni con dato iniziale
o (y) =0 per xr =0,
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Infatti per ogni t, 0 <t <6< 8d,si definisca in T; la funzione z(r, y),
dipendente dal parametro ¢, con la legge :

0 per 0<x<t, y qualunque, e per x >t, |y| >z —t;
2y = (x—y—t per x>t 0<y<z—t;
r+y—t per 2>t —a4t<y<pg.

La 2,(®,y) & lipschitziana in T e soddisfa la (B), con f data dalla (2),
a meno di un insieme di misura superficiale nulla costitnito dai punti
(x,y) € Ts, con & > t, che cadono sulle tre rette y =0, y = —t, y = —ax 1.
Al variare di t, 0 <t <4, le 2,(x,y) costituiscono un insieme infinito di
soluzioni con dato iniziale w (y) = 0 per x = 0.

3. Si supponga f(q), — o0 < ¢ < + oo, limitata e lipschitziana (3) con
costante < 1/2. Detta £ la classe delle funzioni w (y), — co <y < + oo,
ciascuna delle quali ammetta derivata prima continua, limitata, e soddisfa-
cente la condizione |0 (y + k) — o’ (y — k)| < |k | M, (y) ¥ y,h€(— oo, + o0),
ove M, (y), dipendente da w, & sommabile in ogni intervallo finito, si fissi
un qualunque rettangolo K = [0, a]><[0,D] e si denoti con ) la totalita
delle funzioni z(x,y), (x, y) € R, 2(0,y) = w (y) € 2, lipschitziane in R, soddi-
sfacente in ¥ equazione

(B) »=flq)

a meno di un insieme di misura superficiale nulla, e ottenute a partire da
w con il procedimento di approssimazione esposto al N. 2.

Sussiste il seguente teorema del tipo dei teoremi di dipendenza continua
dal dato iniziale.

TEOREMA. Se z(x,y) €K, 2(0,y) = w (y), comunque si fissi una succes-
sione {wy (P}, @n (Y) € Q, con le condizioni :

Ay |on () — @ )] = uniformemente in [— a/2, b + «/2),
a
43
F) /I o () — w’ (y) | dy ——>0,
a
7

(?) Che la costante di Lipschitz sia << 1/2 non & aftatto una restrizione per (uanto
e stato detto al N. 2.
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¢ possibile costruire almeno una successione (2, (@, Y)n, 2n (@, y) € K, 2, (0,y) =
= w, (y) con le proprietd :

Bi) | 2 (@, y) — 2 (@, )| ——> O uniformemente in ¥,
n —» oo
b
) f | Ziy (@, y) — 2, (2, y) | dy ——> 0 uniformemente in [0, a].
. n —+ oo
0

Poiché 2 (z, y) € °X esiste una successione crescente {m;}; d’interi positivi
tale che dalla successione {S(’”"\],-, definita dalla (1), & possibile estrarre una
sottosuccessione {809}, convergente uniformemente su R a z(z,y). Dalla
successione {Sl(’"°"')}'. relativa al dato iniziale w, (y), definita dalla (1) quando
in essa si cambi w in w, e {my; in {my;)i, si pud estrarre una sottosucces-
sione {Sl(ml»‘\]‘. che converge uniformemente su ‘X a una funzione z (x,y)€K,
con #,(0,y) = w, (y); e analogamente esiste una sottosuccessione (S(z"'“)],
della (Sz(""'"))” relativa al dato iniziale w, che converge nniformemente su
® a una funzione 2z, (%, y)€ N, 2, (0,y) = w, (y). Cosi proseguendo sia
Zn (2, y) €K, 2,(0,y) = w, (y), l1a funzione ottenuta come limite uniforme in
R di una successione (S,(l’""-"}.., sottosuccessione della S""—1); con dato ini-
ziale w, (y).

Mostriamo che la successione (2, (2, y)}, cosl costruita gode delle pro-
prieta Bi), o).

Si osservi intanto che per le j,), f,), in corrispondenza ad ¢> 0 esiste
un intero n,(¢) > 0 tale che per n > n, risulta:

(3) lo,(y) —o )| <ey, Mye[—ai2,b+ a/2],
b+%
(4) flw:,(y)—w’(y)ldy<s.

Fissiamo allora un #>>n,, consideriamo la successione (S\""?) | e os-

serviamo che la successione (%), sottosuccessione della {8™?);, converge
uniformemente a z(x, y).

. . ! s s .
Le due successioni {S;"'"v'))i, ed {8 ('""")}i, possiamo denotarle per como-
dita rispettivamente con (89}, {8 | e quindi uniformemente in R &:

(5) g T (ry Y5 *\',(,"“) T (ryy).

9. Annali delia Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Dalla (1), per 0 << a), s8i ha:

s -y 1 , x s &
870 ) = 857 @ 9) = [0 (v ) — ot (v + )

| e e

ove §’¢ fatta un’ovvia convenzione nel caso che i denominatori si annullino.
Tenendo presente che f(¢) &€ Lipschitziana con costante < 1/2, prendendo
i valori assoluti e integrando rispetto ad y in [0,0], si deduce:

b

© } | 8,7 (2, 9) — S (@, )| dy <
0

2 , sl (v +5)| = f|on y-l-‘—j
sof o v+ )= ot (v+ )| {5+ [w,((y+‘z)])_w£<y(+;) ) v+

Mo Y] O U o ol e 1
—rfw<?/—§)—wn(?/*%) 5 — w,(y—ﬁg)~wl:(1_g)i d

per 0 < o <a.
Operiamo nel primo integrale a secondo membro della (2) la sostituzione

y =Y — /2, mentre nel secondo integrale la sostituzione y = Y 4 x/2. Lu
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(6) si scrive :

0 f | 8, (2, ) — 8, (x, y) | dy <
0

z
b+ —
+2

Y ‘;l Y i v
_<_f| o' (Y) — o, (Y)| ;% f[C;’) (Y))] w,[,a()Y() )]2d1 +

|8

— =
2

(Y)]— n
+f| w’(l’)-mlz(YH{—;——f[w( ))]—ﬁ»[,,a;m w

)
per 0< z < alt

Maggioriamo il secondo membro della (7) ampliando gli intervalli d’in-
tegrazione che in esso compaiono, ¢ precisamente sostituiamoli con Iinter-
vallo [— 2/2, b+ x/2]; dopo tale modifica, sommando gli integrali si ha:

b bty
() / | 8,77 (2, y) — 857 (2, 9) | dy < f | o’ (y) — o) (y) | dy,
0 T
)

per 0 <z <a, e quindi ovviamente :

b+—

b
(8" f | 87 (@, y) — 849 (2, y) | dy < f | o’ (y) — wi () | dy,
0

per 0 <z <al,
Facilmente si mostra ora per induzione la disugnaglianza:

d;
b bty ?‘
(9) / | 8,70 (@, y) — S0 (@, ) | dy < f L’ (y) — @l ()| dy,
0 d;
.

per a7V < <a? ori=1,2,..,2™.
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Supposto infatti che sussista la (9) per ai <z< a("'), partendo dalla
definizione (1) per 8“9 (x,y) e della analoga per 8,7 (x,y), con lo stesso
ragionamento col quale s’¢ ottenuta la (8’), risulta:

d;
o+
f | 8,7 (@, y) — 847 (@, ) | dy < f | 8,79 (@', y) — 850 (a9, y) |y,
0

2
per aW< e < a(fi-i-n,
dalla quale in virti della (9) segue:

b+(r.+n 3

/ | 8, (my) (@, y) — S,(T') (x, ) da: </| — w, (y) | dy,
"(Tf"l) -
per a(ri)sws a/("i""‘) .
Riprendiamo ancora le espressioni delle 8"V (x,y) ed SV (x,y) date
dalla (1). Si ha:

(10) 8" (@, y) — 8" (2, 9) = [ (y—l- ) W (y+%)]+

y+~.:5
+5 [“’( - *’S)—‘" (” - %)} + / (f [’ )] — f o ()}

per 0 <z <a, e tenendo presente che f(q) & lipschitziana con costante
< 1/2, con ovvie maggiorazioni si deduce:

mg 3 1
) 8" — 8w <5 ol )= o+ 5) |+

y+§
x x 1 [ ,
—{—7 w(y—?)—wn(y-—?) -I-TZ-/lw'(7])~—¢u,,(1])|(h],
x
y—2Z

2
per 0 < x <,
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Dimostriamo ora che in generale si ha:

(12) | S (my) ((U, y) — S;Pni) (w, y) | S % (0] (y + %’) — Wy (y + %) ‘ +

y+%
1 x & 1 7 '
ol —5) o= 3)|+ 5 1o —win o

per a? < g < oY,

Supponiamo vera la (12) per ol <z < a("), cioe partendo dalle curve
iniziali ® (y), w,(y) e facendo solo r; operazioni del tipo indicato dalla stessa
approssimazione (1), le funzioni 8™, y), 8 (x,y) soddisfano la (12)
quando in essa si cambi r; in r;— 1; e poich® per ottenere le funzioni
S0 (@, y), 8™ (2, y) in o' <z <a"F s pud pensare di partire invece
che dalle  (y), w, (y), dalle 8™ (@™, y), 8™ (a",y), e facendo perdp solo
operazioni, risulta :

(13) | 8 (@, y) — 85 (@, )| <

r—a

1], om . (m; z —aW
S?' 8 ')(“(')7 ¥+ b} ) - ‘575 ) (“(')’ y+ 2 )l+‘

) B - x— a) " x — al)
+5 s (a“’, y——3 ) — 8" (a‘”, y——5 )’ +
—all)

y+z j

1 ) X

+ ?/ Sl!(mz) (“m’ n) — Sn(.';%) (“(1)7 ) | dy,

z—a(l)

g

2
per o < & < oY,
(Osserviamo ora che essendo:

y+-.:i
ﬁ(l)/ (,']) — w) (,7)] (117 B [(1) (y + —;—) —_ Wy, (]/ + %)] —_—

vy
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la (10) si scrive nei seguenti due modi diversi:

tminn = =Py )= )

¥+ %
oo 4

per 0 <z <al;

§™ (@, ) — 80 (2, Q) - |w (y + ;i) — @ (y 4 -”;—)] +

z
y+—2—

+ [0 o0 —wi o 3% — Lo = (’m$ a,

w’ () — w, (n)

¥y

per 0 <z <a(!); e da queste seguono le ovvie maggiorazioni :

) 879 — 8w 9| <oy — 5) = on (1 — 5 )|+

x
vt+5

+f| o’ (’]) . w;x (77) | g %J‘_ flw (’7)' ""f[(un ("7)] %dﬂy

o’ () — wy ()

per 0 <z <alt),

(10" | 8" (2, y) — ST (2, 9)| <

ofs+3)—onlo+ 3+

vz
+ 10— v || 5 - LB Sloklol
L2

per 0 <z <al,

Trasformiamo il primo termine a secondo membro della (13) tramite la
(10”), il secondo termine tramite la (10’) ¢ il terzo termine tramite la (7)
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Si ottiene:

| 8% (2, ) — S (@, 9)| < - l (“ )_“’”(”Jr“az”_)lJ“

+3[-fo- 5= =)+

y+g—

L - n

+ 1 [l oo - Ll =Sl
M+;—a(l)
1/——:—+am

1 ’ ' 1 S o’ ()] — J[wn ()]
+7['“’ o=kl + LS far +

v x
2

z
31+?

1 ' Slo’ (ﬂ]—f[w" ()]
+7f|w(1])—wn ‘3—2'4- w(q)——wn(ﬂ) } Mt

y___:_+u(l)
y+;""(l)
L 1 w’ ()] — "
N ! f] o (n) — b ()| §7 _ f[:),((;))]— (i’{(z}n)(ml g dy,

1
per o) <z < (Y,
In questa relazione spezziamo il terzo integrale in due, uno sull’inter-
’

x x x
vallo [y — 5+ a, y -+ % — al}, Taltro su [y + > = a), y 4+ —2—] ; Spez-

ziamo poi il quarto integrale in due, uno su 1‘1/— 5 Yy — — )], Pal-

tro su [y — ; +ay y 4 % — a(‘)] . Cosi facendo e operando le opportune
riduzioni si ottiene la (12).
Osserviamo ora che dalle (9) e (12), tenendo presente le (3), (4) e ricor-
dando che r; d; < a, seguono le disuguaglianze :
b
(14) f‘ NE[’";‘) (ry y) — S,, v (Ty y)|dy <e M iENT, 2€[0,al;
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(15) |87 @,9) — 8 @,9)| <e+ 5, WIiENT @R

Intanto dal limite uniforme in ¥ espresso dalla (3), segue che esiste un

iy () > 0 tale che per i > i, e qualunque sia (x,y) € K risulti:

(16) | 8 (@, y) — 2 (2y9) | <e
17) | 85 (@, y) — 20 (2, 9) | < e

Inoltre per la proprietd o) del N. 2 di cui godono le successioni {S(y"""); ,
[Sf:";)}i, fissato un x € [0, a] esiste un *(x,¢) > 0 in modo da risultare per

P> %
b
(18) f | 80 (2, 9) — 2, (@, 9) | dy <
0
b
(19) 18 @) — 2un a0 2y < o
‘0

Dalle (15), (16), (17), segue allora :

(20) IZ (.2', 3/) — % (x’ y)l < 33,

mentre dalle (14), (18), (19) si ha:

b
(21) f 2y @ 9) — 2ny @ 9) | dy < 3¢,
0

M, y) €R

M x€[0, a].

Le (20) e (21), essendo vere per ogni n >>mn,, dimostrano le g;), fi;).



(6]
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