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OSSERVAZIONI SULLA NOTA :

UN PROBLEMA DI CAUCHY

GIORGIO TALENTI (a Genova) (°)

Riprendo brevemente l’argomento della mia nota : Un problema di Cau-
chy (Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, serie III, voi. XVIII, fase. II, 1964 -
pagg. 165-186) per mettere in evidenza come, con la stessa tecnica là uti-

lizzata, si possano conseguire ulteriori nuovi teoremi di esistenza-unicità, in
classi di GEVREY, per il problema di CAUOHY. Tali teoremi possono, fra

l’altro, servire in certe questioni relative ad operatori parabolici, recente-
mente studiate da J. L. LiONs ed E. MAGENES (cfr. Sur certains aspects
des problèmes aux limites non homogènes pour des opérateurs paraboliques,
in corso di stampa su Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa ; in particolare cfr. i

uu. 7, l ) ; 1 gli stessi LIONs e MAGENES hanno attirato la mia attenzione

sopra tali questioni, ponendomi un quesito che, nella sua forma più sem-
plic;e, si può enunciare cos .

Consideriamo l’equazione parabolica in tre variabili :

supponiamo che i coefficienti siano funzioni analitiche reali delle variabili

x, y, di classe 2 secondo GEVREY rispetto a z, definite in un intorno della
superf cie cilindrica x f (y), - oo C z c -- oo con f funzione analitica.
Assegnamo le condizioni iniziali :

Pervenuto alla Uedazione il 5 ottobre 1964.

(f)) lavoro fa parte dell’attività del grnppo di ricerca matematica n. 23 del

C. N. R.
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dove g, h sono funzioni analitiche reali di g, e di classe 2 secondo GEVREY
rispetto a z. Esiste una soluzione di questo problema di CAUOHY che sia
funzione analitica delle variahili x, y, e di classe 2 secondo GEVREY ri-

spetto a z 2
I teoremi VI, VII della mia nota citata danno risposta affermativa nel

caso che i coefficienti siano costanti, e f (y) = 0. Se invece a, b, c dipendono
esplicitamente da tutte le variabili, i teoremi della mia nota provano sola-

mente l’esistenza di una soluzione analitica in y di classe 2 secondo (’XE-

VREY rispetto a z, derivabile due volte rispetto a x. Tattavia, il quesito di
LiONS e MAGENES ha in ogni caso risposta come risulta dai

teoremi esposti nelle righe che seguono.

1. Consideriamo l’equazione:

dove : p è una di numeri IL è

una Npla di numeri interi (un 

è l’ordine dell’equazione.

TEOREMA I. Si le conidizioni iniziali :

e sia =~= 0. Se cc G’z’s~....z~~,~., n in zcct intorno sll

’/RN+1 E, se appartiene (t, Gp in iencc ed una 

soluzione del (1).(2), a 
1 

ict intorno .scc

1RN+l dell’insien e E.

TEOREMA 11. Si le condizioni iniziali :

e sia

(1) Per la r1i d’r. la nota tutata mtrmla-

zione’, ltHj-167.
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Se ahi, 9 (apppartrtengono a Gp! ’ "’ ’ p1‘’ PN1 in un intorno su 1RN+l della ipersic-
perficie t = 99 (x) ; se cp, zc;, appartengono a GP, allora esiste una ed una sotcc

soluzione del problema (1)-(3), appartenente a Gpi’ "’’N’ PN,1 in un intorno szc

1R1+1 della ipersuperficie 
Il teor. I è un immediato corollario del teor. III (f1° 2) ; il teor. Il si

deduce dal teor. I nel modo seguente.
Se si fa il cambiamento di variabili : x’ = x, e si pone :

(1)-(3) si scrive :

e si presta all"applicazione del teor. I. Infatti, l operatore differenziale che
compare in (4) è del tipo :

e in (~» risulta &#x3E;

2. una funzione della variabile s e del parametro complesso z.

Diremo che 0* è di classe se g* appartiene a Gz ed è olomorfa ri-

()sserviamo che: a) ogni funzione g di classe "’’pN’ 1~ si prolunga
con una funzione g* ~1i classe Gp~ ~; b) se g* è di classe Gp, w nell’insieme

in restrizione c~ di g~‘ all’insieme

appartiene a
p’er dimostrare t) indichiamo con 2f un compatto contenuto nel dominio

di ~~ e con 1, L dei numeri tali che :

per ogni m.
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Per ogni m e per (x, t) in K, la serie di potenze in z :

converge per I z C l ; anzi, se

I~a funzione :

è dunque il prolungamento richiesto.
Per dimostrare b) prendiamo arbitrariamente due numeri

ed osserviamo che :

dunque :

TEOREMA 111. Consideriamo il p&#x3E;.oble&#x3E;na (1) - (2), supponendo E compatto,

Ipotesi :
1) le funzioni ahi e

si prolungano con.delle funzioni f *
li i classe
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2) esistono numero position 1 e un tali che :

Co tclitsio e : il (1) - (2) ammette una ed sola soluzione che

si prolunga in con Zcjzcc fiinzioite ~c~ tale clce :

a-

Il teor. III si dimostra con la tecnica della nota citata nell’introdn-

zione, estendendo a valori complessi di t il lemmi del n° 1 i .

3. Riguardo al problema (1) - (2) si può dimostrare un teorema analogo
al teor. I, sulPesistenza di un nnmero finito di derivate rispetto a t della
soluzione.

Sia g una funzione della variabile x e di un parametro t. Diremo che

9 è di classe se è di classe

TEOREMA IV. Sia ao... OIZ =4= 0. Se alti, g appartengono a in zcn in-
su 1RN+l P,’, e se z~i a Gp, allo -a la sotzcz-iorie Zc

del problema (1 ) - (2), « Gpx , a Gp’ j+" .

Possiamo supporre ao ... 0,, = - 1. La funzione v = -
= è la (sola) soluzione, appartenente a CP in un intorno su ’jRn+1
dell’insieme E, della equazione integrodifierenziale :

f

è espressa da (7) ; poichè :

certamente 1(, è di classe 
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Supponiamo che 1t appartenga a Allora v appar-

tiene a appartiene a

dunque se appartengono a i e 1li appartiene a Gp, la funzione :

appartiene a Pertanto, a causa di (8), v appartiene a stante (9),
u appartiene a 

4. Il teorema II coiisente di provare, con la tecnica di il

seguente teorema di unicità :

TEORRMA V. Se llhi 

della il)ei-siipci-j cie se rp (i GI, ed è :

(1) - al pi c 8oluzione ~li classe G’" (2).

) Nel ca8.V==1,=p=p1&#x3E;=0, il tpor. V è contenuto in un teorema di de


