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SULI’ESISTENZA DI OILINDRI CON FRONTIERA
DI MISURA MINIMA ()

D1oNisio TRISOARI (Messina)

In questa nota si prosegue lo studio gia iniziato in [11] delle eventuali
singolarita delle frontiere orientate di misura minima e si dimostra che, se
esistono punti di accumulazione dell’insieme dei punti singolari, allora esi-
stono cilindri la cui frontiera & di misura minima (localmente) ed & dotata
di punti singolari.

1. Conformemente alle convenzioni usate in [2], [3] e conservando tutte
le notazioni introdotte in [4] e in [11] converremo che ogni qualvolta si
parlera di insiemi contenuti in R® e di funzioni ivi definite, intenderemo
riferirci sempre ad insiemi di Borel ed a funzioni di Baire.

Richiamiamo il seguente teorema (cfr. Teor. V, pag. 17, [4]):

TEOREMA I. — Dati due insiems di Caccioppoli B, L risulta :
(1.1) P(E)+ P(LYy=P(FEv L)+ P(EalL).

Da questo teorema segue immediatamente che se l'insieme F ha peri-
metro finito, per ogni o > 0 si ha:

(1.2) P(En 0,) < + oo.

Cio giustifica la seguente :

DEFINIZIONE I. — Un insieme H c R™ si dice di perimetro localmente
finito se per ogni numero positivo ¢ l’insieme
(1.3) En 0,

ha perimetro finito.

Pervenuto alla redazione il 14 Dicembre 1963.
(1) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca n. 9 del Comitato Nazionale
per la Matematica del CNR, nell’anno accademico 1962-1963.
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Dal teorema I segue immediatamente :

TEOREMA II. — Unioni, intersezioni, differenze di imsiemi di perimetro
localmente finito hanno perimetro localmente fimito.

¥ evidente che un insieme limitato di perimetro localmente finito ha
addirittura perimetro finito.

B utile richiamare il seguente teorema (cfr. Teor. II, pag. 15, [4]):

TEOREMA III. — Dati due insiemi di Caccioppoli E, L ed un aperto
A dello spazio R™, se vale la

(1.4) AnE=AnlL

allora per ogni insieme B ¢ A risulta :

(1.5) fqu (@) B) = f])(p (@, L)
B B
(1.6) f|p(p (w,E’)l:[ll)zp (0, I)|
B B
e quindi :
(1.7) AnGF*E=An F* L.

Possiamo provare i seguenti teoremi :

TEOREMA IV. — Sia L un insieme limitato ed E wun insieme di peri-
metro localmente finito; siano inoltre o ed r due numeri positivi verificanti la :

(1.8) Lc(4,04,);
allora si ha :
(1.9) fl)(p (@, B n Cp) = j Do (x, En C,)
L L
(1.10) [|D(;0(06,En09)|=f|D¢(w,EnCr),
L L
(1.11) Agn Ay a F* (B n C))=Ap0 Ay a F*(E n C,).
DIMOSTRAZIONE. — Basta osservare che :
(1.12) (BEnC)n(dend)=(E~C)n(d,n4,)

ed applicare il Teorema III. c.v.d.
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Il teorema ora dimostrato giustifica la seguente :

DEFINIZIONE II. — Dato un insieme F di perimetro localmente finito,
un numero ¢ > 0 ed un insieme L ¢ A, porremo :

(1.13) fl)(p (@, B) = fqu (€, B ~ C,)
L L

(1.14) f{D(p(x,E'H:le(p(w,En Co) |-
L

Analogamente porremo per ogni o > 0:
(1.15) F*EoaAy=A,0 F* (B a O,y).

B evidente che per la arbitrarietd di o e per il teorema precedente, la
(1.15) definisce univocamente F* E.

TEOREMA V. — Se L é wun insieme chiuso e limitato di R o ed r

by

sono due numeri positivi, H é wun insteme di perimetro localmente finito ed
inoltre L & un insieme contenuto in A, n A,, allora:

(1.16) 9 Ean 0, L)=>0En C,, L)

DIMOSTRAZIONE. — Ricordando la (3.4) di [11] abbiamo:

(1.17) 9 (B o (/‘Q,L):inf.gle(p(x, B)|; B¢ R,
L
P(B)<+oo,B—L:(En0e)~.L§;

(1.18) ﬂ(En0,,L)=inf.§f|D(p(x,B’)|;B’cR",
L

P(B’)<—|—oo,B’——L_—:(En0T)—L§.

Tra gli insiemi B che intervengono nella (1.17) e gli insiemi B’ che
intervengono nella (1.18) si pud porre una corrispondenza biunivoca data
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dalle relazioni :

(1.19) B=(B"nCynC,)v[Ea(C,—C,)]
(1.20) B'=(Bn0,n0,)v[En (0, — 0

Essendo per ipotesi L c¢(A,n A,), per il Teorema III, tenendo conto
delle (1.19), (1.20) segue:

(L.21) fID(p @, B’)l=f|D¢ (@ B)|.
L L

Da questa e dalle (1.17), (1.18), per la (3.4) di [11], segue la tesi. ec.v.d.

DEFINIZIONE III. — Sia F un insieme di perimetro finito, ¢ un nu-
mero positivo ed inoltre sia L un insieme chiuso e limitato contenuto in
A, ; porremo per definizione :

(1.22) 9 (En C,, L) =98, L)

Questa definizione & giustificata dal teorema precedente il quale ci as-
gicura che, sotto l’ipotesi L c4,, il primo termine della (1.22) & indipen-
dente da p.

Per L chiuso e limitato ed F di perimetro localmente finito, si esten-
de subito la definizione della funzione v ponendo (cfr. (3.5) di [11]), per
Ay,> L;

(1.23) (B L=v[EnC,, L=

=le(p(x,E))—ﬁ(E,L).
L

La maggior parte dei teoremi relativi agli insiemi di perimetro finito
gi estendono a quelli di perimetro localmente finito; quando non presenta
difficolta, tale estensione verra nel seguito sottintesa.

DEFINIZIONE IV. — Se F & un insieme di perimetro localmente finito
e per ogni o risulta vy (E, 0,) =0 allora diremo che E ha frontiera orien-
tata di misura localmente minima.

DEFINIZIONE V. — Data una successione di insiemi {#,} diremo che
essa converge localmente in media verso l’insieme L se per ogni ¢ > 0 ri-
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sulta verificata la relazione :

(1.24) lim £ (B n Q)= Ln C,
h — oo
ossia :
(1.25) lim mis [(Eh' n Oe) — (Lo Cg)] =0
h -» 0o
(1.26) lim mis (L~ C,) — (B 0 ()] = 0.
h — oo

Piu brevemente diremo talvolta che la successione {Eh} converge .,
verso L e scriveremo in luogo della (1.24) o delle (1.25), (1.26):

(1.27) lim Ly, (By) = L.
h — o0
TEOREMA VI. — Sia (B}, una successione di insiemi di perimetro lo-

calmente finito e si abbia inoltre
' (1.28) Y (Eh y Ch) = 0.

E possibile allora estrarre una successione {Hj) subordinata alla successione
{Eh} che sia localmente convergemte in media.

DIMOSTRAZIONE. — Fissato ad arbitrio un ¢ >0, per h abbastanza
grande si ha:

(1.29) 4y > C,.
Per le (1.28) e per le (3.5) di [11] si ha:
(1.30) Yy (Eh y Ah) = 0.

Ne segue, per il Teorema XIT di [11]:

. Ny, n—1
(1.31) ] | Do, By) | = "0
Co
e quindi per il Lemma I, n® 6 di [11]:
3n w, "1

(1.32) P(EnC)< 5
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Dal Teorema IV di [11] si deduce che dalla successione {Hjn O,} si
pud estrarre una successione subordinata :

(1.33) (B n Ol

che converga in media.
In particolare, per o =1, dalla successione {H,} pud estrarsi una suc-

cessione subordinata {H;;} tale che:
(1.34) {Binn Cija

converga in media.
Similmente, per o =2, dalla successione {H;} puo estrarsi una suc-
cessione subordinata {H,.), tale che:

(1.35) {Ban o Co}n

converga in media. Cosl continuando, possiamo costruire infinite successioni :
(1.36) (Bwlny {Bonln s ooy (Binln s e

ognuna subordinata alla precedente, tale che :

(1.37) {Ern 0 Oln

converga in media.
Si consideri allora la successione {Hy}, definita dalla :

(1.38) By = B

qualunque sia k. Per ogni intero k, la successione {H)}, & subordinata (a
meno di un numero finito di termini) alla successione {Eils, e quindi la
successione {Hj n Ci}p converge in media.

Fissato allora in modo arbitrario ¢ >0 esistera un intero ¥ > o e
quindi, convergendo in media {Hy n Ci}, convergera pure {Ej n C,});, ed il
teorema & dimostrato. c.v.d.

TEOREMA VII. — Sia = > 0 e supponiamo che per ogni h si abbia :
(1.39) v (B, C)= 0.

Supponiamo pure che By converga L. ad L. Possiamo allora estrarre dalla
successione (Hy) una subordinata (Eyp| tale che risulti per quasi tutti i numeri
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positivi t<t:

(1.40) tin [ g B)— g, D) | Al =0
& Ct

(1.41) Tim (B, 0) = (T, 0) =0

(1.42) Jim [ 1Dy, B | = [ 1Dy, D]
Ct C

La dimostrazione & perfettamente analoga a quella del Teorema XV di[11].

TeEOREMA VIII. — Nelle ipotesi del Teorema VII, se per ogni h Dovi-

Py

gine & un punto singolare per la frontiera orientata di Hy, cioé se:

(1.43) 0€F By — F*By; N h,
allora :
(1.44) 0€F L — F*L.

La dimostrazione & perfettamente analoga a quella del Teorema X VI di [11].

2. Sia » una rotazione intorno all’origine di R”, cioé una trasforma-
zione lineare che al generico punto = (»,,..,x,) faccia corrispondere il
punto ¥y = (y,, ... , ¥n) di coordinate :

n

(2.1) Y= 2 Ok T
k=1

con le condizioni :

(2.2) det-w=1

(2.3) 2 wp 0 = Onk

=1

dove 0y € il simbolo di Kronecker.
Posto, per ogni F ¢ R™:

(2.4) wl = {wx;x€ B}
§i verificano immediatamente le relazioni :

7. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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(2.5) P(wH)=P(E)

(2.6) Q (wH, wL) = Q (P, L)

(2.7) & (wH, L) =9 (B, L)

(2.8) v (wH, L) = vy (B, L)

(2.9) fl)(p (¢, wB) :fl)(p (@, 1)

oB B

(2.10 [12v@,0m)1 = [ 1 D05
B B

(2.11) o F*B = F*ol

(2.12) 0P B = SFowB.

TEOREMA IX. — Sia A un aperto di R™ contenente Uorigine, E un in-

sieme di perimetro localmente finito e supponiamo che Porigine sia punto di
accumulazione per :

(2.13) Fell — F*B.
Inoltre, per ogni compatto K ¢ A sia:
(2.14) y (H, K)=0.

Esistono allora una successione o di numeri positivi ed una successione wy
di rotazioni, tali che:

(2.15) lim o = -+ oo

h— oo
(2.16) (0,0, 000, 0, 1) €[ (n 8, B) — F*an, H]
(2.17) v (wnd, B, 0) =0,

qualunque sia h.

DIMOSTRAZIONE. — Per lipotesi (2.14) si trovera un numero positivo
7 tale che:

(2.18) v (E, 0,)=0.
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Essendo lorigine punto di accumulazione di B — F*H, per ogni intero h
possiamo trovare un punto &, tale che:

(2.19) 0< L&l <X,

T h
(2.20) EnET, B — F*A.
Si ponga:

1

2.21 — :
( ) Qh |§h| ’
avremo ovviamente :
(2.22) lonén| =1
e per le (5.16), (5.17) di [11]:
(2.23) onén€ CJ(SQh H — 7*69’1 E.

Fissiamo ora per ogni h una rotazione wj; tale che:
(2.24) y On &y == (0, 0, vee y 0, 1);
allora avremo, per le (2.11), (2.12):

(2.25) 0,0, 0, 1) € Fooy &, B — F* o8, B

e quindi la (2.16).
Dalla (2.18), per la (2.8) e per la (5.13) di [11] segue:

(2.26) Y (op, 69h B, O“’h) =0

e quindi, essendo :

(2.27) 10, > h

per la (3.5) di [11] vale la (2.17). c.v.d.
TEOREMA X. — Dalla successione { wy 8,, B} considerata mel teorema

precedente pud estrarsi una successione subordinata convergente Lo, verso un
insieme L tale che L werifichi le seguenti condizionsi :

(2.28) 0, 0,...,0,1) € A L — F* L
(2.29) (L, Cp) = 0; Yeo>0.
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Inoltre L é equivalente ad un cono di vertice mell’origine, cioé :
(2.30) mis (6, L — L) = 0; Mo>0.

DIMOSTRAZIONE. — Per il teorema VI sara possibile estrarre dalla
successione { ws 6% E |, una successione subordinata convergente .2, verso

un insieme L. Allora, dal Teorema VII e VIII cui ci si pud ricondurre con
una semplice traslazione, e dalle (2.16), (2.17) seguono la (2.29) e la (2.28).
Per la (1.42) si ha poi, ricordando le (5.15) di [11] e la (2.10):

z2—>0

(2.31) j | Dp (x, I) | = lim 5=+ f | Do (2, B) |
Ct CZ

per quasi ogni ¢ e quindi, per il Teorema X di [11] si ha per quasi tuttii
valori di g, r:

(2.32) f ‘ (p(L @, L) — g (x, L) I aH, ; = 0.
0
FC

Cio equivale a dire che I & equivalente ad un cono con il vertice
nell’origine. c.v.d.

TEOREMA XI. — Dato un insieme L di perimetro localmente finito veri-
Jicante le condizioni (2.28), (2.29), (2.30) ed una successione di numeri positivi
{ onln tale che o —> -+ oo, possiamo estrarre dalla successione :

(2.33) {8, 70.0,.., - L}

una successione subordinata convergente localmente in media verso un cilindro
M avente generatrici parallele all’asse delle x,, con le condizioni :

(2.34) 0€EAM —F*M
(2.35) v (M, C,) = 0, ¥ e
DIMOSTRAZIONE. — Posto:

(2.36) Ly, = 8, 7,0, ..., 0, —1) Ly

le condizioni (2.28) per le (5.8), (5.9) e per le (5.16), (5.17) di [11] si tradu-
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cono nella:

(2.37) (0, 0, ..., 0)€ F Ly — F* Ly,
mentre dalla (2.29) segue per la (3.5) di [11]:

(2.38) WL, )= 0

per ogni compatto K e quindi per le (5.5), (5.13) di [11]:
(2.39) w(Ly, £)y=0

per ogni h e per ogni compatto K.

Per le (2.36), (2.39) e per il Teorema VI, si pud estrarre una succes-
sione { L} }; subordinata alla (2.33) convegente localmente in media verso
un insieme M ; sard:

(2.40) Li= {8,176, .. .0,y L'l
con ¢
(2.41) lim g, = + oo.

h — oo

Essendo per ipotesi L un cono di vertice nell’origine, per ogni o >> 0
vale quasi ovunque la

(2.42) @ (ax, L) = ¢ (z, L).

Posto :

(2.43) n=0,0,..,0,1)

avremo :

(2.44) ? Lo (ar — ) 8,1 5, LI = ¢ le, (@ —m), 8,1 7, L.

Se ora poniamo :

(2.45) oh(@ —ny) =&
avremo :
(2.46) oh (e — ) = af + on (2 — 1) 7.

Sostituendo nella (2.44) si ottiene:

(2.47) @ (@& + o (« — 1) )y Li] = @ (§, L)
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Essendo o un numero positivo arbitrario, fissato §>> 0 si ponga:

(2.48) orle—1)=f

cio® :

(2.49) o = ﬁ +1.
On

Sostituendo questo valore nella (2.47) si ha:

(2.50) q)( ( b4 1) £ ﬁnJ : L;,) = ¢ (& L.

o
Passando al limite nella (2.50) per A—> oc si ha:
(2.51) P [+ fn), M] = @ (& M)

e questo prova che M é equivalente ad un cilindro con le generatrici pa-
rallele all’asse delle z, .

Per provare le (2.34), (2.35) basta tenere presente le (2.37), (2.38) e ri-
cordare i teoremi VII ed VIII. c.v.d.
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