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SUL PROBLEMA DI DIRICHLET PER LE EQUAZIONI
LINEARI ELLITTIOCHE (*

di G. GEYMONAT (a Pavia)

INTRODUZIONE

L noto che il problema di DIRICHLET non oinogeneo per una equazione
lineare alle derivate parziali di tipo ellittico di ordine 2m assegnata in un
aperto (2 dello spazio euclideo R”, limitato e sufficientemente regolare

Au=f in Q

() & u .
5 =¢j sul,j=0,..,m—1 (y normale alla
or frontiera I" di Q)

¢ stato ampiamente studiato da vari autori in questi ultimi anni.

Il presente lavoro porta un contributo allo studio del problema (I) ne-
gli spazi del tipo di SoBoLEv W2 (), p reale>1, s reale, 0 <s <m. Esso
si collega quindi con tutte le ricerche che si sono interessate di soluzioni
di tipo «non variazionale » del problema, ed in particolare con i recenti lavori
di Lrons-MaGeNEs [13], |14], [15], [16], [17], [18], (v. bibliografia finale). Il
lavoro ha avuto origine dalla tesi di laurea da me discussa col prof. E.
MAGENEs nel luglio 1961 presso Universitd di Pavia; in essa mi ero pro-
posto di riprendere e di estendere al caso p>1 qualunque, ed s =0,
1,..,m — 1 il procedimento utilizzato da MAGENEs in [17], per il caso
p=2ed s =m — 1, ed in una conferenza tenuta a Nancy e a Strasburgo
nell’aprile 1960 (non pubblicata), per il caso - p = 2,8 =0,1,...,m — 1.
Ma i successivi e recenti lavori di Lions-MAGENEs, [13|, [14], {15], [16], mi
hanno suggerito di considerare e di studiare il problema (I) anche dal

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di ricerca n. 12 del Comitato
per la Matematica del C. N. R. per I'anno accademico 1961-62,
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nuovo punto di vista introdotto da tali autori. In questo lavoro espongo
appunto i risultati ottenuti con entrambi i metodi; a tale scopo il lavoro
o articolato in due parti.

Nella parte I, in opportune ipotesi di unicitd per p reale e > 1, per
ogni 8 reale, 0 <s<m, tale che s |-1/p sia non intero, assegnato f in
K;7™?(Q) (spazio di distribuzioni su £ per la cui definizione v. n. 3.2) ed
i dati @; in Wm—s—-Upr(I"), j=0,1,..,m — 1, si dimostra (v. teor. 4.1)
che esiste una ed una sola u € Wm—%7(Q) che risolve il problema (I); inol-
tre tale soluzione dipende con continuitd da f e ;. Il problema & anzitutto
ricondotto al caso omogeneo (p; =0,j =20, 1, ..., m — 1) mediante la funzio-
ne ausiliaria v che si ottiene risolvendo con un teorema di LioNs-MAGENES
preliminarmente il problema

Av=0 in Q
(I o

= ? su I,j=0,..,m—1

I1 caso omogeneo viene poi studiato partendo da un risultato gia noto
(AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG (3], BROWDER [5], [6], LioNs-MAGENESs [14], {16])
nelle clagsi Wm—r? (Q) (con r reale, 0 <r <m, e sufficientemente regolare)
ed applicando un procedimento di traspozione la cui idea & stata introdotta
nei problemi ai limiti da VisHIK-SoBOLEV [27], ma che viene qui utilizzata
nella forma di Lions-MAGENEs (v. ad es. [18]), in modo da ottenere in defi-
nitiva un risultato per il problema (I) in classi pitt ampie e nelle quali sia

ancora possibile distinguere l’equazione Aw = f in Q dalle condizioni al
J

contorno 86—“ =@j,j=0,..,m —1, dando ad esse un preciso significato
€]

mediante opportuni teoremi di tracce. Il risultato cosl ottenuto si differen-
zia da quelli di Lions-MAGENEs [14], [16] sopratutto per la maggior genera-
lita lasciata al dato f.

Nella parte II ho invece esposto i risultati ottenuti originariamente
nella mia tesi di laurea. I1 problema & ricondotto anche ora al caso omo-
geneo mediante la costruzione di una opportuna funzione ausiliaria v che

a1 fe e 000 .
verifichi le condizioni ai limiti W=(pj,] =0,..,m —1, ma non neces-

sariamente la Av = 0. La costruzione di tale v & ora fatta direttamente uti-
lizzando e adottando opportunamente i procedimenti di teoria del potenziale
di AgMmon [1] e di MiraNDA [21], gid usati anche da MAGENEs in [17]. 11
risultato ottenuto pur riferendosi al solo caso n = 2, si differenzia da quelli
della parte I e sembra interessante perché riguarda proprio il caso, in cui
8 4+ 1/p & intero, che & in un certo senso eccezionale e per il quale con i me-
todi della parte I si possono ottenere solo risultati approssimati (v. teor. 4.2).
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Rimandando al n. 6.4 per un confronto dei risultati mi sembra tuttavia
di dover segnalare che utilizzando i risultati di entrambe le parti si ottiene
in particolare un teorema (teor. 6.3) che generalizza o precisa precedenti
risultati di CimmiNO [7], MAGENES [17], Lions-MAGENES [16] ed altri antori;
in tale teorema rientra ad esempio il classico problema di Dirichlet

du = 0 in Q
U = @, su I’

con @, assegnata su I” ed ivi di potenza p-esima sommabile,

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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ParRTE I

n. 1. Preliminari

1.1 Indichiamo con £ un insieme aperto e limitato, di classe (2m+1 (%)
di frontiera I, dello spazio euclideo reale R"(n>2) delle &= (v, ,...,x,).

Introduciamo poi, seguendo il n. 3 di [13], una famiglia {£,} di aperti
di classe ¢+l di frontiera I, dipendente dal parametro 7,0 <7r<7,<1
ed avente 2 come limite per v — 0. In modo preciso si facciano le seguenti :

Ipotesi 1.1 i) {2}, 0<7<7,<1,¢una famiglia di aperti di classe C2m+,
che invade Q per v—0;

ii) detta I, la frontiera di Q, esiste una famiglia di aperti (O} <<,
in R" tali che I’cﬁ @i,I’,cllj 0,;
i=1 i=1

iii) per ogni ©;,i=1,...,u esiste un omeomorfismo g; di O; su

(_J =[—1,+ 1),
(E=1(t;y.n,t,) & il punto generico di @), tale che:

(1.1) ¢g:('N @) = Qnit, =0}

(1.2) (N O)=@Qnft, = —1);

1V) g; € 2m - 1 volte differenziabile con continuita, cioé le componenti
di ¢; hanno devivate di ordine 2m -+ 1 continue in O, , ed ¢ ivi a jacobiano = 0;

V) s¢e O;n O; = F,ij, esiste un omeomorfismo Jij, 2m 4 1 volte dif-
ferenziabile con continuitda ¢ a jacobiano >0, di ¢;(0;n 6;) su g; (O;N O)) in
modo che

(1.3) 9j (#) = J3j (¢: () V 2€6;n 6;.

Siano g; (@), gi2 (), ... gin (@) 1@ componenti di g; (x), i = 1, ..., u. Mediante
il sistema {0, ¢i};<i<, visulta anche definito un omeomorfismo 0, di I su
I’ ponendo

(1.4) 0, @) = g7 (0, @) ey g, (@), 0), Maelno,.

T

(*) Viene qui seguita una nomenclatura abituale (v. ad es. MIRANDA [20]); 2 & dun-
que tale che I" ® una varietd (m — 1)-dimensionale 2m 4 1 volte differenziabile con conti-
nuitd ed £ sta da una stessa parte di I.
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In virta delle ipotesi 1.1 si ha:

Pror. 1.1 0, ¢ Vinverso 07 sono omeomorfismi rispettivamente di I, su
I'e @i I' su I, , 2m - 1 volte differenziabili con eontinuita, le loro derivate
di ordine < 2m - 1 essendo limitate da costanti indipendenti da .

1.2. Nel presente lavoro utilizzeremo alcuni noti spazi di distribuzioni
che vengono abitualmente indicati con W2 (R"), W?(Q) e W2 (I') (?);
rinviamo per le definizioni precise e per ogni altro riferimento (anche biblio-
grafico) a LioNs-MAGENEs [14], cap. I (si veda anche, specie per la biblio-
grafia dei lavori sovietici sull’argomento, il rapporto di NikoLskiy [23]). Si
osservi che nel cap. I di [14], £ & un aperto limitato di classe 0 mentre
qui & solo di classe (?»*1; tuttavia, poich® qui si considerano sempre spa-
zi di distribuzioni su I" di ordine finito < 2m, le considerazioni svolte nel
cap. I di[14], che verranno qui utilizzate, si trasportano in modo immediato.

Per comodita del lettore, limitiamoci ad alcuni brevi richiami, iniziando
con alecuni spazi di interpolazione introdotti da Lions [11], [12]. Siano X, ed
X, due spazi di BaAnacH con X c X, 'iniezione di X, in X, essendo continua ;

1
siano « e p reali, p > |,0~<7 + «a < 1; si indica con W (p,a; Xy, X,) lo
spazio (delle classij delle funzioni ¢ — f () tali che ¢ f(f)€ L? (0, co ; X,),

d
t“-lELP (0, 00; X,) (si ricordi che se B & uno spazio di BaNAcH, si suole
dt
indicare con L (a,b; E). lo spazio delle classi di funzioni di potenza p-esima
sommabile in ]a, b[ a valori in E).
Introdotta la norma '

oo (o)

1/,
(1.5) ”f”W(p‘,a;Xo,,XI) = max {( /tap /@) ”)1;0 dt) 1", ([tap
: 0

0

af
dt

|p )l/pg
dt
X,

W (p,o; X,,X,) diviene uno spazio di BANACH e per ogni elemento / si
puo definire la «traccia » f(0)€ X, .
St indiew con T (p,o; X,,X,) lo spazio (detto spazio di tracce) delle u

(®) Tali spazi vengono anche indicati a volte con le notazioni

W;, H*P (H® se p = 2), Hs,Lp, L;,P"*s,
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tali che w = f(0) per almeno un f€ W (p, «; X;, X,;); normalizzato ponendo
(1.6) 2 s = TR g, 0
f0)=u
esso diviene uno spazio di BanacH, dotato della seguente proprieta :

TeorEMA 1.1 Se Y,, Y, é una seconda coppia di spazi di Banach con
Yo Y, (Piniezione continua) e se n€L2(X,; Yy) e a€L(X, ; ¥,) con ”””.,L’(X.-Y.) <

<e (i =0,1), allora w€ L(T(pya; Xy, X); T(pya; Yo, Y, ) e la norma
di 7 in quest’ultimo spazio é maggiorata da ¢}—0 ¢¢, 0 = 7 +a€]0,1].
Indicata con k¥ = (k,, ..., k,) una qualunque n-pla di numeri interi >0

[l
sipone | &k | =K, + Iy + oo + Ky, Drum= — " DO) y = u; ()

w1 ... 6905" ’
¢ lo spazio delle classi di funzioni a valori complessi di potenza p-esima
sommabile munito della norma abituale.

T noto che per s intero >0 e p reale > 1 si chiama spazio di SOBOLEV
W2 (2) lo spazio delle classi di funzioni a valori complessi u, definite, in
Q tali che D*ue L? (), | k| <s, le derivazioni essendo intese nel senso
delle distribuzioni su £, normato ponendo

1.7 —_— DF P 1p ,
1) 1l gy = [, N DR w2, 5

Wor ()= L? (£2); tale definizione pud essere generalizzata al caso di s

reale positivo utilizzando gli spazi di tracce; precisamente si definird per
0<s<1:

Wsp (Q)= T (p,o; WLP (), WP (£)) % F+oa=1—s.

Wsr (), 0 <s <1, pud anche essere introdotto in un altro modo; si ha
infatti il seguente

TeOR. 1.2. War (Q), 0 < s < 1, coincide (¥) con lo spazio delle w € L? (Q)

talt che
w (@) — wu(y)|?
[[Hrspt et e,
Q Q

(3) L(E; F) indioa lo spazio delle applicazioni lineari e continue di £ in F.

Nel corso del lavoro indicheremo con ¢, eventualmente munito di indiei, costanti fra
loro anche diverse.

(%) La coincidenza tra due spazi di BaNacH E ed F andra qui e nel seguito intesa
nel senso che esiste un isomorfismo algebrico e topologico tra E ed F.
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normalizzato da

— A1
|| 2 || Q= (f[ w [P dw —|-ff [ w (x) y’ltni‘/p'“ dx dy)].p

Si definisce poi lo spazio WP (Q2) con s wreale positive qualunque,
s = [s] + o, [s] pid grande intero < s, come lo spazio delle ue W2 (Q) tali
che Dtu € Wo?(Q) per | k| = [s], normato da

1/p
(1.8) 10 ey = (1l 0, + 2 | P Epae)

Si indica infine con W? (L), s > 0, la chiusura in W## (Q) di D (2) (spazio
delle funzioni indefinitamente differenziabili a supporto compatto in £); si
tratta di uno spazio normale di distribuzioni (5) su £ il cui duale (W #(92)),
(5 Y¢) & ancora uno spazio di distribuzioni su £. Si pone allora la definizione :
per s reale negativo

‘ \ 1 1
. 8P (Q) = —50" (Q)) — 4 —==1
(1.9) Wee (Q) = (W= (2)) p~|—p,

Per Ws&P (R") si possono porre le stesse definizioni e si hanno gli stessi
risultati che per W2 (9); l'unica differenza sta nel fatto che WS? (R") =
= W2 (R"), s > 0, poiché D (R") & deuso in W?? (R"), v. Prop. 1.2 di [14];
si hanno infine i seguenti risultati (v. Prop. 2.3, 2.4, 2.5 di [14]):

Pror. 1.2 W2 (Q), s > 0, coincide con UVinsieme delle restrizioni a 2
delle u € Ws? (R»),

Pror. 1.3. €™ (Q)(%) é denso in Wo» (2), 0 <s < 2m.
ProP. 1.4. Per s intero > 0 si ha

T(pya; Wetio (Q), Wor (Q) = WeHi-or (Q)

' 1
1<p<—j—oo,0<:9<1,?—|—oc=9.

(%) Uno spazio E di distribuzioni su Q si dice normale se: 1) 9(2) CE C 9 (2);
2) le iniezioni di £ in 9'(Q) e di 2(Q2) in E sono continue; 3) P (2) & denso in E.

(5 bis) Se E & uno spazio di Banach con E’ si indica il suo duale forte. Se p @ un
numero reale > 1, si indicherd sempre con p’ il suo coniugato: 1/p 4 1/p'=1.

_ Q)] crm (Sj) ® lo spazio delle funzioni 2m volte differenziabili con continuitd in
=QUuUlTr.
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Gli spazi W?(I'), — 2m < s < 2m, vengono definiti riportandoli agli
spazi WP (R*1) mediante « carte locali»: v. n. 2.5 di [14]; si hanno un teo-
rema analogo al teorema 1.2, e le seguenti proprietd, v. Prop. 2.8, 2.11
di [14]:

Prop. 1.5. C¥*(I") (") é denso in W32 (I"), s reale, — 2m < 8 < 2m.
PRrRoP. 1.6. Per s intero, —2m <8 <2m — 1 8 ha:

T(py a; Wt (), W2 () = WeH=o2(T )

1
1<p<—|—-oo,0<9<1,—p——|—ac=9.

Si ricordi infine il seguente teorema di tracce, ottenuto nella sua forma
. generale da UspPENskII [28] ed in casi particolari precedentemente da diversi
altri autori: AnoivSZAJN, Propl, GAGLIARDO, ecc. (per la bibliografia
vedasi ad es. il n. 5.1 di [14] e [23])

TEOR. 1.3. Hssendo s < 2m, sia p = 2 ed s > 1/2, ovvero p & 2,p > 1,

§>1/p ed s — 1/p non intero ; allora, per j = 0, 1,..., [8 — 1/p]~ (pi% grande

1

intero > 0 e strettamente inferiore ad s — 1/p), Vapplicazione uw— y;ju =%%.

. 14

(v nmormale interna a I'; yyu=1wu) di C™(Q) su O () si prolunga

per continuita in una applicazione lineare e continua ancora indicata
w—>p; w di Wer(Q) su We—i=lrr(I),

1.3. Riprendendo la trattazione di n. 1.1, in modo analogo a quanto vi-
sto per £ e per I, si introducono gli spazi O*™(I';), W2 (Q,), W*» (I}), s
reale, — 2m < § < 2m. .

Prop. 1.7. Per ¢ € 0¥ (I,) si definisca 0F ¢ mediante la
(1.10) 0! v (@) = @ (67 (@);

allora 6% @ ¢ in C2™(I') e Vapplicazione ¢ —> 0% @ si prolunga per continuita
in una applicazione lineare e continua w — 07 w di W*» (I5) in Wo2 (I'), per
ognt 8 reale con — 2m < 8 < 2m,

() C*™(I'y & 1o spazio delle funzioni 2m volte differenziabili con continuitd su I'.
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Analogamente per w € O™ (I') si definisca (0F)~1 w€ C¥™ (I',) mediante la

(1.11) (67)71 v (@) = v (6, (@) ;

Vapplicazione w — (0¥)~1y si prolunga per continuitd in una applicazione
lineare e continua v — (0%)~1u di W2 (') in W22 (I3), per ogni s reale con
— 2m < s < 2m. Inolire 0% & un isomorfismo il cui inverso & (6F)~' e si ha
infine '

*

(1.12) I 62 “.,L(W"’P(I',); weR(ry) S 2
*\—1
(1.13) WO e rrnry; wroery) S %
¢, € ¢y essendo costanti indipendenti da .
Dim. — Per s intero >0, con 0 < s < 2m, dalle ipotesi 1.1, dalla prop.

1.1., e dalla definizione di norma in Wer (I') ed in W#?([;) segue facil-
mente

(1.14) ” 63 P ”W’vp(l") < Ca H @ ” W’:P(I'r) V(p € g (F't)’

¢, essendo indipendente da z. Per la prop. 1.5, apﬁlicata a I, la (1.14) si
ottiene per prolungamento anche per ogni u € W#? (I7), cioe

o7 € L(Wee (I3); Wee (D)

e la norma di 07 in questo spazio & maggiorata da ¢, (indipendente da ).
Analogamente si pud procedere per (8¥)~! e si vede che il prolungamento
di (%)~ & linverso del prolungamento di 6.

Per u € 0¥ (I7), we€ C*(I') si ha poi

(1.15)  <6Fu, )= [Gfu (@) y (2) doy = fu (@) (67)! y () J (x) dog
r P :

dove J (x), essendo 2 di classe C?™+1, & una opportuna funzione € C?™([",)
e == 0 su tutto I,; e quindi si ha anche

(1.16) ' (0F u, w) = ju (v) @ (2) doy
Fl
dove
P @) =6 v (@) I @) Mael,

e quindi ¢ € 02 (I7).
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Di qui per la prop. 1.5, & lecito definire 67 u per w € W#?(I’) con s
intero, — 2m < s < 0, mediante la

<9¥u,w>=(u,J(w)(02‘)—1w> )vlwg(ﬂm(_p)

e si ha che 6% & lineare e continua da W»(I7) in W2 (I").
Analogamente si pud procedere per (0¥)~1 e si vede che il prolungamento

di (6¥)~! & Yinverso del prolungamento di 67. Per dimostrare la proposi-

zione nel caso di s reale & poi sufficiente applicare il teor. 1.1 e la prop. 1.6.

Sia ora u € W2 (), s reale con 0 <s<2m; allora & anche u, o piu
precisamente la restrizione di u ad £,, in W#?(£,) e quindi sotto le ipotesi
del teorema di tracce, teor. 1.3, si possono considerare le tracce su I7:

Ji
(1.17) Vit = g—:—j (v. normale interna a I7)

elementi di We——1pr(I%), j = 0,1,..,[s — 1/p]~.
In virth della prop. 1.7, 0¥(y;.w) & un elemento di W*—i—lr»(I"); per
comodita si scrivera

(1.18) ;’},t w = 9: (yj,t u)
(1'19) Ve U = { Yo,z Uy ooy V[s—1/p]—c W }

Si ha allora la seguente proposizione :

Prop. 1.8. Nelle ipotesi fatte su £2 e su £, nel n. 1.1, essendo s < 2m,
sia p=2ed 8§ >1/2, ovvero p £ 2, p>1, s >1/p ed s — 1/p non intero ;
allora si ha :

(1.20) lif(l) | 7je 0 — yju ”Wﬂ—f—llpm(p) =0, J=0,u,[s—1/p]".

La dimostrazione & sostanzialmente nota nel caso di s intero e discende fa-
cilmente dalla stessa dimostrazione del teor. 1.3 ; per s reale si puo otte-
nere ad es. utilizzando i teoremi di interpolazione citati nel n. 1.2 e il teor.
9.1 di [13] (si osservi che questo teorema si estende immediatamente al caso
che qui interessa di p > 1).

Ricordiamo infine la seguente
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Pror. 1.9. Sia p reale > 1, s reale > 1/p e tale che s — 1/p non sia in-
tevo; sia [s — 1/p]— il massimo intero > 0 strettamente inferiore ad s — 1/p.
Indicato con W57 (L) il sottospazio delle w di W2 (Q) tali che yyu =0, ...,
Vis—1p)—% = 0, si ha:

W e (Q) = War (Q).

Tale proposizione, precedentemente nota per s intero > 0, & stata dimostrata
da LioNs-MAGENES (v. Prop. 5.1 di [16]) nel caso generale.

n. 2. Ipotesi e risultati preliminari sul problema di Dirichlet non omo-
geneo per gli operatori linéari ellittici.

2.1. Sia Q il dominio di frontiera I" introdotto nel n. 1.1, Sia dato
un operatore differenziale lineare d’ordine 2m, che verra scritto nella forma

(2.1) Au=_3 (—1)H D* (ap, (x) D*u(a))
R

i cui coefficienti ay, (¥) sono funzioni a valori complessi assegnate in Q tali
che

axn (%) € Cmex{IBLIFI} (Q)
(2.2)

g (%) € Cm+1(Q) se |h|=|k|=m.
Sia A ellittico in Q, ciod per ogni x € Q e ogni vettore reale & == 0 sia

(2.3) 2 apg (%) E6tP 405
|| —m

se n =2, sia A propriamente ellittico in Q, cioé per ogni x€Q e ogni
coppia di vettori reali & e &’ linearmente indipendenti il polinomio nella
variabile complessa t:

(2.4) "2 apy (%) (& 4 T&)eth
k=l —m

abbia esattamente m radici con parte immaginaria positiva ed m con parte
immaginaria negativa.
Siano poi

(2.5) au,v)= 2 axy, () D" w D¥v do
IklylhISmQ
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la forma sesquilineare associata ed A4 ;

(2.6) A*v= 3 (= 1)l D¥ (ay (x) D* v)
|kl |h|<m

Poperatore aggiunto formale di 4;

(2.6) a* (u, v) = a (v, w)
la forma sesquilineare associata ad A*.

2.2. Posto d’ora in avanti

(2.8) (u, v) = /u vde
@

si hanno per u, v€ ¢ 2" (2) le seguenti formule di Green (v. ad es. [13],
(4], [24]) :

m—1 —
(2.9) (Auyv) =a (u,v) + Sju yjv do
=0
m—1 -
(2.10) (4 n 0 = ) +5 (2075040
i=0
m—1 —_ m—1 (____
(2.11) (Au, v) — (v, A*v) = X ij wypdo — X /Tj v yjudo

Jj=0 J=0 .
r r

dove do indica Pelemento d’area su I" ed §; e T; sono opportuni operatori
differenziali di ordine 2m — j — 1 tali che i sistemi

(70 sy V19 ey Ym—1) Sm—l LA ] ’SO} e {70 y V19 e Ym—1) Tm—l [ AL ] To}

sono sistemi normali e di Dirichlet nel senso di [4], pilt precisamente :

2m—j
(2.12) 8= yam-jmr 2 8y
. 2m—j k
(2.13) Tj = bj yam—j—1 +k2; T5 vom—j—r

dove b; ed 1/b; sono in o™ ), T,-k ed Sjk essendo opportuni operatori
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tangenziali a I' (nel senso ad es. di [10]) di ordine <k — 1 a coefficienti
almeno in CJ/+1(I").

Se si considerano due funzioni » e v derivabili con continuitd 2m volte
in Q_,, allora si possono ripetere le stesse considerazioni ottenendo fra
I’altro le formule:

(2.14) a; (w,v)= 3 azn () D u D di
Vel i

ak (u, v) = a, (u, v)
— m—1 -
(2.15) fA* vude=af(v,u) + 2= | Tj, vyj, udo
‘Qr j=0 T
“dove gli operatori differenziati 7, hanno proprietd analoghe a quelle degli
operatori T, piu precisamente :

2m—j

J
(2.16) Tj= bje Yam—ijmre + 3 T Vomejits
E—2

dove b;. ed 1/b;, sono in CW"'I(F,), i Tj’f, essendo operatori differenziali
tangenziali a I, di ordine <k — 1, a coefficienti almeno in C/+1([7); i coef-
ficienti di T, riportati su I'mediante la prop. 1.7 dipendono inoltre da =
con continuitd in CJ/+YI") e risulta bj, = b;.

2. 3. Supponiamo, verificata la seguente :
Ipotesi 2.1 Il problema

Au=0, ue WP (Q)n W Q)

ammette solo la soluzione w = 0 per un fissato p > 1.
Vale allora, in virti dei risultati di AcmonN-DouGLis-NIRENBERG [3],
BROWDER [5], [6], Lions MAGENES [14], [15, Remarque 6.I], il seguente :

TEOR. 2.1. Nelle ipotesi di 2.1 su Aw e di 1.1 su 2, se Vipotesi 2.1 ¢é

vera per un p fissato > 1, allora:

a) essa € vera per ogni altro p>1;

b) & vera anche la proposizione analoga all’ipotesi 2.1, relativamente
alloperatore A* per ogni p>1;

c) per ogni p reale >1 e per ogni s reale con 0<s<m tale che
§ — 1/p sia non intero, A ed A* sono isomorfismi di WP (Q)n W2 (Q)
su W—mtsp (Q),
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Il teorema & dunque applicabile ogni volta che si abbia un teorema di
unicita per il problema di DIRICHLET in una qualunque classe W2mr(Q)e
sono note, in aggiunta alla ellitticitA propria di A, condizioni integrali ed
algebriche perché Vipotesi 2.1 sia vera per A o per loperatore A -}- 1 con
1> 0 sufficientemente grande; per es.:

19 A & W2 (Q)-ellittico, (Lions [9]), ciod:

(2.20) | a(myw) | =c| w ”2Wm,2(g)

per ogni u€ Wi (Q), ¢ indipendente da u;
20) A & fortemente ellittico (FARDING [8]), cioé:

(2.21) Re I gy (@) EHh=c | £
-

per ogni # € Q e ogni & reale == 0, con ¢ costante;
3% A ¢ semidefinito debolmente positivo (AGMON - DoUGLIS - NIRENBERG
[3]), cioe:

(2.22) Re 3 am(w)&th=0
|hl=|k|=m

per ogni z€ Q e & reale.

Nella condizione 1°) I’ipotesi 2.1 & vera per 4, nelle condizioni 2°) e 39)
per A+ 1 con 12>0 e sufficientemente grande.

Nel seguito del lavoro sara allora presa come ipotesi la seguente

Ipotesi 2.2 Q ed i coefficienti ay;, sono regolari nel senso precisato in 1.1
¢ 2.1; Uoperatore A ¢ ellittico (propriamente, se n=2) in Q; per almeno
un p fissato >1 é valida Vipotesi 2.1.

n. 3. Preliminari al teorema di esistenza e di unicita.

3.1. Si vuole ora studiare il problema di DIRICHLET per 'operatore Au
di ordine 2m, verificante 1'ipotesi 2.2:

Auv=f

(3.1) j=0,1,...,m—1

Vit = @j
Con un procedimento abituale il problema (3.1) verra riportato al caso
omogeneo

j=0,1,m,m—1

Aw =g
(3.2) i
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utilizzando all’uopo una funzione ausiliaria v costruita in modo che
ViV = Pj, J=0,..,m—1.

Qualora infatti si sapesse risolvere il problema (3.2) per g = f — Av, la fun-
zione % = v -} w risolverebbe il problema non omogeneo (3.1).

Tutto cid ¢ detto naturalmente in modo formale; per una effettiva im-
postazione e risoluzione del problema andranno in ogni caso ben precisate
le classi in cui si prendono i dati f, g, p; e quelle in cui si cercano v e le
soluzioni u e w.

Studiamo dunque dapprima il problema omogeneo. Volendo risolverlo
in ipotesi assai generali sul dato g partiremo dal teor. 2.1 ed applicheremo
ad esso un procedimento di trasposizione, che si appoggia in sostanza su
un’idea di VISHIK - SOBOLEV [27], ma che noi utilizzeremo cosi come & stato
sviluppato nei lavori di LionNs- MAGENES (si veda per una esposizione ge-
nerale il lavoro [18)).

3.2. Introduciamo innanzitutto una classe di spazi di BaANnacH (analoga
a quella introdotta nel n. 4 di [18]) nei quali verra posto il termine noto.
In modo preciso si pone la seguente

DEF. 3.1. Sia p’ reale ¢ > 1, m intero >0, s reale, 0 < s<m; 8t indica
con Km2' (Q) uno spazio di BANACH tale che

19 K™ (Q) & uno spazio normale di distribuzioni ;
29) posto VY, = WP (@) n W™ (Q) risulta

(3.3) YV, c KM (Q) € Wi (Q),

le iniezioni essendo continue.
. . ’ . !
Dalla definizione posta si ricava che K" (2) & denso in Wi"? (Q).

DEF. 3.2. Per m intero >0, s reale, 0 <8< m, p reale ¢ >1; poniamo:
Ko-me () = (K™ (Q)Y 1 L 1
o = P

K;™?(2) & uno spazio di distribuzioni su £ e per esso valgono le inclu-
sioni algebriche e topologiche :

(3.4) W—me(Q) c K772 (Q) c(Vy;

si osservi che ();)” non & uno spazio di distribuzioni su £, ma uno spazio
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di distribuzioni su R" a supporto compatto contenuto in Q (v. ad es. LioNs
(9], MAGENES - STAMPACCHIA [19], SCHECHTER [25)).

Faremo inoltre la seguente ulteriore ipotesi:

Ipotesi 3.1. ™™ (Q) ¢ denso in K, ™7 (Q).

Esempi di tali spazi verranno dati nel n. 5.

3.3. Si ha innanzitutto il seguente teorema relativo al problema omo-
geneo :

TeoOR. 3.1. Nell’ipotesi 2.2, sia p reale ¢ >1, per ognt s reale, 0=58<m,
tale che s + 1/p sia non intero, Vequazione funzionale :

(3.5) Cw, A*pd =g,y My € Y,

ammette una ed una sola soluzione we Wy 7 () per ogni fissato g € K, ™7 (Q)
e tale w dipende con continuita da g¢.

Dim. Dal teor. 2.1 ¢) si ha, poiché s —1/p’ =s — 1 -} 1/p & non intero,
che A* & un isomorfismo di OV, = W% (Q)n W (Q) su W™ (Q);
per dualitda si ha allora per la (3.4) che 1’equazione funzionale (3.5) & ben
posta ed ammette, per ogni fissato g€ K, ™% (2) una ed una sola soluzione
we€ W7 (Q) dipendente con continuitda da g; si ottiene quindi anche la
maggiorazione

(3.6) I| w HWm—s,;a(_Q) Scllyg “K;—m,p(g)

con ¢ costante indipendente da g.

Si osservi che dalla (3.5) si ottiene
Aw=y¢

nel senso delle distribuzioni su Q.

Inoltre, posto * =[m — s — 1/p]~ (massimo intero >0 strettamente
inferiore ad m — 8 — 1/p), se & anche 0<s<m — 1/p, per il teorema di
tracce 1.3 risulta

7,~w=0

in Wm—s—i=tpp (I"), j =0, ...,7*
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Per j >1r*0 per m — 1/p <s8<m le condizioni al contorno sono espresse
dalla (3.5) stessa in modo generalizzato; vedremo nei n. seglienti come Si
possa dare significato anche a tali condizioni. Ci serviremo per questo in
modo essenziale dei ragionamenti e dei risultati di LioNs-MAGENES (v. in
particolare [14], [16] e [18]).

OSSERVAZIONE. Si pud anche studiare in modo analogo il problema
« parzialmente omogeneo », individuato dall’equazione funzionale

- — m—1 — .
<’W’A*’/’>=<gaw>+. 2*"+1<97I7Tjw> My eV,
. j=r :

con g€ K, ™7 (Q), g€ W"™IUPP () G — g% f 1 L m— 1.

Si ottiene ancora che, per p reale >1, per s reale, 0 <s<m, con s -}
-+ 1/p non intero, tale eqnazione funzionale ammette una ed una sola so-
luzione w€ Wi" ™" () e tale w dipende con continuitd dai dati g e ¢;.

3.4. Supporremo ora r* <m — 1, cio® s reale >1 — 1/p =1/p’".

LemMaA 3.1. Sia p’ reale >1, s reale, 1/p' <s <m, tale che s — 1/p’ sia
non intero ; si ponga r = [m -+ s — 1/p’l— (massimo intero =0 ¢ strettamente
inferiore @ m -+ s — 1/p’). Siano assegnate f; € Witi—m+s—1/p"2" (') j = 2m —
—r—1,...,m —1; esiste allora almeno una funzione w € Wm+s2' (L) tale che

(3.7) yw = 0, j=0,.,m—1
(3.8) Tyw = p; j=2m—r—1,.,m—1
Papplicazione {Bam—r 1 4oy Pim—1] —> w essendo continua da

ni—1 . " ’, ’
I W]+1—m+8—1/1’ P (F) in Wm+8y10 (.Q)n Wom’p (.Q).

Jj=2m—r—1
Si osservi che r = 2m — r* — 2 e quindi 2m — r — 1 =+* -} 1; questo

lemma non & che il lemma 5.1 di [16].
Si considerino ora alcuni nuovi spazi funzionali :

DEr. 3.3. Sia s reale con 0<s<m, p veale >1; si indica con
NCA™P(Q) lo spazio delle we€ W™ *P(Q) tali che Aue K, ™%(Q), munito
della norma

(3.9) " u “@”‘;n—s,p Q) == ( ” u “%m—-s,p Q) + " Au H%B_m,p @ )1/}9 .
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DEF. 3.4. 8i indica con WP (Q), p reale >1, k reale, 0<k<m, lo
spazio delle we Wk (Q) ¢ tali che Au€ W =2 (2) munito della norma

(3.10) Il llapke (@) = (Il w |[fyhe gy + 1| Au [[fr—me )"

Lo spazio Q/t?f’p (92) & gia stato introdotto e ampiamente studiato da
LioNs-MAGENES in [14], [16].

Prop. 3.1 Nelle ipotesi 2.2 ¢ 3.1 per ogni p reale >1, per s reale,

1 — . — .
0<s<m, tale che s —l-—p— non sia intero, C*™ (Q) ¢ denso in N3 >P (2

Dim. Sia u € N7 (2) e sia w la soluzione del problema di DIRICHLET
data dal teor. 3.1 con g = Awu, cioe w sia tale che

(3.11) (wy, A% = {Au, p) M e Y,

dove il primo ¢, ) rappresenta la dualita fra W *?(Q) e W* ™7 (Q) ed
il secondo <, ) la dualita fra K, ™" (2) e K, (Q).
Si consideri ora, per Ilipotesi 3.1, una successione di funzioni

gn € C?™ () tale che

(3.12) Jim [ o — At g =0

si indichi poi con 7, la soluzione del problema di DIRICHLET

{ Awp, = an
(3.13)
7j Wy =0, J=0,u.,m—1;

essa, come & noto, appartiene a €2m{Q) (v. [22], [3], ... ).
Sempre per il teor. 3.1 applicato a

9= Au — gy
risulta :

(3.15) 10 — 0 | sy < " 19 = 9 llgc —mn) 5

cid significa che la successione {w,} c 0?™(£2) & convergente in W ™—s2(Q),
e per la (3.12) anche in Y ~°% (Q), alla w.
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Posto ora v = u — w, risulta
veE Wm—sp (), Av =0

e quindi v€ WL (Q); per la prop. 5.7 di LIONS MAGENES [16] C*™(Q) &
denso in W) (Q) e quindi esiste una successione {v,) c ¢ (Q) tale che
per n—> 00 v, —>v in Wn—52(Q) ed Av,,— 0 in W—mr(Q)

Quindi v, + wa€ 0 (2) e tende ad win N3 *? (Q) per n— co.

Si osservi che questo lemma & analogo al lemma 5.1 di [18].
Posto ora

(3.16) Cmﬁ'zs’p (Q) — CWZZ"‘S'P (Q) n Wom—-sy? (Q)

nelle stesse ipotesi del lemma 3.2 e con ragionamento analogo si puo di-
mostrare la seguente

PRrOP. 3.2 Nelle ipotesi 2.2 e 3.1 per ogni p reale >1, per s reale,
0<s<m, tale che s + 1/p non sia intero C*™ (Q)n W™ (Q) ¢ denso in
Nas** (2).

Dim. Sia w € Wyo™" (Q) e sia we W7 (Q), 1a soluzione del problema di
DIRIOHLET data dal teor. 3.1 con ¢ = Au; come nella prop. 3.1, si dimo-
stra allora che per Vipotesi 3.1 esiste una successione {g.) c 2™ () con-
vergente in K, "% (Q) ad Aw; tale successione individua una successione
f1,} € €™ (2)n W™ (2) convergente in N4y (Q) alla w.

Posto poi v =u — w risulta

veE W (Q), Av=0, e quindi ve Wy ¥ (Q)
ed in virtth del teor. 5.1 di |16] risulta anche
yjv=ypju in Wm—s=i-ipe(I")  j=0,..,m—1;
in particolare
yiv =10 per j=0,..,7*
e quindi
. m—1
(B16 bi8) v llgppszgy =l vlpp—szigy< € 2 1757 lypmmsmimiionry
Si considerino ora le successioni {y,;} con y,;€ C* (I') e
Yuj—> 7% in W m=s==1pe ('), j=1* 41,0, m — 13

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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e sia v, la soluzione del problema di DIRICHLET

Av, = 0
7jvn =0 =0,
Vi Vn = Yn,j j;r*—l—],...,m—l.

Per i teoremi noti,di regolarizzazione del problema di DIRICHLET (v. [22],
[3], ...) si ha che v, € 0> (Q)n W, 7 (Q) (si ricordi anche la prop. 1.9) e
d’altra parte per la (3.16 bis) applicata a v, si ha che v, — v in W;" " (Q).

Quindi v, + w, € ¢ (2)n W" ™7 (2) e tende ad u in N4,*" (2) per
n —> oo,

TEOR. 3.2. Nelle ipotesi 2.2 e 3.1, per ogni p reale e¢>1, sia s
reale 1 —1/p<s<m, tale che s+ 1/p sia mnon intero. L’applicazione
U—> {Pom—r—1 Wy oo oy ymr 0} dove v = [m + 8 — 1/p’]—, definita per ’le
w€ 0™ ()N WP (Q) si prolunga per continuits in una applicazione linea-

re e continua indicata ancora con W—> {Yom—r—1 Wy ees y Yn—y %} A8 Wgo 7 (L)
m—1

in IT W m—s—i=1ljp.p (I"),

j=2m—r—1
La dimostrazione del teorema & analoga a ‘quella di |16], teor. 5.1 (si
veda anche [18], teor. 5.1), ma viene qui riportata per comoditd del lettore.
Siano assegnate comunque ;€ Witl—mts—1p'2"([") = Wi—m+s+ilpr’ (),
j=2m —r—1,..,m—1, e sia we W' (Q)n W™ (Q) la funzione
data dal lemma 3.1. Assegnato uEC)?Z";’;W(Q) si congideri il funzionale

(3.17) Xg:(u,ﬂ)-—uw,%)

dove il primo (,) rappresenta la dualita fra Wi % (2) e W* ™7 (Q) ed il
secondo ¢,) la dualita fra K;™?(Q) e K™% (Q).

Tale funzionale non dipende da w: infatti se w, & un’altra funzione di
Wmtse (Q)n W' (2) che assegnati i f; verifica il lemma 3.1, allora x =
=w — w, &taleche yjx=0,j=0,....,m —1, Tj%x=0, j=2m —r —1,...
weym— 13 il sistema

{7’0 g ooy Ym—1y Tm—l g eeey T2m—r—-1 }

¢ un sistema normale e di DIRIOHLET di ordine » =[m 4+ s — 1/p’]~ nel
senso di ARONSZAJN - MILGRAM [4] e quindi per il lemma 2 di [4] e per la
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prop. 1.9 risulta x€ Wo " (). Si ricava allora che

(3.18) (u, A% %) —CAu, %) =0;
infatti per 5 € C?™ (Q) e €D (2) si ha
(3.19) (n, A* w) — (A, ) =0
donde per continuita poiche @ (2) & denso in W™ (Q)e ¢ (Q)n W 3 **(Q)
o denso in NG,°T (L) si ha la (3.18) e X non dipende da u« ; si seri-
vera percido d’ora in avanti Xp.

Per il lemma 3.1, w dipende con continuitd da {Bm—r—1, .. )Pfu—1], ed

il funzionale semilineare

{,82m—r—1 9 eery /377"—1 } — Xﬂ

m—1
& continuo su II Wi—m+s+lp'.p” (I') e quindi & della forma
j=2me—r—1
m—1 —_—
Xp= X (zupy)
j=2m—-r—1

dove ¢,) rappresenta la dunalitdh fra Wm—s—i—lp2([') e W/i—mtstlp. " (])
e le applicazioni u —> 7ju sono continue da W35*P (Q)in W™ *==1P2 (),
Se si fa vedere che 7ju = yju, l'asserto del teorema & allora dimostrato.
1 sufficiente verificare cid per w€ C™(2)n Wi ™’ (Q) che & denso in
No™P(Q) e we C*™(Q)n Wi (2) che & denso in W™ (Q)n Wi (Q);
ed allora dalla formula di GREEN si ha immediatamente, ricordando
anche la prop. 1.9:

m—1 —_—
(uy A* w) — (Au, w) = 3 (yju, Tjw)

j=2m—r—1

m—lv

= 3 (yubp) S BiE 02 ()

j=2m—r—1
e quindi D’asserto ¢ dimostrato.

TEOR. 3.3. Nelle ipotesi 2.2 e 3.1, per ogni p reale e >1, sia 8 reale,
1—1/p<s<m, tale che s} 1/p sia non intero. L’applicazione w— yu =

= {yo Uy ev. y Ym—y u} definita per w€ C*™(Q) si prolunga per continuits in una

applicazione lineare e continua ancora indicata w— yu di Ny~ "% (2) in
m—1
1 wm—s—j—=ijpe (I"),

gm0
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M—8,p

DiM. — Sia w€ Ny~ Y (2); allora per il teorema di tracce, poiché
w € Wmn—sp (Q)risulta che yju € Wn—s—i—1pp (['), j = 0,..., r* =[m —s—1/p]~.
Si consideri allora il problema

[ Aw =0
(3.20) 7]w =py;u ) - 0, .os r*
?y,-w:O j=r*4+1,..,m—1;

in virth del teor. 5.2 di [16] esiste una ed una sola w€ W™—%2 (Q) che ri-
golve il problema. ‘

Posto v=u—w, si ha v € W4~ *" ed inoltre ve Wy > (2) e quindi
VE N4 (2); per il teor. 3.2, ricordato che »* 4 1 = 2m — r — 1, esistono
allora le tracce y;v in Wn—s—i=Upr(I'), j=2m —r — 1,..,m — 1 e per la
(3.20) & yju =y;v,j=2m —r —1,..,m— 1. Ed allora, essendo v = v 4 w,
esistono le tracce yju€ Wm—s—i—lrr(I"), j=10,..,m —1 e Papplicazione
w—> yu & lineare e continua da W3~ *? (Q) in TnHIWm‘ s=i=ller (),

=0

Si pud anche estendere la walidita della formula di Green (2.11), pro-
lungandola per continuita, come & possibile ricordando anche la prop. 1.9
e le proprietd viste di W(4,°7 (2); si ha allora

- m—1 N
(8.21) Cuy A*v) —(Au, 0) = 2 (yju, Tjv)
J=r*41

per ogni u € MZW* (2) e ve Wi (2)n W™T*P' (Q), dove il primo ¢,) rap-
presenta la dualitd fra Wi "2 (Q) e W™"** (Q), il secondo {,) quella
fra K;™ (2) e K2 (Q), il terzo {,) quella fra W™ *77P? () o
W —m+s+iH1-10"0" (T,

3.5. Si pud dare, in modo analogo a quanto fatto in 3.2 la definizione
degli spazi K,"* (Q,), K, ™" (2,), 0<t<t,<1, 2, essendo gli aperti dell’i-
potesi 1.1.

Si dimostrano poi facilmente i seguenti lemmi :

LEMMA 3.2, Se f€ K, ™" (Q) allova fo, € K, "% (2,), per t€[0,7)] ed
inoltre :

(3.22) 172, llg o gy < 1/ gm0
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LemMA 3.3. Nellipotesi 2.2, ¢ (Au)o, = A (uo) su ., t€[0, 7).

Si possono dare in maniera ovvia anche le definizioni degli spazi
WL (Q,), WL P (2,), M4 T (2,) 5 si dimostra poi facilmente il seguente

LeMMA 3.4, Nellipotesi 2.2, se w€ N3 " (LQ) allora, per v € [0,7y),
ug, € WML (2,). '

Si possono ora applicare ai domini ., 7€[0,7] le considerazioni
svolte in 3.4, ed ottenere il seguente

TEOR. 3.4. Nell’ipotesi 2.2 ¢ 3.1 per ogni p reale >1, sia s reale,

1 1 _—
1— e <8< m, tale che, s 4 —p— sia non tutero. L’applicazione, 7€ [0, 7,):
U—>Ps U= (Yo, Uy eery Ym—1,z ¥}

m—1 .
¢ lineare e continua da N4 P (R, in IT W™ =712 (),
j=0

3.6. Data una funzione wu € Ny ~"? (£2) si possono eonsiderare nelle ipo-

tesi viste:
i) le tracce nel senso di teor. 3.3 su I':

yju € Wm—s—i=lpr (") j=0,0,m —1;
it) le tracce, nel senso di teor. 3.4, su I3:
Vje W E Wm—s—i—lp2 () j=0,..,m—1;

iti) le tracce, nel senso di teor. 3.3, su I, «riportate », per la prop.
1.7, su I':

Vi 4 = 0¥ (yj,, ) € We—s—i=llve (T), j=0,..,m—1.

Si pone allora, in modo naturale, il problema di sapere se, dato u €
€ WL (Q), per =—>0, pj u —> yju in W"STTPE(YG— 0 L m — 1.
La risposta & affermativa come ora vedremo con un teorema che generalizza
i risultati di LioNs-MAGENES [13], n. 3.

3.7. Per dare una risposta al problema sono necessari alecuni lemmi.

Il seguente lemma & una estensione del lemma 3.1 ad 2, e si ottiene
con un semplice complemento al ragionamento che si usa per il lemma 3.1
nelle ipotesi fatte su Q e su Q..
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1 —
LEMMA 3.5. Sia r = [m + s — —p—,] (massimo intero 20 e strettamente

, 1 1 1
inferiore & m -+ 8§ — 7), s reale, 1 — ? <8< m, tale che s+ 7 sta non

intero. Siano fj, € Witi—mts—l'2 ([) j=2m —r — 1, 2m — 7, ... ym — 1;
esiste allora almeno una funzione w, € Wmts2' (Q) tale che :

(3.23) Vi W =0 j=0,u,m—1
(3.24) Tj,w, =iy J=2m—r—1,2m—r,.,m—1,

Vapplicazione {Bop—r—1,cy oo y Bm—i,:] —> W, €8sendo continua da

m—1 X
II  Witl—mts=1lr'w’ () in Wontse' (Q);

J=2m—r—1

inoltre vale la diseguaglianza :

m—1 , 1/p’
‘ | , < ke -
(3.25) I 2. l,Wm+mv @~ ¢ (jsM%‘—r—l Il Bz ”WJ+1—m+s—1/z) w (Fz))

dove ¢ & una costante indipendente da TE€[0,7], con 0< 7, < 7567
sufficientemente piccolo. '

Sia dunque w, la funzione ottenuta mediante questo lemma, conside-
ratane poi la restrizione (w,)o, ad ., & (w.)e, € Wmtsr’ (Q) N W' (2,) con

(3.26) I (w2)e, | — <N . ||} mbsp (on 3
w (£22) w 2

si ottiene allora dalla (3.25):

Wy

n—1 , 1/p’
(3.27) " ('w,)_gt ” mtsp’ @9 <ec ’( 2 " ﬂj:t “ Il;7j+l—m+s—1/p’,p, (Fz))

J=2m—r—1
con ¢” costante indipendente da .
. , , , 1
LEMMA 3.6. Nelle ipotesi 2.2 ¢ 3.1 sia p reale >1, sia s reale, 1 ——;<

1 . , ~ ,
< s <m, tale che s + — sia non intero. Allora Voperatore y, varia, per
- 14
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T€[0, 7], in un insieme limitato di:

L (C)?Zl’{‘” (Q); qflﬁl Wi (I’)) .

] J=0

DiM. Per definizione e dalla prop. 1.7 si ha:

Il 7: ] w1 =
»f( oyt 1w eIy >)
j—
= sup I 7ewll,_y _
”u”@”:‘n—svp(g) = jiIOWm_s—.’_I/p:p (I")
m—1 p v
<¢ sup 1 (jfo“ Vi W ” 174 m—“—f**llpyp(pt ))

="0
““H@”‘;n—s,p (.Q)=

dove ¢, & una costante indipendente da .
Per dimostrare il lemma basta quindi maggiorare

m—1
jfo [| 75w ”1;;/ m—s—j—=1lp.2(I7)

per tutte le u tali che

(3.28) 1,

l| “@]Z‘ZH—B,P @ =
con una costante indipendentemente da z.

Innanzi tutto per j = 0, ..., r* =[m — s — 1/p]~ in virtl degli stessi
ragionamenti che si usano per la dimostrazione del teor. 1.3 si ha che
esiste un 7,, 0 <7, <7, ed una costante ¢,, indipendente da z, tali che sia
per T€[0, 7,]:

(3.29) | 7w wm—s—i=lpw (1) < J=0, . ,*
per tutte le u suddette.

Fissiamo poi una tale » e consideriamo per €0, 7,], il problema di
DIRICHLET in £,:

[ Aw¥ =0
Vie Wy = Vjo U J=0,..,7*
Vi WF =0 j=r4+1.,m—1;

tale problema ammette, per il gia citato teor. 5.2 di |16], una ed una sola
soluzione wy € Wy °? (Q,) ¢ Wy~ "* (2,); si ottiene allora tenuto anche
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conto del teor. 5.2 di [16]:
(3.30) I wf “ WP (0,) <Cy.

Sia ora, per 7€[0,1,], v, = ug — w;, allora v, € N7 (2,); esistono
inoltre per il teorema 3.3 le tracce y;,v, € Wn—s—i—lp2(I)j=0,1,..m —1;
siccome yj, v, =0, j =0, 1,...,7*% si ha che v. € WS **(Q,) e da (3.30) e

(3.28)
" Uy ” W8P (Q ) < C3

ed inoltre &, indipendentemente da z:

(3.31) " A'vz “Ks—m,p (Qt) < 1.

Cousiderate le p;. e corrispondentemente la w, del lemma 3.5, si pud
ora, in virtd del teor. 3.4 scrivere, per 7€ |0, 7,], la formula di GREEN (3.21)
in Q,:

m—1

(3.82) (o y A% (w,)o, ? — C AV, (wr)0,? = 2;_51?;,, Ve Bie?
j=r

dove il primo ¢, ) rappresenta la dualitd fra W," *F (2,) e W* ™™ (Q,) il
secondo ¢, ) la dualitd fra K, "™ (Q,) e K™ (Q,), il terzo ¢, ) la dualita
fra Wm—s—i-llpp (") e W its—wtl—1p"s" (T ),

Per le proprieta di w, e di v, si ha:

(8:33) | (v, A* (e, | <l v II-A* o

I W () Je, | WS (Q,)

<Cy “ A* We ” WS—m»P'(Q)

con ¢, indipendente da z € [0, 7,).
Poiché A* & di ordine 2m, per la prop. 11.1 di [14] (v. Remarque 6.1
di [15]) si pud scrivere, per la w, del lemma 3.5,

(3.34) Il A* w, ” WS—m»P’(_Q) <0 ” Wy ” Wm+s,p'(9)

con ¢, indipendente da w,; si ricava allora dalla (3.34) e (3.25):
—— m—1 » 1/p’
%) 1o, D) 1 <00 (5 Bl sacsrmin )
essendo 7* 4 1=2m —r —1, con c¢; costante indipendente da =z, per
7 € [0, ;], ove 7 = min (T4 5 To)-
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Si ha poi per 7€([0, 7], dalla (3.27) e (3.31):

(3'36) I <A’U,, (_I”TT)-Q,> | S " Avt ”K —m,p(_Qt) " ('w,)gt Ilem‘P'(Qz)

44 WEI v 1/12'
=° j=r*41 A IIW"’"'1"7'°+~‘1—1/p’,zu'(1":)

con ¢’/ indipendente da € [0, 7).
Dalle (3.32), (3.35), (3.36) si ottiene pertanto

m—1 ( — ; m—1 » 1/p’
. v - < 0 . . _ . ;oo ,
i==r*2+1 | ives i | < 7(j=r§+1 I Bie g i1=mtsmsirs (Fz))

con ¢, indipendente da z, ¢ quindi

m—1 »
(8.37) j=§+1 I 7]",1 Uz ”Wm—s—j—llp,p(lwt) < Cg
con c¢g indipendente da z.
Siccome ug = v, + w¥ e y;. & un operatore lineare, dalle (3.29), (3.37)
si ottiene, per tutte le w che verificano la (3.28):

m—1
»
jéo " Vi U ”Wm-—s—j-llpp(pt)s%
con ¢, indipendente da 7. Il lemma 3.7 & cosl dimostrato.
Il seguente teorema, infine, risponde in maniera esauriente al proble-
ma posto in 3.6.

TgoR. 3.5. Nelle ipotesi 2.2 ¢ 3.1, sia p reale ¢ >1, 8 reale, 1 — 1/p<
<s<m, tale che s+ 1/p sia non intero. DPer ogni u€ N2 (Q), per 1— 0»

~ o~ m—1 »
7€ [0, 7], yeu—>yu in II Won—s=i=tbr(I"), cioé:
. j=0

(3.38) lim || pj.u—yju “Wm—s-i—llpw ) =0, J=0,.,m—1.

0

DiM. Sia u € NL—5? (), per il lemma 3.2 esiste una successione {ua)
c 0¥ (@) convergente ad w in W7 (), cioé tale che

. li - p—)
(3.39) lim | wn — “@nﬁ ) = 0
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Per. il teor. 3.3 esistono le tracce su I, yju€ Wm—s=i—lbw (")
J=0,..,m — 1, e per il teor. 3.4 esistono le tracce su I, «riportate » su
I’ per la prop. 1.7, yNj,,uE Wm—s—j=1pI") ,j = 0, ..., m — 1; si puo allora
scrivere, per j = 0,..,m — 1:

|l yiew — 7iu “ Wm*s—i—l/P»p(p) =

< " Vig ¥ — 7}37“""”Wm—s—j—1/11vp(p) +

+ ” Vig Un — ¥j Un ” Wm—s—j—l/pyp([v) +

+ Ul i un — piull wm—s—i—1lppr)

I1 primo ed il terzo termine del secondo membro, per il lemma 3.7 e per

la (3.39) per n — co tendono ciascuno a zero e quindi fissato £> 0 si pud
determinare un n, tale che per n>mn, sia

~ ~ &
" yjﬂ U — 7jy7 Un ” 'V”l—s—j—llp,p(r) < ?

&
7 un — 7w ||Wm_s_,~_1/p,p(F) <3 -
I1 secondo termine del secondo membro, per n fissato tende a zero, per
7 — 0, poiche u, € 02" () e quindi fissato ¢ > 0 si pud determinare un 4, tale
che per t€[0,d,], sia: '
~ & .
I 750 % — 250 || rm—s—i—lp.p (I < 3
in conclusione per n fissato >n, e per v€[0,d,] &

| vie e — viu|| pm—s—i—io2p) <&  j=0,..,m —1,

ed il teorema & cosi dimostrato.

n. 4. Teorema di esistenza e di uniciti.

4.1. TEORr. 4.1. Nelle ipotesi 2.2 e 3.1, sia p reale >1, sia s reale,
0<s<m, tale che s + 1/p sia mon intero. Fissati comunque f€ K7"7 () e
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@; € Wm—s—i=1pp (Q),j = 0,1, ... ,m — | esiste una ed una sola u € Ny~ *" (2)
tale che:

Au = f in Q
(4.1)

Piu = @j su Ij=0,1,...,m —1

ed w dipende con continuitd dai dati f e @;; inoltre si ha:
(4.2) lth; | vj.u— (P'j ”Wm—s-—j—l/p,p(r) =0, J=10,u.,m—1,
DimM. Dai teoremi 3.1 e 3.2 nelle ipotesi fatte, il problema

Aw=f  feE7™(Q)
yiw =0 in Wm—s——lpr(["),j=10,1,...,m — 1

ammette una ed una sola soluzione we€ Ny "7 (2) e tale soluzione dipende
con continuita da f; per quanto riguarda il modo di assumere i dati alla
frontiera il teor.. 3.5 dice poi che

limyj, w=0 in Wwm—s—i=les(I),  j=0,1,..,m — L.

0
Si consideri ora il problema di DIRICHLET
Av =0 in Q.
Viv= @ su I J=0,..,m—1

con ;€ Wm—s—i—llpp ("), j=0,1,...,m — 1;il teor. 5.2 di [16] nelle ipotesi
fatte assicura l’esistenza e unicitd di una soluzione v€ W3 "% (2) dipen-
dente con continuita dai dati ¢;; siccome Av = 0 allora v € Y7 (2) e quin-

di per il teor. 3.5 i dati alla frontiera sono assunti nel senso che

lim 7j, v =g@; in Wm—s—i-lpo (), j=0,..,m—1.
70

Posto infine u = v -+ w tale funzione soddisfa in Y% *F () le (4.1);
tale funzione & poi unica in N3 ~°F (Q) per il teor. 3.1. c. v. d.

OSSERVAZIONE. B opportuno osservare che, nei loro lavori, LIONS-
MAGENES dal teor. 2.1 mnel caso s = m ottengono per trasposizione
risultati nella classe W2 () e per interpolazione ottengono poi i
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risultati nelle classi intermedie Ws? (2), s reale compreso tra 0 e 2m. Qui
invece si parte dal teor. 2.1 nel caso 0 <s<m (e quindi da un risultato
gia ottenuto per trasposizione e successiva interpolazione da Lions MAGE-
NES) e si applica poi il solo procedimento di trasposizione.

4.2. Nel caso s + 1/p intero si pud osservare che Wm—s—e—1lp2([') 5
D Wm—s—lpr(I") per ogni ¢ > 0 e che per & sufficientemente piccolo, se s - 1/p
¢ intero s+ 1/p -+ ¢ & non intero; dallo stesso teorema 4.1 applicato al caso
s -} &, si ottiene allora il seguente risultato «approssimato » :

TEOR. 4.2. Nelle ipotesi 2.2 ¢ 3.1, sia p reale > 1, sia s reale, 0 < s < m,
tale che s+ 1/p sia intero; allora fissati comunque f€ K" (Q) e
@; € Wm—s=i—lpp(I"), j=0, .., m — 1 esiste una ed una sola w€ Wn—s—sp(£)
per ogni &> 0, tale che Au € K—"7(Q), e che:

Au = f nel senso delle distribuzioni in Q
(4.1) yi = @;; in Wor—s—i=lp—er ("), \f€>0, j=0,..,m—1

ed w dipende con continuita, in Wr—s=¥ (Q), dai dati /' ¢ @;; e inoltre:
(4.2) I,]_l,](} | 7.c v — %“W‘”’”-FI/P_W(F) =0, Me>0,j=0,..,m—1.

OSSERVAZIONE. — Si osservi che le (4.1), (4.2) sono valide per ogni
e¢>0 ma non & detto che lo siano per ¢ = 0 (c¢fr. nn. 6, 7).

n. 5. Un caso particolare di spazi K 2" (Q).

5.1. Riprendendo la definizione data in 3.2 degli spazi del tipo K ™#(Q)
si presentano alcuni problemi interessanti.

I1 primo problema & quello di dare degli esempi di tali spazi; si ha
innanzi tutto lesempio immediato dello spazio W ™' (L) che & evidente-
mente uno spazio del tipo K ™? (2); in questo caso perd non si ottiene
nessun risultato nuovo rispetto a quelli ottenuti da LioNs-MAGENES [14].
Daremo mnei prossimi n. 5.2, 5.3 un ulteriore esempio. La costruzione di
tale esempio si & presentata in modo naturale, come si vedra nei successivi
nn., nel caso di due dimensioni.

Un secondo problema aperto & quello di caratterizzare, se esiste, lo
spazio « pilt piccolo », in un senso da precisare opportunamente, fra quelli
che verificano la (3.3) in modo da ottenere come duale lo spazio « pil
grande » che verifichi inoltre ancora Pipotesi 3.1.
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5.2. Si ricordi che se EF & uno spazio di BANACH si suole (v. [9], [26],

.) indicare con L?(0,7,; H) lo spazio delle classi di funzioni w(7)
di potenza p esima sommabile in ]0, 7| a valori in E, rispetto alla misura
di LEBESGUE dr su ]0,7[; se |u||z & la norma in F, allora lo spazio
Lr (0, 7y; E) risulta esso pure di BANACH rispetto alla norma cosl definita :

(51) Ty @ @)

cio detto, si porra la seguente

DEF. 5.1. 8¢ k é intero positivo si indica con W2 (0,7,; H) lo spazio
delle u (v) tali che Diwu(z) € Lr(0, %5 B),j =0, 1,..,k, la derivazione es-
sendo intesa nel semso delle distribuzioni vettoriali su 10, v[ a valori in H(%);
in Wh2 (0, v,; H) viene introdotta la norma :

p
J
(52) 1 g, s =( 20 22 p0n) -

Talvolta si indicherd lo spazio LZ(0, 7,; E) con W2 (0, 7,; E).
Per note proprieta vale inoltre la

ProP. 5.1. Se u(z) € Wk2 (0, 7,; E), k intero positivo, allora w(z) coin-
cide quasi-dappertutto in [0, 7)) con una funzione che verra ancora indicata
con u(v) e con la quale werra identificata, continue in [0, 7)), a valori in E
insieme con le sue derivate Diu (zr) per j =1, ..,k — 1; hanno quindi senso
u(0), Dsuw(0)y .., DE1 0 (0) come elementi di B

" Si pone allora la

DEF. 5.2. Per k intero positivo si indica con W7 (0,7,; B) il sottospazio
di W2 (0, 7,; H) chiusura in W2 (0, 7,; H) dello spazio D(0,7,; E) delle
Junzioni indefinitamente differenziabili ed a supporto compatto in 0, t)| a va-
lort in H.

Esso coincide con il sottospazio di W2 (0, v,; E) costituito dalle » per
cui & u(0) = D; u(0) = ... = D*¥1u(0) = 0. Si conviene anche di porre
W2 (0, 7,5 B) = Lp(0,7y; E) = W°?(0, 7,; E).

(®) Si veda SCHWARTZ [26].




256 G. GryMONAT : Sul problema
Si ha poi la

DEF. 5.3. Per k intero. <0, 1 <p< 4 o0
’ "\’ 1
(5.3) WE2' (0, 755 B) = (W ;%P (0, 7,; By, 7)‘ +—=1

dove B’ é il duale di H.
Per le w € Wk?' (0, 7y; H) con k < 0, si ha inoltre il teorema di rappre-
sentazione :

wu= 3 Dtfy, con Sn€ LY (0,7y; B).
|hl<k :

5.3. Sia f una fissata funzione appartenente a 0 (Q) a supporto in
( Qr, ed uguale ad 1 in 2 — Q- con un fissato 7€]0,z,[.

Si consideri lo spazio lineare ofi"? (), m intero >0, s reale, 0 <s<m,
delle u tali che

(5.4) u € Wme' (Q) (Bu). € Wm' (0,75 W 2" (I')) (“)

ove la norma & cosi definita :

’

(5.5) K Ilgﬁnm’ Q) =(|lu “gzmm’ @ + 1 (B u). ||;;m,p’ 0, 70; W5 (p)))llp ;
si hanno ovviamente le inclusioni

D(Q) c T (Q) e D ().
Si pone allora la seguente

DEF. 5.4. AT (Q), m intero >0, s reale, 0 <s<m, & la chiuswra di
D) in AT (Q).

"2 (Q) & uno spazio del tipo K,"” (2) infatti esso & ovviamente uno

spazio normale di distribuzioni ed inoltre sono verificate le inclusioni (3.3).

Osserviamo che il prodotto topologico di W™#'(Q)e W™» (0,7y; W*#' (I'))

& uno spazio di BANAcH riflessivo poiche tali sono i due fattori e che

A™7 (£), come varietd lineare chiusa di uno spazio di BANACH riflessivo, &,

per la norma indotta, uno spazio di BANACH riflessivo; si ha ciog

(%) Con (Bu), si intende di indicare la funzione ¥* (Bu)p .
T
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ProOP. 5.2. AT (Q), m intero >0, s reale, 0<s<m, & uno spazio di
BANACH riflessivo. , .
Segue allora con ragionamento mnoto che il duale di A" (2), che in-
—n 1 1 . s ae
dicheremo con 4;"" (), ?—I— ? =1, & uno spazio normale di distribu-

zioni e dunque in particolare che A; ™7 () verifica I’ipotesi 3.1.

OSSERVAZIONE. Lo spazio 417 (), m intero >0, s reale, 0<s<m,
dipende ovviamente dalla funzione 8 fissata (e dal valore 7). Tale dipendenza
non & tuttavia essenziale ; se infatti si sostituisce a # un’altra funzione fissata
purché ancora appartenénte a Q¥ (?2), a supporto in C £, ed uguale a 1,
in Q — Q. con 7* fissato in ]0,7,[ si ottiene uno spazio isomorfo algebri-
camente e con una norma equivalente.
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ParrE II.

n. 6. Un caso particolare risolto con un altro metodo.

Come & stato detto nella prefazione, in questa parte II, riprenderemo
il problema non omogeneo di DIRICHLET, nel caso particolare in cui sia
n=2 e sia Q di classe C?m+2

Nella parte I tale problema viene ricondotto al caso omogeneo mediante

la funzione ausiliaria che & costruita risolvendo, con il teor. 5.2 di LIoNs
MAGENES [16] il problema

Av=0 in Q
ViV = @j sul,j=0,..,m—1;

qui invece verra data una costruzione diretta di una funzione ausiliaria
utilizzando risultati e metodi di AGMoN [1] MIRANDA [21] e MAGENES [17]
e conferenza di Nancy e Strasburgo. Il problema omogeneo al quale ci si
riduce viene poi risolto utilizzando i risultati della parte I nel caso omoge-
neo e precisamente il teor. 3.1.

6.1. Supposto che valga lipotesi 2.2 e che Q sia di classe (212 giano
assegnate su I" m distribuzioni ¢; € Wn—s—i=1re ('), j=0,...,m — 1, p
reale >1, s+ 1/p intero con 1 <s-+ 1/p <m. Si vuole costruire una fun-
zione v (x, , x,) € C2™ () N Wn—s—lpr (Q)(*%) verificante le condizioni :

(6.1) lin:) i ;j,, v — @] jpm—s—i—1lpp ) = 0, j=0,..,m—1
(6.2) " (A’U), “ W—S—I/P‘HJ’(I‘) = 0 ( I T |-——m) (“)f

Ponendo per comoditd s 4 1/p = m — r con r intero, 0 <r <m — 1, si vuole
allora, nell’ipotesi 2.2, costruire, date m distribuzioni ¢; € Wr—i? (I"),
j==0,1,...,m—1, una funzione v (x, ,x,) € C* ()N W2 (Q) tale che

(6.3) ]II;I " Viz ¥ — @j ”W"M’(l‘) = 0, 7. = 0, sy M — 1.

(6.4) I (A2)e |l —mtrtrp gy = O (] 7).

(19) c2m (£2) & lo spazio delle funzioni 2m volte differenziabili con continuitd in .
(1Y) Con (dw), si intende di indicare la funzione 9* (4v), . O & il simbolo di Landau,
T
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A tale scopo, considerata la famiglia di aperti {O;};<;<, dell’ipotesi 1.1,
si ponga
0;= 6;n L, =1, ,u,

H=@iﬂf', ’l:=1,...,,u.;
allora ’omeomorfismo ¢; fa corrispondere ad 0; il rettangolo
§_={t“t2;t‘ e[—1,+ 1), %€ [— 1, 0])

ed a I, Vintervallo _
J=[—1,+41].

“w
Si ha in questo modo che J'=U I; ed il sistema {I}}i<;<, costituisce

i=1
un ricoprimento di I' mediante insiemi aperti relativamente a I.
Si consideri poi una famiglia di funzioni a;€ C2™(0;),i =1, ..., u tali che:
1% ogni o; abbia supporto compatto contenuto in O;uy I3;
2% la famiglia {(«)r}i<i<. (1?) costituisca una partizione dell’unita su
I' relativamente al sistema {Ij}1<i<,, cio®

"
Z()r=1;

=1

3%) la trasformata di o; mediante g; sia costante rispetto a ¢, in QO
per t, sufficientemente piccolo, pev es. —1/2<t,<0.

Si vede facilmente che tale costruzione & possibile.

Seguendo ora il ragionamento del n. 2.5 di [14], ed usando per como-
dita gli stessi simboli (si ricordi (2)), si consideri per ogni funzione € C?™ (I"),
fissato ¢, il prodotto (x;)r¢ e lo si trasformi mediante P’omeomorfismo g;7,
precisamente si ponga:

Dty =((ayro) (971 (t))  pert €J

{ Dig (t) =0 pert, € Rt — J.
L’applicazione ¢ — Py, ¢ = 1,..., u, di €2 (I") in €2 (R!) si pud poi
(si veda sempre, L1ONS-MAGENES [14] n. 2.5, prolungare per continuita in

una applicazione lineare e continua ancora indicata ¢ — P, i =1, ..., u,
di Wr2(I') in W (RY), r intero — 2m < r < 2m.

(*?) Con (w;)p si indica la restrizione a I" della funzione «;,i=1,..,u..

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Da tutto cid, segue che le m distribuzioni ;€ Wr—i?2(I') j=0,..,m—1,
r intero, 0 <r < m — 1, assegnate su I" si trasformano mediante gli omeo-
morfismi ¢; inm.u distribuzioni P;¢; (), j=0,..., m — 1, i=1,..,u
dalla variabile #, appartenenti rispettivamente a W "—/? (R!) ed a supporto
contenuto in J. .

L’operatore Au, dato dalla (2.1) si trasforma mediante gli omeomorfismi
g:; in un operatore differenziale lineare di ordine 2m a coefficienti definiti
su e ancora ivi propriamente ellittico :

2m R .
(6.5) Av = 3 apm—j(t, ,ts) DI D" v 4 Bo.
Jj=0

dove v & la trasformata di » e Bv & un operatore lineare di ordine <2m —1
a coefficienti almeno continui in Q_ e i coefficienti @om—j (ty 5 tp) di (6.5),
appartengono per le (2.2) a C!(Q_).
Si introduca ora l’operatore
2m . .
(6.6) A = 3 agm_j(t,,0) DL D" v
j=0
e, per ogni fissato 4, si considerino le m distribuzioni P;¢;(t,) € Wr—i?(R?),
j=0,..,m —1 ed a supporto in J.
Si supponga verificato il seguente teorema, di cui verra data la dimo-
strazione mnel successivo n. 7:

TEOREMA 6.1. Constderato nel piano (t,,t,) UVoperatore di ordine 2m
uniformemente e propriamente ellittico (per la def. v. n. 7.1)

2m

(6.7) Qv = 2 agm—j(ty) Dt‘i DZm—j v ()
j=0

con coefficienti as,,_; (t,) funzioni a valori complessi della sola variabile t,
apparteventi a C'(R!) e limitati in R', assegnate m distribuzioni v;(t,)€
€ Wr—i? (RY), j=0,..,m —1 ed a supporto compatto contenuto in un inter-
vallo aperto J di R!, allora esiste almeno una funzione v (t,,t,) la quale

i) risulti indefinitamente differenziabile mel semipiano t, <0 ;

i) per ogni intervallo chiuso e limitato 1= {s' <t <8} c R! verifichi
le condizioni :
(6.8) lim || Dfv— vy || r—jp =% j=0,..,m—1,

ta—>0""

(6.9) | D2 v HW—m+r+LP(I)= 0( I ty I_l)’ lgl=m—1411=1,2,..,

(6'10) “ a/v “W—m+’r’+11p (I) == 0( l t2 I—m);
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4t) appartenga a W2 (B) dove B & un aperto limitato fissato qualun-
que del semipiano t, < 0.

Si prolunghino ora per continuitd i coefficienti dell’operatore-&, in modo
che indicato con & l’operatore cosl prolungato siano verificate le condizioni
del teor. 6.1 ; per tale teorema si pud allora costruire nel semipiano ¢, <0
una funzione w; (¢, ,t,) indefinitamente differenziabile per t, <0, la cui restri-
zione a Q_ appartiene a W=r(Q_), e verifica, prendendo come intervallo I,,
Pintervallo J =[— 1, 4| 1]:

(6.11) lim || DL vi— Pig; ||, r—in o =0 j=0,.,m—1,

te—0—

Tenendo poi conto ehe in Q_ & of =@, + (A — &) si ha anche dalle (6.9)
e (6.10):

(6.12) I stoi [l —mtrtrp = O (1t |7™).

Sia infine w;(x, , #,), t =1, ..., u la famiglia di funzioni definite in O; e
trasformate mediante g; ' della restrizione di vi(t,, 1) a Q_; per proprieta
note si ha che w;(x, ,x,) € W"?(0;). Considerata la funzione

N
v= 2 o; w;
i—1
" .
definita per (x,,a,)€ U O; la si prolunghi a tutto £ ponendola uguale a
i=1
zero ; essa appartiene a Wn? (2)n 0¥ (L) ed inoltre tenuto conto di (6.11),
.(6.12) verifica le (6.3), (6.4).

6.2. Dimostriamo ora che Av € A, (Q).

Si dimostra innanzitutto che (Av), € W—"2 (0,7,; W —m+r+ip ([")). Infabli
siccome (Av), ® una funzione vettoriale continua nell’intervallo |0, ], a
valori nello spazio di BANAcH W —m+r12(I'), essa ammette in ]0, 7,] una
primitiva di cui essa & .la derivata in ogni punto.

Si ha inoltre dalla (6.4)

o
H j Aoy at ” pomertia ) S

70
_<_f | (Av) ‘IW—”‘+"+1'1”(F) at<d | |=m=1,  z€]0,7,].

7o To 7o
g(0)= j dty f Aty . f (Av), dt,
T tm ty

Posto allora
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si ha iterando il ragionamento sopra fatto

D
- d .
([ Y —

cioe g € Wor (0,7,; W—mtr+ie (IM).
Si consideri ora il funzionale

((4v). , @7 M @ eD(0, 7y, Wm—r=12(T"));
tale funzionale risulta integrando m volte rispetto a =:
[ <(4v)s, 90 | = |<g, D7 @) | <
< " g9 ||W0,p(0’10; W—m+r+l,p(F)) ” D:" @ || Wo’p,(o,‘ro;Wm_r_]'p'(l‘)) <

<¢ " 4 “W”"p,(O,zo;Wm'—r_l'p,(f'))

e quindi, come volevasi, (4v), € W—m2 (0, 7,; W —mtr+1e(I")),
Si consideri poi il funzionale

(Ao, @)  pEeD(Q);
si ottiene allora, ricordando anche la definizione (2.1) di 4 e il n. 5.3:
| CAv, @) | <| CAv ) | + | CAv,1 — B gD | <

<¢c " (AQJ), ” w —m’P(O,TO;W—m+T+1vﬁ7([‘)) ’ ” (ﬁ(p)t ” Wom'pl(o,"o? Wm—r-l,p’(p)) +

(1 —p)pdr,de, | <

+ l f[ X (== 1)* D¥ (agy (@, , @) D* v (2, , x5))
4 [kl h|=m
S ci ” (ﬂ(p)t ”W’Z)";?'(O,To; w m——r—l,p'(lw)) +

+ ‘ flkl I%‘[S gy, (@4 4 a05) D* v (4, a05) [DF (1 — B) ] du, du,

T

<

S 01 " (/39”)1 “ Wzn,p’ (O,To;Wm_r_l’p,(F)) —I_
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+ Cg " v ”mep(g;) * ” 1— ﬁ) P “ Wm,p'(g;) <

<oy || (Bo). ”W;')ﬂyp’((),,o;W’m—f—lyll'(p)) +oell o HmeI"(Q) ’

dove ¢, e c¢; sono indipendenti da ¢. Resta cosi dimostrato cbe
Av e A-mr (Q).

r—1

6.3. Siamo cosl in grado di dimostrare il seguente teorema di esistenza
e di unicita per il problema di DIRICHLET.

TEOR. 6.2. Nell’ipotesi 2.2, sia n=2, Q2 di classe C*"t2¢p reale>1; allora
fissato r intero con 0 <r<m—1, per ogni f€ AP (2)e i€ W—in(I),
j=0,..,m — 1, esiste una ed una sola funzione w tale che u € Wn?(Q),

ug, € NeHir (2;) per 0 < v < 7/2 ¢ che

.(6.15) Au = f nel senso delle distribuzioni su Q

¢ inoltre che

(6.16) lﬁunm—wwWWMm=w, J=10,..,m —1.

OSSERVAZIONE. Il problema di DIRIOCHLET Au = f, yju = ¢;, j=0,...,
m — 1 viene dunque risolto nel senso della (6.15) e (6.16); e si osservi che
in realtd & lecito parlare per v>0 di ;j',u nella (6.16) poiché se ug € NF1r(£2;)
per z > 0 allora in virth del teor. 3.4 esistono le y;,u e appartengono a
Wrtl=i=lrr (I')) e quindi esistono le y;.u ed appartengono a W r+i—i—1p.p(I")
e a maggior ragione dunque a Wri» (I"),

DiM. DEL TEOR. 6.2. Dimostriamo anzitutto I’unicitd. Se u, ed u, fos-
sero due soluzioni del problema, w = 4, — u, veriticherebbe anzitutto Ia
Aw = 0 e quindi per i risultati di regolarizzazione all’interno delle solu-
zioni delle equazioni ellittiche (AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [3] ¢ BROWDER
(5], [6]) w apparterrebbe a C*™(£L). Inoltre sarebhe

(6.17) lim || 7.0 || 0, j=0,1,..,m —1.
70

wr=inry
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Sia ora y una qualunque funzione dello spazio C>™ (Q) (spazio delle we(*(Q)
tali che pou = ... = ym—1u = 0). Per Dipotesi fatta che £ sia di classe
027+2 si pud per ogni v di [0, 7,/2] costruire una fanzione vy, € 02" (Q,) e
nulla su I, insieme alle sue derivate secondo la normale a I, fino all’or-
dine m — 1 (!3) e tale che per v —> 0 biconverga uniformemente in Q alla y
insieme a tutte le sue derivate fino all’ordine 2m, ciod fissato ¢ > 0 esiste
un 7, con 0 <7, < 7y/2 tale che per‘t €]0,7,[ sia

| D* y (x) — DEy,(x) | < & MeeR, |k|<2m

Applicando allora la formula di GREEN in £, a vy, ed a w si ba:

—_— m—1 -
(6.18) fw A*y, dr, dm, :jfo Vi 0 Tjo e ds.

T T

o)
N
Dalla (6.18) passando al limite per 7z—> 0, tenuto anche conto che
we W2 (Q) c LP(Q) e che valgono le (6.17) si ottiene la

(10, A*p) = 0 My € 0" (Q)

e quindi, poichd (™ (2) & denso in W2z’ (Q)N W (2), applicando il
teor. 2.1 nel caso s = m, si ha w = 0.

Dimostriamo ora ’esistenza. Dati f e ¢; costruiamo anzitutto la fun-
zione ausiliaria’ v corrispondente ai ¢; mediante la costruzione del n. 6.1 e
risolviamo poi, col teor. 3.1 mnel cuso s=m —7r —1 e g=f— Av, il
problema Aw = f— Av, yjw =20, j=0,..,m — 1.

E infine poniamo u = v -+ w. Ricordando le proprietd di v e inoltre
che we Wr+lr(Q) e che per il teor. 3.5 ;"\,-/,,w—>0 in WrHl—i-up2(T') e
quindi in Wr—i#(I'), j = 0, ..., m — 1, si ottiene subito che » verifica la
tesi del teorema.

6.4. B interessante confrontare il risultato ora ottenuto con il teor. 4.2.
Si vedra cosi che i due risultati sono differenti e 'uno serve a completare
Paltro.

Si supponga pure f = 0. Posto allora r = m — s — 1/p, il teor. 4.2.
afferma che assegnati ¢; € W—i?(I'), j = 0, ..., m — 1, esiste, una ed una
sola w, € Wrtlr—=2 (Q) per oguni ¢> 0, tale che Au, = 0 nel senso delle

" (13) Si veda un metodo di costruzione di tale funzione in MAGENES [17] nn. 1 e 2.
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distribuzioni in Q e che

iUy = @j in Wr—i—=r(I'), j=0,..,m—1,

ed inoltre

(6.19) ELHJ I e — @5 |l wr—i—sp (I =0, J=0,u.,m—1

Invece il teor. 6.2 afferma che nelle stesse ipotesi sui dati esiste una
ed una sola u € W2 (Q) tale che valgano le (6.17); dunque il teor. 4.2 da
la soluzione del problema in uno spazio piu ristretto di quello del teor 6.2 ;
per quanto riguarda il modo di assumere i dati @; il teor. 6 2 dice invece
con la (6.17) di pit che il teor. 4.2, il quale assicura solo la (6.19).

I due risultati si completano a vicenda in quanto, come ora si fard
vedere, le due soluzioni coincidono. Infatti w = u — w, & tale che w e W?(Q)
e inoltre Aw = 0; dunque per i risultati di vegolarizzazione interna (v.
AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [3], BROWDER (5], [6]) w € (?(92,) e quindi
esistono le tracce y;,w su I, (nel senso ordinario) per le quali risulta dalle
(6.17), (6.19) yj.w — 0, per T—> 0, in Wr—i—e#(I'), j = 0,..,m — 1; con
lo stesso ragionamento fatto per dimostrare Punicitd nel teor. 6.2 si ottiene
allora ‘ |

(w, A*p) =0 oy € 02" (Q)

e dunque w = 0.
Unendo i teor. 4.2 e 6.2 si pud allora ottenere il seguente

TEOR. 6.3. Nellipotesi 2.2 sia n = 2, Q di classe C*t2 ¢ p reale >1;
allora _ﬁssato un intero v, con 0 <r <m — 1, per ogni f€ A7™r (L) per
QEWr—ie(I'), j=0,1,..,m — 1, esiste, una ed una sola w € Wrtir—sr (Q)
per ogni & > 0, tale che ug € N2 (2,) per 0 <7< 7/2 ¢ che

Au = f nel senso delle distribuzioni in Q2
ed inoltre
lim || 7. — @; i =0 j=20,...,m — 1.
oo Il 75 Pj “WT Py y J y ey
I opportuno rilevare l'interesse del risultato ottenuto col teor. 6.3
poich® vengono cosi generalizzati, o precisati maggiormente, i risultati pre-
cedenti dovuti a CiMMINO [7] per le equazioni del secondo ordine (per il
problema Au = 0, yju = g, g, € LP (I") nel caso in cui £ sia un cerchio,
si veda anche ZYGMUND |29] cap. XIV), e per le equazioni di ordine supe-
riore a MAGENES [17] e a LIONS-MAGENES [14, teor. 12.2].
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n. 7. Verifica del teorema 6.1.

7.1. Posto, per comodita, ¢, =s, t, =10, si counsideri nel piano (¢, s)
Poperatore di ordine 2m

2m . .
(7.1) A = 2 agm—j (8) D} DF" 7 (14)
=0

con i coefficienti agy,—j(s) funzioni a valori complessi della sola variabile
8, appartenenti a ¢! (R!) e limitati in R%.
Si supponga che
a) Voperatore sia wuniformemente ellittico, cioé per ogni vettore reale
&= (&,&) ed ogni s di R! si abbia

2m . .
2m—, 9,
(7.2) ) a/2m—j (8) 5{ 2 ’ > l§ lz:n
j=0
o essendo un numero strettamente positivo ;
b) Poperatore sia propriamente ellittico, ciod gli zeri del polinomio
in 2, a coefficienti funzioni di s,

2m
A (2, 1,8) = Z agp_r(8) 2*

k=0

siano sempre m con parte immaginaria positiva ed m con parte immagina-
ria negativa.

Si ricava allora (si veda ad es. |21], nota (1)) che gli zeri con parte
immaginaria negativa z, (s), .., 2, (§) non escono, al variare di s su R!, da
una regione delimitata da una curva y sewmplice ¢ chiusa fissa appartenente
al semipiano Im z<0.

Sia

(4) M) = 2 0 (e — 2 (1) e o — 1) = Z b ()

cosicche A (2, 1, 8) = @y, (8) M (2, 8) M (2,8); si ponga poi:

m
(1.5) My_jy (28) = 3 bu_ip(s)25=i—1  j=0,.,m—1
k=j+1
, . - d > M tE
14 P . —_ _ .2 o — .
(1) Si usano le seguenti notazioni: D, 5’ D, 3 Dy I)s 3 ot
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I coefficienti di M (z,8) e degli M, (2,8)(j=0,...,m — 1) per Vos-
servazione fatta sugli zeri di 4 (2, 1,s) e per il modo con il quale sono
stati definiti detti polinomi, sono funzioni di s appartenenti a C! (RY) e
limitati in R!. Si ha anche che, per z variabile su y ed s in RY, | M(z,8)|
¢ maggiore di una costante positiva,

7.2. Tutto cid premesso, fissato » intero con 0 <r <m — 1, siano j(s),
j=0,1,...,m — 1, m distribuzioni appartenenti rispettivamente a W 2 (R?)
ed a supporto compatto contenuto in un intervallo aperto J di R!. Si
hanno allora due casi:

@) 0<j<r,
B r<j<m—1.
Nel caso f) risulta

(7.6), v (8) =]k}_: D e 6)

con fj,(s) € L? (R!') a supporto contenuto in J.
Per dimostrare il teorema 6.1 si vuole coslruire wuna funzione v (t,8) la
quale: i) risulti indefinitamente differenziabile nel semipiano t <0 ;
ii) per ogni intervallo chiuso e limitato I=1s',s’’] c R! wverifichi le
condizioni :

(1.7) tlioe | Div— lr—impy =0 J=0yu,m—1,

(7.8) I D20 [y —mtrtrppy =01 |7
lgl=m—141,
=12, ..,
(7.9) ” Qv ”W —m+r+1,p(1 ) = 0( l t ‘—m) H
iii) appartenga a W?(B), dove B é un aperto limitato fissato qualun-

que del semipiano t <O0.
Si ponga per t<0 ed s€ R!:

r m—1  j=r
(7.10) o) =20 (t,8)+ 2 Sults);
Jj=0 J=r+1 k=0
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dove :
“+o0

(7.11) vj (ty8) = [w}’—ﬂ (o) Kj (t, 0, s — o) do, 0<j<r,
~+o0

(7.12) Vi (ty8) = ]f}k (0) Kj i (¢, 0, s— 0) do, r<j<m-—1,

0<k<j—nr,

nelle quali se r =1, 2,...,m — 1, allora &

(7.13) K;(ty0,8 — 0) =
1 n[m—'— (Z, ) —
=Re%mfm(tz+s—o)’ llg(tz—l—s—o)dzg,
4
(7.14) Kjy(tyo,8 —0)=

1 Mo_iy (2, ) o
=R8:2—n—2/1‘l(z,0)(;i_];_l)!(tz—‘—s—())] k llg(tz-l-s—o)dz%,

+r
e se r =20, allora &

(7.13 bis) K, (t 0,8 — o) =

1 Mm—l (z, 0)
— Rel— d
Re%zn‘l f Mo +s—a) "
+7r

(7.14 bis) : Ky (ty 0,8 — 0) =

‘Mnl—-] 1 z, ) .
t — g)Jj—k—1 J—
{2712_[11/1 T —k— 1! (tz + 8 — o) lg(tz + 8 — o) dz

k=0,..,j—1
(7.14 ter) 4 K;;(t, 0,8 —0)=

m—j—1 (2, 0)
gznfM Tt L5 —o) 5

y essendo la fissata curva semplice e chiusa del semipiano Imz <0 con-
siderata nel n. 7.1 e la determinazione del logaritmo essendo presa, in
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(7.13), (7.14) e (7.14 bis), in modo che
0<Imlg(te s —o)<m.

Si osservi che, nel caso r =m — 1, venendo a mancare le (7.12) (7.14)
(7.14 bis) e (7. 14 ter), a parte la densita, la funzione v(t,s) coincide con
la funzione introdotta da MrRANDA nel n. 7 di [21] ed utilizzata anche da
MAGENES nel n. 4 di [17].

Ovviamente v (t, 8) & indefinitamente differenziabile per ¢ < 0.

Dimostriamo ora che v (¢, s) veritica anche le condizioni ii) e iii); utilizze-
remo percio, completandoli ove sia necessario, i ragionamenti e i risultati
di AeMON (1], MIRANDA [21]), MAGENES [17].

7.3. Per verificare la condizione ii) e ciod le (7.7) (7.8) e (7.9) si distin-
guono i due casi 0 <j<r ed r<j<m—1.

Verifica della condizione ii) mel caso 0 <j<r. Per dimostrare la (7.7),
si dimostra che risulta:

(7.15) lim D} D" v (¢, 8) =

t—0—

\gO per 0<l<j, 0<h<l

(snwi ™ 6) per j<l<r—1, 0<h<l, (1bs)
0<l

h
<l<r—1,

. . . . PR .
uniformemente al variare di s in ogni intervallo fissato I = [s',s"]; inoltre
si dimostra che

(7.16)  lim || Dy D77" v (t, 8) — w3 (8) [l =" 0<h<l,
0"

l=r,

(1.17)  lim || DY D7 0i(68) — S vy (8) |l yrin n="
t->0—"

O<h<lir4+1<i<m—1,
per ogni intervallo fissato 1 = [s, s’}

La (7.15) si dimostra con gli stessi ragionamenti di AcmoN [1] e di
MIRANDA [21] (si vedano pitt precisamente le (7.5) di [21] e le (4.8) di [17))

(14 bisy §, . ® il simbolo di Kromecker,
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dopo avervi sostitnito m — 1 con r ed avendo cura di lasciare la parte reale
sotto il segno di integrale giacché ora le y; sono a valori complessi.

Per verificare la (7.16), derivando la (7.11) e ricordando che I =1 e
0 <h<r, si ottiene :

+oo
hpr—h oy, — [ (1 [ Mu_ji(20)e" .
(7.18)  D; Dy " v; (¢, ) —f‘l’l (0)do Re loxt |1z 0) (@ + 5 —0) del —
- +r
~+oo

= [ (s + tn) Hyp (n, s + tn) d

dove

1 M, h
(7.19) H; (7, 0) = — Re 35;2- m—j=1(% 0) 2 dzz.

M (2, 0) (z — )
+r

Si ha da [21] (formule (6.16) e (6.17), vedi anche (4.10) di [17]):

1
(7.20) Hjn(n,0)=0 (m) )

indipendentemente da o, e da [21] (formula (6.21), vedi anche (4.11) di [17]):

o0
(7.21) f Hjy(ny 0) dy = djn,

-—00

per ogni o fissato. '
Si ottiene quindi, posto per semplicita w}”"’: v, Hj;, = H:

(7.22) f | Dt D" vy (ty 8) — O i (s) |P ds =

/’[[ws+tn—w (8)] H (9, 8 - tn) dn

»

+/ n,s—l—tn Sy (s)dy| ds<
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8 oo
1 »
S"y/%_{l ¢(8+t’7)—w(8)|md’7 ds +
+c’f| y(s) Ipl F(t,s) IpdS,

dove :
“+oo
(1.23) Pty s) = /{H (1y 8 -+ tn) — H (5, 8)] dn,

¢ e ¢’ essendo numeri positivi indipendenti da v.

Per studiare il primo integrale dell’ultimo membro della (7.22) osser-
viamo che & possibile trovare una successione {y, (s)] di funzioni continue
in R! ed a supporto contenuto in J convergente in media di ordine p in
J a p(s)

Si ha allora:

8/! 400
4
(7.24) f;flw(s-i-tn)—w(s)lﬁdn;dss

8" +oo

1 »
53”‘IJ;_ZIw(8+t?7)—%(s-l—tn)ll—_i_7d’7$ ds +

s” Hoc

4
+3’°"‘f;/| Y (s -+ ty) — w..(S)lﬁn—gdng ds -+

s’/ +o0

+3P—1’/3/| Wa (8) — (s) | I_—:?d"?$ ds

Il primo integrale del secondo membro diventa :

8’/ oo
" 4
(7.25) /3f|w(s—l—tn)—w..(s—l-tn)lﬁdnidss
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s +o0

§/d8<fl w(s+tn)—wn(s+tn)lpdn)p/p
e 1 »’ plp
el =)<
o0 '/
<01/dn/|w(s—l—tn)—wn(s—l—tn)lpds

con ¢, indipendente da w e da n; esso tende quindi a zero per n—->oo,
indipendentemente da ¢t.

Quanto al secondo integrale del secondo membro della (7.24), per n
fissato si ha che

1
fl Y (8 + ) — vu (5) | md’?
tende a zero per t— 0—, uniformemente al variare di s in [s';s"], in virth
della continuita di vy, .
Il terzo integrale del secondo membro della (3.24) per n —> co tende a
zero, indipendentemente da ¢, perche:

8 4o
X ; "
(7.25) / %/l Yo () — w(s) | W‘Iﬂg ds =

1 o [
=(fmdn) fl Wn (8) — v (8) |7 ds.

Preso ¢> 0 & quindi possibile determinare un intero n, > 0 tale che per
n>n, il primo ed il terzo integrale del secondo membro della (7.24) siano
< ¢, d’altra parte per n fissato, esiste un J, tale che per ¢ € ]d,, 0|, il secondo
integrale del secondo membro della (7.24) sia <e¢; in definitiva il primo
membro della (7.24) risulta <3?¢ e quindi tende a zero per t —> 0.

Quanto al secondo integrale dell’ultimo membro della (7.22), si ha, per
a (7.20), seguendo il n. 4 di [17]:

(7.27) H(y,s8 + ty) —H(n,8) =0 (%,72) ’
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ed inoltre

(7.28) lim [H (, s + ty) — H (n,8)] =0

=0
/

per ogni 8 di [¢', s"| ed ogni # di | — oo, 4 oo [.
Si pud allora passare al limite sotto il segno di integrale mnella (7.23)
ed ottenere

(1.29) lim F(t 8) =0;
t—0—

/
3

dalla (7.27) si ha ancora

00

(7.30) |F(t,8)|§02(/\ﬁ_1—“;7§d’)7)=03

—00

per ogni s di [¢/,8"] ed ogni ¢ con ¢, e ¢; indipendenti da w.
Si ottiene in definitiva che

s

(7.31) lim f| w@E) [P | Ft,s)lrds=0;
t0—
s’

il primo membro della (7.22) tende quindi a zero per t—>0— e di qui si
deduce la (7.16).

Per verificare la (7.17), ricordando che W™™% (I) & il duale di W {™"% (I),
bigogna dimostrare che, per ogni g (s) € D (I), risulta

(7.32) | <D} D" wj(t,8) — S vl P (s), g (8)) | <
S € (t) " g (8) ” W'l—""p,(l) ’

dove ¢(t) & infinitesimo con ¢ ed indipendente da g.

Ricordando le (7.18), (7.19), (7.20), (7.21), (7.23) si ottiene

(7.33) | <D D" 0ty 8) — Sy (8)yg () ) | =

= [ (D DI oyt 8) — 1 9T (0), g 0)) | =
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= | DDy vty 8) — 80 v (8), 080 | <

dyp ds +

-
. ) 1
<o [ Lot 1} [ Loy ok — vy ) |
s’ —o0

s

[ 9= (s) y,;_r—i) (8) F(t, s)ds

s/

+ o

)

dove ¢, e ¢, sono numeri positivi indipendenti da g.
Applicando la disuguaglianza di HOLDER al primo integrale del secondo
membro della (7.33) si ottiene, posto 1/)](_"-1) =y:

s’ +oo
(7.34) f | 9= () | Uw s+t —ws) | ﬁdﬂ% ds <
s’ oo o
1 » _\1p T
([ 1vetm—vor el o [1amr )]s

8'/
1/p

~+oo 1 ,
<ho@ymrwy ([ | [1vetm—vol ol )’

rd

giccome si & sopra dimostrato che il primo integrale dell’ultimo membro
della (7.22) tende a zero per t—> 0~ s8i ha:

mote 1 P 1/p
(7.35) (f;/lw(s+tn)~w(8)ll—;}_7dn$ ds) <e ()

dove ¢, (t) & infinitesimo con ¢.
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Applicando ora la diseguaglianza di HOLDER al secondo integrale del
secondo membro della (7.33) e ricordando la (7.31) si ottiene:

<

(7.36) ’ f g% () w (s) F (t, 9) ds

-~ 1/p 4 1/p’
5([! pe) 2] F(,s) I”d-'s‘) (fl 9”’”(8)|p'd8) <

= 82 (t) " 9 ”Wl—?‘,P’ ) 9’

dove &, (t) ® infinitesimo con ¢ e indipendente da g per quanto sopra si &
dimostrato ; e guindi la (7.32) & dimostrata ; & verificata cosl in modo com-
pleto la (7.7) nel caso 0<j<r.

Per dimostrare la (7.8), mnel caso (=<j<r, verifichiamo che, per ogni
g(s)eEDI), &:

¢ 1 1
(7'37) | (Dm—i4t vj(t7 8), g(s)> | < Tti]l ” g(s) ” WM—""'LP'(I) ’ ; + 17 = 17

con ¢, indipendente da g¢.
Per le proprieta di My, _j_;(2,0) ¢ di | M(z 0) |, si ottiene al variare
di s-+ty in R:

1 My (2,8 -+ tyy) 2" . 1 .
(@.38)  Re 327? / M (e, s I tn) (e — ny1 72 = ¢ (1 +lu |‘+l)’

14
risulta in questo modo che:
(7.39) | {Dm—1tlw;(t,8),9(5)) | =
= (DY DT T (4,8), 9 () | =

= | (DF D" vty 8); g™ () | <

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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s Foo

< b (r—§) ¢ (m—1—r)
_|t|ff|w (s + 17)'1..|..| 11+1|9 (8) | dypds <
S

—00

]

10’
J 1)1 a "
In |l-|-1

/ ] : i/p
. /] w;-"") (s tn)]p ds) <
M

Cy
<92 ,
— | I ” g (8) ” W’m—l—r,p (I) 9

con ¢ e ¢y indipendenti da g; & cosi verificata la (7.8) nel caso 0 <j <y,
Per dimostrare la (7.9), nel caso 0 <j<r, verifichiamo che, per ogni
g (s)ED(I), si ottiene:

(7'40) | <av] (t? 8)7 > ' <5 l i Im ” g ” jrm—r—1,p’ a’ ? + — = 17

con ¢, indipendente da g¢.
Si osservi preliminarmente che

. 2m
(7.41) Qoj (t, 8) = 20 gy (8) D} D" ;i (8, 5) =
—
+oo
(r—j) 2m
vi 0 (0) 2 o (8) -
p=0

My i V2l (2m — 7)) (— 1)2m—r
2n2f e e ) dz ; do,

M (2, 0) (tz + s — o)?m+1—r

e che, per la (7.3) e per la formula integrale di CAvony (vedi [21] pag. 285
ed anche [17] pag. 273), si ha:

Min—_j—1 (2,8 4 tn) 2
M (2, 8 4 ty) (2 — )™t

2m
(7.42) lz dom—1 (8 + tn)
=0
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Integrando ora per parti (m — 1 — r), volte, ricordando che ¢ (s) ha
supporto contenuto in I, si ottiene dalla (7.41):

(7.43) | (& (ts),9(8)) | =

— (r ]) im .
(0)do = tgm—i (8) -
=0

Mm_,_l (2, 0) 2% (2m — 7) | (= L) dz ds | —
2772 M (2, o) (tz + 8 — o)m—1—n)+(m+2) =
8,
=“/9’(3)f12 Aopn—i ( u)/ "= (o
s/ s’
1 [(My_j1 (20)2"(2m —r)! (— 1P " dz _
e g 27!2/ M (2, o) (tz + u — o)m—1—r1t{m+2) du ds | =
’ +r
400
l/g (s [2 - (u)f ) (o) do -
-—Q0
1 Mm—j—l (z, 0) 2l (2m —_— — ]) ! (_... 1)2m-—r—1 s
R 2 27* ] M (2, 0) (tz -+ u — o)m—2—n)+m+2) dz v +
+r
s’ +co
2m (r—j)
- 12 a2m—l( ) Yj (o) do -
—0 A .
Mm—-]—-l 2, 0) 2! @2m —r —1)! g__ 1)2m—r—1 dz du‘ i |<
M (2, o) (tz + u, — o)m—2—")+(m+2)
8"’ 400
, 2m (r—i)
il (3)12 azm—1 (8) | v " (o) do.
s’ - —00
"1 Mp—j—1 (Z, o) 2! @2m—r—1)!(— 1)2m—r-—1 dz
- fee g 27° f M (2, 0) (tz + 8 — o)m—2—ntm+2) s |+

+v
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s’ +00
2m .
+ 1/9" (3)120 Am—y (ﬂ/w}rﬂ) (o) do.
s’ o

1 My iy (z, a) zl @m —r — 1)1 (— 1)2m—r—1 g,
+
+-o00
I f / 2 iy (uy) / ¥ (0) do .
—o0
1 My—j_y1(2,0) 29 (2m — 1 — 7)1 (— 1)2m—1—r g, <
e ;.2;5[ M (2, o) (tz 4 u, — o)m—2—nFm2) du, ds ’ S
+r
+oo
8)/2 Ao —1 (U / (r=d) (0
‘_ Mm—j——l (z o) 2! 2m — r — 1)! (— 1)2m—r—-1 dz
- Re l 2712 M (2, 0) (tz + % — o)m—2=r+mF2) du ds | 4
400
2m
f 8)/d%2 Ea2mlu)/ ])(o)do_
1 M»m—;—l (2, 0) 2 (2m —1— r) ! (._ 1)2m—r—1 de
- Re % 2“712/ M (2, o) (tz + v, — 0)(m—-3_r)+(m+2) du, ds l <
+y
5 , oo
=< lfg” (s)l—z(; Aam—i (@/wy‘ﬁ (0) do.
s’ —00
1 Mm~] 1(2 0) 2! 2m —_— — 2)] (__ 1)2m—r—2 dz
- fie g 27‘2./- M (z, 0) (tz + s — 0)m—r=3)+(inf2) ds l -+
8’ . . +oo
m
=+ | / g (3)12‘ Ay (') / w4 (o) do .
—0
8 S

1 Mm—]—l (2', 0) Pl (2m —_— — 2) ! (._ 1)2m-—r—.2 dz
e :2—%2/ M (2, o) (tz + 8" — g)n—r—8)Fm+2) ds | +
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+ | f " (s) f b azm—z(ui) oozp(.f-ﬁ (o) do.

1 ((My_j_y(20)2"(2m — 2 — r)! (— 1)2m—"=2 dz
e | e e s+
+7

+ | / " () f duy f = g1 (%) /-!-:;"ﬁ (o) do.

% 1 /J[m_j_l (z, 0) P (2m —_1 — 7’)! (__ l)‘zm—r—l dz

%du,ds|5

27* M (z, o) (tz + u, — o)m—2=")+(m+2)
+v
N +oo
2m )
<] f glm—1-n (8)12 Az0n—1(8) f w}’—ﬁ (0)do
—0
ry —o0

wlom [ S e |

-+o0
m—1—r 2m
+ > /g(’"’"l'—" s)[duhfduh_ fZ a/zm—l 1).[7/)_§'r—j)(0)d0
h=1
—00

My—j—1(2 0) 2*(m + 1 — h)! (— 1)yn+1=h dg
an M(z, 0) (tz + u, — 0)m+1—h

du, ds

Tenendo conto (v. formula (2.10) di AeMoON [1]), che per ogni fissato
s € R' 8i ha:

1 Mp—j—1(2, s .
(7.4:4) ﬁ ———%](—z:g);)zhdz.—_ ih g 0_<_j,h§m-—-1,
+7

sostitnendo o = s -} ¢5, ricordando la (7.42), sj ottiene, poichd i coefficienti
di Myn_j—1(2, s) sono di classe C!'(R!) e limitati

(145) <@yt 8), 9(5)) | <

s 7w | f g1 () f 9 @ + tn) ¥ leams ) +



280 G. GrYMONAT : Sul problema

M1 3y 8 +8)

1
— Qam— (S + “7)] Ke ; 272 / M(Z, s _|_ tn) (z — ,'7)m—|-2 +
+v

dn ds

m—l—o

(1—1—r) (8) | f l w("—]) (g

L _ F} Uz
. | Min—j—1 (2 (8),0) | %% | azm—z MIEIOK -
2 |duy .. du, ds; do ds <
) | M (2 (_8-), o) | =0/ ||tz ( —|— u, — o [mThtl ‘ -
8§ §

"9|t|

=gt f | gm=t=n(s) | [ | =9 (s +t) |1_|_—|W?d’7 ds +

m,-l—r
/ | g1 s) | ds / | = (o) | do.
L 8 uz d
. duh “ee — ot ds__<_
. Stz (8) +uy — ofntith
0 s’ s’

8’

’f” ’ w :}-oo . 1fp
( ] | gon—1=") (g) [ ds) . ( / / [wir=9 (s + tn) |7 ds dn) +
r'd s/ —oo

. oo ~
(m—1—r r— ds
+m/| 1-1) (g) Ids—ﬁw ;)(oIda/ftz +s—o[m+1
<2 g9 +

STem 19

Wm—l-—r,p’(I)

._|_

s” +o0
S14 (m—1~1) (g (i) (5 4 t)] - ———— dy ds <
o /lg O [ 126 4 i) - oy O 00 <
s’ —
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Cq
< l 1 Im " g(s) H Wm-l—r’p/(I) ’

dove si o indicata la ascissa curvilinea su y con s, s € [0, L], L essendo la
lunghezza di y, dove inoltre tutte le costanti sono indipendenti da g; si
¢ cosl dimostrata la (7.9) e quindi la condizione ii) nel caso 0 <j <.

7.4. Verifica della condizione ii) nel caso » <j<m — 1. Per verificare la
(7.7) si dimostrano le: ’

7.46 lim D! D" w5, (1, 8) =0 0<l<j—Fk—1,
ta0— s ? ?
- 0<h<l,
uniformemente in I;

(7.47) lim || D} D" 0jh (8 8) — 0in i ()1, 5, =0,
00— LA(I)

l=j—FkO0<h<l,
(7.48) 1im || DE DL vy & 8) — n D77 Fik ) Nyt gy = 0,

J—k4+1<li<m—1,0<h<l

per ogni intervallo fissato I. ‘

Le (7.46), (7.47), (7.48) si dimostrano ripetendo le stesse considerazioni
fatte per dimostrare le (7.15), (7.16), (7.17).

Per verificare la (7.8) nel caso r<j<m — 1, si consideri per ogni
g(8)eEDT), la
(7.49) | <D=tz (2, 8), 9 (8)) | 5
si ottiene, con dimostrazione analoga a quella fatta per la (7.37):

(7.50) | <D 4w (8 8), 9 (8)) | <
< Ci5
— It_ll u g9 (8) HWm‘Fk—j—l,P'(I) )
con ¢,; indipendente da g, ciod:

(1.51) I D™= 0 || ittt ) = O (1 ]

e quindi, a maggior ragione la (7.8).
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Considerata, per ogni g (s)€ D (I), V'espressione
(7.52) Qi (ty 8), 9 (8)) |

si ottiene, con considerazioni analoghe a quelle fatte per dimostrare la
(7.40):

4
(7'53) I <avjsk (t’ 8)7 g (8)> | S | tirm " g (8) “ W'm’l"k—j_l#p' (I) ?

con ¢,; indipendente da g, ciod :
(7.54) Il avj,k ” w —mt1+i—kp I) = 0 (1t |—m)

ed, a maggior ragione, la (7.9).
B cosi verificata la condizione i) nel caso r<j<m —1, e quindi in
modo completo.

7.5. Per provare che v (t,s)€ W2 (B) in ogni aperto limitato B del se-
mipiano ¢<0, si consideri la (7.7) per la generica derivata di ordiue
0<h<r, cio® la

(7'55) tllr(?— ” D? v — 'q)h “Wr—h,p ([) = 0’

Siccome per t<0 la v(t,s) & indefinitamente differenziabile, la (7.55)
dice allora che

f|1)h(t,s)|”ds
I

¢ funzione continua di ¢ per t€[d,0] e quindi integrabile in [d, 0]. Dal
teorema di FUBINI-TONELLI si ottiene allora che v (t,s)€ W"? (I > [, 0]) e
quindi, tenuto conto anche della i), la condizione iii) & verificata.

Il teor. 6.1 & cosi completamente dimostrato.

Os8. 7.1. Si osservi di piu che dalla i), dalle (7.15) e dalle (7.46) la
funzione v (¢, s) risulta, per » >1, di classe Cr—1(B).
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