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SUL PROBLEMA DI DIRICHLET PER LE EQUAZIONI
LINEARI ELLITTICHE(*)

di G. GEYMONAT (a Pavia) (a Pavia)

INTRODUZIONE

Ê noto che il problema di DIRICHLET non omogeneo per una equazione
lineare alle derivate parziali di tipo ellittico di ordine 2m assegnata in un

aperto Q dello spazio euclideo Rn limitato e sufficientemente regolare

è stato ampiamente studiato da vari autori in questi ultimi anni.
Il presente lavoro porta un contributo allo studio del problema (I) ne-

gli spazi del tipo di SoBOLEV (), p reale &#x3E; 1, s reale, 0  s  m. Esso

si collega quindi con tutte le ricerche che si sono interessate di soluzioni

di tipo « non variazionale » del problema, ed in particolare con i recenti lavori
di LIONS-MAGENES [13], )14], [15], [16], [17], [18], (v. bibliografia finale). Il

lavoro ha avuto origine dalla tesi di laurea da me discussa col prof. E.
MAGENES nel luglio 1961 presso l’Università di Pavia ; in essa mi ero pro-
posto di riprendere e di estendere al caso p &#x3E; 1 qualunque, ed s = 0,
1, ... , m -1 il procedimento utilizzato da MAGENES in [17], per il caso

p = 2 ed s = m - 1, ed in una conferenza tenuta a Nancy e a Strasburgo
nell’aprile 1960 (non pubblicata), per il case - p = 2, s = 0, 1,..., 
Ma i successivi e recenti lavori di LIONS-MAGENES, [13), [14], {15], [16], mi
hanno suggerito di considerare e di studiare il problema (I) anche dal

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo di ricerca n. 12 del Comitato
per la Matematica del C. N. R. per l’anno accademico 1961·62,
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nuovo punto di vista introdotto da tali autori. In questo lavoro espongo

appunto i risultati ottenuti con entrambi i metodi ; y a tale scopo il lavoro

è articolato in due parti.
Nella parte I, in opportune ipotesi di unicità per p reale e &#x3E; 1, per

ogni s reale, 0  s  m, tale che s -~- 1/p sia non intero, assegnato f in

(D) (spazio di distribuzioni su S~ per la cui definizione v. n. 3.2) ed
i dati q;j in (r), j = 0,1, ... , m - 1, si dimostra (v. teor. 4.1)
che esiste una ed una sola u E Wm-8,p (il) che risolve il problema (I) ; inol-

tre tale soluzione dipende con continuità da f e q;j. Il problema è anzitutto .
ricondotto al caso omogeneo (pi = O,j = 0,1, ... , w1 - 1) mediante la funzio-
ne ausiliaria v che si ottiene risolvendo con un teorema di LIONS-MAGENES

preliminarmente il problema 

Il caso omogeneo viene poi studiato partendo da un risultato già noto

(AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [3], BROWDER [5], [6], LIONS-MAGENES [14], [16])
nelle classi RTm-r,p (con r reale, 0  r:s m, e sufficientemente regolare)
ed applicando un procedimento di traspozione la cui idea è stata introdotta

nei problemi ai limiti da VISHIK-SOBOLEV [27], ma che viene qui utilizzata
nella forma di LIONS-MAGENES (v. ad es. [18]), in modo da ottenere in defi-
nitiva un risultato per il problema (I) in classi più ampie e nelle quali sia
ancora possibile distinguere l’equazione Au = f in Q dalle condizioni al

, , , ,

contorno 20132013 = , j = 0, ..., m -1, dando ad esse un preciso significato
érj

mediante opportuni teoremi di tracce. Il risultato cos  ottenuto si differen-

zia da quelli di LIONS-MAGENES [14], [16] sopratutto per la maggior genera-
lità lasciata al dato f.

Nella parte II ho invece esposto i risultati ottenuti originariamente
nella mia tesi di laurea. Il problema è ricondotto anche ora al caso omo-

geneo mediante la costruzione di una opportuna funzione ausiliaria v che
. 

fi b. L d.... L.. t. 
&#x26;i’v v . 

O 1verifichi le condizioni ai limiti  v - j = 09 ... 9 m - 19 ma non neces-ay 9 &#x3E; &#x3E; &#x3E;

sariamente la Av = 0. La costruzione di tale v è ora fatta direttamente uti-

lizzando e adottando opportunamente i procedimenti di teoria del potenziale
di AGMON [1] e di MIRANDA [21], già usati anche da MAGENES in [17]. Il

risultato ottenuto pur riferendosi al solo caso n = 2, si differenzia da quelli
della parte I e sembra interessante perchè riguarda proprio il caso, in cui

s + 1/p è intero, che è in un certo senso eccezionale e per il quale con i me-
todi della parte I si possono ottenere solo risultati approssimati (v. teor. 4.2).
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Rimandando al n. 6.4 per un confronto dei i risultati mi selnbra tuttavia

di dover segnalare che utilizzando i risultati di entrambe le parti si ottiene

in particolare un teorema (teor. 6.3) che generalizza o precisa precedenti
risultati di CIMMINO [7], MAGENES [L7], LIONS-MAGENES [16] ed altri autori ;
in tale teorema rientra ad esempio il classico problema di Dirichlet

con assegnata su .r ed ivi oi potenza p-esima sommabile.
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PARTE I

n, I. Preliminari

1.1 Indichiamo con 9 un insieme aperto e limitato, di classe C2~+1 (1)
di frontiera 7~ dello spazio enclideo reale Rn (n &#x3E; 2) delle x = (5V, , ..., xn).

Introduciam.o poi, seguendo il n. 3 di ~13 J~ una famiglia di aperti
di classe G~2~+1, di frontiera dipendente dal parametro 
ed avente ~2 come limite per z - 0. In modo preciso si facciano le segnenti :

Ipotesi 1.1 i) (~~~~ 0  7:  1, è una di aperti di classe 

per T --~ 0 ;
ii) detta l z la fi-oittiera di Sz esiste una famiglia di aperti 

...

in RI, ta li che

iii) per ogni i = 1 ... , 1,t esiste un omeomorfismo gi di O2 su

è il pnnto generico di Q), tale che :

Iv) gi è 21n + 1 volte differeitziabile con continuità cioè le componenti
di gi derivate di ordine 2111 + 1 continue in ed è ivi ajacobiano =~= 0 ;

v) se ei fl Oj =: o , i == j, esiste zcn omeomorfismo Jij, 2m + 1 volte dif-
.ferenziabile con continuità e a jacobiano &#x3E; 0, di gi (ei fl ej) su gj (ei fl in

che

Siano g l (x), gi2 (x), ..., gin (X) le componenti di gi (x), i = 1, ... , Mediante

il sistema gi),..:--i,!,, risulta anche defiiiito un omeoimorfismo Bz di 1 su
r ponendo

(i) Viene qui segnita una nomenclatura abituale (v. ad es. MIRANDA f20]~ ~ è diin-

gue tale che 1’ è nna varietà (n - 1)-dimensionale 2m + 1 volte differenziabile con conti-

nuità ed Q sta da nna stessa parte di r.
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In virtù delle ipotesi 1.1 si ha:

PROP. 1.1 8Z e 6z 1 sono omeomorfismi rispettivameitte di r1; su
F e di T su r1;, + 1 volte differenziabili con continuità, le loro derivate

di ordine  2m + 1 essendo da costanti indipendenti da c.

1.2. Nel presente lavoro utilizzeremo alcuni noti spazi di distribuzioni
che vengono abitualmente indicati con (Rn), W8,p (S~) e W8,p (~’) (2) ;
rinviamo per le definizioni precise e per ogni altro riferimento (anche biblio-
grafico) a LIONS-MAGENES [14], cap. I (si veda anche, specie per la biblio-

grafia dei lavori sovietici sull’argomento, il rapporto di NIKOLSKIJ [23]). Si

osservi che nel cap. I di [14], è un aperto limitato di cjasse C°° mentre

qui è solo di classe C2m+1 ; tuttavia, poiché qui si considerano sempre spa-
zi di distribuzioni su r di ordine finito  2rz le considerazioni svolte nel

cap. I di [14~, che verranno qui utilizzate, si trasportano in modo immediato.
Per comodità del lettore, lihaitiainoci ad alcuni brevi richiami, iniziando

con alcuni spazi di interpolazione introdotti da LIONS [11], [12]. Siano Xo ed
X, due spazi di BANACH con l’idiezione di Xo in Xt essendo continua ;

1
siano ot e p reali, p &#x3E; 1 O  2013 + a  1 ; , si indica con W (p, a; &#x3E; X o 
spazio (delle classi) delle funzioni t --~ f (t) tali che tà f (t) E LP (o, oo ; 

ta E LP (0, (si ricordi che se .E è uno spazio di BANACH, si suole
dt

indicare con E), lo spazio delle classi di funzioni di potenza p-esima
sommabile in ]a, b[ [ a valori in F).

Iiitrodotta la norma 
’

(p, a; Xo diviene uno spa,zio di BANACH e per ogni elemento.l Ai

pnò definire la « ti-accia » f (0) E X, -
con T (p, a ; Xo , lo spazio (detto spa.zio di delle u

- ,

(2) Tali spazi vengono anche indioati a volte oon le notazioni
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normalizzato ponendo

esso di viene nno spazio di BANACH, dotato della seguente proprietà:

TEOREMA 1.1 ~’e 
1 

Yo, Y1 è una seconda coppia di spazi di con

Yo c Y, e se (lYo ; Yo) e Yl) con I Yi):5
= O, 1), allora nE2(T(p, a ; Xo , Xi); Z’ ( p, a ; Yo , ¥t)) (3) e la norma

di in quest’ultinio spazio è da cO, 0 + a E 0,1 [.o i 
p

Indicata con k = (k1 , 9 ... ku) una qualunque di numeri interi &#x3E; 0 ,

si pone

è lo spazio delle classi di fuvzioni a valori complessi di potenza p.esima
sommabile munito della norma abituale.

È noto che per s intero &#x3E; 0 e p reale &#x3E; 1 si chiama spazio di SOBOLEV

(Q) lo spazio delle classi di funzioni a valori complessi u, definite, in
Q tali che i  s, le derivazioni essendo intese nel senso

delle distribuzioni su Q, normato ponendo

LP (S~) ; tale definizione può essere generalizzata al caso di s

reale positivo utilizzando gli spazi di tracce ;, precisamente si definirà per
0s1:

1

(Q), o  s  1, può anche essere introdotto in un altro modo; si ha

infatti il seguente

TEOR. 1.2. W 8,p (~), 0  s  1, coincide (4) con lo spazio delle u E LP (il)
tali che

f8 f8 I , 1 , 1 I-

(3) £(E; F) indica lo spazio delle applicazioni lineari e continue di E in F.

Nel corso del lavoro indicheremo con c, eventualmente munito di indici, costanti fra
loro anche diverse.

(4) La coincidenza tra due spazi di BANACH E ed F andrà qui e nel seguito intesa

nel senso che esiste un isomorfismo algebrioo e topologico tra E ed F.
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normalizzato da

Si definisce poi lo spazio W8,p (.Q) con s reale positivo qualunque,
s = [s] -~- a, [s] più graude intero  s, come lo spazio delle (Q) tali i

che Dk u E (S~) per k 1 = [s], normato da

Si indica infine con W08,P (S~), s &#x3E; 0, la chiusura in W8,P (Q) di T) (S~) (spazio
delle funzioni indefinitamente differenziabili a supporto compatto in f2) ; si

tratta di uno spazio normale di distribuzioni (5) su ,~ il cni dnale 

(5 è ancora uno spazio di distribuzioni su Q. Si pone allora la definizione :

per s reale negativo

Per W8,p (Rn) si possono porre le stesse definizioni e si hanno gli stessi
risultati che per W8,p (Q); l’unica differenza sta nel fatto che (Rn) =
= (Rn)@ s &#x3E; O, poichè Cf) (Rn) è deuso in W8,p (Rn), v. Prop. 1.2 di [14] ;
si hanno infine i seguenti risultati (v. Prop. 2.3, 2.4, 2.5 di [14~) :

. PROP. 1.2 W 8,p (Q), s &#x3E; 0, coincide con l’insietne delle restrizioni a Q

delle 2c E W8,p (.Rn).

(5) Uno spazio E di distribuzioni sn Q si dice normale se : 1) ~ (Q) C E C ~’ (D) ;
2) le iniezioni di E in 9)’ (D) e di D (D) in E sono continue ; 3) D (D) è denso in E.

(5 bis) Se E è uno spazio di Banach con E’ si indica il suo duale forte. Se p è un

numero reale &#x3E; 1 ~ si indicherà sempre con p’ il suo coniugato . 1/p -~- 1/p’ == 1 .

_ 

(6) (~) è lo spazio delle funzioni 2m volte differenziabili con continuità in
r.
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Gli spazi W8,p (F), - 2m  s  2m, vengono definiti riportandoli agli
spazi mediante « carte locali » : v. n. 2.5 di [14] ; si hanno un teo-

rema analogo al teorema 1.2, e le seguenti proprietà, v. Prop. ~.8, 2.11
di [14]:

Si ricordi infine il seguente teorema di tracce, ottenuto nella sua forma
. generale da USPENSKII [28] ed in casi particolari precedentemente da diversi
altri autori : ARONSZAJN, PRUDI, ecc. (per la bibliografia
vedasi ad es. il n. 5.1 di [14] e [23 )

TEOR. s  21n, sia, p = 2 ed s &#x3E; 1/2, ovvet-o _p =t= 2, p &#x3E; 1,
s &#x3E; ed s - non intero ; allora, per j = O, 1, ... , [s - 1 jp~ - (più grande

0 e strettamente inft3rio1’e ad s -1 Ip) l’applica,zione zc --&#x3E; yj u aiu- l ~ Y~ 
. òv&#x3E;

(v normale a T; yo u = u) di C2m (Q) su si prolunga
per continuità in una applicazione lineare e continua ancora indicata

u - 1’j 2~ di su (r).

1.3. Riprendendo la trattazione c1i n. 1.1, iu modo analogo a quanto vi-

sto per 9 e per r, si introducono gli spazi Wse (hz), s

reale, .- 2m  s  

PROP. 1.7. Per 99 E 02m si definisca mediante la

allora 0 in (T) e l’applicazione y -- 8i cp si per continuità

in una lineare e continua u --~ 

ogni 8 reale con - 2~  ~ ~ 2m.

1’) lo spazio delle funzioni 2m volte differenziabili con continuità su r.
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A nalogamente per E C2m (.h) si definisca ( ’1nediante la

si p1’olunga per continuità cn una applicazione
lineare e continua zc - (0*)-’ u di (17) in W 8,P (~’t), pe1’ ogni s reale corz

- 2nb  s  2m. Inoltre un ísoinor fi smo il cui inverso è (8)"1 e si hcr,

infine

C2 e c3 essendo costanti indipendenti da, T.

DIM. - Per s intero &#x3E; 0, con 0  s  2m, dalle ipotesi 1.1, dalla prop.
] .1., e dalla definizione di normna in ed in (rz) segue facil-
mente

c2 essendo indipendente da z: - Per la ~prop. 1.5, 5 applicata a 9 la (1.14) si

ottiene per prolungamento anche per ogni u E W 8e (~’z), cioè

e la norma di 0# in questo spazio è maggiorata da c~ (indipendente da ’t).
Analogamente si può procedere per (0*)’~ e si vede che il prolungamento
di (9~)-1 è l’inverso del prolungamento di 0~ .

si ha poi

dove J (x), essendo D di classe 02m+l, 2 è u~~a opportuna funzione E C2m 

e =~= 0 su tutto Ti ; e quindi si ha anche

dove

e quindi
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Di qui per 1~ prop. 1.5, è lecito definire 0f u per
iutero, - 2m ~ ~  0, mediante la ’

con 8

e si ha che 0§t è lineare e continua da (T.,:) in (T).
Analogamente si può procedere per (8~)w e si vede che il prolungamento

di (0§T)-1 è 1’inverso del prolungamento di 0*. Per dimostrare la proposi-
zione nel caso di s reale è poi sufficiente applicare il teor. 1.1 e la prop. ’1.6,

Sia ora u E reale con 0  s  2~n ; allora è anche u, o più
precisamente la restrizione di u ad in e quindi sotto le ipotesi
del teorema di tracce, teor. 1.3, si possono considerare le tracce su rz :

(V, normale interna a r7:)

elementi

In virtù della prop. 1.7, un elemento di per

comodità si scri verà 
,

Si ha allora la seguente proposizione :

, essendo s ~ 29ity

La dimostrazione è sostanzialmente nota nel caso di s intero e discende fa-

cilmente dalla stessa dimostrazione del teor. 1.3 ; per s reale si può otte-
nere ad es. utilizzando i teoremi di interpolazioue citati nel n. 1.2 e il teor.

9.1 di [13] (si osservi che questo teorema si estende immediatamente al caso
che qui interessa di p &#x3E; 1).

Ricordiamo infine la seguente
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PROP. 1.9. Sia p 1, s recrle &#x3E; llp e tale che s - llp non sia in-
sicr [s -- 1/p]- inte1’o &#x3E; 0 strettamente inferiore ad s - 1/p.

lndicltto con il sottospazio delle 2c di W8,p tali che Yo u = O, ... , 5
u = 0, si ha :

Tale proposizione, precedentemente nota per s intero &#x3E; 0, è stata dimostrata
da LIONS-MAGENES (v. Prop. 5.1 di [16]) nel caso generale.

n. 2. Ipotesi e risultati preliminari sul problema di Dirichlet non omo-
geneo per gli operatori lineari ellittici.

2.1. Sia S~ il dominio di frontiera r introdotto nel n. 1.1. Sia dato

un operatore differenziale lineare d’ordine che verrà scritto nella forma

i cui coen cienti akh (X) sono funzioni a valori complessi assegnate in ú tali
. che 

-

Sia A ellittico in ti, cioè per ogni x E ti e ogni vettore reale ~ =1= 0 sia

se n = 2, sia A propriamente ellittico in D, cioè per ogni x ED e ogni
coppia di vettori reali ~ e ~’ linearmente indipendenti il polinomio nella
variabile complessa r :

abbia esattamente m radici con parte immaginaria positiva ed m con parte
immaginaria negativa.

Siano poi
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la forma sesquilineare associata ed A;

1’opeuatore aggiunto fornale di A ;

la forma sesquiliiieare associata ad A*.

2.2. Posto d’ora in avanti

si hanno per u, V e C’ 2Ub (Q) le seguenti formule di Green (v. ad es. [13],
[4],[24])= 

-

dove o indica l’elemento d’area su 1’ ed Sj e Tj sono opportuni operatori
differenziali di ordine 2m - j -1 tali che i sistemi

sono sistemi normali e di Dirichlet nel senso di f4], più precisamente :

dove bj ed 1/bj sono in O m+l (T), Tjk ed essendo opportuni operatori
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tangenziali a r (nel senso ad es. di [101) di ordine -1 a coefficienti

almeno in C i+’ ~.h ),
Se si considerano due funzioni it e v derivabili con continuità 2m volte

in D, , allora si possono ripetere le stesse considerazioni ottenendo fra

l’altro le formule :

dove gli operatori differenziati Tï,7: hanno proprietà analoghe a quelle degli
. 
operatori Ti’ più precisamente :

, dove bj,7: ed sono in C m+1 (T t)~ i essendo operatori differenziali

tangenziali a r7: di ordine  k -1 a coefficienti almeno in (F7:); i coef

ficienti di Tj,7: riportati sn h mediante la prop. 1.7 dipeadono inoltre da 7:

con continuità in e risulta bj,o = bj.

2. 3. Supponi;mo, verificata la seguente : 
’

Ipotesi 2.1 Il problema

ammette solo la soluzione u = 0 un fissato p &#x3E; 1. 
’

Vale allora, in virtù dei risultati di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [3],
BROWDER [5], [6], LIONS MAGENES [14], [15, Remarque 6.1], il seguente :

TEOR. 2.1. Nelle ipotesi di 2.1 su Au e di 1.1 su Q, se l’ipotesi 2.1 è

vera per un p fissato &#x3E; 1, allora :

a) essa è per ogni altro p &#x3E; 1 ; 
’

b) è vera, anche la proposizione analoga all’ipotesi 2.1, relativamente

all’opei-atore A* per ogni p &#x3E; 1 ;
c) per ogni p reale &#x3E; 1 e per ogni s reale con 0  s  m tale che

s - l~p sia non intero, A ed A* sono di (Q) n w (~)
su W -m+s,p 
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Il teorema è dunque applicabile ogni volta che si abbia un teorema di

unicità per il problema di DIRICHLET in una qualunque classe e

sono note, in aggiunta alla ellitticità propria di A, condizioni integrali ed
. 

algebriche perchè l’ipotesi 2.1. sia vera per A o per l’operatore A + Å’ con
À &#x3E; 0 sufficientemente grande ; per es. :

1°) A è (Q)-ellittico, (LIONS [9]), cioè :

per ogni u E c indipendente o da ic ;

2°) A è fortemente ellittico (GARDING [8]), cioè :

per ogni x E Ò e ogni ~ reale ~ 0, con c costante ;
30) A è semidefinito debolimente positivo (AGMON - DOUGLIS - NIRENBERG

[3]), cioè:

per ogni x E ~2 e ~ reale.
Nella condizione 1°) 1’ipotesi 2.1 è vera per A, nelle condizioni 2°) e 3°)

per A -f- con A &#x3E; 0 e sufficientemente ’grande.
Nel seguito del lavoro sarà allora presa come ipotesi la seguente
Ipotesi 2.2 Q ed i coefficienti sono Iregola1.i nel precisato in 1.1

e 2.1 ; l’operatore A è ellittico (propriamente, se n = 2) in Q; per almeno

fissato &#x3E; 1 é valida l’ipotesi 2.1.

n. 3. Preliminari al teorema di esistenza e di unicità.

3.1. Si vuole ora studiare il problema di DIRICHLET per l’operatore Azc
di ordine 2m, verificante l’ipotesi 2.2 :

Con un procedimento abituale il problema (3.1) verrà riportato al caso

omogeneo
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utilizzando all’uopo una funzione ausiliaria v costruita in modo che

Qualora infatti si sapesse risolvere il problema (3.2) per g = f - Av la fun-
zione u = v + w risolverebbe il problema non omogeneo (3.1).

Tutto ciò è detto naturalmente in modo formale ; per una effettiva im-
postazione e risoluzione del problema andranno in ogni caso ben precisate
le classi in cui si prendono i dati j, e quelle in cui si cercano 17 e le

soluzioni e ’1£.

Studiamo dunque dapprima il problema omogeneo. Volendo risolverlo
in ipotesi assai generali sul dato g partiremo dal teor. 2.1 ed applicheremo
ad esso un procedimento di trasposizione, che si appoggia in sostanza su
un’idea di VISHIK - SOBOLEV [27], ma che noi utilizzeremo cos  come è stato

sviluppato nei lavori di LIONS - MAGENES (si veda per una esposizione ge-
nerale il lavoro [18]).

3.2. Introduciamo innanzitutto una classe di spazi di BANACH (analoga
a quella introdotta nel n. 4 di [18]) nei quali verrà posto il termine noto.

In modo preciso si pone la seguente

DEF. 3.1. Sia p’ reale e &#x3E; 1, iit iittero &#x3E; 0, s reale, 0  s  m ; si indica

con uno spazio di BANACH tale che

1 °) .m’p‘ (S) è spazio di distribuzioni ;

le iniezioni essend o continue.

Dalla definizione posta si ricava che (Q) è denso in (~3).

DEF. 3.2. O, s reale, O ~ 8 ~ reale e &#x3E; 1 ~ 

(~) è uno spazio di distribuzioni su S~ e per esso valgono le inclu-

sioni algebriche e topologiche:

si osservi che non è uno spazio di distribuzioni su Q, ma uno spazio
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di distribuzioni su a supporto compatto contenuto in D (v. ad es. LIONs

[9], MAGENES - STé.MPACCHIA [19), SCHECHTER [25]).
Faremo inoltre la seguente ulteriore ipotesi :
Ipotesi 3.1. 02m (Q) è denso in 

Esempi di tali spazi verranno dati nel n. 5.

3.3. Si ha innanzitutto il seguente teorema relativo al problema omo-

geneo : ~’
TEOR. 3.1. Nell’ipotesi 2.2, sia p reale e &#x3E; 1, per agrii s reale, 0 _ s 

tale che s + 1/p sia non intero, l’equazione funzionale :

ammette una ed una sola soluzione w E 1Vom-s,p per ogni fissato g E 
e tale w dipende con continuità da g.

DIM. Dal teor. 2.1 c) si ha, poichè s -1 /p’ = s -1-~-1~p è non intero,
che un isomorfismo di su ~-’~+5,~~ (~) J
per dualità si ha allora per la (3.4) che l’equazione funzionale (3.5) è ben

posta ed ammette, per ogni fissato una ed una sola soluzione

1V E dipendente con continuità si ottiene quindi anche la

maggiorazione

con c costante indipendente da g.

Si osservi che dalla (3.5) si ottiene

nel senso delle distribuzioni su D.

Inoltre, posto (massimo intero 2 0 strettamente

inferiore ad m - s - se è anche O ~ s  ’nl - 1/p, per il teorema di

tracce 1.3 risulta
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Per j &#x3E; r* o per "i le condizioni al contoi’no sono espresse
dalla (3.5) stessa in modo generalizzato; vedremo nei n. seguenti come si

possa dare significato anche a tali condizioni. Ci serviremo per questo in
modo essenziale dei ragionamenti e dei risultati di LIONS-MAGENES (v. in

particolare [14], [16] e [18]).

OSSERVAZIONE. Si può anche studiare in modo analogo il problema
i’ 

« parzialmente omogeneo », individuato dall’equazione funzionale

con g E (D), ggj E (r)~ ~ = r* + 1~ ... ~ 5 m - l.
. 

Si ottiene ancora che, per p reale &#x3E; l, per s reale, 0 _ s  g i, con s -j-
-- l p non intero, tale equazione funzionale ammette una ed una sola so-

luzione w E ("() e tale w dipende con continuità dai dati g e 

LEMMA 3.1. Sia p’ reale &#x3E; 1, s reale, llp’  s  ni, tale che s - llp’ sia
non intero ; si ponga i- = m + s - 1/p’]- intero 2: 0 e strettamente

injèriore a 1n + s - Kflii,&#x3E;io assegnate Bj E = 2m -

- i. - 1,... -1; esiste allora almeno una funzione 1() E tale che

l’applicazione essendo continua da

Si osservi che r = 2m - r* - 2 e quindi 2m - r - 1 = r* + 1 ; questo
lemma non è che il lemma 5.1 di [16].

Si considerino ora alcuni nuovi spazi funzionali

DEF. 3.3. Sia s reale con 0  s  m, p reale &#x3E; 1; si indica co~Z

ie spazio delle u E (il) tali che Au E (D), munito

della norma
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DEF. 3.4. Si indica con (£2), p 1, lc reale, 0  le  lo

spazio delle u E (£2) e’ tali che Au E W -m,p (£2) nzu?iito della 

Lo spazio (S~~ ~ già stato introdotto e ampiamente studiato da
LIONS-MAGENES in [14], [16].

DIM. Sia 2c E (Q) e sia w la soluzione del problema di DIRICHLET
data dal teor. 3.1 con g = Au, cioè 2v sia tale che

dove il rappresenta la dualità fra (Q) e (Q) ed
il secondo , &#x3E; la dualità fra (£2) e 

Si consideri ora, per l’ipotesi 3.1, una successione di funzioni

E C2m (~) tale che .

si indichi poi con 1Vn la soluzione del problema di DIRICHLET

essa, come è noto, appartiene a (T2"’ (£2) (v. [22], ~3], ... ).
, Sempre per il teor. 3.1 applicato a

risulta :

ciò significa clie la successione c convergente in 
e per la (3.12) anche in



243

Posto ora v = risulta

e quindi v E 7"(); i per la prop. 5.7 di LIONS MAGENES [16] 
denso in ~~ -s’~ (S~) e quindi esiste una successione c O 2m (Q) tale che
per in ed in 

Quindi Vn -j- Wn E O 2m (ti) e tende ad u in (Q) per ~~ -~ 00.

Si osservi che questo lemma è analogo al lem~na 5.1 di [18].
Posto ora

nelle stesse ipotesi del lemma 3.2 e con ragionamento analogo si può di-
mostrare la seguente

PROP. 3.2 Nelle ipotesi 2.2 e 3.1 per ogni p reale &#x3E; 1~ per s reale,
intero denso in

(il).
DIM. Sia u E (Q) e sia w E (S~), la soluzione problema di

DIRICHLET data dal teor. 3.1 con g = come nella prop. 3.1 , si dimo-

stra allora che per l’ipotesi 3.1 esiste una successione e C z"~ (S~) con-
vergente in ad Au; tale successione individua una successione

c C 2’ (S) convergente in alla w.

Posto poi v = 1£ - w risulta

ed in virtù del teor. 5.1 di 116] risulta anche

in particolare

e quindi

Si considerino ora le successioni (yn,;) con

4. Annali della Scuola Norm. Sup.. Pisa.
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e sia v,, la soluzione del problema di DIRICHLE1.’

Per i teoremi noti.di regolarizzazione del problema di DIRICHLET (v. ~ 22],
[3], ...) si 1m che v. E O 

2m (ú) n (D) (si ricordi anche la prop. 1.9) e
d’altra parte per la (3.1 G bis) applicata a si ha che Vu - v in Wom-s,p (Q).

Quindi v,~ + E O 
2~t (li) n (S~) e tende ad zc in (S~) per

~2 - 00.

TEOR. 3.2. Nelle ipotesi 2.2 e 3.1, per ogni p reale e&#x3E; 1, sia s

reale 1 - l/p  s  m, tale che s -- 1 /p sia intero. L’applicaziorce

u E O 2m (S~) si prolunga per continuità in itita applicazione linea-
re e continua indicata ancora con n u, ... , u di 

m-l

in II t-Y (~’),
J==2m-r-1

La dimostrazione del teorema è analoga a ’quella di 16J, teor. 5.1 (si
veda anche [18J, teor. 5.1), ma viene qui riportata per comodità del lettore.

Siano assegnate comunque (Jj E (F) = (r),
j = 2~~a - r -1, ... , ni - 1, e sia iv E n (Q) la funzione

data dal lemma 3.1. Assegnato u E (S) si consideri il funzionale,0

dove il primo C ~ ) rappresenta la dualità fra e ed il

secondo C ~ ) la dualità fra e ~sa,p’ (S~).
Tale funzionale non dipende da 20 : infatti se un’altra funzione di

W ó ~~~ (S~) che assegnati i fJj verifica il lemma 3.1~ 
._-_?~~-w1 

... , 
il sistema

è un sistema normale e di DIRIOHLET di ordine r = [m + s - llp’]- nel
senso di ARONSZAJN - MILGRAM [4] e quindi per il lemma 2 di l4] e per la



245

prop. 1.9 risulta Si ricava allora che

infatti per

donde per continuità poichè 9 (Q) è denso in e om (Q) n o 8 P,
è denso in (Q) si ha la (3.18) e X; non dipende da s  scri-

verà perc;iò d’ora in avanti X03B2.
Per il lemma 3.1, w dipende con continuità da ( ~82~,-r-1, ··. ~ ed

il funzionale semilineare .

è continuo su
i’

(r) e quindi è delltv forma

dove C ~ ) rappresenta la dualità fra 

e le applicazioni sono continue da 

Se si fa vedere che l’asserto del teorema è allora dimostrato.

È sufficiente verificare ciò per che è denso in

e ~ó ,~’ (~) che è denso in ~~(~); i
ed allora dalla formula di GREEN si ha immediatamente, ricordando

anche la prop. 1.9 : ’

e quindi l’asserto è dimostrato.

TEOR. 3.3. Nelle ipotesi 2.2 e 3.1, per ogni p reale e &#x3E; 1, sia s reale,
1 - llp  s  m, tale che s + llp sia non intero. L’applicazione u --~ y u =

_ Yo ... , u definita per li E C2- (Q) si prolunga per continuità in una,
applicazione lineare e continua ancora indicata di in

il (~’). .
j~0
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DIM. - Sia u E allona per il teorema di tracce, poichè
zc E ([~) risulta che Yj u E W
Si consideri allora il problema

in virtù del teor. 5.2 di [16] esiste una ed una sola w E che ri-

solve il problema. ,

Posto v = u - w, si ha v E ed inoltre v E Wó -S’~ (il) e quindi
v E (~3) ; per il teor. 3.2, ricordato + 1 = 2m - r - 1, esistono
allora le tracce in (T), j = 2m - r - 1, ... , m 2013 1 e per la
(3.20) è Yj v, j = 2m - r 2013 1)... m 2013 1. Ed allora, essendo u = v + w,
esistono le tracce Yj U E (T), j = 0... m -1 e l’applicazione

m2013i

u -)o- yu é lineare e continua da in I’ .Y lineare e continua da A ( ) in ZT Wm- ( )
j=o

Si può anche estendere la valid ità della formula di Green (2.ll), pro-
lungaudola per continuità, come è possibile ricordando anche la prop. 1.9

e le proprietà viste di i si ha allora

per ogni u E (Q) e v E (Q), dove il primo , &#x3E; rap-
presenta la dualità fra e (Q), il secondo ~, ) quella
fra (S) e K§7"’ (Q), ,il terzo (,) quella fra (r) e

( j’).

3.5. Si può dare, in modo analogo a quanto fatto in 3.2 la definizione

degli spazi 0-z--col, Q, essendo gli aperti dell’i-

potesi 1.1.

Si dimostrano poi facilmente i seguenti lemmi :

LEMMA 3.2. Se oJ
inoltre :
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LEMMA, 3.3. Neil’ípotesi 2.2, è = A (u,~z) su Q,, 7: 

Si possono dare in maniera ovvia anel~e le definizioni degli spazi
‘~À’s’p (~_), (Q~), (~z) i si dimostra poi facilmente il seguente

LEMMA. 3.4. Nell’potesi 2.2, se u E (S) allora, z E [0, 
m sp ; .

E " 

Si possono ora applicare ai domini le considerazioni

svolte in 3.4, ed ottenere il seguente

TEOR. 3.4. Nell’ipotesi 2.2 e 3.1 per ogni p reale &#x3E; 1, sia s reale,

, sia iutero. 

è lineare e coniinua da

3.6. Data una funzione u si possono considerare nelle ipo-
tesi viste :

i) le tracce nel senso di teor. 3.3 su r :

ii) le tracce, nel senso di teor. 3.4, su F, :

zii) le tracce, nel senso di teor. 3.3, su F, , « riportate », per la prop.
1.7, su F:

Si pone allora, in modo naturale, il di sapere se, dato u E

A (n, u ~ Y~ u iit ~j~)~ ~ = 0, m - J .

La risposta è afferinativa come ora vedremo con un teorema che generalizza
i risultati di LIONS-MAGENES [13], n. 3.

3.7. Per dare una risposta al problema sono necessari alcuni lemmi.

Il seguente lemma è una estensione del lemma 3.1 ad Q1: e si ottiene

con un semplice complemento al ragionamento che si usa per il lemma 3.1

nelle ipotesi fatte su S~ e su 
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massimo 0 e strettamente

esiste allora almeno una funzione wt E tale che :

l"applicazione (i essendf) continua da

inoltre vale la d iseguaglianza :

dove c" è una costante indipendente da z E [0, con 0 ~ z1  zo e *ti

_ 

sufficientemente piccolo. 
’

Sia dunque wi la funzione ottenuta mediante questo lemma, conside-

ratane poi la restrizione ad è E 1 n con

si ottiene allora dalla (3.25) :

con o" costante indipendente da c.

LEMMA 3.6. Nelle ipotesi 2.2 e 3.1 sia p i-eale &#x3E; l &#x3E; sia s reale, 1 - 
p

1 
.9 

-

 8  m, tale che s 1 sia non intero. Allora l’operatore yz varia, er
_ 

p ,
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in un insieme limitato di :

DIM. Per definizione e dalla prop. 1.7 si ha :

dove co è una costante indipendente da z.

Per dimostrare il lemma basta quindi maggiorare

per tutte le u tali che

con una costante indipendentemente da r.

Innanzi tutto per j = 0,..., r* = - s - i~~ virtù degli stessi
ragionamenti che si usano per la dimostrazione del teor. 1.3 si ha che

esiste un 0  ~2  To ed una costante indipendente da z, tali che sia

per z E 10, z2] :

per tutte le u suddette.

Fissiamo poi una tale M e consideriamo per z E [0, il problema di

DIRICHLET in 

tale problema ammette, per il già citato teor. 5.2 di [16], una ed una sola

soluzione w* E (Qz) c (S~z) i si ottiene allora tenuto anche
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conto del teor. 5.2 di [16J:

Sia ora, ; esistono

inoltre per il 1 teorema 3.3 le tracce ¡

siccome

ed inoltre è, indipendentemente 

Considerate le e corrispondentemente la w., del lemma 3.5, si può
ora, in virtù del teol’. 3.4 scrivere, per z E lo, T211 la formula di GREEN (3.21 )
in Q1::

dove il primo C ~ ) rappresenta la dualità fra e W s~~’’~’~ (~i) il

secondo C , ) la dualità fra e (D,), il terzo  ~) la dualità

Per le proprietà di wZ e si ha :

con C4 indipendente da z E [O, 1:2].
Poichè A* è di ordine 2r~a, per la prop. 11.1 di [14] (v. Remarque 6.1

di [15]) si può scrivere, per la wl: del lemma 3.5,

con 05 indipendente da ui ; si ricava allora dalla (3.34) e (3.25) :

con C6 costante indipendente da x ~ per
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Si ha poi per

con c" indipendente da r E [O, r].
Dalle (3.32), (3.35), (3.36) si ottiene pertanto

con C7 indipendente da z, e quindi

con es indipendente da 1:.

Siccome = vi + w: e è un operatore lineare, dalle (3.29), (3.37)

si ottiene, per tutte le 1t che verificano la (3.28) :

con Cg indipendente da r. Il lemma 3.7 è cosl dimostrato.
Il seguente infine, risponde in maniera esauriente al proble-

~na posto in 3.6.

TEOR. 3.5. Nelle ipotesi 2.2 e 3.1y sia p reale e &#x3E; 1, 8 1 - 1/P 

DIM. Sia u E (~)? per il lemma 3.2 esiste una successione ~2c"~ c
c C 2~~’ (n) convergente in (~), cioè tale che
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Per, il teor. 3.3 esistono le tracce su u E 

j = 0, ... , e per il teor. 3.4 esistono le tracce su r7: « r portate » su
si può allora

seri vere, per ,

Il primo ed il terzo termine del secondo membro, per il lemma 3.7 e per
la (3.39) per n --~ 00 tendono ciascuno a zero e quindi fissato e &#x3E; 0 si può
determinare tale che per sia

Il secondo termine del secondo membro, per rc fissato tende a zero, per
7: ---&#x3E;- 0, poichè Un E G22 (Q) e quindi fissato ê&#x3E; 0 si può determinare un tale

che per -c E [0, ó,], sia,: .

in conclusione per n fissato &#x3E; nE e per 7: E [0~ è

ed il teorema è cos  dimostrato. 

~ ~ 

’

n. 4. Teorema di esistenza e di unicità. ,

4.1. TEOR. 4.1. Nelle ipotesi 2.2 e 3.1, reale &#x3E; 1, sia s 10eale,
tale clae non intero. Fissati C0ÌilllJlQll6 lC -;m,p (S) e
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ed u dipende con continuità dai dati f e inoltre si ha :

DIM. Dai teoremi 3.1 e 3.2 nelle ipotesi fatte, il problema

ammette una ed una sola soluzione e tale soluzione dipende
con contiuuità da f ; per quanto riguarda il modo di assumere i dati alla

frontiera il teor.. 3.5 dice poi che

Si consideri ora il problema di DIRICHLET

con ggj E (r), j = 09 19 ... , m - 1 ; il teor. 5.2 di [16] nelle ipotesi
fatte assicura l’esistenza e l’unicità di una soluzione dipen-
dente con continuità dai dati qJj; siccome Av = O allora v E (il) e quin-
di per il teor. 3.5 i dati alla frontiera sono assunti nel senso che

Posto infine u = v -~- w tale funzione soddisfa in (Q) le (4.1) ;
tale funzione è poi unica in (Q) per il teor. 3.1. c. v. d.

OSSERVAZIONE. È opportuno osservare che, nei loro lavori, LIONS.

MAGENES dal teor. 2 .1 nel caso s = 1n ottengono per trasposizione
risultati nella classe (il) e per interpolazione ottengono poi i
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risultati nelle classi intermedie reale compreso tra O e 2w. Qui
invece si parte dal teor. 2.1 nel caso 0  s  7n (e quindi i da un risultato

già ottenuto per trasposizione e successiva interpolazione da LIONS MAGE-

NES) e si applica poi il solo procedimento di trasposizione.
4.2. Nel caso s intero si può osservare che (~~) ~

:3 Wtn-s-l/p,p (r) per ogni 8 &#x3E; 0 e che per t sumcienteInente piccolo, se s -- ilp
è intero s -E-1/p -~- e è non intero ; dallo stesso teorema 4.1 applicato al caso

s -E- E, sia ottiene allora il seguente risultato « approssimato » :
TEOR. 4.2. Nelle ipotesi 2.2 e 3.1, sia p reale &#x3E; 1, sia s reale, 0  s  1n,

tale che s -+- 1 / p sia intero ; allora , fissati coniunque f E (D) e

(ri E (r), ... , 
- 1 esiste una ed sola u E 

per ogni e &#x3E; 0, tale che Azc E (Q), e che :

Au = f nel senso delle distribuzioni in Q

ed u dipende con continuità, inoltre:

OSSERVAZ10NE. - Si osservi che le (4.1), (4.2) sono valide ogni
e &#x3E; O nla non è detto che lo siano per E = 0 (cfr. nn. 6, 7).

n. 5. Un caso particolare di spazi 

5.1. Riprendendo la definizione data in 3.2 degli spazi del tipo 
si presentano alcuni problemi interessanti.

Il primo problema è quello di dare degli esempi di tali spazi ; si ha

innanzi tutto l’esempio immediato dello spazio che è evidente-

mente uno spazio del tipo i in questo caso però non si ottiene

nessun risultato nuovo rispetto a quelli ottenuti da LIONS-MAGENES [14].
Daremo nei prossimi n. 5.2~ 5.3 un ulteriore esempio. La costruzione di
tale esempio si è presentata in modo naturale, come si vedrà nei successivi

nn., nel caso di due dimensioni.

Un secondo problema aperto è quello di caratterizzare, se esiste, lo
spazio « più piccolo », in un senso da precisare opportunamente, fra quelli
che verificano la (3.3) in modo da ottenere come duale lo spazio  più
grande » che verifichi inoltre ancora l’ipotesi 3.1.
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5.2. Si ricordi che se E è uno spazio di BANACH si suole (v. [9], [26],
... ) indicare con LP (0, ro ; .E) lo spazio delle classi di funzioni u ()
di potenza p esima sommabile in ]0, zo[ a valori in E, rispetto alla misura

di IiEBESGUE dz su ]0, se il u IIE è la norma in .E, allora lo spazio
LP (U, .E) risulta esso pure di BANACH rispetto alla norma cos  definita :

ciò detto, si porrà la seguente

DEF. 5.1. Se 7(; è intero positivo si indica con (0~ E) lo spazio
delle u (z) ta,li che Di u (z) E LP (0, zo ; E), j = 0, 1,..., k, la de~~ivazione es-

sendo intesa nel senso delle distribuzioni vettoriali su ]0, a i7a .E (8) ;
in TJ7k,p (o, to ; E) viene introdotta la 

Talvolta~ si indicherà lo spazio LP (0, zo ; E) con (0, 1’0; E).
_ 

Per note proprietà vale inoltre la

PROP. 5.1. Se u (z) E Wke (0, co ; E), k intero positivo, allo1’a u (1-) coin-

cide quasi-dappertutto in [0, con una funzione che verrà ancora indicata

con ic (z) e con la quale identificata, continua in [0, 1’0]’ a valori in E
insieme con le sue derivate Di u (~) per j = 1, "Il , Ic - 1 ; lzanno quindi senso
u (0), Di u (0), u (0) come elementi di .E·

° 

Si pone allora la

DEF. 5.2. Per k i?ctero positivo si indica (0, 1’0; E) il sottospazio
di (0~ vo ; E) chiusura in Wk,p (0, 1’0; .E) dello spazio (D (0, E) delle

funzioni indefinitamente ed a supporto compatto in ]0, a va-

I ori in E.

Esso coincide con il sottospazio di Wk,p (0~ .E) costituito dalle u per
cui è u (0) = D’ u (0) = ... u (0) = 0. Si conviene anche di porre

(8) Si veda SCHWARTZ [26].
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Si ha poi la

dove il duale di E.. .

Per le u E .E) con k  0, si ha inoltre il teorema di rappre-

xeiitazione :

5.3. Sia fl una jissata, funzione appartenente a 02m (Q) a supporto in
C ed uguale ad 1 con un fissato z E ] 0, ~o [.

Si consideri lo spazio lineare , (S~), m intero &#x3E; reale, 0 _ 
delle 2c tali che .

ove l~ norma, è cos  definita :

si hanno ovviamente le inclusioni

Si pone allora la seguente

DEF.5.4. la, chiusura di

uno spazio del tipo ) infatti esso è ovviamente uno

spazio normale di distribuzioni ed inoltre sono verificate le inclusioni (3.3).
Osserviamo che il prodotto topologico di i ~T’~~~~~ (o, zo; (r))

è uno spazio di BANACH riflessivo poiclè ta&#x3E;li sono i due fattori e che

As ’p , (), come varietà lineare’ chiusa di uno spazio di BANACH riflessivo, è,
per la norma indotta, uno spazio di BANACH riflessivo ; si ha cioè

(9) Con (03B2 si intende di indicare la, funzione t9* (03B2 
1
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PROP. 5.2. (D)~ ~ intero &#x3E; 0, s reale, 0  s ~ m~ è uno spazio di
BANACH riflessivo. ~ ,

Segue allora con ragionamento noto che il duale di (Q), che in-

dicheremo con ( S ) 1 + p = 1, &#x3E; è uno spazio normale di distribu-
P P

zioni e dunque in particolare che (Q) verifica l’ipotesi 3.1.

OSSERVAZIONE. Lo spazio (~)~ m intero &#x3E; 0, s reale, 0  s  m~

dipende ovviamente dalla funzione fl fissata (e dal valore z). Tale dipendenza
non è tuttavia essenziale ; se infatti si sostituisce a fi un’altra funzione fissata
purchè ancora appartenente a 02m (Q), a supporto i1i C Qr;o ed uguale a 1,

con 1’* fissato in 0, To [ si ottiene uno spazio isomorfo algebri-
camente e con una norma equivalente.
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PARTE :

n. 6. Un caso particolare risolto con un altro metodo.

Come è stato detto nella prefazione, in questa parte II, riprenderemo
il problema non omogeneo di DIRICHLET, nel caso particolare in cui sia
n = 2 e sia D di classe 02m+2,

Nella parte I tale problema viene ricondotto al caso omogeneo mediante
la funzione ausiliaria che è costruita risolvendo, con il teor. 5.2 di LIONS

MAGENES [16] il problema

qui invece verrà data una costruzione diretta di una funzione ausiliaria

utilizzando risultati e metodi di AGMON [1] MIRANDA [21] e MAGENES [17]
e conferenza di Nancy e Strasburgo. Il problema omogeneo al quale ci si

riduce viene poi risolto utilizzando i risultati della parte I nel caso omoge-
neo e precisamente il teor. 3.1.

6.1. Supposto che valga l’ipotesi 2.2 e che S~ sia di classe C2m+2 siano

assegnate su r 1n distribuzioni ggj E (T), j = 0~... m -1, ~
reale &#x3E; 1, intero con 1  s -- llp  m. Si vuole costruire una fun-

zione v x 2) E C2m (il) n (S) (’°) verificante le condizioni :

Ponendo per comodità s -~- 1/p = m - r con r intero, 0  r  m - 1, si vuole

allora 9 nell’ipotesi 2.2, 9 costruire, date m distribuzioni ((’j E (jT)y
una fu zione i

(10) C2m è lo spazio delle fnnzioni 2m volte differenziabili con continnità in Q.

(ii) Con (dv)x si intende di indicare la funzione (Av)r . O è il simbolo di Landau.,r 
1 

*
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A tale scopo, considerata la famiglia di aperti dell’ipotesi 1.1,
si ponga

allora l’omeomorfismo gi fa corrispondere ad Oi il rettangolo

ed a l’intervallo

u

Si ha in questo modo che il sistema costituisce
. i=l 

uu ricoprimento di T mediante insiemi i aperti relativamente a r.
Si consideri poi una famiglia di funzioni ai E C2- = 1, ... , ,u tali che :

1°) ogui ai abbia supporto compatto contenuto in .

2°) la famiglia (12) costituisca una partizione dell’unità su
r relativamente al sistema ~1’~~1~,,~ ~ cioè

3°) la trasformata mediante gi sia costante rispetto a t2 in Q-
per t2 sufficientemente piccolo, per es. -12  tz  O .

Si vede facilmente che tale costruzione è possibile.
Seguendo ora il ragionamento del n. 2.5 di [14], ed usando per como-

dità gli stessi simboli (si ricordi (2)), si consideri per ogni funzione 02- (T),
fissato i, il prodotto e lo si trasformi mediante l’olneomordsmo 

precisamente si pouga :

L’applica&#x3E;zione q - Oi cp, i =1, ... 5 P9 di C2?"&#x3E; (r) in C2"? (R1) si può poi
(si veda sempre, LIONS-MAGENES [14] 11. 2.5) prolungare per continuità in
una applicazione lineare e continua ancora indicata 99 - Pi cp, i = 1, ... , p,
di (~’) in W1’,p (R1), r intero - 2~rz  i-  27~z.

~ 

(12) Con si indica la restrizione a r della funzione ai’ i = 1 ... , 2 iu.-

5. Annali della Sc~uola Norm. Sup. ,
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Da tutto ciò, segue che le 1n distribuzioni ~T~~’P(jT) ~==0~...y 
r intero, 0  r  7t -1, assegnate su r si trasformano mediante gli omeo-
morfismi gi in m . fl distribuzioni = 0 ... , m - 19 i = 1, ..., 9 U
dalla variabile f i appartenenti rispettivamente a (RI) ed a supporto
contenuto in J. 

L’operatore Au, dato dalla (2.1) si trasforma mediante gli omeomorfismi

gi in un operatore differenziale lineare di ordine 2m a coefficienti definiti

su Q e ancora ivi propriamente ellittico :

dove v è la trasformata di u e Bv è un operatore lineare di ordine  2m -1
a coefficienti almeno continui in Q- e i coefficienti (ti’ r t2) di (6.5),
appartengono per le (2.2) a C~ (Q-).

Si introduca ora l’operatore

e, per ogni fissato i, si considerino le m distribuzioni E 

j = 0,.., m -1 ed a supporto in J.
Si supponga verificato il seguente teorema, di cui verrà data la dimo-

strazione nel successivo n. 7:

’ 

TEOREMA 6.1. Conqiclerato nel piano t2) l’opeí-atore di ordine 2m

uniformemente e propriainente ellittico (per la def. v. n. 7.1)

coefficienti a2m-j (ti) funzioni a valori complessi della sola variabile t,
appartementi a 01 e limitati in R1, assegnate m distribuzioni E

E (R1), j = 0, ..., m - 1 ed a compatto contenuto in inter-

vallo aperto J di Rl, allora esiste una funzione v t2) la quale
i) indefinitamente differenziabile nel t2  0 ;
ii) pei- ogni interva,llo chiuso e 1 = (s’  t1  s") c verifichi

le condizioni :
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= iii) appartenga a W’’~~ (B) B è* un aperto limitato ,fissato qualun-
que del semipiano t2  0.

Si prolunghino ora per continuità i coefficienti del 12 operatore -Cto in modo
che indicato con ~’ l’óperatore cos  prolungato siano verîficate le condizioni
del teor. 6.1 ; i per tale teorema si può allora costruire nel setnipiano t2  0

una funzione indefinitamente differenziabile per t2, 0, la cui restri-
zione a Q_ appartiene a Wr,p (Q-), e verifica, prendendo come intervallo l’i
l’intervallo j = [- 1, + 1] :

Tenendo poi conto che in
e (6.10) :

si ha anche dalle (6.9)

Sia infine x2)~ i = 1, ... ,u la famiglia di funzioni definite in Oi e
trasformate mediante della restrizione di t2) a Q_ ; per proprietà
note si ha che (oi), Considerata la~ funzione

u .

definita per x2) E U Oi la si prolunghi a tutto S ponendola aguale a
2=1

zero ; essa appartiene a (S~) ed inoltre tenuto conto di (6.11),
, (fi.12) verifica le (6.3), (6.4).

6.2. Dimostriamo ora che Av E (Q).
Si dimostra innanzitutto che W -m&#x3E;P (0~ (r)), 

siccome è una funzione vettoriale continua nell’intervallo Tol, a
valori nello spazio di BANACH W -m+r,l,p (r), essa ammette in ~ 0~ col una
primitiva di cui essa è .la derivata in ogni punto.

Si ha inoltre dalla (6.4)

Posto allora
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si ha iterando il ragionamento sopra fatto

Si consideri ora il funzionale

tale funzionale risulta integrando nt volte rispetto a z :

e quindi come volevasi,
Si consideri poi il funzionale

si ottiene allora, ricordando anche la definizione (2.1) di A e il n. 5.3 :
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dove ci e C3 sono indipendenti da rp. Resta cos  dimostrato che

Av E (~). ,

6.3. Siamo cos  in grado di dimostrare il seguente teorema di esistenza
e di unicità per il problema di DIRICHLET.

TEOR. 6.2. Nell’ipotesi 2.2, sia n = 2, il di classe C2m+2 e p reale&#x3E; 1; allora

fissato r intero 0  r  1n - 1, per ogni f E (Q) e g~’ E 

j = 0, ... , m - 1, esiste una ed una sola funzione u tale che 1£ E W re 

E (S~z~ per 0  1:  zo/2, e che

nel senso delle distribuzioni su Q

OSSERVAZIONE. Il problema di DIRICHLET Au = f, 7,ju = j=:O,...,
m -1 viene dunque risolto nel senso della (6.15) e (6.16); e si osservi che

in realtà è leci to pdrlare per T&#x3E;0 di nella (6.16) poichè se 
per -c &#x3E; 0 allora in virtù del teor. 3.4 esistono le e appartengono a

quindi esistono le ed appartengono a 
e a ma,ggior ragione dunque a Wr-jp (T).

DIM. DEL TEOR. 6.2. Dimostriamo anzitutto l’unicità. Se ul ed u2 fos-
sero due soluzioni del problema, w = ul - u2 verificherebbe anzitutto la

= 0 e quindi per i risultati di regolarizzazione all’interno delle solu-

zioni delle equazioni ellittiche (AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [3] e BROWDER .

[5], [6]) w apparterrebbe a Inoltre sarebbe
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Sia oru 2Y una qualunque funzione dello spazio (spazio delle 
tali che yo u = ... = 0). Per 1’ipotesi fatta sia di classe

può per ogni z di [0, -co/2] costruire una funzioue E 02m e

nulla su F7: insieme alle sue derivate secondo la normale a Ti fino all’or-
diiie M _ 1 (13) e tale che per z - 0 uniformemente in Q alla 

insieme a tutte le sue derivate fino all’urdine 2m, cioè fissato e &#x3E; 0 esiste

un T, con O  7:8  tale che per T E ] 0, 7:8 [ sia

Applicando allora la formula di GREEN in Qz a ed a w si ha :

&#x3E;

Dalla (6.18) passando al limite per r2013~0, tenuto anche. conto che

(W E e che valgono le (6.17) si ottiene la

e quindi, @ poicbè (S~) è denso in fl (Q), applicando il

teor. 2.1 nel caso s = m, si ha w = 0.

Dimostriamo ora l’esistenza. Dati f e q~~ costruiamo anzitutto la fun-

zione ausiliaria corrispondente ai qqj mediante la costruzione del n. 6.1 e

risolviaino poi, col teor. 3.1 nel caso s = m - r - 1 e g = f - Av, il

j&#x3E;roblemé Aw = f - = 0, j = O,... ~ 
E infine poniamo u = v + w. Ricordando le proprietà di v e inoltre

che w E e che per il teor. 3.5 y~,z w ~ 0 in e

quindi in = 0, ..., m - 1, si ottiene subito che u verifica la

tesi del teorema.

6.4. E’ interessante confrontare il risultato ora ottenuto con il teor. 4.2.

Si vedrà cos  che i due risultati sono differenti e l’uno serve a completare
l’altro.

Si supponga pure f = 0. Posto allora r - s - 1/p~ il teor. 4.2.

afferma che assegnati E = 01 ... , m - 1, esiste, una ed una

sola ul E (Q) per ogni e &#x3E; 0, tale che Au, = 0 nel senso delle

. 

(13) Si veda nn metodo di costruzione di tale funzione in MAGENES [17] nn. 1 e 2.
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distribuzioni j~~ Q e che

Invece il teor. 6.2 afferma che nelle stesse ipotesi sui dati esiste una

ed una sola u E Wr,P (il) tale che va~lgano le (6.17); dunque il teor. 4.2 dà 
,

la soluzione del problema in uno spazio più ristretto di quello del teor 6.2 ;
per quanto riguarda il inodo di assumere i dati pj il teor. 6 2 dice invece

con la (6.17) di più che il teor. 4.2, il quale assicura solo la (6.19).
I due risultati si completano a vicenda in quanto, come ora si farà 

’

vedere, le due soluzioni coincidono. Infatti u è tale che W 

e inoltre 0; dunque per i risultati di regolarizzazione interna (v.
AGMON-DOGGLIS-NIRENBERG [3], BROWDFR [5], [6]) W E e quindi
esistono le tracce su 1-’t (nel senso ordinario) per le quali risulta dalle

(6.17)? (6.19) ya,Z w --~ 0~ per v -t- 0, in (T), j = 0, ... , m - 1 ; con

lo stesso ragionamento fatto per dimostrare l’unicità nel teor. 6.2 si ottiene

allora 
‘ 

e dunque w = 0. 
°

Unendo i teor. 4.2 e 6.2 si può allora ottenere il seguente

TROR. 6.3. Nell’ipotesi 2.2 sia ~z = 2, il ds clagse e p rev le &#x3E; 1 ;
allora fissato un 9-, con 0  r ~ in - l, E (il) l er

o, i, ..., in - 1, esiste, una ed nntt solcr 2~ E (D)

Au = f nel senso delle distribuzioni in Q

ed iitoltre

È opportuno rilevare l’interesse del risultato ottenuto col teor. 6.3

poichè vengono cos  generalizzata o precisati maggiormente, i risultati pre-
cedenti dovuti a CIMMtNO [7] per le equazioni del secondo ordine (per il

problena 4u = 0, rou = 909 9’o E LP (r) uel caso in cui sia un cerchio,
si veda anche ZYGMUND [29] cap. XIV), e per le equazioni di ordine snpe-
riore a MAGENES [17] e a LIONS-MAGENES [14, teor. 12,2 J.
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n. 7. Verifica del teorema 6.1.

7.1. Posto, per comodità, t, = s, t2 = t  si consideri nel piano (t, s)
1 l’operatore di ordine 21n

con i coefficienti ~a2yn_~ (s) funzioni a valori complessi della sola variabile

8, appartenenti a C1 e limitati in R1’. .

Si supponga che 

a) l’operatore sia uniformemente ellittico, cioè per ogni vettore reale
~ = (~1, ~2) ed ogni s di R1 si abbia

a essendo un numero strettamente positivo ;
b) l’operatore xia propriamente ellittico, cioè gli zeri del polinomio

in z, a coefficienti funzioni di s~

siano sempre i  con parte immaginaria positiva ed m con parte immagina-
ria negativa.

Si ricava allora (si veda ad es. [21], nota (11)) che gli zeri con parte
immaginaria negativa Zt (f)’ ... (8) non escono, al variare di s su R1, da
una regione delimitata da una curva y semplice e chiusa fissa appartenente
al semipiano 

Kia

cosicchè si ponga poi :

(14) Si usano le seguenti novazioni :
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I coemcienti di 111 (z, s) e degli (z, 8) (j = 0 , ... , ra -1) per 
servazioue fatta sugli zeri di e per il modo con il quale sono
stati definiti detti polinomi, sono funzioni di s appartenenti a CI (Ri  e
limitati in Rl. Si ha anche che, per z variabile su 1 ed s in R1, I M (z, 8) [
è maggiore di una costante positiva.

7.2. Tutto ciò premesso, fissato r intero con 0  r:5 m - 1, siano (s),
j = 0, 1, ... , in - 1, in distribuzioni appartenenti rispettivamente a W r-j,p (RI)
ed a supporto compatto contenuto in un intervallo aperto J di R1. Si

hanno allora due casi :

Nel caso ~8) risulta

con (s) E supporto contenuto in J.
Per dimostrare il teoremit 6.1 si vuole costruire una funzione v (t, s) la

quale: i) risulti indefinitamente díffet-enziabile nel semipiano t  0 ;
ii) per ogni intervallo chiuso e limitato I = [s’, s"] c .~1 verifichi le

condizioni :

iii) appartenga a dove B è aperto limitato fissato qualun-
que del semipiano t  0.

Si ponga per t  O ed 8 E Ri :
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dove :

nelle quuli se r =1, 2~..., ~ - 1, allord è

e se r = 0, allora è

7 essendo la fissata curva semplice e chiusa dei semipiano  0 coli-

siderata nel u. 7.1 e la determinazione del logaritmo essendo presa, in
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, in modo che

Si osservi che, nel caso r = m - 1, venendo a mancare le (7.12) (7.14)
(7.14 bis) e (7. 14 ter), a parte la densità, la funzione v (t, -s) coincide con
la funzione introdotta da MtRANDA nel n. 7 di [211 ed utilizzata anche da

MAGENES nel n. 4 di ~17 J.
Ovviamente v (t s) è indefinitamente differenziabile per t  0.
Dimostriamo ora che v (t, s) verifica anche le condizioni ii) e iii) ; i iitilizze-

remo perciò, completandoli ove sia necessario, i ragionamenti e i risultati

di AGMON [1], MIRANDA [21], MAGENES [171.

7.3. Per verificare la condizione ii) e cioè le (7.7) (7.8) e (7.9) si distin-

guono i due casi 0  j*  r ed   j  i -1.
della condizione ii) nel caso 0  j  r. Per dimostrare la (7.7),

si dimostra che risulta : &#x3E;

uniformemente al vàriare di s in ogni intervallo fissato I = [s’, s"] ; inoltre

si dimostra che ’

per ogni intervallo fissato 1= [s’~ s"],
La (7.15) si dimostra con gli stessi ragionamenti di AGMON [1] J e di

MIRANDA [21] (si vedano più precisamente le (7.5) di [21] e le (4.8) di [17])

(14 è il simbolo di Kronecker, ,
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dopo avervi sostituito m - 1 con i- ed avendo cura di lasciare la parte reale
sotto il segno di integrale giaccllè ora le sono a valori complessi.

Per verificare la (7.16), derivando la (7.11) e ricordando che 1 = i- e

o  jL  T, si ottiene :

dove

Si ha da [21] (formule (6.16) e (6.17), vedi anche (4.10) di [17]) :

indipendentemente da a, e da [21] (formula (6.21), vedi anche (4.11) di [17J):

per ogni 6 fissato.

Si ottiene qnindi, posto per semplicità
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dove : o o

c e c’ essendo numeri positivi indipendenti da 1~J.
Per studiare il primo integrale dell’ultimo membro della (7.22) osser-

viamo che è possibile trovare una successione funzioni continue
in R1 ed a supporto contenuto in J convergente in media di ordine p in
~I (s).

Si ha allora ;

Il primo integrale del secondo membro diventa :
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con e, indipendente da V e da n ; esso tende quindi a zero per n - 00,
indipendentemente da t. , 

.

Quanto al secondo integrale del secondo inembro della (7.24), per n
fissato si ha che

tende a zero per t - 0-, uniformemente al variare in [~~~, ~~"l’ in virtù

della continuità di "jJn.
Il terzo integrale del secondo membro della (3.24) per tende a

zero, indipendentemente da t, perciò :

Preso e &#x3E; 0 è quindi possibile determinare un intero n, &#x3E; 0 tale che per
n il primo ed il terzo integrale del secondo membro della (7.24) siano

 e, d’altra parte per n fissato, esiste un ó, tale che per t E E Ol il secondo

integrnle del secondo membro delln (7.24) sia ~~ in definiti va il pritno
membro della (7.24) risulta  3P e e quindi tende a zero per t - 0-.

Quanto al secondo integrale dell’altimo membro della (7.22), si ha, per
la (7.20), seguendo il n. 4 di [17] :
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ed inoltre

per ogni 8 di [s’, s"] ed ogni il- di - oo~ + oo [.
Si può allora passare al limite sotto il segno di integrale nella (7.23)

ed ottenere 
_

dalla (7.27) si lm ancora

per ogni s di ~s’, ~] ed ogni t con c2 e C3 indipendenti da y.
Si ottiene in definitiva che

il primo membro della (7.22) tende quindi a zero per t-&#x3E; O- e di qui si

deduce la (7.16).
Per verificare la (7.17), ricordando che Wr i’p (I) è il duale di (I),

bisogna dimostrare che, per ogni risulta 
,

dove e (t) è infinitesimo con t ed indipendente da g.

Ricordando le (7.18), (7.19), (7.20), (7.21), (7.23) si ottiene
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dove c4 e e’ 4 sono numeri positivi indipendenti da g.
Applicando la disuguaglianza di HOLDFR al primo integrale del secondo

membro della (7.33) si ottiene, posto = y :J

siccome si è sopra dimostrato che il primo integrale dell’ultimo membro

della (7.22) tende a zero per t -~ (O si ha :

dove 81 (t) è infinitesimo con t.
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Applicando ora la diseguaglianza di HÖLDER al secondo integrale del
secondo membro della (7.33) e ricordando la (7.31) si ottiene :

dove 82 (t) è infinitesimo con t e indipendente da g per quanto sopra si è

dimostrato; e quindi la (7.32) è dimostrata ; è verificata cos  in modo com-

pleto la (7.7) nel caso 
Per dimostrare la (7.,8),, nel caso verifichiiamo che, per ogni

9(s)E~(~), è:

con c5 indipendente da g.
Per le proprietà di (z~ 6) e di i M (z, a) i , si ottiene al variare

di s -~- tq in R1:

risulta in questo modo che :

6. Annali della Scuola Norm. Sup. ~ Pisa.
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con c6 e C5 indipendenti da g ; è cos  verificata la (7.8) nel caso 0 _ j _ r.
Per dimostrare la (7.9), nel caso verifichiamo che, per ogni

si ottiene:

con C7 indipendente da g.
~i osservi preliminarmente che

e che, per la (7.3) e per la formula integrale di CAUCHY (vedi [21] pag. 285
ed anche [17] pag. 273), si ha:
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Integra~ndo ora per parti (m - 1 - r), volte, ricordando che g (s) ha
snpporto contenuto in I, si ottiene dalla (7.41) :
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Tenendo conto (v. formula (2.10) di AGMON [1]), che per ogni fissato
s E R1 si ha :

sostituendo a = s + tq , ricordando la (7.42), sj ottiene, poicbé i coefficienti
di (z, s) sono di classe 01 (RI) e limitati



280



281

dove si è indicata la ascissa curvilinea su y con s, s E [0, L], L essendo la
lunghezza di y, dove inoltre tutte le costanti sono indipendenti da g; si

è coà  dimostrata la (7.9) e quindi la condizione ii) nel caso O ~j ~ 1"-

7.4. Ver fica della condizione ii) nel caso Per verificare la

(7.7) si dimostrano le : °

uniformemente in I ;

per ogni intervallo fissato I. 
,

Le (7.46), (7.47), (7.48) si dimostrano ripetendo le stesse considerazioni

fatte per dimostrare le (7.15), (7.1G), (7.17).
Per verificare la (7.8) nel caso ~ra - 1, si consideri per ogni

la

si ottiene, cou dimostrazione avaloga a quella fatta per la (7.37) :

con c15 indipendente da g, cioè :

e quindi a miaggior ragione la (7.8).
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Considerata, _per ogni l’espressione 
,

si ottiene, con considerazioni analoghe a quelle fatte per dimostrare la

(7.40) :

con c16 indipendente da g, cioè :

ed, a maggior ragione, la (7.9).
È cos  verificata la condizione ii) nel caso r  j  m -1, e quindi in

modo completo.

7.5. Per provare che v (t s) E Wr&#x3E;P (B) in ogni aperto limitato B del se-

mi piano t  0, si consideri la (7.7) per la generica derivata di ordine

cioè la

Siccome per t  0 la v (t, s) è indefinitamente dilferenziabile, la (7.55)
dice allora che,

re

è funzione continua di t per t E [5, 0] e quindi integrabile in [5, 01. Dal
teorema di FUBINI-TONELLI si ottiene allora che [5, 0]) e
quindi, tenuto conto anche della i), la condizione iii) è verificata.

Il teor. 6.1 è cos  completamente dimostrato.

Oss. 7.1. Si osservi di più che dalla i), dalle (7.15) e dalle (7.46) la

funzione v (t, s) risulta, per r &#x3E; 1, di classe Cr-1 (B).
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