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PROBLEMI AI LIMITI NON OMOGENEL (V)

di J. L. LioNs (Nancy) e E. MAGENES (Pavia)

In questo lavoro continuiamo lo studio dei problemi ai limiti non omo-
genei per le equazioni lineari ellittiche :

Au = f in Q

ey
Bju=g; sul, j=0,1,..,m—1

dove £ & un aperto limitato e regolare dello spazio R*, I" & la sua frontiera,
A & un operatore lineare ellittico d’ordine 2m a coefficienti sufficientemente
regolari, e i B; sono operatori di frontiera di ordine m; < 2m, costituenti un
sistema « normale » e verificanti inoltre la cosidetta « condizione complemen-
tare » rispetto ad A, nel senso ad es. di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [3] (i
numeri | ] si riferiscono alla bibliografia finale).

Lo studio viene fatto cercando la soluzione w negli spazi W27 (£2) del
tipo di SOBOLEV, con p>1 e s reale, 0 < < 2m (per s intero si ha noto-
riamente lo spazio delle w appartenenti a L?(£) insieme a tutte le loro de-
rivate, nel senso delle distribuzioni su £, d’ordine < s).

Secondo lo spirito informatore dei lavori precedenti, in particolare di
[21], dove & studiato il caso p == 2, e di [22], dove & studiato solo il pro-
blema di DIRICHLET per p > 1, si cercano le condizioni migliori sui dati
g; perché la soluzione di (I) sia in W2 (L), arrivando infatti non solo a
teoremi di esistenza e di unicitd, ma nella maggior parte dei casi addirittura
a teoremi di isomorfismo per Voperatore { A ; B, ..., By—;}; uno dei risultati
principali di questo lavoro (un quadro riassuntivo dei risultati ottenuti qui
e nei precedenti lavori [21], [22] e [23] & stato messo nell’ultimo numero per
comoditd del lettore e ad esso rinviamo per maggiori precisazioni) stabilisce
infatti che in ipotesi opportune di unicita, per ogni p > 1 e s reale tale che

sia 0<s<2m e s — —%— non sia intero, Vapplicazione w — {Aw; ByUyessyBp—1t}
¢ un isomorfismo di D3P (£2) (spazio delle we We? (L) tali che Au€ L?(Q))
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2 J. L. Lioxs e E. Macuwes : Problemi

su L?(Q) x%lws—mf‘llp P(I'); il che assicura in particolare che (I) & riso-
j=0

lubile per oéni Fe L (Q) e ogni gj€ W2 (") ¢ la soluzione w appar-
tiene a Ws2 (Q) ed & unica.

Desideriamo mettere in evidenza il fatto che & 0 < s < 2m e Videa che ci
ha permesso di ottenere i nostri risultati. I lavori recenti di BROWDER [7],
[8], AGMON-DOUGLIS-NIREBNERG [3], SOHECTER [27], [28] e [29], PEETRE [25]
hanno studiato a fondo il problema per s$>2m e in alcuni casi per

8 > max {m; } +—1—; si tratta dunque di risultati in classi di funzioni piu
b

regolari di quelle da noi prese qui in considerazione.
Per dualita da questi risultati pia regolari si ottengono poi risultati in
classi piw ampie, per es.in ng con s negativo (sottospazio delle w € Ws? (R")

con supporto in 2 = QUT), classi che sono meno regolari di quelle qui
considerate ; tali sono ad es. i risultati ottenuti col metodo di VISIK-SoBo-
LEV [32] da LioNs [16], da MAGENES-STAMPACCHIA [24] e pill recentemente
da SOHEOTER [30 bis]; in essi & perd da osservare in ogni caso che l’equa-
zione Aw = f e le condizioni ai limiti Bju = ¢; vengono in un certo senso
«mescolate » e unificate nel senso delle distribuzioni su R" e non piu su 2
e su I' separatamente (*).

Ebbene anche noi abbiamo utilizzato i risultati pi% regolari (precisa-
mente in WP (2)) e per dualita siamo passati a risultati meno regolari
(nello spazio WOr(Q) = Lr(2)); ma abbiamo poi fatto uso anche di una
terza idea, cioe di interpolare tra i risultati cosi ottenuti, e in questo modo
siamo riusciti a studiare il problema anche negli spazi WP (Q) con s reale
compreso tra 0 e 2m.

Naturalmente ’idea di utilizzare la teoria dell’interpolazione ha presen-
tato difficolta di vario genere non tutte facilmente superabili: cosi se nel
caso hilbertiano, p = 2, é stato possibile interpolare direttamente (v. [21])
tra i due risultati estremi (s = 0, s = 2m), nel caso p == 2 si & dovuto pro-
cedere in modo diverso, sia utilizzando alternativamente due diverse teorie
d’interpolazione sia sfruttando, con procedimenti di tipo « misto », i risultati
gia stabiliti per gli stessi problemi ai limiti e quelli sulle tracce delle
funzioni di W#» (2) per s reale, unitamente sempre alle teorie dell’ interpo-
lazione.

(*) Recentemente PEETRE [26] per p — 2 ha ottenuto direttamente risultati di questo
tipo, ciod in classi meno regolari, arrivando successivamente per dualitd ai risultati pid
regolari.
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Nel n. 6 infine dimostriamo, come applicazione dei risultati ottenuti sul
‘problema di NEUMANN, il teorema di rappresentazione dei funzionali Uineari
e continui nello spazio W*? (L), che avevamo gia annunciato nel n. 13 di
[22] e che estende quello ben noto di F. Riusz relativo allo spazio L» (Q).

Per i simboli, la nomenclatura usata e una bibliografia pili completa
rinviamo a [22], che supponiamo noto al lettore.

Ottobre 1961.
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n. 1. Un risultato relativo agli spazi Ws» (I").

1.1. Nello spazio euclideo R, il cui punto indicheremo con x = (z,,...,x,),
sia 2 un insieme aperto e limitato di classe (%, cioe tale che la sua fron-
tiera I" sia una varietd (n — 1)-dimensionale, indefinitamente differenziabile
e che Q sia tutto da una stessa parte di I"(%).

Utilizzeremo nel seguito gli spazi W2 (R"), Ws»r (Q), Ws2 (I"), Hs? (R"),
Her (Q), H5? (I") per p reale >1 e s reale qualunque; per la loro definizio-
ne e le loro proprietd rinviamo al cap. 1 di [22].

Ricordiamo in particolare che tra i risultati ottenuti con procedimento
di tipo « misto », utilizzando cio® sia la teoria dei problemi ai limiti ellit-
tici sia le teorie dell’interpolazione, si ha il seguente (Prop. 8.1 di [22)]:

(1.1) [Wf—llp,p (['), W s—1ip:p (I');é (9)] = W @—06)r+s6—1/p,p )

dove &: 1<p<o00,0<B<1, r e s interi tali che s>1,7>2s e O(r —s) &
intero, e [...] & 1o spazio «intermedio » secondo la teoria dell’interpolazione
«complessa » di CALDERON [9] e di LioNs [19], richiamata anche nel n.
3.2 di [22].

Vogliamo ora estendere questo risultato al caso di r e s interi con la
sola condizione che 0 (r — s) sia intero e precisamente dimostrare il

TEOR. 1.1: Nelle ipotesi fatte su 2, se 1<p<—4 00,0<0<1, 7 ¢ s
sono interi di segno qualunque tali che 6 (r — 8) sia intero, allora é (algebri-
camente e topologicamente)

[Wr=1pe (), We—lp2 (I"); 6 (0)] = W d—Or+6s—1/p.p (I"),

DIMOSTRAZIONE : @) Osserviamo anzitutto che la Prop. 8.1 di [22] vale
anche se si sostituisce a I" lo spazio E"—1 delle (v, ,...,x,—;); basta infatti
nei ragionamenti svolti per la Prop. 8.1 di [22] sostituire £ con il semispa-
zio RY degli « per cui & »,>0 e prendere ad es. come operatore A l’ope-
ratore (— A 4 1)», m intero >1, 4 laplaciano. Dunque si ha in particolare

(1.2) [W2m—j—1/p,p ( Rn—l)’ W m—i—1ip,p (R#—1) ; 0(0)] = W em—6m—ji—1/p,p (Rn—1)
per m intero >1,j = 0,...,m — 1,0 <6 < 1, Om intero.

(1) Queste ipotesi su £ sono fatte per semplicitd; esse potrebbero essere generaliz-
zate in ognuno dei risultati che daremo nel presente lavoro; non ci preoccupiamo di ri-

ceroare le ipotesi minime su £, per ogni singolo risultato, nelle quali valgono i nostri
ragionamenti.
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b) Si introduca ora Voperatore @), m intero >1, gia definito e uti-
lizzato in [22], n. 1.3:

QM = F—1(1 4 |Epym2 F E=(£y ey Enm)

dove & & la trasformata di Fourier nello spazio RB*~! e %—! la antitrasfor-
mata relativa.

Come si & in sostanza gid visto in [22] n. 1.3, applicando il teorema
di MIHLIN sui moltiplicatori nello spazio < L? (R"-1), ivi ricordato, si ha
che @) & un isomorfismo di W#? (R*—1) su Ws—» (R"1) per ogni ¢ intero.

Applicando allora il teorema di interpolazione della teoria di interpola-
zione «reale» ricordata nel n. 1.1 di [22] (v. teor. 1.1 di [22]) ai cas1 s =k
e s =k — 1, con k intero gqualunque, si ha che @") & un isomorfismo di

T (p, 03 Whs (=), Wh—52 (Rv=2) su T (p,05 W r=m2 (R, Wh-i=ms(Rn—r))

Ma questi ultimi spazi in virta della Prop. 1.4 di [22] «coincidono »,
cio® sono isomorfi algebricamente e topologicamente, rispettivamente con gli
spazi Wk—1pp (Rr—1) ¢ WE—m—llp» (R#—1) e quindi possiamo concludere con il

LEMMA 1.1.: @ ¢ un isomorfismo di Wh—1lpp (R"—1) gy W k—m—1/p.p( Rn—1)
per ogni L intero,

¢) Dimostriamo ora il

LeMMA 1.2: Per m intero >1,j = 0,...,m — 1,0 <0 <1 ¢ Om intero

si ha

[Wm—j—l/lhp (R"1), W —i=lp» (R#—1) 5 6 (0)] = W U—6m—j—ljp.p (Rn—1),

Infatti, tenuto conto del lemma 1.1, enunciato per i casi k¥ = 2m — j e
k= m —j, e del teorema di interpolazione «complessa» di CALDERON e
Lions (v. ad es. teor. 3.1 di [22]) si ha che @™ & un isomorfismo di

[ W2m—i=llpp (Rn—1), W m—i—lp.p (Rn—1); § ()] su
[Wm—i=ilee (Rr=1), W—I=1zle (R"=1);5 6 (0)].

In virtd della (1.2) e ancora del lemma 1.1, si ha il lemma 1.2.
d) Dimostriamo ora il teor. 1.1 per I' = R"—1, cioé dimostriamo
LEMMA 1.3: Per p>1,0<6< 1,7 e s interi tali che 0 (r — s) sia intero é

[Wr—l/p,p {Rn—l), Ws—l/p,p (Rn—l) ; b)) (9)] — W(1—9)7‘-|-98——1/p,p (Ru—l).

Anzitutto osserviamo che, poiche [4,,4,;0(0)] =[4,, 4,; 0 (1 — 6)], potre-
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mo Sempre supporre r>8, il caso r = s essendo banale. Se allora r
& >0 e $<0, basta applicare il lemma 1.2 ponendo r=m —j e j = —s.
Nel caso r >s >0 riprendiamo con maggior generalitd il metodo usato
in [22] per il caso >28>0 (Prop. 8.1 di (22]) e applichiamolo, come & pos-
sibile e come & gia stato osservato in a), al caso 2 =R} e 4 = (— 4 -+ 1),
Allora, in virth del teor. 8.2 di [22], Poperatore {4, y} & un isomorfismo
m—1 . .
di W™ (RY) su WP (RY) < 1 W (RPN per 1=0,1,...,m.
=
Interpolando col metodo «complesso » tra i casi I e 0, tenuto conto
della definizione degli spazi H*” (RY) (n. 4 di [22]) del fatto che H*¥(R})=
= W*"P(RY) per s intero, delle Prop. 3.4 e 4.1 di [22], valida anche per
Q=R , e del théor. 3 di [19], si ha che per (1 —6)! intero {4,7} & un
isomorfismo di W™t!=%%2 (R%) su

m—1 . g.
WO (B e T [ MR (R, e (1 6 0]

e di qui, confrontando con lo stesso teor. 8.2 di [22] ora richiamato si ottiene

[Wm+l—j—1/p,p ( Rn—l), W m—i—1/p.p ( Rn—1) ;0 (9)] = W m+1—0)i—j—1/p.p (Rn—1)

per (1 —6)1 intero, j =0,1,...,m — 1,1 =0,1,..,m,0<0<1.

Prendendo allora m 41 —j =1 e m — j = s si ottiene il lemma 1.3
anche nel caso r>s>0.

Infine nel caso 0>r>s, scegliamo m intero positivo in modo che sia
o=7r-+m>0,0=¢-m>0. Allora per quanto si & visto & [We—lpr (R*1),
Wo—1lpp (Rn=1); § (0)] = W (1~0Oetée—llpp (R7—1), D’altra parte per il lemma 1.1
Q@ & un isomorfismo di We—t/pr (R*—1) su Wr—lre (R"—1) e di We—lp.2(Rn—1)
su Ws—lpr (R+—1); dunque, per interpolazione, lo & da W (—fe+bo—ljp.p(Rn—1)=
— W @—6)r+0s+m—1/p,p (Rn—l) su [Wr—llp,p (Rn—-l), Ws—1/p.p (R”"'l); P} (9)], da cui
riapplicando il lemma 1.1, si ha [Wr—lpp (Rr—1) We—lp» (R*—1); 4 (0)] =
— W @—6)r+06s—1/p,p (Rn—l) c. v. d.

¢) Passiamo ora sulla frontiera I' di 2 e dimostriamo cosi il teor. 1.1.

Anzitutto si ha, ricordando la definizione degli spazi W2 (I') data nel
n. 2.5 e gli operatori @; ivi introdotti, che per ogni ¢ fissato @; & un ope-
ratore lineare continuo da W<o? (I') in Wo? (R*1) per ogni ¢ reale, e in

1 1 ..
particolare quindi per r — i e §— ?, gicche per il teorema di interpo-

lazione « complessa» @; & lineare e continuo da

[Wr=tlew ('), We=1p2(T') ; (0)] in [Wr—tee (Rn—1), We—lipw (R#—1); 8 (0)] 5
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e questo ultimo spazio, per il lemma 1.2, coincide con W U—0r+6s—ijp.p (Rn—1),
Dunque per la definizione stessa degli spazi Weo? (I') si ha

[Wr=lipe ("), Ws=llpw (T") ; § (0)] € Wa—Or+6s=1jp.p (I7)

Pinclusione essendo da intendere « algebricamente e topologicamente » (con
questa nomenclatura intendiamo dire, come abbiamo fatto nei lavori prece-
denti, che I’inclusione & algebrica e che Viniezione del primo spazio nel se-
condo & anche continua).

Dimostriamo ora Pinclusione inversa. Sia percid u e W—8r+6s—1jpp (J7)
e si consideri il trasformato @;u di v mediante @;. Si riprendano poi gli
omeomorfismi 6;, il ricoprimento di I mediante il sistema dei I; e la velativa
« partizione dell’unitd » mediante le funzioni §;, introdotti nel n. 2.5 di [22];
e facendo sempre uso delle notazioni introdotte in [22], n. 2.5, detta «; una
funzione appurtenente a ) (R"!) e uguale ad 1 sull’insieme trasformato del
supporto di f; attraverso 0;, si consideri ’operatore v - X;v di (D (R"1) in
D (I'), definito per v € D (R"1) nel seguente modo

(a; v) (6; () per z €I}
Z,; v (.’D) =
per xel' —1T3.

Esso & ovviamente lineare da (D (R"!) in (D(I") e con ragionamento analo-
go a quello usato in [22] per gli operatori @; e W, ivi introdotti, si vede
subito che pud prolungarsi per continuitd in un operatore, ancora indicato
con %;, lineare e continuo da Weo? (E#~1) in Wo? (I') per ogni o reale, e

1 1
dunque un particolare per ¢ = »r — 7 e o=8§ — ? . Applicando allora il

teorema di interpolazione complessa e il lemma 1.3, si ha che %; & lineare e
continuo da WQ—9r+6s—ijpp (Ru—1) in [Wr—lpp (I"), Ws—lep (I'); 6 (6)]. Ope-
rando quindi con X; su P;u€ WUu—60r+0—1pp(R—1) i ha che X;(D;u)=
= piu e[Wr=lpr (["); We—lpe(I); §(0)] e quindi per la stessa definizione
degli spazi Wee (I):

[Wr=1n (), Ws=1w (') ; 8 (8)] D W 1=0r+6s—1/p 2 (I'), e. v. d.

OSSERVAZIONE 1.1: Ii naturale porsi il problema: per quali valori di
£0<é<], varra la

[Wr=22 ('), W*=52(T'); 8 (6)] = W O—or+ata(T)

con r,s interi e 0 (r — §) tntero?. Il teor. 1.1 risolve il problema solo per
1

f=—.
p
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OSSERVAZIONE 1.2: Il teor. 1.1, se si ricordano le Prop. 2.11 e 3.4 e
il n, 4.3 di [22], si pud anche scrivere nella seguente forma

[T(p,0; Wriz ('), Wre(I"), T(p,0; Wetre ('), Wor (I"); 8(0)] =
= T(p,0; [WrHLe(I"), Wete (I"); § (0)], [Wn2 (I"), W**(I'); 0 (8)])

per r e s interi e O(r —s) intero; e in questa forma esprime una
specie di « commutativita » delle operazioni di interpolazione 7(...) e [...].
Si pone il problema di sapere se essa & vera in generale, cio® se si ha

[T(py o5 Xoy X))y, T(pya; Yo, Y,);6(0)]=
=T (p,a;[X,, Xy;0(0) [X,,X,; ()

X; e Y; essendo spazi di Banach verificanti le condizioni richieste perche
abbiano senso i due membri della relazione scritta (v. ad es. i n. 1 e 3 di [22]).

n. 2. Ipotesi e risultati preliminari sui problemi ai limiti non omogenei
per gli operatori lineari ellittici.

2.1. Sempre seguendo le notazioni di [22], consideriamo ora nell’insieme
£ introdotto nmel n. 1 un operatore differenziale lineare d’ordine 2m, che
scriveremo nella forma
(2.1) Au= 3 (— 1)kl D* (az; D u (x))

k], \h|=m
e i cui coefficienti ayy supporremo appartenere (D(ﬁ) (spazio delle funzioni
indefinitamente differenziabili in Q =QU I") (2_). _

Inoltre supporremo che A sia ellittico in £, cio® per ogni x € 02 e ogni
vettore & = (&, ,...,&x) reale e == 0 sia

S a,, @) gt £ 0 (Eoth = gllc,+h, fﬁn+h”).
[T =|n|=m .

Se & m =2 supporremo anche che A sia propriamente ellittico, in Q,
ciod che per ogni x€Q e ogni coppia di vettori reali £ e & linearmente

indipendenti il polinomio nella variabile complessa v: X  ay () (§ F ©&')t+?
Eel=|h]|=m

(*) A proposito delle ipotesi sugli a;; vale un’osservazione analoga a quella della
nota (*). Ricordiamo anche che se k= (ky,..,k,), k; intero 20,8 jk|=1% + ..k, e

. N
DY = ﬁ.
bxl bx"
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abbia esattamente m radici con parte immaginaria positiva (3).
Siano poi

au,v)= I axn D*u D*v da
%l IhISW"(.2

la forma sesquilineare associata ad A rispetto alla decomposizione (2.1) as-
gegnata di A; e

A*v = 3 (— 1)l D* (ay; D)
|hl, [kl=m

Voperatore aggiunto formale di A e
a* (u, v) = a(v, u)
la forma sesquilineare associata ad A*.

2.2. Siano poi dati m «operatori di frontiera », cioé m operatori diffe-
renziali lineari

Bju= 3 bj; @) D j=0,1,...,m —1
|h|SMj

i cui coefficienti b;; (r) supporremo definiti solo su I' ¢ ivi indefinitamente
differenziabili (*) e il cui ordine m; supporremo =0 e minore di 2m ; faremo
inoltre l'ipotesi che il sistema degli operatori {B;} sia normale nel senso di
ARONSZAIN-MILGRAM [6] (0 [28]), cioe tale che sia m; == m; se j == e, per
ogni punto € I, risulti

S bjp @)y =0

|h]=mj

per ogni vettore v 3= 0 e normale a I in x.

Un tale sistema di operatori frontiera {B;} si pud sempre e in piit mo-
di (%) completare con altri m operatori frontiera {C;}, j=10,1,..,m —1
d’ordine u; < 2m, a coefficienti indefinitamente differenziabili su I, formanti

(®) B noto (v. ad es. [3], [27]) che, se ® n> 2, allora ogni operatore ellittico ® anche
propriamente ellittico.
(4) Anche per questa ipotesi vale una osservazione analoga a quella della nota (%).
T
(%) Basta ad es. prendere gli operatori -—b—l (v normale interna a I') per quei valori
oY

di i tra 0 e 2m — 1 che sono diversi dagli m; .



10 J. L. Lions e E. MageNks: Problemi

anch’essi un sistema normale, in modo che il sistema {By,..., By—1; Coyeey Cpps}
risulti un sistema di DIRICHLET di ordine 2m nel senso di [6], ciod tale
che esso sia normale e gli ordini m;, u;j, j=0,..,m — 1 esauriscano i
numeri 0,1, ..., 2m —1.

Esistono allora (si veda ad es. [6], [28] pag. 467 e seg., [25] pag. 78)
altri 2m operatori frontiera Bf, O}, j=0,..,m — 1, a coefficienti indefini-
tamente differenziabili su I'y d’ordine rispettivamente m* = 2m — u; — 1 e
uf = 2m — m; — 1 tali che il sistema (Bf,..., By_;, Cf, ..., C%_;} sia an-
ch’esso un sistema di DIRICHLET d’ordine 2m e inoltre valga la formula
di GREEN

m—1 m—1

(2.2) (Au,v) — (u, A*0)= 3 |CuBfodo— 3 |BuCfvdo
j=0 j=0

per ogni coppia di funzioni u e v €@ (£2), essendosi posto al solito (u,v) =

= / wo d.

2
In particolare se u e v verificano le condizioni al contorno

(2.3) Bu=0 su I' e Bfv=0 su I, j=0,..,m—1
la (2.2) diventa
(2.4) (Au, v) — (u, A*v) = 0.
In virtn del fatto che CD(!_J) ¢ denso in W2m»(Q) e delle proprieta di
tracce delle funzioni di We2m» () (si ricordi ad es. il teor. 5.1 di [22]), 1a
1 1
(2.2) & valida anche per u€ W2mr (Q) e ve W2mp' (Q), —1-9-—|— ?=1 e la (2.4)

lo & se in pit » e v verificano le (2.3) (%).

(8) Si osservi che se ue WP (Q) e ve w2’ (Q), allora Bjue wem—mi—llpp (1) o

CYve w 2= U1y = w™iHUPP’ (') o dunque gli integrali fBju C*v; do hanno sen-

r
— o
80; e co0sl pure per Oju B}*v do. Ricordiamo afche che ’operatore 7 , derivazione se-
o
Ir
condo la normale » a I, viene indicato di solito con il simbolo 75
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Si osservi che la (2.2) contiene come caso particolare la (6.1) di [22]
quando si ponga Bj = Bf=y;, C;j= 28, Of=1T,, §; e T, essendo gli ope-
ratori di NEUMANN associati alla decomposizione di A assegnata mediante
la (2.1), vale a dire tali che sia

m—1 —_—
(2.5) (Aw,0) = a(u,0) + 5 [Su7vdo
j=0 7
m—1 -
(2.6) (A*v,u) = a (v,u) + = fTJv yu do
J=0
I

per ogni u e v €D (Q).
Noi considereremo nel seguito il problema ai limiti

Au=f
(2.7) ; j=0,1,..,m —1,
Bju e gj
Il problema ‘
‘ A*v=10¢p
(2.8) j=0,..,m—1,
1 B v =y,

si dice allora problema aggiunto formale di (2.7), relativamente alla formola
di Green (2.2).

2.3. Introduciamo ora una nuova condizione sugli operatori B;. Nell’ipo-
tesi fatte su A & noto che, fissato il punto « € I, i1 polinomio nella variabile

complessa t: I ap (x) (£ 4 w)¥t* dove v & un qualunque vettore reale
|Eel, | =m

34 0 e normale a I' in # e £ un qualunque vettore reale = 0 e tangente
a I' in x, ammette m radici 7, (&, v)... 7., (£, V) con parte immaginaria positiva ;
congiderati allora gli m polinomi in =

P, & +w)= Z b+ wF J=0,..,m—1

imporremo la
Oondizione complementare sui Bj vispetto ad A (7): I polinomi P;(x,& 4 tv)
siano linearmente indipendenti modulo il polinomio II (v — v; (&,V)).

=1
Si ha allora ([28] lemma 2.3 e 2.1 e [30] pag. 186):

(") Cf. [3]. Si dice anche secondo una nomenclatura di SCHECHTER [28] che {Bj}
«ricopre » 4.
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PROP. 2.1: Se ¢ {B)} verificano la condizione complementare rispetto ad
A, gli operatori Bf,j=0,1,...,m — 1, relativi ad ogni problema aggiunto
Jormale di (2.7), verificano la condizioue complementare rispetto ad A¥.

Secondo una nomenclatura di BRowDER [7] la Prop. 2.1 assicura che
i problemi (2.7) e (2.8) sono formalmente aggiunti e regolarizzabili.

D’ora innanzi noi supporremo di aver fissato una volta per tutte la
scelta degli operatori C; e quindi del problema aggiunto formale (2.8) del
problema ai limiti (2.7).

2.4 Ricordiamo ora che, per i risujtati di regolarizzazione di AGMON-
DoUGLIS-NIRENBERG [3] e di BROWDER [7] e [8], si ha il seguente teore-
ma (v. BROWDER [7], theor. 5):

TEOR. 2.1: Nelle ipotesi fatte su 2, A, B;j, condizione necessaria ¢ suf-
Jficiente perché il problema

‘Au=f
szu=0

sia risolubile nello spazio W 2mr () per ogni y€ L?(2),p>1, & che il pro-
blema omogeneo
A¥v=0
(2.9) j=0,1,...,m—1
B;' v=290

1

1
abbia in W2mp' (Q), —p——{——, =1, solo la soluzione v=20; e, soddisfatta

questa ipotesi, si ha ||u”Wzmjp(g)Sch”Lp(m (¢ indipendente da f e da u).
Indichiamo allora con <,) la seguente proposizione :
Uy,) Il problema omogeneo

(Auw=0
(2.10) Jj=0..,m—1
Bj%: 0

ammette in W2e (), p fissato > 1, solo la 3o0luzione uw = 0.

E analogamente indichiamo cou </;) la proposizione:

WUy) Il problema (2.9) ammette in W2ma (L), q fissato >1, solo la solu-
zione v =0,

I facile vedere che, se la Qf,) & verificata per un certo valore p,>1
di p, essa lo & per ogni altro p > 1. Infatti se w€ W2mP(Q) e verifica (2.10),
allora per i risultati di regolarizzazione sucecitati (v. in particolare [7], theor.
1) essa appartiene anche a W2 (Q) e dunque & identicamente nulla. Ri-
sultato analogo vale per la ).
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Introdurremo allora come ipotesi base la seguente ipotesi

Jg) Su 2, A e i B; valgano le ipotesi poste mei n. 2.1, 2.2 ¢ 2.3 ¢
inoltre per almeno un p >1 valga la U,) e almeno un ¢>1 valga la UY).

Questa ipotesi & in sostanza l’analoga di quella introdotta nel n. 7 di
[22] (e ivi indicata con J)) per il problema di DIRICHLET; sard solo bene
osservare che nel caso del problema di DIRICHLET la validita della %)
scende dall’ammettere la ,) (si veda il n. 7.1 di [22]), cosa in generale non
pil vera per il problema (2.7).

Per la validita della Jp) occorre dunque avere un teorema di unicita
per il problema dato (2.7) e per un suo aggiunto (2.8) in almeno una classe
W2mp (). E percid occorrerd in generale aggiungere alla ellitticita di A e
alla Condizione complementare sui B; (pit precisamente alle condizioni dei
n. 2.1, 2.2 e 2.3) qualche ulteriore ipotesi. Cosl ad es., se il problema &
quello di DIRICHLET (B, = y,), si hauno, come si & ricordato nel n. 7.1 di
[22], coudizioni ben mnote, quali la forte ellitticita di A e il fatto che il
coefficiente del termine in u in A sia del tipo a4+ 1, con 1 costante > 0
snfficientemente grande.

Per problemi diversi da quello di DIRICHLET ci sembra utile osser-
vare che, nei casi in cui il problema dato (2.7) possa ricondursi e risolversi
mediante ’impostazione « variazionale », la validita della Jp) si collega con
il problema della cosidetta V-ellitticita (si veda ad es. [19 bis] e [24]); cosi
ad es. nel caso del problema di NEUMANN relativo alla decomposizione (2.1)
assegnata di A (B, = §j), una condizione sufficiente per Punicita in W 2m.2 ()
di (2.9) e anche di (2.10) & la W 2m2 (Q)-ellitticita, cioe il fatto che per ogni
w€ W2m2 (Q) si abbia

| (uyu) | Za || w3 ome g, (@ costante > 0).

Il problema & cosl ricondotto a quello della coercivita della forma
a(u,u) ed & noto che esso & stato studiato e risolto da ARONSZAJIN [4],
AGMON [2], SCHECHTER [27], ... non solo per il problema di NEUMANN ma
anche per una vasta clagse di altri problemi al countorno.

Non riteniamo comunque sia qui il caso di entrare in ulteriori parti-
colari, sembrandoci sufficienti le considerazioni fatte per illustrare il signi-
ficato dell’ipotesi Jpg), che noi assumeremo d’ora innanzi.

2.5 Indichiamo con WZ™? (Q) e con Wi (Q) rispettivamente il sot-
tospazio di W2mp () delle u verificanti le Bju =0, j=0,..,m — 1, e il
sottospazio di W 2m2' () delle v verificanti le Bf v =10, j =0,...,m — 1.

Dal teor. 2.1 si ricava allora il

TEOR. 2.2: Nell’ipotesi Jp), per ogni p > 1, Voperatore uw—~ Au é un iso-
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morfismo di WA™P (Q) su L” (Q) & Voperatore v— A*v é un isomorfismo di

W (Q) su LY (9),%+ %: 1.

Tenuto poi conto delle proprieta di tracce ben note delle funzioni di
Wemp () (8i ricordi ad es. il teor. 5.1 di [22]), e del fatto che il sistema
dei B; ¢ normale, con ragionamento di tipo abituale, analogo a quello
usato per il teor. 7.3 di [22], si ottiene il

TEOR. 2.3: Nell’ipotesi Jg), per ogni p > 1, Voperatore u— {Au, Bu} =
= {Awu; By, «.. , By u} & un isomorfismo di W22 (Q) su L?(L)><

m—1
>< IT W am—mj—1lp (I"),
Jj=0

n. 3 I1 problema ai limiti nello spazio D% (Q).

3.1 Seguendo una nomenclatura gia introdotta in [22], indicheremo
con DiP (Q) per p e s reale, p>1, 0<s<2m, lo spazio di Banach delle
u€ Wa2 (Q) tali che Aue€ L7 (£2), normalizzato da

” % ”Dfip(g) = (” % “’Iaxv"'?’(g) + ” Au ”ip(g))l/p

Come si & gia visto in [22] (Prop. 9.1) () vale la seguente

PRrOP. 3.1: Nelle ipotesi fatte su A nel n. 2.1, lo spazio QD (2) é denso
in DYP (Q), per p>1.

Per p=2 la Proposizione & dovuta ad HORMANDER [13]; essa si
estende anche al caso p > 1. Per comodita del lettore richiamiamo qui ra-
pidamente la dimostrazione che abbiamo gia dato per p = 2 nella nota (%)
di [21).

Si consideri I’operatore A come operatore non limitato in L2 (£), di domi-
nio di definizione D% (Q); e sia Ay la chiusura di A definito su Q@ (Q).
Occorre dimostrare che Ay = A. Ora poiché & evidente che ApC A, basta
dimostrare Vinclusione inversa; il che equivale, se si introducono gli ope-
ratori aggiunti, (A)* e (4x)*, rispettivamente di A e di Ar, a dimostrare
la (Ap)*c(4)* ()

(®) La prop. 9.1 @ stata enunciata in [22] in ipotesi inutilmente pih ristrettive di
quelle che ora stabiliremo.

(%) Gli operatori agginnti vanno qui intesi nel senso della teoria degli operatori
lineari mnello spazio di BaNacH L% (2); come tali essi sono operatori lineari nello spa-

zio L?'(Q), _11’—+ %: 1, duale di LP? ().
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Sia dunque w elemento del dominio di definizione di (4dr)*; se
(Ap)* u=f, con f€ L (£), si ha

(3.1) (uy Ag) = (f, @) per ogni ¢ €D (£).
Sia ora o Voperatore differenziale definito da

dAv= 3 (—1)H D* (oA (@) D" v (2))

||, |h|=m

dove le funzioni «f{j; (¢) sono definite in tutto R* e ivi indefinitamente
differenziabili, limitate con tutte le loro derivate e inoltre coincidono
con ay; su £2. L’operatore o si dird un prolungamento di A. In modo
analogo si introduce Voperatore o{* prolungamento di A*, aggiunto formale
di A.

Evidentemente, poiché A e A* sono propriamente ellittici in £, si
pud fare in modo che gli operatori of e of* siano essi stessi propriamente
ellittici, almeno in un insieme aperto £’ contenente . Cid posto, la (3.1)
ci dice che of* 17=j"v(con » indicheremo come d’abitudine il prolunga-
mento di una funzione v ottenuta ponendo v=vin Q2 ev=10in R*»— Q).
Ma allora poiché «{* & propriamente ellittico in £’ e poiche u e ? appar-
tengono a L? (R"), in quanto w e f appartengono a L? (L), applicando i
risultati di regolarizzazione di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [3] e di BROW-
DER |7], [8], si ottiene che we W2me' (Rv) e quindi, poiché u & a supporto
in !_2, si ha che yju =10, j=0,..,2m —1 e dunque u¢€ wemny (£2).

E allora, poiché & subito visto che wem? '(.Q) ¢ contenuto nel domi-
nio di (A)*, si ottiene linclusione (4z*c(4)* c. v. d.

Dimostriamo ora il

LEMMA 3.1: Siano assegnati @y ... ,@m—1 € Wyy ey Py—1 CON
@; € Wem—wj—1p'2' (') ¢ , € Wem—mj—1p'2' ([7), j=10,..,m —1, p’>1;
allora esiste una funzione w € W 2mr' (Q) tale che

Bjw = vy;
J=0,..,m—1
Ojw=@;

Vapplicazione (@, vy Pm—1} Woy oo y Wm—1) ~ W €ssendo continua da

—1 —1
"I W am—rmle' 9 (T >< TT W on=mi=iio'’ (') in W' ().
Jj=0 j—0

*

Lo stesso risultato si ha sostituendo B;j, Cj,pu; e mj con B}, Cf, u; e my.
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Poiche il sistema {By,..,Bn_1; Cy,.., Cp_y} & un sistema di DIRI-
cHLET d’ordine 2m, in virth di un lemma di ARONSZAIJN-MILGRAM [6]
lemma 2 (si veda anche il lemma 4.1 di [28]). il problema si riconduce a
costruire una funzione w € W2m2' (Q) tale che

viw =f; J=0,..,2m — 1

con f; € W2m—i—1e"»'(I'); e allora basta applicare i risultati noti sulle « trac-
ce» (v. ad es. il teor.5.1 di [22]) per ottenere la dimostrazione del lemma.

OSSERVAZIONE 3.1. In sostanza il lemma estende allo spazio W 2m?'(Q)
il cor. 4.1 di SCHECHTER [28], da cui si ottiene « per continuitd », in virtl
appunto dei risultati citati sulle tracce delle w € W2’ (), Si osservi anche
che la funzione w cosl ottenuta pud poi essere prolungata in tutto R",
mediante l’operatore P di prolungamento piut volte adoperato nel cap. I di
[22], in modo da ottenere una funzione » € W2™?' (RE") e coincidente con w
in £. Cosl perfezionato il lemma risulta essere una estensione dei lemmi 1.1
di [21] e 6.1 di [22]; a noi perd nel seguito servira solo nella forma datagli
nell’enunciato.

Passiamo ora a dimostrare il
TEOR. 3.1: Nelle ipotesi su A e i B; dei n. 2.1 e 2.2, per ogni p > 1,
Vapplicazione w — Bu = { Bju, ..., Bu_y u}, definita per u€ D (L) si prolunga
per continuitd in una applicazione lineare e continua, ancora indicata con
m—1
u — Bu, di DY () in I W™"7P? (T),
j=0

Il teorema estende il théor. 4.1 di [21] ed & analogo ai théor. 2.1 di
[21] e teor. 9.1 di [22]; e si ottiene con dimostrazione analoga, che qui ri-
portiamo, facendovi alcune semplificazioni (che si potrebbero naturalmente
portare anche alle dimostrazioni dei teoremi citati).

Siano dunque dati g, .., Pm_y con ¢;€ W>""*UP"P([') o gi consideri
la funzione w € W2mr' (Q) tale che

Bfw =0

(3.2) j=01,...,m—1
Ofw = @;

di cui al lemma 3.1. Per u fissata in Df{p(Q) e per tale w poniamo

(8.3) Y, = (u, A*w) — (Au, w)

gli integrali rappresentati dai due ( , ) avendo ovviamente significato per
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u e w cosi fissate. Verifichiamo poi che in realtd Y, non dipende dalla
scelta fatta di w, purch® w appartenga a W2m2' (Q) e verifichi le (3.2) (si
osservi che la w di cui al lemma 3.1 non & unica); supposto invero che w
e w,; siano due elementi di W?2m?' (Q) verificanti le (3.2), posto y=w —w,,
siha Bf y=0e 0 y=0,j=0,..,m — 1, e quindi, poich® il sistema
{B}, .., Bji_1; CF,..., Oni1} & un sistema di DIRICHLET di ordine 2m, si ha,
per il lemma di ARONSZAIN-MILGRAM sopracitato, y;x=0, j=0,...,2m —1,
e dunque y € Wi™? (Q); e allora, tenuto conto che per ogpi we D (Q)
risulta (u, A*p) — (Au, w) = 0, prolungando per continuitd in wym? (8), si
ottiene la: (u, A*y) — (Aw, ) = 0; da cui si ha Yy = Y;'; scriveremo
percid d’ora innanzi Y, invece di Y .

. - . m—l 2m—p¥—1/p’, p’
1l funzionale semi-lineare ¢ —~ Y, & continuo su IT W J Iy,

j=0
poiché w dipende con continuitda da {¢y, .., @u—;}, per il lemma 3.1;
dunque Y, & della forma

m~—1

Y, =_2<; (tju, 4—}__7]') con U € W—(‘lm—u}‘—l/p'),p )
,—

e, poiche 2m—,u}g—i,= 2m — (2m — m; — 1)—-—1}—,=mj—|——1-01—,rju ap-
partiene a W ™" ~'P? (I} inoltre Vapplicazione u — 7ju ® lineare e conti-
nua da D% (Q) in Wi 7V (I"),

Poiché @ (2) & denso in DY’ (£2) per la Prop. 3.1, resta solo da dimo-
strare che 74 = Bju per u € D (2). Si prenda percio ¢; € D (I'); possiamo
allora scegliere w in modo che appartenga a (D (Q); e allora per questa w,
utilizzando la formula di GREEN (2.2), si ottiene, tenendo conto anche
delle (3.2)

m—1 —_
Ylp —.:jfo Bju @ dG;

dunque {zju, ;> = { Bju, ¢;) per ogni @; € D(I") e quindi z;u = Bju, c.v.d.

Da questo teorema, dalla Prop. 3.1 e dalla formula di GREEN (2.2),
prolungando per continuitd, si ottiene che per u € DY’ (Q) e v € Wi (2)
vale la formula di GREEN

m—1 Ju—
(3.4) (Au, v) — (u, A*v) = — 3 (Bju, Cfv),
Jj=0
(Bju, Cfv) indicando la dualitd tra W™ —lee 1y o WmitUeR (),
Si ha infine per dualita dal teor. 2.2, con ragionamento analogo a
quello svolto in [22] per il teor. 9.2, il

2. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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TEOR. 3.2: Nellipotesi Jp) per ogni p > 1, u — {Au, Bu} ¢ un isomor-

m—1
Jismo di DY (2) su Lp(Q) > IT Wi~ (),

j=0

n. 4. I1 problema ai limiti negli spazi DY’ (Q), 0 < s < 2m.

4.1. I teoremi 2.3 e 3.2 assicurano dunque che nell’ipotesi Jpz) 1'opera-
tore w—~ {Awu, Bu) stabilisce un isomorfismo di D3"?(Q) su Lr(Q)><
< 'TT W == (') e di DY (Q) su L? (Q)xmn'W‘mf'-I/PvP ().

=0 =0

Verremo ora a studiare il problema ai limiti (2.7) negli spazi D (Q)
0 <s < 2m. Nel caso p = 2 in [21] quésto studio & stato fatto interpolando
direttamente tra i casi estremi, s = 0 e s = 2m, ora richiamati; ma, come
8i & gia visto in [22] per il problema di DIRICHLET nel caso p == 2 una
simile interpolazione diretta offre difficoltd notevoli. Per questo in [22] si &
utilizzato in modo opportuno sia la teoria dell’interpolazione che i risultati
di regolarizzazione di AGMON [1](*). Si potrebbe dunque pensare di seguire
anche ora questo procedimento, estendendo anzitutto i risultati di AGMON
ai problemi (2.7); purtroppo il metodo indicato da AemoN in [1] per il pro-
blema di DIRICHLET si puo estendere in realtd a una certa classe di altri
problemi ai limiti, come avremo occasione di precisare nel prossimo n. 5,
ma non sembra che esso possa utilizzarsi per tutti quei problemi (2.7) che
rientrano nell’ipotesi Jp).

Abbiamo pereido pensato di utilizzare contemporaneamente entrambe le
teorie dell’interpolazione, quella «reale» e quella «complessa », ricordate
nel cap. I di [22]; mediante la teoria «complessa» potremo esaurire lo
studio per il caso s intero e successivamente tratteremo con quella « reale »
il caso di s compreso tra due interi consecutivi.

Interpoliamo dunque anzitutto con il metodo « complesso » di CALDERON
[9] e Lions [19] tra i due risultati sopra ricordati (s = 0, s = 2m); tenendo
conto del teorema di interpolazione (v. ad es. il teor. 3.1 di [22]) e del théor.
3 di [9], si ha che, nella ipotesi Jp), u—~ {Aw, Bu} & un isomorfismo di

m—1
[DY"? (Q), DY) 5 6(0)] su L7 (Q) xjg A IV WS A T PN
per 0 <6 < 1.

(*) (Nota agginnta durante la correzione delle bozze). In realtd avremmo potuto fare
a meno dei risultati di AeGMoN [1], utilizzando solo quelli di AGMON-DOUGLIS-NIREN-
BERG [3]; infatti per quanto riguarda il teor. 81 di [22] abbiamo osservato gia nel n. 8.2
che esso si pud dimostrare per interpolazione, supponendolo vero nel caso r=0; ma in
questo caso il risultato si pud in sostanza facilmente dedurre gia dal teor. 15.3’ di AGMON-
DouGLIS-NIREMBERG [3]. Infine per quanto rignarda il teor. 10.1 di [22] esso si pud ot-
tenere con lo stesso ragionamento che svilupperemo per ’analogo teor. 4.1 del presente lavoro.
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Lo spazio [W2"~™i =% (), Wi % (") ; §(9)], applicando il teor. 1.1
per r=2m —m; e s = — m;, risulta « coincidente» con W 2—Om—m;=ljp2 (),
se 20m & intero.

Quanto a [D¥™? (2), DY (2); §(0)] si ha la seguente

PRrROP. 4.1: Se 0 <0 <1, 20m ¢ intero e A é un operatore differenziale
lineare dordine 2m a coefficienti appartenenti a CD(!?), allora ¢ (algebrica-
mente e topologicamente)

(D3 (2), DI (2); 6(0) € DE " ()

DIMOSTRAZIONE. Infatti si ha anzitutto che Vapplicazione identica u —u
o lineare e continua da D3™?(2) in W () e da D%’ (Q) in W*(Q) =
= Lr (£2) e dunque, per il teorema di interpolazione e la definizione stessa
degli spazi HSP(Q) (v. il n. 5 di [22]), essa & lineare e continua da
[DZ"P(Q), D3P (2); 6(0)] in H™ ™ (Q) per ogni 6, 0 <0 < 1. Se ora di
pitt 26m & intero allora H 21—6mp(Q) coincide per la Prop. 4.2 di [22] con
W 20—6m.p (),

Si consideri poi Papplicazione u —~ Au; essa & continua da e (£) in
L?(Q) e da DY (2) in L®(Q), dunque da [DY*?(Q), DY? (Q);46(0)] in
L?(2), 0<6<1. E la Prop. 4.1 & cosi dimostrata. Osserviamo che piu
avanti torneremo su questa proposizione, precisandola maggiormente in
ipotesi pilt restrittive (v. Prop. 5.4).

Utilizzando allora la Prop. 4.1 e tenendo presente quanto si e sopra
detto possiamo concludere con il

TREOR. 4.1: Nell’ipotesi Jp), per ogni p>1 ¢ 8 =0,...,2m il problema
(2.7) ammette, per ogni f€L?(Q) e g;€ Wi~ UPP () una e una sola solu-
zione w€ D’ (2); ed essa dipende con continwits dai dati f e g;.

4.2. Veniamo ora a studiare il problema (2.7) negli spazi D3’ (2) con s
reale compreso tra 0 e 2m.

Utilizzeremo qui il metodo di interpolazione «reale» richiamato nel
n. 1 di [22]. Il teor. 4.1 si pud in sostanza enunciare nel seguente modo :
nell’ipotesi Jg), Poperatore {4, B} ammette ’operatore inverso G = {4, B}~1,
il quale & lineare e continuo da

m—1
L2 (Q)>< IT W™™i~'? ([") in D} (Q) r=0,..,2m
=0
Applicando allora il teorema di interpolazione (si veda ad es. il teor.

1.1 di [22])) tra i casi r 41 e r, si ottiene che G & lineare e continua da
m—1

da L (Q) >< IT T (p, 05 Wr+i=mi=tp2 (I'), Wr—mi=lp2 (I') in T (pya; DED),
j=0

. 1
P (Q)), 0<9<1,-17—|-a=9.
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Teniamo conto allora che per il teor. 11.5 di [22] si ha

Vi (p’ o Wr+1—mj—]/p,p (I'), w r—mj—]/p,p (I')) _ WT-I—I—mj—@—l/p,p (F)

1 S . .
con la condizione che, se & p &= 2, 6 -} r non sia intero; e ricordiamo

anche che
T(p,a; DEP(Q), DIF (2) c D07 (@)

algebricamente e topologicamente (la dimostrazione & del tutto analoga a
quella della Prop. 4.1, tenuto conto delle Prop. 2.4 di [22]).

Possiamo allora concludere con il seguente

TEOR. 4.2: Nell’ipotesi Jg), per ogni p>1 e ogni s reale, 0 <s<2m e

1 . .
inoltre, se é p == 2, tale che s —-——1; non sia intero, il problema (2.7) ammette

qualunque sia f€ L?(2) e g;€ Ws——1p?(I') una ¢ una sola soluzione ap-
partenente a D3P (Q) ed essa dipende con continuita dai dati f e g;.

1
Nel caso p =2 e s — ? intero, si ricava subito dallo stesso teor. 4.2

un risultato « approssimato » e precisamente :
TEOR. 4.3: Nellipotesi Jg), per ogni p>1 ¢ s reale 0 <8< 2m, il pro-
blema (2.7) ammette per ogni f€LP(2) e g;€ We—=Upr.(I") una e una sola

soluzione w che appartiene a D "7 (Q) per ogni &> 0.

n. 5. Ulteriori risultati e osservazioni.

5.1. Raccoglieremo in questo numero, insieme ad alcune osservazioni
immediate, qualche altro risultato, che completera sotto certi punti di vista
la teoria dei problemi ai limiti svolta nei lavori [21] e [22] e nei precedenti
numeri.

Vogliamo anzitutto precisare maggiormente la questione sulle tracce
delle funzioni degli spazi Wy” (Q) introdotti nei n. 9 e 10 di [22](*°).

Sara bene per questo ricordare lipotesi J) del n. 7.1 di [22], ipotesi
che indicheremo ora con J,), poiché relativa al problema di Dirichlet
(Bj =7,):

J,) su Q e sull’operatore A valgano le ipotesi introdotte nel n. 2.1 del
presente lavoro, inoltre, per almeno un p >1 fissato, il problema di Dirichlet

(10) 058P (), 0=s=<m & lo spazio delle u€ WP (Q) tali che du€ W ™2 (Q), con
la norma del grafico.
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Au=0, yu=0, j=0,..,m — 1, ammetta in W2 (Q) solo la soluzione
u=20.

Ricordiamo anche che nell’ipotesi J,), in virtu del teor. 9.1 di [22], ogni
funzione wue€ WP (2) ammette tracce y,u,...,ynu—y % e inoltre
yiw€ W—imtipe (I"),

Studieremo ora il caso w€ W,F(Q), 0 <s<m; ci sard utile aver pre-
messo la seguente

. 1 1 L,
PRoOP. 5.1: Sia p reale > 1, s reale >—1—)— e tale che s — r non sia in-

. 1= Lo Lo 1 .
lero; sia r = [s ——1—5—] (masszmo intero 20 e inferiore a s — —) . Indicato
p

con W,'? (Q) il sottospazio delle w di W*% (Q) tali che yyu=0,...,7,u=0,
st ha

WP (@ = WP (2) (),

DIMOSTRAZIONE. Anzitutto & evidente che se u € W,"” (Q), poiche u &
allora limite in W2 (Q) di funzioni di D (Q) ed esistono le tracce
Yo Uy y 7o di w (v. ad es. Teor. 5.2 di [22]), allora risulta we W,7 (Q).

Per dimostrare che viceversa W,” (2)c W;” (£2), osserviamo anzitutto
che con procedimento abituale, mediante un sistema di « carte locali » e di
partizione dell’unita, ci si pud vicondurre al caso in cui £ coincida col
semispazio R’ degli # per cui & x,>0. Cid fatto, poniamo s =1t 0, ¢

1 1
intero, 0<0 <1 e distinguiamo due casi: 0 <0 < 3 e ?< 0<1.

. 1 . . .
Nel primo caso, 0§9<—1;—, sia we W, (RY) e introduciamo per &> 0

le «traslate» di u secondo 1’asse z,,

( 0 per 0<ux,<c¢
U, (4) =
Z U (X yeney Bprgy Ty — &) per x, > &.

Si ha allora u,€ W (R'_T_) poiche ypu = ...y u =0 .(in questo caso e
t — 1 =r). Inoltre D*u, = (D*u), per |k |=1, dove con (D¥u), si intende

1
ovviamente la « traslata» di D% secondo l’asse x,; dunque poiche 0 <_p—

(1) La Prop. 5.1 & nota per s intero >0 ed é stata gid da noi enunciata e adope-
perata in questo caso in [22] (Prop. 5.1). Dobbiamo perd osservare che nell’enunciato
della Prop. 5.1 di [22] abbiamo scordato di aggiungere l’ipotesi s infero anche nel caso
p=2
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(si ricordi il théor. 3.1di[23)) si ha anche D*u,e W??(R%) e quindi u,e W*? (R%});
e inoltre per ¢—0, u,~u in WP (R%). Cid basta per poter applicare noti
ragionamenti di regolarizzazione e approssimare  in W™ (R%) con funzioni
di D (RL).

1 . . .
Nel secondo caso, ?< 0 <1, si proceda in modo analogo al primo caso

costruendo anche ora le «traslate » w, di u; anche ora si ha u, € W*? (RY)
(t =r in questo caso) e D*u, = (D*u),, |k|=1=t. Inoltre si ha ora, poichd®

1
9>?, 7o (D*u) =0, |k|=1; basterd dunque per poter concludere come

1 . 1
sopra, nel caso 0 <60 <—, dimostrare che se we W op (RY), ) <0<l e

yow = 0, allora we€ WP (R%). Ora questo risultato segue dal théor. 4.1 di
[23]; detto teorema afferma infatti che P’applicazione w—w(w=1w in RY
e w=0 in R"— R%) & lineare e continua da W7 (R}) in W **(E"), ma
basta ricordare la dimostrazione datane e la Remarque 4.1 di [23] per os-
servare che essa assicura di piu che w—1w & lineare e continua dal sotto-
spazio di W %?(R') delle w tali che yqw =0, in W9 (R". Di qui segue
che w,, traslata di w, appartiene ancora a w o (RY) e per ¢—0 converge
a win W (RY); e allora, «regolarizzando » w, & possibile approssimare
w in W°?(R}) mediante funzioni di QD (R%). E la Prop. 5.1 & cosi dimo-
strata.

Passiamo ora senz’altro al

TEOR. 5.1.: Nell’ipotesi J,), per ogni p>1 e s reale tale che 0 =s=<m

1 . L > L
e s— —p— non sia intero, Vapplicazione u - yu = {yoW, v, ym—1%} é lineare €

m—1 .
continua da WIF(Q) su I W12 (),
=0

DIMOSTRAZIONE. a) Anzitutto osserviamo che, poiché Wg”(Q)c W*?(Q),
in virth del teorema di tracce di USPENSKII (v. teor. 5.2 di [22]) bastera

che ci limitiamo a considerare il caso s—?<m—1. Ricordiamo poi anche

che con 7j,j=0,..,m —1, abbiamo indicato gli operatori frontiera di
NEUMANN relativi all’operatore A e alla formula di GREEN (2.6); e dimo-
striamo il

1 1
LEMMA 5.1. Sia p’ > 1 reale, s reale tale che 0<s<m — —, ¢ 8§ + —;
p/ ’

’

. . 1= Lo s
non sia tntero ; poniamor = [2m — 8§ — —| |massimo intero =0 e inferiore
b
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a 2m— s — %) . Siano dati ¢; € Witi—s—1p'e' ("), j==2m —r — 1,

2m —1r,..,m —2,m—1; esiste allora almeno una funzione we W25’ (Q)
tale che
y,-w=0 j=0,1,...,m—1

Tjw=<pj j=2m-—-r—1,...,m—1.
m—1
Vapplicazione {@op—r—1yeeey@Pm—i}—~w cssendo continua da IT ~Witl—s—lp'2"(I")
J=2m—r—1

in Wam—s2' (Q).

La dimostrazione di questo lemma & del tipo di quella del lemma 3.1;
Doperatore 7;, come gia si & ricordato e come risulta ad es. dalla (1.11) di
[21], & della forma

2m—j

(5.2) Tj = b Yom—im1 + = T} Yomeii
=2

dove be (') ed & sempre == 0 e gli operatori T,-i gsono operatori tangenziali
a I' d’ordine <i — 1, nel senso ad es. di [19 ter.]. Tenuto conto delle (5.2)
si vede allora che il sistema {yo, .., ¥m—1; Tm-1y Tm—zy ey Tom—r—1] cOSti-
tuisce un sistema di DIRIOHLET d’ordine r + 1 e il problema si riconduce
allora, in virti del lemma di ARONSZAJN-MILGRAM gia citato a proposito
del lemma 3.1, a costruire una funzione w € W2m—s»’'(Q) tale che

viw = fj J=0,1,..,r
con fj dato in W2m—s—1p"#' ("), e percid basta applicare il téorema di tracce
di USPENSKII (v. teor. 5.2 di [22])
1 1 1 1
b) Sia ora ue WF(Q) e s<m—1F+ —=m—— (—— —,=1)
) A ( ) + P p/7 P + P

1
es — ? non intero. Allora se 8 >— per il teorema di tracce oracitato, poiche

u€ W2 (), si ha che yju€ Ws—i—1Ur.r(I") per j =0, 8, .., t = [s— %] . Si con-

sideri allora il problema

Az2=0,
(6.3) Vi% = 7jl, J=0,1,..,1
yiz =0, J=t4+1,..,m—1.

In virta del teor- 12.1 di [22] esiste una e una sola z€ W2 () che
rigolve il problema (5.3). .
Poniamo v =u —z; allora ve€ Wi’ (2) e inoltre per la Prop. 5.1

vE WT(9Q). Seinvece s < ;—’ poniamo v =u; allora v€ W¥*(Q) = W;*(Q)
(efr. [23]).
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Poiche W3¥ (Q)c Wi (Q), in virth del teor. 9.1 di [22], esistono
7iy 7j% © yjv anche per j=1¢ 4 1,..,m — 1 e si ha yju = yv in W—i—lr2(I),
J=t+1,..,m—1.

Dimostriamo di pitt che ywe We—i—ipo(I"), j=1t-41,..,m —1; se-
guiremo un ragionamento analogo a quello svolto nella dimostrazione del
teor. 3.1; poniamo perciq, assegnate, per j = 2m — r — 1, .., m — 1,
i€ Wwi—s 1ty @I,

Xy =(v, A%w) — {Av, w),

dove w & la funzione (non unica necessariamente) di cui al lemma
5.1 e il primo ¢,) indica la dualita tra W¥ (2) e W ~*¥'(2) e il secondo
quella tra W ™7 (Q) e W, (2); Vespressione ha senso in virth della
Prop. 11.1 di [22] e della Remarque 6.1 di [23].

In realta si vede che X, & indipendente da w, purche w verifichi le
condizioni del lemma 5.1; infatti se w, e w, sono due tali w allora y =
= w; — w, appartiene a W?2m—s?(Q) e verifica le condizioni

Y = =1 =0, Tp—1x=20,.cc, Tom—y1x =20

e quindi, formando tali condizioni un sistema di Dirichlet d’ordine » 4 1,
risulta, per la Prop. 5.1, Z€ W2" "' (Q). Ne segue che

(5.4) (v, AFXY — (Av, Xy = 0

e infatti per ogni ¢ € QD (£2) si ha (v, 4* ) — (Av, > = 0 e quindi essen-
do D () denso in W™ > (Q), si ottiene la (5.4).
Da essa viene che X, non dipende da w e possiamo dunque scrivere
Xg invece di X, .
Inoltre il funzionale semilineare ¢ — Xy & continuo su
m—1

I Wi—st1=1p'»’ (I'), poich® w dipende con continuita da

j=2m—r—1
{Pom—r—1y ey Pm—1); dunque X, & della forma

m—1 — )
X, = X (ojv,@)  cono;jv€ W—its—l+lr'e (") = W —i+s—lp.p(T),

Jj=2m—r—1

D’altra parte poiche v €5 (.Q)CCWS{p (), vale per essa la formula di
GREEN (9.1) di [22], cio& per ogni we W2m2' (Q)N Wr'(Q) si ha

m—1 -
(5.5) (v, A* w) — (Av,w) = Z (y;v, Tj w),
J=0

(yjv, Tjw) indicando la dualitd tra W—i=Vpz (I') e Witlrs' (I),
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Dalla (5.5) e dalla definizione di X, , osservando che, se prendiamo

@; €D (') allora pud scegliersi la w del lemma 5.1 appartenente a D (£2),
otteniamo
m—1 —
X, = 2 (yjv,op
j=2m—r—1
e dunque <o;v, ;> = (y; v, ;> per ogni @; € D(I"); da cui g;v=y;o.
Abbiamo dunque ottenuto che y;u =y, ve We—UrP(I") anche per
j=t-+1,..,m -+ 1; e percido possiamo dire che Vapplicazione w — yu & li-
m—1
neare da WSL(Q) in II W UPE (),
j=0
¢) Da quanto ora dimostrato in b) e dal teor. 12.1 di [22], si ha che
Poperatore u — {Au, y u} & un’isomorfismo algebrico di WP (Q) su W—"2(£2)><
m—1
>< IT Ws—i-1p2 (I") ed é inoltre continuo in wuna direzione; dunque per il
j—0
noto teorema di Banach sugli isomorfismi esso & continuo anche nell’altra
direzione. Abbiamo cosl ottenuto il seguente teorema, che precisa ii teor.
12.1 di [22] ora citato:

TEOR. 5.2: Nell’ipotesi J,), per ogni p >1 Voperatore u — {Au,—y; u} éun
m—1 .
isomorfismo (algebrico e topologico) di WE(Q) su W ™2(Q)>< IT W* 12,
j=0

1 ,
s reale tale che 0 <s<m e § — — non intero.

Ovviamente con il teor. 5.2 abbiamo anche completata la dimostrazione
del teor. 5.1 dimostrando la continuita dell’applicazione u —y u e dimostrando
anche che l'applicazione & suriettiva.

OSSERVAZIONE 5.1: Il teor. 5.2 nel caso p =— 2 completa per i valori
. . 1 . . .
di s &= intero —|—? la Prop. 10.1 di [21], dimostrando che, con la notazione

; 1
di [21], risulta A% (2) = U4 (2) per 0 <a <m, % — - non intero (tale coin-

\

cidenza non e invece pit vera per o = intero - in virth dei risultati
di [23)).

5.2. Poiche W5 (2) D D%P (), 0 <s <m dal teor. 5.1 segue che u—y u

. m—1
& un’applicazione lineare e continua anche da D%’ (Q)in IT Ws—i—l» (I),
j=0

1 .
0<s<m, s — })— non intero.
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E allora dal teor. 5.2 utilizzando anche il teor. di Banach sugli isomor-
fismi segue subito la
PRroP. 5.2. Nell’ipotesi J,), per ogni p >1 Voperatore u — {Au, y u} é un
m—1 .
isomorfismo di D5 (Q) su IF (Q)>< IT W*P2 () 0 <s<m,s —% non
=0
intero. ’
E con lo stesso ragionamento, utilizzando il teor. 11.2 di [22] e la Re-
marque 6.1 di [23] si ha poi che la Prop. 5.2 vale anche per m <s <2m,

1 ,
§ — — non tntero.
p

5.3. Possiamo ora dedurre altre applicazioni
Prop. 5.3. Nell’ipotesi J,) si ha per 0 <0 <1, Om intero

(WP (Q), WY (2);6(0)] = WEP (Q).

Infatti interpolando col metodo « complesso» tra i casi s=m es =0
del teor. 5.2, si ha che u — {Au, y u} & un isomorfismo di [ W (L), WI*(£2);6(0)]

m—1 . ;
su W—me (Q)>< II[W"="e () w==? (1) 5(9)].

j=0

Ma ufilizzando il teor. 1.1 si ha che [Wm—i=lre(I"), W—i—1lrr(I"); 6 (6)]
coincide per Om intero con W (1—8m—i—1p.r ([') ¢ quindi confrontando col teor.
5.2 per s = (1 — 6)m, si ha la Prop. 5.3.

In modo del tutto analogo, sfruttando il teor. 1.1 e la Prop. 5.2 si ha la

PRroP. 5.4. Nell’ipotesi J,) si ha per 0 <6 <1, 20 m intero

(D4 (2), DY (2);8(0)] = DT ~O™* ().

La Prop. 5.4 precisa ulteriormente, sia pure in ipotesi piu restrittive
la Prop. 4.1, e permette percio, riprendendo le considerazioni del n. 4.1 di
precisare ulteriormente, sia pure in ipotesi piu restrittive, il teor. 4.1 me-
diante il

TeoOR. 5.3. Se sono verificate entrambe le ipotesi J,) e Jpg), allora per ogni

p>1,8=0,1,..,2m Voperatore u - (Au, Bu} é un isomorfismo di D3’ (Q)

m—1
su Lo (Q)>< I We—mj—lpe (Q).
Jj=0

5.4, Siano ora in grado di ottenere ulteriori risultati di interpolazione
e di applicarli ancora ai problemi ai limiti,
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Prop. 5.5. l\/ell’ipotesi Jy, per ogni p>1 8i ha
T(p, 05 Wi (@), W (@)= W@

s=0,...,m—1,0<%—+a=9<1,1—9=}:%—.

—

Infatti il teor. 5.2 ci assicura che {4, y} & un isomorfismo di

m—1 :
WI?(Q) su W™ (Q)>< I WP () e di WY (Q)

j=0

m—1

su W-—mp (Q)>< I1 Ws—i—lr» (I")., Adoperando allora il teorema di interpo-
j=0

lazione (v. teor. 1.1 di [22]) e tenuto conto del teor. 11.5 di [22] si ottiene

che {A,;} ¢ un isomorfismo di
m—1 .
T (p, 03 Wi (2), WH () su W™ (Q)>< [T WwHT=7r(r);
j=0
e quindi confrontando col teor. 5.2 nel caso s + 1 — 0 si ottiene la Prop. 5.5.
Con ragionamento analogo, adoperando invece del teor. 5.2 la Prop. 5.2,
si ottiene poi la
PRrOP. 5.6. Nell’ipotesi J,), per ogni p >1 si ha

T (p, a; D5 (Q), DY () = D5 (Q)

1 .
s=0,1,...,2m—l,0<—p—+oc=9<1,1—9=]:—;7.

Dalla Prop. 5.6, riprendendo i ragionamenti fatti nel n. 4.2 e tenuto
conto del teor. 5.3, si ottiene infine un perfezionamento del teor. 4.2, sia
pure un ipotesi piui restrittive:

TEOR. 5.4. Nelle ipotesi J,) e Jp), per ogni p>1 ¢ ogni s reale tale che,

1
0<s<2m,s— r non intero, loperatore w - {Aw, Bu} é un isomorfismo di
DF(Q) su

m—1
Lr (Qy>< II Ws—mi—lpp (Q),

=0

OSSERVAZIONE 5.2, Per p = 2 il teor. 5.4 completa la Prop. 11.1 di

[21], dimostrando con le notazioni di [21] che & d% (2) = Dy (.Q) per o — —;—

non intero (il caso %— 5 intero & eccezionale in virtl dei rigultati di [23]).
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OSSERVAZIONE 5.3. Nel teor. 5.4 & ammessa, a differenza di quanto si
¢ fatto per il teor. 4.2 Pipotesi J,); sarebbe interessante poter eliminare
tale ipotesi anche nel teor. 5.4; si tratta in sostanza di dimostrare un teo-

rema di tracce degli operatori B; u per le u € D (Q) nella sola ipotesi Jp);
e a c¢id possono probabilmente servire ragionamenti diretti analoghi a quelli
fatti per il teor. 5.1.

5.5. Abbiamo avuto occasione sia in questo lavoro che nei precedenti
[21] e [22] di dimostrare teoremi di densita dello spazio @ (Q) in DY (Q),
in WY (L) e in D (Q). Vediamo ora di completare questi risultati di-
mostrando, come era presumibile, la densita di @ (Q) in D%’ (Q) ein WP (Q).
Si ha piu precisamente :

Prop. 5.7: Nell’ipotesi J,), per ogni p>1 e s reale tale che 0 <s< m,

1
8§ — > non intero, lo spazio D () & denso in WL (Q).

PRroP. 5.8: Nell’ipotesi J,), per ogni p>1 e s reale tale che 0 <s < 2m,
s ——;7 non intero, lo spazio D (Q) ¢ denso in D (Q).

Per la ‘dimostrazione di queste due proposizioni si possono seguire due
diversi procedimenti; ci sembra interessante esporli entrambi. Ci limiteremo
a dimostrare la Prop. 5.7, considerazioni del tutto analoghe potendosi fare
per la Prop. 5.8.

Un primo metodo di dimostrazione consiste nell’utilizzare le teorie del-
Pinterpolazione sia «complessa » che «reale». In virtu della Prop. 9.2 di

[22] D (D) & denso in WP (Q); ed esso & anche denso in W'47? (Q) essendo
questo spazio isomorfo a W2 (). Ne segue, per un risultato generale sulla
teoria dell’interpolazione (1?), che @ (2) & denso anche in [W'§? (Q), WU (Q);
5 (0)]; questo ultimo spazio per Om intero coincide per la Prop. 5.3 con
WL™O™P (Q). Dunque D (2) & denso in WP (Q),s = 0,1, ..., m.
Applicando ora la teoria «reale» di interpolazione si ha (v. nota (1?))
che @ (2) & denso in T (p,a; Wi (Q), Wi (Q), s =0,1,...,m — 1 e que-

1 —
st’ultimo spazio per la Prop. 5.5,se 1 — 0 & =+ e coincide con W OP(Q);

e dunque la Prop. 5.7 & dimostrata.

(42) Con la nomenclatura del cap. I di [22] il risultato & il seguente: se ¥ & un sot-
tospazio di X, e di X, denso in entrambi gli spazi, esso & denso in [X,, X,; 6(0)]. Esso
si dimostra con procedimento analogo a quello svolto in [18] per I’analogo risultato nella
teoria «reale» (lemma 1.1 chap. II di [18] o anche lemma 1.1 di [22]), vale a dire: se ¥
® denso in X, e X, allora & denso anche in T'(p,a; X,, X,).
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Un secondo metodo di dimostrazione della Prop. 5.7 & il seguente. Sia
u€ WL (Q); nell’ipotesi J,) si ha che esiste una e una sola w tale che
Aw= Au e we Wg"? (2) e per essa si ha

{5.6) [| w0 ||902p(g) <[ ”%fz,p(g) <c| Aw “W—mm(g)

Poniamo v»=u — w, allora v€ W3 (2) e inoltre Av=10 e, in virta del
o1
teor. 5.1 e del fatto che we W (), si ha yjo=yp,u in W'~ % (I),

J=20,..,m — 1. Tenuto poi conto del teor. 5.2 si ha

m—1
(5.7 | v ”wip(g) <e jfo 75 v |l s—i—uwwry

Siano ora {@;} e {yi;}, i =1,2,..., successioni di funzioni tali che ¢;€D (2)
e g;i—~Au in W—m2(Q), y;; €D) e y;j—~y,uin We=—lp2(I"), j=0,...,
m — 1; Vesistenza di tali successioni & assicurata dalle proprieta degli spazi
Wer () e Wop (I') (v. ad es. il n. 2 di [22]). Si considerino allora le solu-
zioni dei seguenti problemi di Dirichlet

(Aw; = @; Av; =0
| yjwi=0 j=0,u,m—1 VOi=ji j=0,..,m—1,

Per i teoremi noti di regolarizzazione del problema di DIRICHLET si ha che
w,;E(Z)(f)-) e € D (Q) e daltra parte, per le maggiorazioni (5.6) e (5.7) ap-
plicate a w; e v; rispettivamente, si ha che w;—~w e v;—~v in WF (Q) e dun-
que w; -+ v;—~w in WP (Q) c. v. d.

OSSERVAZIONE 5.4. Viene naturale domandarsi se le Prop. 5.3, 5.4, 5.5,
5.6 sono ancora valide quando su A si faccia solo 1 ipotesi che sia
un operatore differenziale lincare a coefficienti sufficientemente differen-
ziabili in !5, per es. appartenenti a CZ)(@), come ad es. avviene per la Prop,
4.1. 1 metodi da noi adoperati finora si appoggiano sulla teoria dei problemi
ai limiti ellittici, ma non sembra che essa sia necessaria.

5.6. Un’altra proprieta che potrebbe facilmente essere esposta nei det-
tagli & quella dell’interpretazione del modo di assumere i dati al contorno

1
Bju = g;, nel senso di una « convergenza » in media negli spazi W* "~ (I')

su un opportuno sistema di varieta {I,} contenuto in £ e tendente a I
per o —0. I risultati che sono stati ottenuti nel caso p=2 in [21] (si
vedano in particolare i n. 3, 5, 9 di [21]) si trasportano senz’altro anche al
caso p == 2 e al problema al contorno (2.7) da noi qui studiati.
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5.7 Osserviamo anche che il problema (2.7) potrebbe essere studiato
negli spazi Q% (Q) = {ue H"" (Q), Aue L” (2)} 0 < s < 2m, i quali coincidono
con gli spazi D" (Q) per s intero, ma ne differiscono in generale per s non
intero (per la def. di H*?(£) si veda il n. 4 di [22]). Basterebbe partire dai
risultati ottenuti per s intero e interpolare, come si & fatto nel n. 4.2, uti-
lizzando il metodo complesso anziché quello «reale ».

Tuttavia non svilupperemo qui questo argomento perché occorrerebbe
aver prima trattato per gli spazi H*? () le questioni analoghe a quelle
trattate in [23] per i Ws? (). Cogliamo anzi 1’occasione per avvertire a
questo proposito che i teor. 11.7 e 11.8 di [22] vanno modificati, tenuto
conto dei casi eccezionali per i valori di s, che si presentano per gli Hs® (Q)
come per i W2 (0) (si veda anche la Remarque 6.1 di [23]).

5.8. Tra i risultati ottenuti per il problema di DIRICHLET e quelli per
il problema pilt generale di tipo (2.7) ¢’ una leggera differenza : per il pro-
blema di DIRICHLET si & potuto lasciare una maggior generalita al termine
noto f: f€ WP (Q) anziche fe I” (Q), utilizzando cosl gli spazi WP (Q)
oltre ai D3’ (2). Come gia si & osservato nella Remarque 11.3 di [21] cid
dipende sostanzialmente dalle particolari condizioni al contorno del proble-
ma di DIRIOHLET, le quali fanno sl che il sottospazio delle » di W2 (Q),
che verificano le y;u =0, j=0,..,m — 1, & uno spazio normale di distri-
buzioni su £. Dovendo costruire una teoria generale per il problema ai li-
miti (2.7) ci si & limitati allo spazio L? () per il termine noto f. B tutta-
via evidente che per ogni singolo problema ai limiti particolare si potrebbe
svolgere la teoria da mnoi esposta lasciando il termine noto f in uno spazio
F > L?(Q) che andra di volta in volta precisato.

5.9. Vogliamo infine terminare questo numero riprendendo e svilup-
pando maggiormente le considerazioni iniziali del n. 4.1. Abbiamo ivi ac-
cennato alla possibilitd di studiare il problema (2.7) negli spazi D% (£2), con
s intero, partendo dal teor. 3.2 e regolarizzando successivamente la soluzione
con i procedimenti ideati da S. AGMON per il problema di DIRICHLET in
[1]. Questa idea & stata da noi gid utilizzata in [22] nella dimostrazione del
teor. 8.1 e del teor. 10.1 (*); tuttavia non sembra essere direttamente utiliz-
zabile in generale, per ogni problema del tipo (2.7) che verifichi Pipotesi J3).
Esaminiamo infatti rapidamente il metodo di regolarizzazione di AGMON ;
esso si fonda essenzialmente su questo teorema, al quale si riporta il pro-
blema di regolarizzazione alla frontiera della soluzione, mediante un sistema
di «carte locali » :

(*) Si veda a questo proposito la nota (*) di pag. 18.
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« Detta 35 la semisfera (a4 ..+ a2_ <6%a,>0}, se u€Li(3) per

un certo ¢ >1 e verifica la
| (w, A* v) | < ¢, || v ”WW—SW(E,) (s intero, 0 < s < 2m,
p’ > 1, ¢, costante)

per tutte le funzioni («test functions») ve (2 (Si), nulle identicamente in
un intorno della parte di frontiera di Z,: 9,3, = {|#|=1,2,>0} e verifi-
canti sulla rimanente parte di frontiera d, 3, le condizioni %];j
n

=0,j=0,1,..
1 1 . . .
wym—1, allora ue Ws? (), e + I =1, per ogni § <1 e inoltre risulta
|| ]]Ws,p(za) <es(eo || u |[L,,(z‘)) (cs indipendente da u)>»

Questa regolarizzazione viene ottenuta, ispirandosi al noto procedimento
per la regolarizzazione hilbertiana delle soluzioni variazionali, maggiorando
dapprima i rapporti incrementali «tangenziali» delle u, ciodé rispetto alle
variabili @, ,...,%,—;, € sSuccessivamente ricavando le maggiorazioni per le
derivate secondo la variabile x, direttamente dall’equazione e con 1’'uso di
un lemma di LioNs (si veda [24] n. 11).

Ebbene per far questo occorre che la classe V delle « test functions »
v verifichi certe condizioni, e si vede facilmente che il ragionamento di
AGMON @& valido se la classe V gode di queste due proprieta:

a) & chiusa rispetto alle traslazioni sufficientemente piccole relativa-
mente alle variabili «, ,...,®,_;;

b) per ogni d <1 esiste almeno una funzione ¢; indefinitamente dif-
ferenziabile in 21, nulla in un intorno di 4, 2, , uguale a 1 in X5, in modo
che il prodotto ¢s;v, per ogni v€ V, appartenga ancora a V.

Nel caso del problema di DIRICHLET la classe V & quella indicata nel
teorema ora enunciato e verifica infatti le a) e b); ma altri problemi ai li-
miti possono dar luogo a una classe V di « test functions » che verifichi a)
e b) e per essi dunque & possibile ottenere un teorema di regolarizzazione
simile a quello di AGMON.

Per questi problemi il teor. 4.1 si sarebbe potuto ottenere quindi con
un ragionamento analogo a quello del teor. 10.1 di [22]; ma non lo si sa-
rebbe ottenuto per tutti i problemi che rientrano nell’enunciato da noi dato,
poicheé per essi in generale le a) e b) non sono verificate.

Dunque la sola utilizzazione diretta dei procedimenti di regolarizza-
zione di Ae¢MON non sembra efficace come il metodo da noi seguito, che &
stato quello di arrivare al teor. 4.1 dimostrando dapprima direttamente il
teor. 1.1 e poi facendo uso della sola teoria dell’interpolazione « complessa ».

Tuttavia le osservazioni ora fatte a proposito dei procedimenti di re-
golarizzazione di AGMON potrebbero essere utilizzate per ottenere in altro
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modo proprio il teor. 1.1: partendo infatti dal teor. 4.1, supposto dimostrato
per quei soli problemi cui & possibile applicare il metodo AGMON, si puo
ottenere con procedimento « misto », cioé utilizzando anche I’interpolazione,
il teor. 1.1 nella sua generalita. Abbiamo voluto accennare a questa diversa
strada, anche se essa & assai meno semplice di quella da noi seguita, perche
le idee che la suggeriscono ci sembra possano essere ulili in altri problemi.

5.10. Una ultima osservazione riguarda il caso p = 2. I risultati otte-
nuti nel presente lavoro per p = 2 estendono ai problemi di tipo (2.7) quelli
ottenuti in [21] per i problemi di DIRICHLET, di NEUMANN e di derivata
obliqua regolare ; come tali potrebbero essere anche utilizzati per studiare,
come si & fatto nel n. 13 di [21], problemi misti Sel tipo di HADAMARD
per operatori non ellittici, quali: 4 4 % e A} 5‘1—2 .

n. 6. Un teorema di rappresentazione dei funzionali lineari e continui

di wWer(Q).

6.1. Come abbiamo gia annunciato nel n. 13 di [22] faremo ora un’applica-
zione dei teoremi esistenziali ottenuti in questo lavoro per dimostrare un teo-
rema di rappresentazione dei funzionali lineari e continui di Ws2 (Q), che
estende quello classico di F. R1Esz sui funzionali lineari e continui di L? ().

Sia dunque p reale >1, s=1 -} 6 con r intero =0 e 0 reale tale che

1 L .
;< 0 <1. Consideriamo lo spazio Ws» (Q), £ essendo un aperto limitato

di R» che per semplicitd supporremo essere di classe C%®, come si & fatto
nei numeri precedenti. !
Avremo bisogno in seguito di considerare il seguente operatore

(6.1) Au= 3 (— 1)l Dk (Dky)
|k|<r+41

cui & asgociata la forma sesquilineare
(6.2) a(u,v) = 3 D¥u Dby da.
IIcISr-HQ

L’operatore (6.1) & fortemente ellittico, formalmente autoaggiunto e veri-
Jica inoltre la condizione di V-elliticita relativa al problema di NEUMANN,
perche &
(6.3) a(uyu)=|lu ”2W—r+1,2(9)
per tutte le w di W12 (Q),

Indicheremo al solito con &8, j=0, ..., gli operatori di NEUMANN asso-
ciati a (6.1), ciod gli operatori tali che valga la formula di GREEN

(6.4) (Au, v) = a (u,0) + 3 [ Suy,vdo
Jj=0

per ogni coppia di funzioni » e vECD(!_J).
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Considerati per 'operatore A il problema di DIR1ICHLET

(6.5) du =, yiU = g; J=0,..,r

e quello di NEUMANN
(6.6) Au = f, Sju = g; J=0,...r

risultano verificati per essi rispettivamente l’ipotesi J,) e la Jp); la verifica
delle diverse condizioni pud essere fatta direttamente oppure pud essere
ricavata dalla forte ellitticitd di 4 e dalla (6.3), in virtl anche del risultato
di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG (v. n. 10 di [3]) sulla necessita delle « Con-
dizioni complementari ».

Dunque ai problemi (6.5) e (6.6) possono essere applicati i risultati di
[22] e dei precedenti numeri del presente lavoro.

6.2. Fatte queste premesse veniamo ora al teorema di rappresentazione :
TEOR. 6.1.: Sia Q2 wn aperto limitato di R", di classe C> (*3) e si con-
sideri lo spazio W2 (Q), p>1, s=r 40, con r intero 20 e 6 reals

tale che —1—-<951 ; allora per ogni funzionale lineare e continuo L (u) su
) ) 11
W2 (Q) esiste un elemento e uno solo v € W 262 (Q), n —(—-?:1, tale che

(6.7) Lwu= X |[DtvwDrtudx—-+ 3 <{Dbv, D*u),
|k|=<r 5 || =r+41

dove il {,) indica la dualita tra W77 (2) ¢ W2 (Q).

OSSERVAZIONI: Si noti anzitutto che se u€ W52 (Q) e v€ Wr+2—02' (Q)
allora si ha rispettivamente (si veda la Prop. 11.1 di [22] e la Remarque
6.1 di [23]):

Dhye Wo-tr(Q) e Dkve Wi—62(Q) per |k|=r- 1.

. . 1 .
D’altra parte per il théor. 1.1 di [23], poiché 1 — 6<F’ si ha che

Wi (Q) = W% (Q). Inoltre W% (Q) per definizione & uguale al duale
di Wi %" (0Q) e dunque ¢ Dkv, D*u) ha significato.

(13) Vale anche qui un’osservazione analoga a quella della nota (1); inoltre si osservi
che la limitatezza di £2 non ® necessaria, perche ad es. il teorema 8 vero anche nel caso
\

__ pn
Q—R+.

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Piea.
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Si noti ancora che nel caso 6 =1, la (6.7) diventa

Luw= X D*» Dy dzx.
[k]|<r+1 3

In questo caso, 6 = 1, 1l teorema & stato ottenuto indipendentemente e con
altro procedimento da FriTz e MILGRAM [10]; sempre per 6 = 1 una di-
versa dimostrazione del teorema (e di un risultato un po’ piu generale di
rappresentazione) & stata data in seguito anche da K. T. SmiTH e L. H(O)R-
MANDER (comunicazione personale).

Osserviamo poi che il teorema di rappresentazione pud essere utile in
diverse questioni di analisi; esso permette tra Daltro di risolvere un pro-
blema esistenziale posto da G. F10HERA in [9bis] pag. 15 e 16.

E infine aggiungiamo che si possono avere con lo stesso nostro proce-
dimento altri teoremi di rappresentazione utilizzando anziche loperatore A
dato dalla (6.1), altri operatori A del tipo

A= 3 (—1)# Dk (ay, D),
E], |R|<r41
purcheé per essi valgano le ipotesi J,) per il problema di DIRICHLET e Jp)
per il problema di NEUMANN (B = §); si ottiene allora la

(6.7") L= 2 agp Do Dude + 3 ag, D¥o, Du).
LB lhl—<—"g [l, |h|=r+1

E sarebbe interessante di sapeve sotto quali ipotesi minime di differenzia-
bilita dei coefficienti ay, e della frontiera I' di £2 la rappresentazione (6.7')
e vera.

DIMOSTRAZIONE : @) Dimostriamo anzitutto 1l'esistenza di v; ricordiamo
(v. ad es. il n. 2. di [22]) che esiste un’applicazione lineare e continua
u—Pu di W2 (Q) in We?(R") tule che Pu=u q —d. in L.

Allora se L (x) & un funzionale lineare e continuo su W2 (£) si ha
che esiste un elemento 7€ W** "(R") (*4) tale che

(6.8) L (w)=<T, Pu) per ogni u € W2 (0),

b) Sia allora Tgq la restrizione di T a Q: Toe W—52'(Q) e dunque
per quanto si & detto in 6.1 e per il teor. 11.1 di [22] il problema di

(44) Ricordiamo che se E & uno spazio di distribuzioni su R" e X un insieme di R"
con By si suole indicare il sottospazio di K delle distribuzioni a supporto contenuto in X,
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DIRICHLET

Auo = TQ
7yt =0

dove A & Poperatore (6.1) ammette una e una sola soluzione u,€ Wr+2—9.2"(Q),

Indicato al solito eon _?'il prolungamento a tutto R" di una funzione
o distribuzione f definita in Q, ottenuto ponendo F=sfin Q e ?:0 in
R®" — £, si ha allora che la distribuzione

(6.9) 8= T— Au,
& a supporto contenuto in I '

Inoltre, poiche uy€ Wr+le’' (Q), 1706 Wr+ie' (R*) essendo r -+ 1 intero.
E ancora, poiche l)’“h\(; = (D*uy)~, per |k|=r-41 si ha che ])’%;;
appartiene a W1—02' (R*), in virth del fatto che D*u € W1—92' (Q) e che,

1 ~
essendo 1 — 9<_1?, per il théor. 3.1 di (23], (D¥uy)~ e W1—62'(R"). Dunque

possiamo concludere che QTOE Wr+2—02' (R") e quindi S€ W 42" (R").
¢) Dimostriamo ora che § ammette una rappresentazione del tipo

(6.10) (Syw)= = (gj,yjw> per ogni wé€ W*?(R")
j=0

dove i g; sono opportuni elementi di W —¢——1p.»"(I"),
Infatti indicato con o il complementare di I' in R* 6 = ( 7, ricordiamo

(v. ad es. teor. 5.2 di [22]) che Papplicazione w -~ yw = {yy, ... , y,%) & lineare

r
e continua da Ws2 (R") su II We—i—Ur®(I") e il nucleo di questa applica-
j=0
zione, in virti della Prop. 5.1 (sostituendo £ con o essa & ancora valida),
—
risulta esser proprio W7 (s) (sottospazio di W™ (R") costituito dai prolun-

gamenti w delle we W7 ().
Dunque, passando allo spazio quoziente e indicando con w gli elementi

di We? (R") W”\p() e con w —yw Vapplicazione quoziente (}rqb:y_z;), w € w),
0' o

. . . r
8i ha che w —~ pw & un isomorfismo di W*? (R”)/ > su II We—i—lrr(I')
Wo? (o)  j—o

0
Sia y~! lisomorfismo inverso di p.
Osserviamo poi che w—<{S,w) & un funzionale lineare e continuo su
—_— —_
W*?(R"), nullo su W37 (), poiche, se we Wy7 (o), allora esiste una succes-
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sione ¢;, i=1,2,..., di funzioni ¢;€%(0) e tale che ¢;~w in Ws? (R"),

e per queste ¢; risulta (S, ¢;> = 0, essendo il supporto di §in I'; e dunque
—_—

(8, w)=0 per we W;” (0). Ne segue che il funzionale w <8, w) =<8, w)

per wE 1}7, & lineare e continuo su W &? (Rn)/W”\p( ) e quindi il funzionale
o (o

@ =1{@y sy} =<8, »~1@) & lineare e continuo su j1=70 Ws=i=1lp2 (I') e percid

. r
risulta: <8, y~lp) = 3 (gj, p;> con g, € W—6——1n2' ('), In definitiva si
j=0

ha, posto y~lp = w, per wew:{ Y w)=<Y,wd= 3 (g;, y,w), ciod la (6.10)
j=0
d) Ricordando quanto si & detto nel n. 6.1 possiamo applicare il

teor. 4.2 del n. 4 al problema di NEUMANN (6.6) con f=0 e i g; dati dalla
(6.9), cioé al problema

Aw =20

Sw = g; J=0,1,..,r,

e ottenere cosi una e una sola soluzione w di esso appartenente a
Wrte—=02" (),
Per questa soluzione w vale la formula di GREEN seguente

(6.11) 0= (Aw,u)= 3 fmeTudm-|- 3 (Dkw, Deud 4 3 <g,, yud
[k[SrQ |k|=7r41 j=0

per ogni u€ We? (Q), dove { Dkw, D¥u) e (g,,ﬁ) indicano rispettivamente
la dualita tra W07 (Q) e WO (Q) e tra W12 7y o yro—i—lre Iy,
La (6.11) si ottiene infatti dalla (6.4) per continuita, ricordando che Q (Q) &
denso in W*? (2) (Prop. 2.5 di [22)) ein D;7*~°?(Q) (Prop. 5.8 del presente
lavoro).

Si deduce allora dalle (6.8), (6.9), (6.10) e (6.11)

L(u)=<A'JO,Pu>+ S gy ypu) =
j=0

= J D’”zfzo Df Pude + 2 (])k;; y D Puy — 5 | DFw Dy dx
s J lkl=r-+1 S
R 2

— 3 (D*w, Deu),
{k|=r+1

con ovvio significato dei simboli.
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D’altra parte risulta

(6.12) f DFuy D* Pu de = | D*uy D*u dx per  |k|<r
R® Q

e cosl pure

(6.13) ( D¥uy, D* Pud = Dku, , Dku) per |k|=r»-41.

Infatti per la Prop. 5.1 (applicata a Wyt~ (Q)), u, appartiene a W =02 ()

e quindi esiste una successione di funzioni ;€ (Q) tali che y;—~u, in
W rt2—02" (Q); per esse risulta

f D";,\u'i DE Py dx = f Dy, D da
Rn Q

e quindi passando al limite si hanno le (6.12) e (6.13).
In definitiva dunque si ha

Lu)= 3 |D¥(@u,— w)Drude+ 3 {DF@wu,— w), Dku)
Ihl=r {k|=r-+1

cioé la (6.7) con v = u, — w.
e) Dimostriamo ora D'unicita di v; e percio dimostriamo che se
vE Wrt2—0r' () e

(6.14) S | DPvD¥ude 4+ 3 (Dto,DFu)=0
= 4 (k=1

per ogni u € Wrto»r(Q), allora & v=0. La (6.14) & dunque verificata in
particolare per tutte le u €D (2); e se prendiamo addirittura ue D (2) dalla
(6.14) si ottiene che Av = 0. Allora tenuto conto del teor. 5.4, dalla (6.4)
ricaviamo che per la v considerata per ogni u€D(Q) si ha

a (v, w) +.§<Sjv,m)=0
=0

e dunque poiche la (6.14) ci dice che & anche a (v, u) = 0, otteniamo

. . o ~
S{8v,pjur=0 per ogni u €D (2),
j=0

da cui si ha §jv=0, j=0,1,..,r. E allora per il teor. 5.4 si ha v =20.

e.v.d.
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n. 7. Quadro riassuntivo dei risultati.

Ci sembra utile riassumere i principali risultati ottenuti per i proble-
mi ellittici in questo lavoro e nei precedenti [21], [22] e [23], raggruppan-
doli secondo i diversi argomenti :

1) teoremi di tracce e di densita; 2) il problema ai limiti generale
Au=f, Bju=g;; 3) il problema di Dirichlet; 4) teoremi di interpolazione ;
5) altri risultat:.

I riferimenti verranno dati indicando rispettivamente con II, III, IV
e V i lavori [21], [22], [23] e il presente. Utilizzeremo gli spazi seguenti
per la cui precisa definizione diamo tra parentesi Pindicazione bibliografica:
WP (R™ (III, n. 1.3), W*(Q) (III, n. 2.1 2.2, 2.3), W;? (2) (III, n. 2.3)
wee(I'y (IIL, n. 2.5), H*? (R*) (III, n. 3.1), Hs?(2) (III, n. 4.1, 4.2),
H* (I') (I11, n. 4.3), Ws* (Q) (1L, n. 10.1), D3’ (2) (V, n. 3.1); e inoltre
D () (spazio delle funzioni indefinitamente differenziabili a supporto com-
patto in ), D (2) (spazio delle funzioni indefinitamente differenziabili in
?2), D (I') (spazio delle funzioni indefinitamente differenziabili su I").

Richiamiamo anche le ipotesi che abbiamo utilizzato

a) £ é un aperto limitato di R*, di classe O (I" & la sua frontiera,
Q=0Url)

B) A= 3 (— 1)¥ D¥(a, D?), az, € D(2), & un operatore diffe-
k], |B|=<m -
renziale lineare propriamente ellittico in 2 (V, n. 2.1)
) Bi= X b D j=0,1,...,m—1 b, €D(I), 0=mj<2m,
|| sm;

sono m operatori differenziali lineari di frontiera costituenti un sistema
normale (V, n. 2.2)

0) gli operatori B; verificano la condizione complementare rispetto ad
A (V, n. 2.3)

J,) valgono le ipotesi «) e f) e inoltre per almeno un p>1 il pro-
blema omogeneo di Dirichlet Au=0 in Q, yyu=0 su I,j=0,1,..,

m—1 (yj = %, » normale interna a I') ammette in W 2np () solo la so-

luzione w =0 (condizioni sufficienti per la validita di J,) sono richiamate
in III, n. 7.1 e II n. 10). .

Jp) valgono le ipotesi «), B), y), 6) e inoltre per almeno un p>1 il
problema omogeneo : Au =10 in Q, Bju=0su l,j=0,...,m — 1, ammette in
W () solo la soluzione u =0, ¢ per almeno un q>1 il problema omo-
geneo (aggiunto) A*v=0 in Q, Bfv=10 su I, j=0,..,m — 1, ammette
solo la soluzione v =10 (per A* e B} v. V, n. 2.1 e 2:2; condizioni suffi-
cienti per la validitd di Jp) sono richiamate in V, n. 2.4 e II n. 8).
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In tutti i risultati Dipotesi «) e quelle sui coefficienti az; e b;; pos-
sono essere sostituite da ipotesi piu generali, di «sufficiente regolarita »
di 2 e degli ayy e bj, che per brevitd non abbiamo precisato.

1). Teoremi di tracce e di densita.

1% Nell’ipotesi «) e f), D (2) & denso in DY’ (2), per p>1 (V,
Prop. 3.1)
29 Nell'ipotesi oJ,), D (2) & denso in D (2), per p>1, 0 <= 2m,

1
s —7 non intero (V, Prop. 5.8)
3% Nell’ipotesi J,), D (2) & denso in Wi (2), per p>1, 0<s<m,

s — % non intero (V, Prop. 5.7)

4% Nell’ipotesi «), D (£2) & denso in W& (2), per p>1, OSsSi

(4
(IV, théor. 1.1)
5% Nell’ipotesi J,), Papplicazione u — {y,, ... yyu—1 1} & lineare e con-
m—1
tinua da W3* (Q) su IT Ws—i—lpp(I"), per p>1, 0<s<m, s ——% non in-
j=0
tero. (V. Teor. 5.1)
6% Nell’ipotesi «), ), y), P’applicazione w~ {By u, ..., B,,—; u} & linea-
m—1 *
re e continua da D%’ (Q) in IT W—mj—1re (I'), per p>1. (V. Teor. 3.1)
j=0
7% Nell’ipotesi J,) e Jg), 'applicazione u — {B,u, ..., B,y—; 4} & linea-
m -1 1
re e continua da D%’ (Q) su II Ws—mj=lp2 (I'), per p>1,0=<s<2m, s— 2

. =0
non intero (V. teor. 5.4)

Au = f
2). I1 problema ai limiti ,
B,-u=gj j=0,...,m—1

1

19) Nell’ipotesi Jg), per p>1, 0<s<2m e, se & p £ 2, s — 3 non
intero, il problema ammette per ogni f€L?(Q) e g, € We—mj—lrpr (Q) una e
una sola soluzione u € WP (Q) ed essa dipende con continuitd dai dati (V.
teor. 4.2)

1

20) Nell’ipotesi Jg), per p>1, 0<8=<2m, ¢ s intero, il problema
ammette per ogni f€L?(Q) e g;€ Wsj=1P?(I") una e una sola solnzione
u, che appartiene a W= () per ogni ¢>0 (V. teor. 4.3).
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1
3% Nell’ipotesi J,) e Jg), per p>1, 0 <s<2m, § — 7 non intero,
Papplicazione u— {Au; Byu, .., B,—ju} & un isomorfismo di D%’ (Q) su
m—1
L7 (Q) > II W s—mi—1lp2 (') (per s =0 e s = 2m basta la sola ipotesi Jp))

J=0 /. -
(V, teoremi 2.3, 3.2, e 5.4).

Auv=f
3). 11 problema di Dirichlet

Vi =9j J=0,y.,m—1

1% NelVipotesi oJ,), Papplicazione u— {Aw;yyuy .., ym—s %} & un iso-

m—1 .
worfismo di Wi? (2) su W ™™? (Q) =< II W 2 (" per p>1, 0 <s<m,
j=0

1
8 — — mnon intero (V, teor. 5.2).

2% Nell’ipotesi J,), per p=2 e 0<s<m il problema ammette per
ogni f€ W—2(Q) e g,€ W*—122(]") una e una sola soluzione u € Wi (Q)
ed essa dipende con continuitda dai dati (II, théor. 10.1).

1 .
3% Nell’ipotesi J,), per p>1, 0 <s<m, s -7 intero, il problema

ammette per ogni f€ W—"2(Q) e g;€ Ws——1»?(I') una e una sola soluzione
che appartiene a W=7 () per ogni >0 (III, teor. 12.2).
4% Nell’ipotesi J,), Vapplicazione u — {Au; youty ., ym—1 ¥} & un iso-

m—1
morfismo di W*2(Q) su Ws—2mp (Q)>< I[1 We—i—tpr ("), per p>1,m = s = 2m,
j=0
1
s —? non intero (III, teor. 11.2 e IV Remarque 6.1).
5% Nell'ipotesi J,), per p>1,m <s<2m, § — % intero, il problema

ammette per ogni f€¢ Ws—2mr(Q) e g;€¢ Ws~/—lpr(I") una e una sola solu-
zione w che appartiene a W *—+? (Q) per ogni ¢> 0. (III cor. 11.6).
4) Teoremi di interpolazione.

Per la definizione degli spazi intermedi 7 (p,«; X,,X,) e [X,,X,;0(9)]
si veda rispettivamente, III n. 1.1 e n. 3.2

10) T (p’ o ; Ws+1,p (Rn)’ Wsp (Rn)) p— Ws+1——6,p (Rn)

per p>1,0 <0 <1, s intero (III, Prop. 1.4)
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29) Nell’ipotesi a), &
T (p, a; Weie (@), Wi (@) = Weh—0n (@)

1
per p >1,0<0 <1, s intero >0 oppure s intero <0 e 1——9:}:—1-)— (111,

Prop. 2.4 e teor. 11.3 bis; IV, théor. 6.2 e Remarque 6.1).
3% Nellipotesi «), &

T(pya; WE (), Wi (Q) = Wi (@)
per p>1,0<6<1, s intero>0 e 1 — 0 == -El)—-, (IV, théor. 6.1)
4% Nell’ipotesi «), &
T (p, & 5 Wette (I), Wer (I') = WeH=02(I')

per p >1,0 <6 <1, s intero qualunque (III, Prop. 2.11).
50%) Nell’ipotesi a), &

T (p, a5 WeH=1p2 (I'), Wline (I) = WHH—0=pe (')

1
per p >1, s intero qualunque, 0 <6 <1, e, se & p 3= 2,1 — 0 5+ ? (111,

teor. 11.4 e 11.5; IV, Remarque 6.1).
6% Nell’ipotesi J,), &

T (p, a; W (Q), WF (Q) = W (Q)

per p>1,8s=10,1,...,m —1,0<0<1,1 — 0= % (V, Prop. 5,5),
7% Nellipotesi J,), &
T (p, a3 DT (Q), DY () = DF°F (@
perp>1,8s=0,1,..,2m —1,0<0<1,1 — 0 F % (V, Prop. b.6).
89%) Nell’ipotesi a), &
[Wr=lpe(I"), We—llpe (I"), § (0)] = W (1—Or+6s—1lpp (I7)

per p >1,r e ¢ interi, 0 <0 <1, 6 (r — s) intero, (V, teor. 1.1).
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9%) Nell’ipotesi «), &
[Wow (@), W (Q); 8(0)] = W osr (2)

per p >1, s intero <0, 0 <0 <1, 0s intero (III, (8.4)).
10% Nell’ipotesi J,), &

[WL?(Q), WL (Q);6(0)] = W™ ()

per p >1,0 <0 <1, Om intero (V. Prop. 5.3).
119 Nellipotesi o), &

(D" (Q), D" ()58 0)] = DE' ™" (2)

per p >1,0 <0 <1, 20 m intero (V, Prop. 5.4).

5) Altri risultati.

19) Nell’ipotesi ), ogni funzionale lineare e continuo di Wr+0» (Q),

1
p >1, r intero 20,—1—7— <@ <1 @& rappresentabile in modo unico nella forma

Lu)= 3 |[DtvDbudu-+ 3 <(DFv,D*u)
|| =<r (e =r+1

con v € Wrti=0w(Q), %"‘% =1,<,) indicando 1la dualita tra W% (Q)

e Wo=Lr(Q) (V, teor. 6.1).
20 Per ¢>0, p > 1, s reale qualunque si ha

As+er (R C W (BYC He—n (RY)

(111, teor. 3.2).
3% Nell’ipotesi ), per p > 1 Papplicazione u - (;: win 2,4 =0in

~

1
R* — ) & lineare e continua da W#*? (Q) in Ws? (R") per 0 <s <? e da

WP (2) in W (R") per%<s <1, e non lo & se s=% IV, théor 3.1 e
4.1).
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