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PROBLEMI AI LIMITI NON OMOGENEI. (V)

di J. L. LIONS (Nancy) e E. MAGENES (Pavia)

. In questo lavoro continuiamo lo studio dei problemi ai limiti non omo-
genei per le equazioni lineari ellittiche :

dove S~ è un aperto limitato e regolare dello spazio Rn , r è la sua frontiera,
A è~ un operatore lineare ellittico d’ordine 2m a coefficienti sufficientemente

regolari, e i Bj sono operatori di frontiera di ordine mj  costituenti un

sistema « normale » e verificanti inoltre la cosidetta « condizione complemen-
tare » rispetto ad A, nel senso ad es. di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [31 (i
numeri [ ] si riferiscono alla bibliografia finale).

Lo studio viene fatto cercando la soluzione u negli spazi (S~) del
tipo di SOBOLEV, con p &#x3E; 1 e s reale, 0  s  2m (per s intero si ha noto-

riamente lo spazio delle u appartenenti a .Lr (il) insieme a tutte le loro de-
rivate, nel senso delle distribuzioni su Q, d’ordine  s).

Secondo lo spirito informatore dei lavori precedenti, in particolare di

[21], dove è studiato il caso _p = 2, e di [22]y dove è studiato solo il pro-
blema di DIRICHLET per p &#x3E; 1, si cercano le condizioni migliori sui dati

gj perchè la soluzione di (I) sia in Wse (il), arrivando infatti non solo a

teoremi di esistenza e di unicità, ma nella maggior parte dei casi addirittura
a teoremi di isomorfismo per l’operatore (A; Bo , ... , B~_1 ~ ; uno dei risultati
principali di questo lavoro (un quadro riassuntivo dei risultati ottenuti qui
e nei precedenti lavori ~[21j, [22J e [23] è stato messo nell’ultimo numero per
comodità del lettore e ad esso rinviamo per maggiori precisazioni) stabilisce
infatti che in ipotesi opportune di unicità, per ogni p &#x3E; 1 e s reale tale che

8ia non sia intero, l’applicazione u - (Au; 
_P

è un isomorfismo di DÁP (spazio delle u E W8,P tali che Au E LP (Q))
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su il che assicura in particolare che (I) è riso-

lubile per ogni f E 1 ,p (S~) e ogni gj E -1~~’’~ (r) e la soluzione u appar-
tiene a (S~) ed è unica.

Desideriamo mettere in evidenza il fatto che è 0  s  2m e l’idea che ci
ha permesso di ottenere i nostri risultati. I lavori recenti di BROWDER [7],
[8], AGMON-DOUGLIS-NIREBNERG [3], SCHECTER [27], [28J e [29], PEETRE [25]
hanno studiato a fondo il problema per s &#x3E; 2&#x3E;n e in alcuni casi per

s &#x3E; max I -t- 2013 7 · si tratta dunque di risultati in classi di funzioni più
_P

regolari di quelle da noi prese qui in considerazione.
Per dualità da questi risultati più regolari si ottengono poi risultati in

classi più ampie, per es. in con s negativo (sottospazio delle u E (Rn)pte, pe
con supporto in Q U r), classi che sono meno regolari di quelle qui
considerate ; tali sono ad es. i risultati ottenuti col metodo di VISIK-SOBO-

LEV [32] da LIONS [16], da MAGENES-STAMPAOOHIA [24] e più recentemente
da SCHECTER [30 bis] ; in essi è però da osservare in ogni caso che l’equa-
zione Au = f e le condizioni ai limiti Bj u vengono in un certo senso

« mescolate » e unificate nel senso delle distribuzioni su e non più su 9
e su .r separatamente (*).

Ebbene anche noi abbiamo utilizzato i risultati più regolari (precisa-
mente in W 2me (S~)) e per dualità siamo passati a risultati meno regolari
(nello spazio (f2) = Lp (S~)) ; ma abbiamo poi fatto uso anche di una

terza idea, cioè di interpolare tra i risultati cosi ottenuti, e in questo modo
siamo riusciti a studiare il problema anche negli spazi Wse (Q) con s reale
compreso tra 0 e 2&#x3E;n.

Naturalmente l’idea di utilizzare la teoria dell’interpolazione ha presen-
tato difficoltà di vario genere non tutte facilmente superabili : cos  se nel

caso hilbertiano, p = 2, è stato possibile interpolare direttamente (v. [21 ])
tra i due risultati estremi (s = 0, s = 2m), nel caso p # 2 si è dovuto pro-
cedere in modo diverso, sia utilizzando alternativamente due diverse teorie

d’interpolazione sia sfruttando, con procedimenti di tipo « misto », i risultati

già stabiliti per gli stessi problemi ai limiti e quelli sulle tracce delle

funzioni di reale, unitamente sempre alle teorie dell’ interpo-
lazione.

e~’) Recentemente PEETRE [26] per p = 2 ha ottenuto direttamente risultati di questo
tipo, cioè in classi meno regolari, arrivando successivamente per dualità ai risultati più
regolari.
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Nel n. 6 infine dimostriamo, come applicazione dei risultati ottenuti sul
’problema di NEUMANN, il teorema di rappresentazione dei funzionali lineari

e continui nello spazio W8,p (Q), che avevamo già annunciato nel n. 13 di

[22] e che estende quello ben noto di F. RiFsz relativo allo spazio LP (S~).
Per i simboli, la nomenclatura usata e una bibliografia più completa

rinviamo a [22], che supponiamo noto al lettore.

° 

Ottobre 1961.
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n. 1. Un risultato relativo agli spazi Ws,P (T). 
’

1.1. Nello spazio euclideo .Rn~ il cui punto indicheremo con x = (x~ , ... ~ xn),
sia un insieme aperto e limitato di classe C°°, cioè tale che la sua fron-
tiera P sia una varietà (n - 1)-dimensionale, indefinitamente differenziabile

e che D sia tutto da una stessa parte di .~ (1).
Utilizzeremo nel seguito gli spazi Ws,P (RH), Ws,P (S~)~ Ws,P (T), 

H8,p (Q), (1’) per p reale &#x3E; 1 e s reale qualunque; per la loro definizio-

ne e le loro proprietà rinviamo al cap. I di [22].
Ricordiamo in particolare che tra i risultati ottenuti con procedimento

di tipo « misto ~ utilizzando cioè sia la teoria dei problemi ai limiti ellit-

tici sia le teorie dell’interpolazione, si ha il seguente (Prop. 8.1 di [22)] :

dove è : 1  p  oo, 0  o  1, r e s interi tali che e e (r - s) è

intero, e [...] ] è lo spazio « intermedio » secondo la teoria dell’interpolazione
« complessa » di LALDERON [9] e di LIONS [19 J, richiamata anche nel n.

3.2 di [22].
Vogliamo ora estendere questo risultato al caso di r e s inte1’i con la

sola conclizione che 9 (r - s) sia intero e precisamente dimostrare il

TROR. 1.1 : Nelle ipotesi fatte su Q, se 1  P  -+- oo, 0  0  1, r e s

sono interi di segno qualunque tali che 0 (r - s) sia allo1’a è (algebri-
ca1neute e topologicamente) ,

DIMOSTRAZIONE : a) Osserviamo anzitutto che la Prop. 8.1 di [22J vale
anche se si sostituisce a 1’ lo spazio R"-1 delle (x1 ~ .,. , X,,-1); basta infatti
nei ragiona nenti svolti per la Prop. 8.1 di [22] sostituire Q con il semispa-
zio R+ degli x per cui è XI1 &#x3E; 0 e prendere ad es. come operatore A l’ope.
ratore (=- d -[-1)’, m laplaciano. Dunque si ha in particolare

per 7~z intero 9m intero.

(i) Queste ipotesi su sono fatte per semplicità; esse potrebbero essere generaliz-
zate in ognuno dei risultati che daremo nel presente lavoro; non ci preoccupiamo di ri-

cercare le ipotesi niinime su S, per ogni singolo risultato, nelle quali valgono i nostri

ragionamenti.
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b) Si introduca ora l’operatore ~*~ m intero &#x3E; 1~ già definito e uti-

lizzato in [22], n. 1.3 :

dove y è la trasformata di Fourier nello spazio Rn-1 e 7-1 la antitrasfor-

mata relativa.

Come si è in sostanza già visto in [22] n. 1.3, applicando il teorema

di MIHLIN sui moltiplicatori nello ivi ricordato, si ha

che 9(-) è un isomorfismo di (R"-1) su (Rn-1) per ogni s intero.
Applicando allora il teorema di interpolazione della teoria di interpola-

zione « reale » ricordata nel n. 1.1 di [221 (v. teor. 1.1 di [22J) ai casi s = k

e s = k - 1, coll lc intero qualunque, si ha che ~~~~~ è un isomorfismo di

Ma questi ultimi spazi in virtù della Prop. 1.4 di [22] « coincidono »,
cioè sono isomorfi algebricainente e topologicamente, rispettivamente con gli
spazi (Rn-1) e Wk-m-llp,p (Rn-l) e quindi possiamo concludere con il

LEMMA 1.1. : un isomorfismo di (Rn-i) su W 

per ogni le intero. 
’

c) Dimostriamo ora il

LEMMA 1.2: Per m = 0, ..., m - 1, () 0  1 e f)1n intero

si ha

Infatti, tenuto conto del lemma 1.1, enunciato per i casi k = 29n - j e
- j, e del teorema di interpolazione « complessa » di CALDERON e

LIONS (v. ad es. teor. 3.1 di [22]) si ha che ~t’~~ è un isomorfismo di

In virtù della (1.2) e ancora del lemma 1.1, si ha il lemma 1.2.

d) Dimostriamo ora il teor. l. 1 per cioè dimostriamo

LEMMA 1.3 : Per ~&#x3E;1~001~ e s interi tali che 6 (r - ~s) sia intero è

Anzitutto osserviamo che, poichè potre-
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mo seinpre supporre r &#x3E; s, il caso r = s essendo banale. Se allora r

è &#x3E; 0 e s  0, basta applicare il lemma 1.2 ponendo e j = - s.
Nel caso r &#x3E; s &#x3E; 0 riprendiamo con maggior generalità il metodo usato

in [22] per il caso r &#x3E; 2 s &#x3E; 0 (Prop. 8.1 di (22]) e applichiainolo, come è pos-
sibile e come è già stato osservato in a), al caso S~ = R’+ e A = (- L1 -E-1)~.

’Allora, in virtù del teor. 8.2 di [22], l’operatore (A, y) è un isomorfismo

Interpolando col metodo « complesso » tra i casi 1 e 01 tenuto conto

della definizione degli spazi (Ri) (n. 4 di [22]) del fatto che HS,P(R+)=
-- per s intero, delle Prop. 3.4 e 4.1 di [22], valida anche per
S~ = Rn 7 e del théor. 3 di [19], si ha che per (1 - 0) 1 intero (A, Y1 è un
isomorfismo di (R+) su

e di qui, confrontando con lo stesso teor. 8.2 di [22] ora richiamato si ottiene

per (1 2013 8) ~ intero, j = 0, ly..., ~ 2013 1, L = 0, 1.... m, O  0  1.

Prendendo e m - j = s si ottiene il lemma 1.3

anche nel caso r &#x3E; s &#x3E; 0.

Infine nel caso 0 &#x3E; r &#x3E; s, scegliamo m intero positivo in modo che sia

e = 1~ + 1n &#x3E; 0, a = s + m &#x3E; 0. Allora per quanto si è visto è 
W’ a-1/p,p (o)] = (Rn-i). D’altra parte per il lemma 1.1

~O~ é un isomorfismo di su W r-llp,p (Rn-l) e di 
su dunque, per interpolazione, lo è da 
= (Rn-l) [wr-ljp,p (~n-1) i a (O)], , da cui

riapplicando il lemma 1.1, si ha [W r-lip,p (0)1 =
c. v. d.

e) Passiamo ora sulla frontiera r di Q e dimostriamo cos  il teor. 1.1.

Anzitutto si ha, ricordando la definizione degli spazi (F) data nel
}1. 2.5 e gli operatori øi ivi introdotti, che per ogni i fissato Oi è un ope-
ratore lineare continuo da (.~) in Wel,P per ogni a reale, e in

particolare quindi per r - 1 e s - 1 sicchè per il teorema di interpo-q p 
P P p

lazione « compiessa » W; é lineare e continuo da
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e questo ultimo spazio, per il lemma 1.2, coincide con
Dunque per la definizione stessa degli spazi (T) si ha

l’inclusione essendo da intendere « algebricamente e topologicameiito » (con
questa nomenclatura intendiamo dire, come abbiamo fatto nei lavori prece-
denti, che 1’inclusione è algebrica e che l’i11iezioùe del primo spazio nel se-
condo è anche continua). 

’

Diinostriamo ora l’inclusione inversa. Sia perciò ~, E (T)
e si consideri il trasformato 4S; u di zc mediante 4Y; . Si riprendano poi gli
omeomorfismi il ricoprimento di T mediante il sistema dei Fi e la relativa
« partizione deli’unità » mediante le funzioni introdotti nei n. 2.5 di [22] ;
e facendo sempre uso delle notazioni introdotte in [22], n. 2.,5, detta ai una
funzione appartenente e uguale ad 1 sull’insieme trasformato del

supporto di Pi attraverso si consideri di T) (RII-l) in
~D (1’), definito per v E ~D (Rn-1) nel seguente modo

Esso è ovviamente lineare da (D (R"-1) in ~D (r) e con ragionamento analo-
go a quello usato in [22] per gli operatori Oi e ~’i ivi introdotti, si vede

subito che può prolungarsi per continuità in un operatore, ancora indicato

con lineare e continuo da in per ogni, o reale, e

dunque un particolare per , i Applicando allora il

teorema di interpolazione complessa e il lemma 1.3, si ha che Xi è lineare e

continuo da
rando quindi con Xi su si ha che

e quindi per ld stessa definizione

degli spazi

OSSERVAZIONE 1.1: È naturale porsi il problema: per quali valori di
Vari’à la

con r, s interi e 9 (r - 8) intero ?. Il teor. 1.1 risolve il problema solo per
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OSSERVAZIONE 1.2 : Il teor. 1.1, se si ricordano le Prop. 2.11 e 3.4 e
il u. 4.3 di [22], si può anche scrivere nella seguente forma

per r e s interi e 8 (r - s) intero; e in questa forma esprime una

specie di  commutati vità » delle operazioni di interpolazione T (...) e [u.].
Si pone il problema di sapere se essa è vera in generale, cioè se si ha

Xi e Yi essendo spazi di Banach verificanti le condizioni richieste perchè
abbiano senso i due membri della relazione scritta (v. ad es. i n. 1 e 3 di [22]).

n. 2. Ipotesi e risultati preliminari sui problemi ai limiti non omogenei
per gli operatori lineari ellittici.

2.1. Sempre seguendo le notazioni di [22], consideriamo ora nell’insieme
S~ introdotto nel n. 1 un operatore differenziale lineare d’ordine 29n, che
scriveremo nella forma .

e i cui coefficienti ahk supporremo appartenet’e a CD (S) (spazio delle funzioni
indefinitamente differenziabili in D = S~ U ~’) (2). 

- 

’

Inoltre supporremo che A sia ellittico in il, cioè per ogni x ED e ogni
vettore ~ = (~1, ... , ~n) reale e # 0 sia

Se è n = 2 supporremo anche che A sia propriamente ellittico, in Q,
cioè che per ogni x E S~ e ogni coppia di vettori reali ~ e ~’ linearmente
indipendenti il polinomio nella variabile complessa

(2) A proposito delle ipotesi sugli ahk vale un’osservazione analoga a quella della

nota (1). Ricordiamo anche che se k = (klg ... k~ intero &#x3E; 0, ( = k~ -~- ... kn e
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abbia esattamente m radici con parte immaginaria positiva (3).
Siano poi 

’

la forma sesquilineare associata ad A rispetto alla decomposizione (2.1) as-

segnata di A ; e .

l’operatore aggiunto formale di A e

la forma sesquilineare associata ad A*.

2.2. Siano poi dati m « operatori di frontiera », cioè m operatori diffe-

renziali lineari

i cui coefficienti bj,h (x) supporremo de finiti solo szc T e ivi indefinitamente
differenziabili (4) e il cui ordine mj 0 e minore di 2Tn ; i faremo

inoltre l’ipotesi che il sistema degli operatori ~Bj~ sia normale nel senso di

ARONSZAJN MILGRAM [6] (o [28]), cioè tale che sia mi se j  i e, per
ogni punto risulti

per ogni vettore v =~= 0 e normale a ~’ in x.
Un tale sistema di operatori frontiera si può sempre e in più mo-

di (5) completare con altri ?n operatori frontiera {Cy ==01...20131
 21U, a coefficienti indefinitvmevte differenziabili su r, formanti

(3) E’ noto (v. ad es. [3], [27]) che, se è n &#x3E; 2, allora ogni operatore ellittico è anche
propriamente ellittico.

(4) Anche per questa ipotesi vale una osservazione analoga a quella della nota (i).
i

(5) Basta ad es. prendere gli operatori a i (v normale interna a 1’) per quei valori
av

di i tra 0 e 2m - 1 che sono diversi dagli m,.
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anch’essi un sistema in modo che il sistema (Bp,...,Bm_1j Co,...,.Om-11
risulti un DIRICHLET di ordine 2m nel senso di [6], cioè tale
che esso sia normale e gli ordini = 05 ..., 9 ii  - 1 esauriscano i

numeri 0, 1, ... , 2m l.
Esistono allora (si veda ad es. [6], [28] pag. 467 e seg., [25] pag. 78)

altri operatori frontiera = 0, ... , m -1, a coefficienti indefini-
tamente differenziabili su 1~’, d’ondine rispettivamente = 2m -,uj - 1 e
= - 1 tali che il sistema (B*, ... , B~z-1, 00*,." , sia an·

ch’esso un sistema di DIRICHLET d’ordine 2m e inoltre valga la formula
di GREEN

per ogni coppia di funzioni u e essendosi posto al solito (u, v) =
1

In particolare se u e ro verificano le condizioni al contorno

la (2.2) diventa

In virtù del fatto che Cj) (Q) è denso in W2m,p (Q) e delle proprietà di
tracce delle funzioni di W2"’&#x3E;P (Q) (si ricordi ad es. il teor. 5.1 di [22]), la

(2.2) è valida anche per u E W2rn,p (~Q) e ro E

lo è se in più u e v verificano le (2.3) (b),

(6) Si osservi che se u E

dunque gli integrali da hanno sen-

so ; e cos  pnre per Ricordiamo aAche che l’operatore derivazione se-

condo la normale v a r, viene indicato di solito con il simbolo yj .
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Si osservi che la (2.2) contiene come caso particolare la (6.1) di [22]
quando si ponga Bj = = Sj, Cl = Tj , y Sj e T~ essendo gli ope-
ratori di NEUMANN associati alla decomposizione di A assegnata mediante
la (2.1), vale a dire tali che sia

per ogni u e v E 9 (S~).
Noi considereremo nel seguito il proble~na ai limiti

Il problema

si dice allora problema aggiunto formale di (2.7), relativamente alla formola
di Green (2.2).

2.3. Introduciamo ora una nuova condizione sugli operatori Nell’ipo-
tesi fatte su A è noto che, fissato il punto x E r, il polinomio nella variabile
complessa t : .2 (x) (~ + dove v è un qualunque vettore reale

# 0 e normale a 1-’ in x e ~ un qualunque vettore reale =)= 0 e tangente
a h in x, ammette m radici z1 (~~ ~)... xm (~~ y) con parte immaginaria positiva ;
considerati allora gli m polinomi in z

imporremo la
Condizione complementare sui Bj rispetto ad A (7): .I polinomi

siacno linearmente indipendenti modulo il polino1nio
Si ha allora ([28] lemma 2.3 e 2.1 e [30] pag. 186) : ,

(7) Cf. [3]. Si dice anche secondo una nomenclatura di SCHECHTER [28] che ( B 
« ricopre » A.
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PROP. 2.1 : i verificano la condizione complementat’e rispetto ad
A, gli operatot’i = 0, l,... , m - 1, relativi ad ogni problema aggiunto
formale di (2.7), verificano la condizioue compementare rispetto ad Al,.

Secondo una nomenclatura di BROWDER [7] la Prop. 2.1 assicura che
i problemi (2.7) e (2.8) sono formalmente aggiunti e regolarizzabili.

D’ora innanzi noi supporremo di aver fissato una volta per tutte la

scelta degli operatori o¡ e quindi del problema aggiunto formale (2.8) del
problema ai limiti (2.7).

2.4 Ricordiamo ora che, per i risultati di regolarizzazione di AGMON-

DOUGLIS-NIRENBERG [3] e di BROWDER [7] e [8], si ha il seguente teore-
ma (v. BROWDER [7], theor. 5) :

TEOR. 2.1 : Nelle ipotesi fatte su Q, A, Bj, condizione necessaria e suf-
ficiente perchè il problema

sia risolitbile nello spazio
blema omogeneo

abbia i~2 solo la soluzione v = 0 ; e, soddisfatta

questa ipotesi, si ha (e indipendente da f e da zc).
Indichiamo allora con la seguente proposizione :

Il problema omogeneo

W 2m, (S), p solo la ’soluzione u=0.

E analogamente indichiamo cou la proposizione :
(2.9) solo la solu-

zione ~~ = 0.

È facile vedere che, se la è verificata per un certo valore p~ &#x3E; 1

di p, essa ]0 è per ogni altro &#x3E; 1. Infatti se u E verifica (2.10),
allora per i risultati di regolarizzazione succitati (v. in particolare [7], theor.
1) essa appartiene anche a e dunque è identicamente nulla. Ri-
sultato analogo vale per la i,~q ).
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Introdurremo allora come ipotesi base la seguente ipotesi
JB) 9 A e i Bj valgano le ipotesi poste n. 2.1, 2.2 e 2.3 e

inoltre per almeno un p &#x3E; 1 valga la e almeno un q &#x3E; 1 valga la c £*).
Questa ipotesi è in sostanza 1’analoga di quella introdotta nel n. 7 di

[22] (e ivi indicata con J)) per il problema di DIRICHLET; sarà solo bene

osservare che nel caso del problema di DIRICHLET la validità della 

scende dall’ammettere la (si veda il n. 7.1 di [22]), cosa in generale non
più vera per il problema (2.7).

Per la validità della JB) occorre dunque avere un teorema di unicità

per il problema dato (2.7) e per un ’suo aggiunto (2.8) in almeno una classe
(D). E perciò occorrerà in generale aggiungere alla ellitticità di A e

alla Condizione sui- Bj (più precisamente alle condizioni dei

n. 2.1, 2.2 e 2.3) qualche ulteriore ipotesi. Cos  ad es., se il problema è

quello di DIRICHLET (Bj = si hauno, coine si è ricordato nel n. 7.1 di

[22], condizioni ben note, quali la forte ellitticità di A e il fatto che il

coefficiente del termine in u in A sia del tipo a + A , con A costante &#x3E; 0

sufficientemente grande.
Per problemi diversi da quello di DIRICHLET ci sembra utile osser-

vare che, nei casi in cui il problema dato (2.7) possa ricondursi e risolversi

mediante l’impostazione « variazionale », la validità della JB) si collega con
il problema della cosidetta V-ellitticità (si veda ad es. [19 bis) e [24]) ; i cos

ad es. nel caso del problema di NEUMANN relativo alla decomposizione (2.1)
assegnata di A = una condizione succiente per l’unici tà in W2-’2 (Q)
di (2.9) e anche di (2.10) è la W 2m,2 (Q)-ellitticità, cioè il fatto che per ogni
u E W 2m,2 (Q) si abbia

Il problema è cos  ricondotto a quello della coercività della forma

a(u,u) ed è noto che esso è stato studiato e risolto da ARONSZAJN [4~~
AGMON [2], SCHECHTER [27],... von solo per il problema di NEUMANN ma
anche per una vasta classe di altri problemi al contorno.

Non riteniamo comunque sia qui il caso di entrare in ulteriori parti-
colari, seinbrandoci sufficienti le considerazioni fatte per illustrare il signi-
ficato dell’ipotesi JB), che noi assumeremo d’ora innanzi.

2.5 Indichiamo con e con W$~’p~ (S~) rispettivamente il sot-

tospazio di (~) delle u verificanti le Bj u = 0, j = 0, ... , m - 1, e il

sottospazio di delle v verificanti le = 0, j = o, ... , 
Dal teor. 2.1 si ricava allora il

TEOR. 2.2 : Nell’ipotesi JB), ogni p &#x3E; 1, u - Au è uit iso-
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morfismo di è l’operatore v -A* v è un isomorfismo di

Tenuto poi conto delle proprietà di tracce ben note delle funzioni di

ricordi ad es. il teor. 5.1 di [~2~), e del fatto che il sisteina

dei Bj è normale, con ragionamento di tipo abituale, analogo a quello
usato per il teor. 7.3 di [22], si ottiene il

TEOR. 2.3: Nell’ipotesi JB), per ogni p &#x3E; 1, u - (Au, Bu) =
è un isomor, fismo di W 2m’p (il) su LP (Q) X

,

n. 3 Il problema ai limiti nello spazio (~3).

3.1 Seguendo una nomenclatura già introdotta in [22], indicheremo

con DÀ (il) per p e s reale, p &#x3E; 1, _ 2m, lp spazio di Banach delle

u E W 8&#x3E;P (Q) tali che normalizzato da

Come si è già visto in [22] (Prop. 9.1) (8) vale la seguente
PROP. 3.1 : Nelle ipotesi fatte su A nel n. 2.1, lo spazio Cf) (il) è denso

in DA~ (Q), per p &#x3E; 1.

Per p = 2 la Proposizione è dovuta ad HÖRMANDER [13] ; essa si

estende anche al caso p &#x3E; 1. Per comodità del lettore richiamiamo qui ra-

pidamente la dimostrazione che abbiamo già dato per p - 2 nella nota (6)
di [21]. 

’

Si consideri l’operatore A come operatore non limitato in di domi.

nio di definizione e sia AF la chiusura di A definito 

Occorre dimostrare che Ora poiché è evidente che basta

dimostrare l’inclusione inversa ; il che equivale, se si introducono gli ope..
ratori aggiunti, (A)* e (AF)*, rispettivamente di A e di AF, a dimostrare
la (AF)~ C (A)’~ {9).

(8) La prop. 9.1 è stata enunciata in [22] in ipotesi inutilmente più ristrettive di

quelle che ora stabiliremo.
(9) Gli operatori agginnti vanno qùi intesi nel senso della teoria degli operatori

lineari nello spazio di BANACH LP (.0) ; come tali essi sono operatori lineari nello spa-

zio duale di L ~ 
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Sia dunque u elemento del dominio di definizione di (AF)*; se

Sia ora A l’operatore differenziale definito da

dove le funzioni .9’lk,h (x) sono definite in tutto ~~ e ivi indefinitamente

differenziabili, limitate con tutte le loro derivate e inoltre coincidono

con ak,h su Q. L’operatore A si dirà un di A. In modo

analogo si introduce l’operatore .9’l* di A*, aggiunto formale
di A. 

_

Evidentemente, poichè A e A~ sono propriamente ellittici in S~~ si

può fare fin modo che gli operatori A e sil* siano essi stessi propriamente
ellittici, almeno in un insieme aperto Q’ contenente Q. Ciò posto, la (3.1)

N N N

ci dice che sil* indicheremo come d’abitudine il prolunga-
mento di una funzione v ottenuta ponendo’; = v in S e v = 0 in Rn - Q).

IBr N

Ma a,llora poiché .9’l* è propriamente ellittico in Q’ e poiché 2ii e f appar-

tengono a in quanto zc e f appartengono a (Q), applicando i

risultati di regolarizzazione di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [3] [3] e di BROW-

DER [7], [8], si ottiene Che quindi, poichè u è a supporto
in D 9 si ha che y’ u = == 0... -1 e dunque u E 

E allora, ? poichè è subito visto che (S) è contenuto nel domi-

nio di (A)*, si ottiene l’inclusione c. v. d.

Dimostriamo ora il

LEMMA 3.1: Siano assegnati e con

allora esiste 2c7ia funzione w E W 2-,P’ (Q) tale che

l’applicazione essendo continua da

Lo stesso risultato si ha sostituendo



16

Poichè il sistema Bo ~ .., ~ Co , ... , è un sistema di DIRI-

CHLET d’ordine 2m, in virtù di un lemma di ARONSZAJN-MILGRAM [6]
lemma 2 (si veda anche il lemma 4.1 di [28]), il problema si riconduce a

costruire una funzione w E tale che

con fj E allora basta applicare i risultati noti sulle « trac-

ce » (v. ad es. il teor. 5.1 di [221) per ottenere la dimostrazione del lemma.

OSSERVAZIONE 3.1. In sostanza il lemma estende a,llo spazio 
il cor. 4.1 di SCHECHTER [28], da cui si ottiene « per continuità in virtù

appunto dei risultati citati sulle tracce delle u E (Q). Si osservi anche
che la funzione w cos  ottenuta può poi essere prolungata in tutto Rn, 9
mediante l’operatore P di prolungamento più volte adoperato nel cap. I di

[22], in modo da ottenere una funzione v E coincidente con w

in Q. Cos  perfezionato il lemma risulta essere una estensione dei lemmi 1.1
di [21] e 6.1 di [22]; a noi però nel seguito servirà solo nella forma datagli
nell’enunciato.

Passiamo ora a dimostrare il

TEOR. 3.1 : Nelle ipotesi su A e i Bj dei . 2.1 e 2.2, per ogni p &#x3E; 1,
l’applicazione u - Bu = 1 BO ~~..., defirzita per u (Q) si p1’olunga
per continuità in uua applicazione e continua, indicata con

Il teorema estende il théor. 4.1 di [21] ed è analogo ai théor. 2.1 di

[21] e teor. 9.1 di [22] ; e si ottiene con dimostrazione analoga, che qui ri-

portiamo, facendovi alcune semplificazioni (che si potrebbero naturalmente

portare anche alle dimostrazioni dei teoremi citati).
Siano dunque dati (Po 9 ... con erj E W 2m ~‘~ l~p~’p~ (1~’) e si consideri

la funzione 2V E tale che

di cui al lemma 3.1. Per u fissata in DÀ (Q) e per tale w poniamo

gli integrali rappresentati dai due ( , ) avendo ovviamente significato per
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u e w cos  fissate. Verifichiamo poi che in realtà Y" non dipende dalla
scelta fatta di w, purchè w appartenga a (il) e verifichi le (3.2) (si
osservi che la w di cui al lemma 3.1 non è unica) ; supposto invero che w
e W1 siano due elementi di W 2m’p’ (Q) verificanti le (3.2), posto x = w - wl 9
si ha Bj x = 0 e = 0, j = 0, ... , m - 1, e quindi, poiché il sistema

( Bó, ... , B:~-~; C*, è un sistema di DIRICHLET di ordine 2m~ si ha,
per il lemma di ARONSZAjN-MtLGRAM sopracitato, y3 x = 0~ j -. 0~..., 2m -1, 

’

e dunque X , Wóm’~~ (S~) ; e allora, tenuto conto che per ogni 1p E T) (Q)
risulta (u, A*y) - (Au, 1p) = fl, prolungando per continuità in (,~)~ si

ottiene la : (u, A* X) - (Au, X) = 0 ; da cui si ha Yw = Yw’; scriveremo
perciò d’ora innanzi Yp invece di Y~ .

t

11 funzionale Y~ è continuo su

poichè w dipende con continuità da

dunque Y~ è della forma
per il lemma 3.1 ;

e, poiché 2m

partiene a W-mj -J!p,p (r) ; i inoltre l’applicazione u - cj u è lineare e conti-

nua da (Q) in W-mj ¡l!p (T).
Poichè CD (ú) è denso in (Q) per la Prop. 3.1, resta solo da dimo-

strare che cj u = B; u per u E (D (Q). Si prenda perciò E Q (T); possiamo
allora scegliere w in modo che appartenga a 9D (Q) ; e allora per questa w,
utilizzando la formula di GREEN (2.2), si ottiene, tenendo conto anche

delle (3.2)

dunque = per ogni qJj E e quindi = Bj u, 
Da questo teorema, dulla Prop. 3.1 e dalla formula di GREEN (2.2),

prolungando per continuità, si ottiene che per e v E 

vale la formula di GREEN .

indicando la dualità tra

Si ha mime per dualità dal teor. 2.2, con ragionamento analogo a

quello svolto in [22] per il teor. 9.2, il .

2. Annali deida Scuola Norm. Sup. - 
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TEOR. 3.2 : Nell’ipotesi JB) per ogni p &#x3E; ~ ~ u - 1 Au, Bu ) è un isomor-

di

n. 4. Il problema ai limiti negli spazi DÀ (Q), 0  s  2m.

4.1. I teoremi 2.3 e 3.2 assicurano dunque che nell’ipotesi JB) l~opera-
tore u -. ~ A u ~ B u ~ stabi isce un isomorfismo di su 

Verremo ora a studiare il problema ai limiti (2.7) negli spazi Dsr (Q)
0  s  2m,. Nel caso p = 2 in [21] quésto studio è stato fatto interpolando
direttamente tra i casi estremi, s = 0 e s = 2m, ora richiamati ; i ma, come

si è già visto in [22] per il problema di DIRICIILFT nel ca,so p # 2 una
simile interpolazione diretta offre difficoltà notevoli. Per questo in [22] si è

utilizzato in modo opportuno sia la teoria dell’interpolazione che i risultati

di regolarizzazione di AGMON [1] (*). Si potrebbe dunque pensare di seguire
anche ora questo procedimento, estendendo anzitutto i risultati di AGMON

ai problemi (2.7); purtroppo il metodo indicato da AGMON in [1] per il pro-
blema di DIRICHLET si può estendere in realtà a una certa classe di altri

problemi ai limiti, come avremo occasione di precisare nel prossimo n. 5,
ma non sembra che esso possa utilizzarsi per tutti quei problemi (2.7) che

rientrano nell’ipotesi JB).
Abbiamo perciò pensato di utilizzare contemhoraneamente entrambe le

teorie dell’interpolazione, quella « reale » e quella « complessa », ricordate
nel cap. I di E22] ; mediante la teoria « complessa » potremo esaurire lo

studio per il caso s intero e successivamente tratteremo con quella « reale »
il caso di s compreso tra due interi consecutivi.

Interpoliamo dunque anzitutto con il metodo « complesso » di CALDFRON

[9j ~ e LIONS [19] i due risultati sopra ricordati (s = 0, s = 2m) ~ tenendo
conto del teorema di ~nterpoh~z~one (v. ad es. il t,eor. 3.1 di [22]) e del théor.
3 di [9], si ha che, nella ipotesi JB), u - (Au, Bu ) è un isomorfismo di

,

(*) (Nota agginnta durante la correzione delle bozze). In realtà avremmo potuto fare
a meno dei risultati di AGMON [1], utilizzando solo quelli di AGMON-DOUGLIS-NIREN-

BERG [3] ; infatti per quanto riguarda il teor. 8.1 di [22] abbiamo osservato già nel n. 8.2
che esso si può dimostrare per interpolazione, supponendolo vero nel caso r = 0 ; ma in

questo caso il risultato si può in sostanza facilmente dedurre già dal teor. 15.3’ di AGMON-
DOUGLIS-NIREMBERG [3]. Infine per quanto riguarda il teor. 10.1 di [22] esso si può ot-

tenere con lo stesso ragionamento che svilupperemo per l’analogo teor. 4.1 del presente lavoro.
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Lo spazio applicando il teor. 1.1
per e s = - mj , risulta « coincidente » con

se 29m è intero.

Quanto a (Q), (Q); ij (8)] si ha la seguente
PROP. 4.1’: Se 0  0  1, 20m è intero e A è un operatore differenziale

lineare d’ordine 2m a coeficienti appartenenti a D (S), allora è (algebrica-
e topologicamente)

DIMOSTRAZIONE. Infatti si ha anzitutto che l’applicazione identica u -. u
è lineare e continua da in e in 

== Lp (il) e dunque, per il teorema di interpolazione e la definizione stessa

degli spazi (v. il n. 5 di [22]), essa è lineare e continua da

.DÀ ,° (S), DÀ’ (S) ; b (o)] in g2’1-e),p () per ogni 0, O  6  1. Se ora di

più 26m è intero allora coincide per la Prop. 4.2 di [22] con

W 2(l-6’)~,.p (,~).
Si consideri poi l’applicazione u - Au; i essa è continua da DÀ ’p in

LP (Q) e da in LP (il), dunque da [D£"’’~’ (12), D~(~)~(0)] in
LP (.Q), O  9  1. E la Prop. 4.1 è cos  dimostrata. Osserviamo che più
avanti torneremo su questa proposizione, precisandola maggiormente in

ipotesi più restrittive (v. Prop. 5.4).
Utilizzando allora la Prop. 4.1 e tenendo presente quanto si è sopra

detto possiamo concludere con il

TEOR. 4.1 : Nell’ipotesi JB), per ogni p &#x3E; 1 e s = 0, ... , problema
(2.7) per ogni e una e una sola 80lu.

u E Dy (Q); ed essa dipende eontinuitàc dai dati f 

4.2. Veniamo ora a studiare il problema (2.7) negli spazi DÂP (Q) con s

reale compreso tra O e 2m. ,

Utilizzeremo qui il metodo di interpolazione « reale » richiamato nel

n. 1 di [22]. Il teor. 4.1 si può in sostanza enunciare nel seguente modo :

nell’ipotesi ,JB), l’operatore (A, B) ammette l’operatore 
il quale è lineare e continuo da

Applicando allora il teorema di interpolazione (si veda ad es. il teor.

1.1 di [22]) tra i casi r’+ 1 e r, si ottiene che (~ è lineare e continua da
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Teniamo conto allora. che per il teor. 11.5 di [22] si l~~

con la condizione che, se

anche che

nou sia intero ; e ricordiamo

algebricamente e topologica,mente (la dimostrazione è del tutto analoga a

quella della Prop. 4.1, tenuto conto delle Prop. 2.4 di [22]).
Possiamo allora concludere con il seguente
TEOR. 4.2 : Nell’ipotesi JB), per ogni p &#x3E; 1 e ogni s reale, 0 _ s  2m e

inoltre, se è p 2, , tale che s - i non sia il problema (2.7) ) ammette
_P

qualunque sia f E LP (Q) e una e una sola soluzione ap-

partenente a ([~) ed essa dipende con continuità, dai dati f e gj.

Nel caso p =!= 2 e 8 - 1 intero, si ricava subito dallo stesso teor. 4.2
P

un risultato « approssimato » e precisamente :
TEOR. 4.3 : Nell’ipotesi TB), per ogni p &#x3E; 1 e s reale 0  s  21n, il 

ble1na (2.7) ammette per ogni fE LP (Q) e gj E (r) una e una sola

soluzione u che appartiene a (Q) per ogni 8 &#x3E; 0.

n. 5. Ulteriori risultati e osservazioni.

5.1. Raccoglieremo in questo numero, insieme ad alcune osservazioni

immediate, qiralche altro risultato, che completerà sotto certi puuti di vista
la teoria dei problemi ai limiti svolta nei lavori [21] e r22] e nei precedenti
nnmeri.

Vogliamo anzitutto precisare maggiormente la questione sulle tracce
delle funzioni degli spazi introdotti nei n. 9 e 10 di [22] (1°).

Sarà bene per questo ricordare l’ipotesi J) del n. 7.1 di , [22], ipotesi
che indicheremo ora con poichè relativa al problema di Dirichlet

J,) su Q e sull’opei-atoi-e A valgano le ipotesi introdotte n. 2.1 del

presente lavoro, inoltre, per almeno &#x3E; 1 fissato, il di 

(10) (~2) 0 --- 8 c m è lo ,spazio delle u E (il) tali che Ati E W-m,p (Q) con
la norma del grafico. 

’ ’
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ant1netta in W2,np (il) solo la soluzione

Ricordiamo anche che nell’ipotesi JY), in virtù del teor. 9.1 di [22], ogni
funzione zc E (S) ammette tracce ..., e inoltre

Studieremo ora il caso u E 0  s  ci sarà utile aver pre-
messo la seguente 

- -

PROP. /5.1: p 1, s reale &#x3E; 1 e tale che 8 - 1 sia i7z-PROP. 5.1: Sia N &#x3E; 1, s &#x3E; 
P 

e 2013 

p 
non stt tit-

p P

íero ; sia, macssimo intero ? 0 e iitferiore -, Indicaio

con il sottospazio delle u di tali che

si ha

DIMOS1’RAZIONE. Auzitutto è evidente che se u E W08,-P (S~), poichè u è

allora limite in W s,p (,Q) di funzioni di ed esistono le tracce

di ii (v. ad es. Teor. 5.2 di [22]), allora risulta zc E (il).
Per dimostrare che viceversa osserviamo anzitutto

che con procedimento abituale, mediante un sistema di « carte locali » e di

partizione dell’unità, ci si può ricondurre al caso in cui ~~ coincida col

semispazio R’+ degli x per cui è Ciò fatto, poniamo s = t 0, t

intero, 0  0  1 e distinguiamo due casi :

Nel primo caso, e introduciamo per 8 &#x3E; O

le « traslate &#x3E;&#x3E; di u secondo 

Si ha allora poichè questo caso è
~ 2013 1 = Inoltre Dkus = (Dku)s per k = t, dove con (Dku)E si intende

ovviamente la « traslata » di Dku secondo l’asse dunque poiché 9  
É

La Prop. 5.1 è nota per 8 intero ] O ed é stata già da noi enunciata e fldope-
perata in questo caso in [22] (Prop. 5.1). Dobbiamo però osservare che nell’ennnciato

della Prop. 5.1 ~ di [22] abbiamo scordato di aggiungere l’ipotesi 8 intero anche nel ca80

~a = ~.
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(si ricordi il théor. 3.1 di [23~) si ha anche e quindi 
e inoltre per E -~ 0, in Ciò basta per poter applicare noti
ragionamenti di regolarizzazione e approssimare u in (.R+) con funzioni
di Q (~+).

Nel secondo  9  1 si proceda in modo analogo al primo casop ~ p g p

costruendo anche ora le «traslate;&#x3E; uE di u ; anche ora si ha UE E (R+)
(t = r in questo caso) e DkUE = I k i = t. Inoltre si ha ora, poichè

basterà dunque per poter concludere come

sopra, nel caso 0 0  1 dimostrare che se w E W 0,p  9  1, e&#x3E; 
p 

&#x3E; ( 
+),

yow=0, allora w E (R+). Ora questo risultato segue dal théor. 4.1 di

[23] ; detto teorema afferma infatti che (w = w in R+
e w = 0 in R’~ - .Ry+) è lineare e continua da Woe.P (R~+) in ma

basta ricordare la dimostrazione datane e la Remarque 4.1 di [23] per os-

servare che essa assicura di più che w - Ù è lineare e continua dal sotto-

spazio di (R+) delle w tali che - 0, in (R"). Di qui segue
che w8, traslata di w, 9 appartiene ancora a W O’P (jR~.) e per s - 0 converge
a w in (R’+) ; e allora « regolarizzando » W8 è possibile approssimare
w in (R4.) mediante funzioni di Q (R+). E la Prop. 5.1 è cos  dimo- ’

strata.

Passiamo ora senz’altro al ,

. TEOR. 5.1. : Nell’ipotesi Jy), per ogni p &#x3E; 1 e s reale tale che 0 _ s ~ m

e s - 1 non sia intero., l’applicazione u -&#x3E; Y u = (you è lineare e

p

continua da

DIMOSTRAZIONE. a) Anzitutto osserviamo che, poichè 
in virtù del teorema di tracce di USPENSKII (v. teor. 5.2 di [22]) basterà

che ci limitiamo a considerare il caso s - 1  m -1. Ricordiamo poi anche
p

che con ~’~ , j = 0, ... , m -1, abbiamo indicato gli operatori frontiera di

NEUMANN relativi all’operatore A e alla formula di GREÈN (2.6); e dimo-

striamo il

LEMMA 5.1. Sia p’ &#x3E; 1 reale, s reale tale che

non sia intero ; poniamo r
r

massi1no intero 2: 0 e inferiore
,
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Siano dati

2m - r , ... , m - ~7 m - 1 ; esiste allora almeno una funzione w
tale che

l’applicazione essendo continua da

La dimostrazione di questo lemma è del tipo di quella del lemma 3,1;
l’operatore Tj, come già si è ricordato e come risulta ad es. dalla (1.11) di

[21], è della forma

dove ed è sempre * 0 e gli operatori T/ sono operatori tangenziali
a r d’ordine  i - 19 nel senso ad es. di [19 ter.]. Tenuto conto delle (5.2)

° 

si vede allora che il sistema (yo ... 3 ... , costi-

tuisce un sistema di DIRICHLET d’ordine r + 1 e il problema si riconduce

allora, in virtù del lemma di ARONSZAJN-MILGRAM già citato a proposito
del lemma 3.1, a costruire una funzione w E W2m-s,p’ (~) tale che

con fi dato in (11)9 e perciò basta applicare il teorema di tracce
di UspENSXii (v. teor. 5.2 di [22])

b) Sia ora u E (Q) e

non intero. Allora se per il teorema di tracce ora citato, poichè

Si con-

sideri allora il problema

In virtù del teor- 12.1 di [22] esiste una e una . sola z E Ws,p (S~) che
risolve il problema (5.3). 

1 

.

Poniamo v = u - x ; allora v E (S~) e inoltre per la Prop. 5.1

v Se invece s s  1 poniamo v = u; allora v == WÉ"(Q) 
°

o ( ) ’ 

p 
( ) o )

(cfr. [23]).
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Poichè in virtù del teor. 9.1 di [22], esistono

Dimostriamo di più che

guiremo un ragionamento analogo a quello svolto nella dimostrazione del
teor. 3.1 ; poniamo percio, assegnate, per j = 2m - r - 1, ... , m - 1,

dove w è la funzione (non unica necessariamente) di cui al lenma

5.1 e il prirno C , ) indica la dualità tra (S~) e W -s’~’ (Q) e il secondo

quella tra W -m’p (S2) e 1’ espressione ha senso in virtù della

Prop. 11.1 di [22] e della Remarque 6.1 di [23].
In realtà si vede che X§ è indipendente da u), purchè w verifichi le

condizioni del lemma 5.1; infatti se w1 e w2 sono due tali w allora x =
= W i - W2 appartiene a W2m-s,p (D) e verifica le condizioni

e quindi, formando tali condizioni un sistema di Dirichlet d’ordine r + 1,

risulta, per la Prop. 5.1, Ne segue che

e infatti per ogni 9 E CD (.Q) si - C Av, ~ ) = 0 e quindi essen-
do denso si ottiene la (5.4).

Da essa viene che ~ non dipende da w e possiamo dunque scrivere
Xw invece di 

Inoltre il funzionale semilineare 99 -~ Xg~ è continuo su

poichè iv dipende con continuità da

dunque X, è della forma

con

D’altra parte poichè vale per essa la formula di

GREEN (9.1) di [22], cioè per ogni

indicando la dualità tra
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Dalla (5.5) e dalla definizione di X, , osservando che, se prendiamo
pj E iD (r) allora può scegliersi la w del lemma 5.1 appartenente a D (~~ , y
otteniamo

e dunque per ogni da cui

Abbiamo dunque ottenuto che anche per

e perciò possiamo dire che l’applicazione

neare da

c) Da quanto ora dimostrato in b) e dal teor. 12.1 di [22], si ha che

l’operatore u - (Au, y u) è un’isomorfismo algebrico di (S) su W -1n,p (il) X

ed è inoltrè continuo in una di1’ezione; dunque per il

noto teorema di Banach sugli isomorfismi esso è continuo anche nell’altra

direzione. Abbiamo cos  ottenuto il seguente teorema, che precisa ii teor.

12.1 di [22] ora citato :
TEOR. 5.2: Nell’ipotesi Jy), per ogni p &#x3E; 1 u - (Au, y ul è un

1 . 
..

isomorfismo (algebrico e topologico) di

8 reale tale che non intero.

Ovviamente con il teor. 5.2 abbiamo anche completata la dimostrazione
del teor. 5.1 dimostrando la continuità. dell’applicazione u - y u e dimostrando
anche che l’applicazione è suriettiva. 

OSSERVAZIONE 5.1 : Il teor. 5.2 nel caso p = 2 completa per i valori

di s intero 1 1a Prop. 10.1 di [21], dimostrando che, con la notazione2

di [21], risulta (D) per non intero (tale coin-[ ) a. )1 2

cidenza non è invece più vera per a in virtù dei risultati+ 2
di [23]).

5.2. Poichè dal teor. 5.1 segue che

è un’applicazione lineare e continua 

non intero.
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E allora dal teor. 5.2 utilizzando anche il teor. di Banach sugli isomor-
fismi segue subito la 

-

PROP. 5.2. Nell’ipotesi Jy), per ogni p &#x3E; 1 u - (Au, y u) è un

isomorfismo di

intero.

E con lo stesso ragionamento, utilizzando il teor. 11.2 di [22] e la Re-’
marque 6.1 di [23] si ha poi che la Prop. 5.2 vale anche per 

non i-ntero.

5.3. Possiamo ora dedurre altre applicazioni
PROP. 5.3. Nell’ipotesi J r) si ha per 0  9  1, 67fa intero

Infatti interpolando col metodo « complesso » tra i casi 8 = m e 8 = O

del teor. 5.2, si ha che u - (Au, 7 u) è uu isomorfismo di

su

Ma utilizzando il teor. 1.1 si ha che

coincide per 0m intero con e quindi confrontando col teor.
5.2 per s = (1 - si ha la Prop. 5.3.

In modo del tutto analogo, sfruttando il teor. 1.1 e la Prop. 5.2 si ha la 
*

PROP. 5.4. Nell’ipotesi 0  0  1, 20 iit intero

La Prop. 5.4 precisa ulteriormente, sia pure in ipotesi più restrittive

la Prop. 4.1, e permette perciò, riprendendo le considerazioni del n. 4.1 di
precisare ulteriornente, sia pure in ipotesi più restrittive, il teor. 4.1 me-

diante il

TEOR. 5.3. Se sono verificate entrambe le ipotesi J y) e JB), allora per ogni
p &#x3E; 1, s = 0, 1, ..., 2m l’operatore u - (Au, Bul è urc isomorfismo di (il)

5.4. Siano ora in grado di ottenere ulteriori risultati di interpolazione
e di applicarli ancora ai problemi ai limiti.
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PROP. 5.5. Nell’ipotesi Jy), per ogni p &#x3E; 1 

Infatti il teor. 5.2 ci assicura che è un isomorfismo di

su Adoperando allora il teorema di interpo-

lazione (v. teor. 1.1 di [22]) e tenuto conto del teor. 11.5 di [22] si ottiene

che ~A~ ~  è un isomorfismo di

e quindi confrontando col teor. 5.2 nel caso s + 1 - 0 si ottiene la Prop. 5.5.
Con ragionamento analogo, adoperando invece del teor. 5.2 la Prop. 5.2,

si ottiene poi la
PROP. 5.6. Nell’ipotesi Jy), per ogni p &#x3E; 1 si ha

Dalla Prop. 5.6, riprendendo i ragionamenti fatti nel n. 4.2 e tenuto

conto del teor. 5.3, si ottiene infine un perfezionamento del teor. 4.2, sia
pure un ipotesi più restrittive :

TEOR, 5.4. Nelle ipotesi J r) e JB), per ogni p &#x3E; 1 e ogni s reale tale che,

0  s  2m s - p non intero, u - (Au, Bu) è un di
_ _

OSSERVAZIONE 5.2. Per p = 2 il teor. 5.4 completa la Prop. 11.1 di

21 dimostrando con le notazioni di [21] che è dÀ (Q) = DÂ (Q) per x 2013 2013
2

non intero (il intero è eccezionale in virtù dei risultati di [23]).
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OSSERVAZIONE 5.3. Nel teor. 5.4 è ammessa, a differenza di quanto si

è fatto per il teor. 4.2 l’ipotesi Jy); sarebbe interessante poter eliminare

tale ipotesi anche nel teor. 5.4 ; si tratta in sostanza di dimostrare un teo-

rema di tracce degli operatori per le u E nella sola ipotesi JB) ;
e a ciò possono probabilmente servire ragionamenti diretti analoghi a quelli
fatti per il teor. 5.1.

5.5. Abbiamo avuto occasione sia in questo lavoro che nei precedenti
[21] e [22] di dimostrare teoremi di densità, dello in 1)£’ (Q),
in e in Vediamo ora di completare questi risultati di-

mostrando, come era presumibile, la densità di CJ) (Q) in e in (~3).
Si ha più precisamente :

PROP. 5.7 : Nell’ipotesi Jy), per ogni p &#x3E; 1 e s reale tale che 0  s  7rz~

s - - non intero, lo (D) è denso in (Q).
P
PROP. 5.8 : Nell’ipotesi Jy), per ogni p &#x3E; 1 e s reale tale che 0  s  2m,

s - intero, lo D (Q) è in DÀ (Q).s 2013 (Q) e denso in 7) )

Per la dimostrazione di queste due proposizioni si possono seguire due
diversi procedimenti ; ci sembra interessante esperii entrambi. Ci limiteremo
a dimostrare la Prop. 5.7, considerazioni del tutto analoghe potendosi fare

per la Prop. 5.8.

Un primo metodo di dimostrazione consiste nell’utilizzare le teorie del-

l’interpolazione sia « conplessa &#x3E;&#x3E; che « reale ». Iu virtù della Prop. 9.2 di

[22] T)(j3) è denso in 9~~(~); ed esso è anche denso in essendo

questo spazio isomorfo a (Q). Ne segue, per un risultato generale sulla
teoria dell’interpolazione (12), che è denso anche in 
~ (9)J; questo ultimo spazio per om intero coincide per la Prop. 5.3 con

(f2). Dunque T) (li) è denso in (il), s = 0,1, ..., m.
Applicando ora la teoria «reale» di interpolazione si ha (v. nota (12))

che T) (Q) è denso in T ( p, a ; (Q), (Q)), s = 0,1,.... m 2013 1 e que-

st’ultimo spazio per la Prop. 5.5, se 1- 0 è 1 coincide con S+-e S),
.

e dunque la Prop. 5.7 è dimostrata.

(12) Con la nomenclatura del cap. I di [22] il risultato è il seguente : è un sot-

tospazio di Xo e di X~ denso in entrambi gli spazi, esso è denso in X1; ~ (0)]. Esso

si dimostra con procedimento analogo a quello svolto in [18] per l’analogo risultato nella
teoria « reale » (lemma 1.1 chap. II di [18J o anche lemma 1.1 di [22J), vale a dire : se Z
è denso in Xo e X~ allora è denso anche in 
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Un secondo metodo di dimostrazione della Prop. 5.7 è il seguente. Sia
u E (Q) ; nell’ipotesi Jy) si ha che esiste una e una sola w tale che

Aw = Au e w E e per essa si ha

Poniamo v = u - w, allora v E (il) e inoltre Av = O e, in virtù del
. 

1

teor. 5.1 e del fatto che w E Wó2’ (), si ha in (F),

j = 0~... ~ m -1. Tenuto poi conto del teor. 5.2 si ha

Siano ora e (~i,~~~ i = ], 2, ... , successioni di funzioni tali che ggi E ~Ò (Q)
e ggi - Au in ([~), E (1’) e 7j u in W (r)~ ~ = o ... , i
m -1; l’esistenza di tali successioni è assicurata dalle proprietà degli spazi

(il) e Wse (F) (v. ad es. il n. 2 di l22]). Si considerino allora le solu-

zioni dei seguenti problemi di Dirichlet

Per i teoremi noti di regolarizzazione del problema di DIRICHLET si ha che

e e d’altra parte, per le maggiorazioni (5.6) e (5.7) ap-

plicate a wz e v2 rispettivamente, si ha che wi - w e vi - v in e dun-

, que wi -- in (S) c. v. d. 
,r

OSSERVAZIONE 5.4. Viene naturale domandarsi se le Prop. 5.3, 5.4, 5.5,
5.6 sono ancora valide quando su A si faccia solo l’ ipotesi che sia

un operatore differenziale lineare a coefficienti sufficientemente differen-

ziabili in ti, per es. appartenenti a CD (Q), come ad es. avviene per la Prop.,
4.1. 1 metodi da noi adoperati finora si appoggiano sulla teoria dei problemi
ai limiti ellittici, ma non sembra che essa sia necessaria.

5.6. Un’altra proprietà che potrebbe facilmente essere esposta nei det-
tagli è quella dell’interpretazione del modo di assumere i dati al contorno

i

Bj u =-- nel senso di una « convergenza » in media negli spazi (F)
su un opportuno sistema di varietà 1 contenuto in Q e tendente a F

per e - 0. I risultati che sono stati ottenuti nel caso p ~= 2 in [21] (si
vedano in particolare i n. 3, 59 9 di [21]) si trasportano senz’altro anche al

caso p # 2 e al problema al contorno (2.7) da noi qui studiati.
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5.7 Osserviamo anche che il problema (2.7) potrebbe essere studiato

negli spazi CD"P (S~) _ ~ u E Hs’r (D), Au E LP (~3) j 0  s  2m, i quali coincidono
con gli spazi (S~) per s intero, ma ne differiscono in generale per s non
intero (per la def. di (P) si veda il n. 4 di [22]). Basterebbe partire dai
risultati ottenuti per s intero e interpolare, come si è fatto nel n. 4.2, uti-

lizzando il metodo complesso anzichè quello « reale ». ,

Tuttavia non svilupperemo qui questo argomento perché occorrerebbe

aver prima trattato per gli spazi (S~) le questioni analoghè a quelle
trattate in [23J per i (~). Cogliamo anzi 1’occasione per avvertire a

questo proposito che i teor. 11.7 e 11.8 di [22] vanno modificati, tenuto

conto dei casi eccezionali per i valori di s, che si presentano per gli Hs,P (Q)
come per i (si veda anche la Remarque 6.1 di [23]).

5.8. Tra i risultati ottenuti per il problema di DIRICHLET e quelli per
il problema più generale di tipo (2.7) c’è una leggera~ differenza: per il pro-
blema di DIRICHLET si è potuto lasciare una maggior generalità al termine

noto f : f E W 
-m,p anzicbè f E LP (Q), utilizzando cos  gli spazi (il)

oltre ai -Ds’p (Q). Come già si è osservato nella Remarque 11.3 di [21] ciò
dipende sostanzialmente dalle particolari condizioni al contorno del proble-
ma di DIRICHLET, le quali fanno s  che il sottospazio delle u di 
che verificano le Yj U = 0, j = 0, ... , m 2013 1, è uno spazio normale di distri-
buzioni su S~. Dovendo costruire una teoria generale per il problema ai li-

miti (2.7) ci si è limitati allo spazio per il termine tutta-

via evidente che per ogni singolo problema ai limiti particolare si potrebbe
svolgere la teoria da noi esposta lasciando il termine noto f in uno spazio
I~’ ~ LP (Q) che andrà di volta in volta precisato.

’ 

5.9. Vogliamo infine terminare questo numero riprendendo e svilup-
pando maggiormente le considerazioni iniziali del n. 4.1. Abbiamo ivi ac-

cennato alla possibilità di studiare il problema (2.7) negli spazi DÀ (il), con
s intero, partendo dal teor. 3.2 e regolarizzando successivamente la soluzione
con i procedimenti ideati da S. AGMON per il problema di in

[1]. Questa idea è stata da noi già utilizzata in [22] nella dimostrazione del
teor. 8.1 e del teor. 10.1 (*) ; tuttavia non sembra essere direttamente utiliz-

zabile iu generale, per ogni problema del tipo (2.7) che verifichi 1’ipotesi JB). ’
Esaminiamo infatti rapidamente il metodo di regolarizzazione di AGMON ;
esso si fonda essenzialmente su questo teorema, al quale si riporta il pro-
blema di regolarizzazione alla frontiera della soluzione, mediante un sistema
di « carte locali » :

(~) Si veda a questo proposito la nota (*) di pag. 18.
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« ~~ la semis fera
un certo q &#x3E; 1 e verifica la

per tutte le .funzioni (« test functions ») v E C2"1 (I1), nulle identicamente in

un intorno della pai-te di di It: al I1 = ~ I = 19 Xfl &#x3E; 0 ~ e verifi.
canti sulla rimanente parte di frontiera a2 ¿~ le condizioni -,

allora per ogni ó  1 e inoltre risulta

(cá indipendente da u) »

Questa regolarizzazione viene ottenuta, ispirandosi al noto procedimento
per la regolarizzazione hilbei-tiada delle soluzioni variazionale n aggioraindo
dapprima i rapporti incrementali « tangenziali » delle u, cioè rispetto alle
variabili x1 ~ ... , e successivamente ricavando le maggiorazioni per le
derivate secondo la variabile Xn direttamente dall’equazione e con l’uso di
un lemma di LIONS (si veda [24] n. 11). 

"

Ebbene per far questo occorre che la classe V delle « test functions »

v@ verifichi certe condizioni, e si vede facilmente che il ragionamento di
AGMON è valido se là classe V gode di queste due proprietà:

a) è chiusa rispetto alle traslazioni sufficientemente piccole relativa-
mente alle 9 Xn-1 ;

b) per ogni b  1 esiste almeno una funzione indefinitamente dif-

ferenziabile in JSB nulla in un intorno di 81 E1 ’ uguale a 1 in  , in modo
che il prodotto per ogni v E V, appartenga ancora a V.

Nel caso del problema di DIRIOHLE1’ la classe lr è quella indicata nel
i teorema ora enunciato e verifica infatti le a) e b) ; ma altri problemi ai li-

miti possono dar luogo a una classe V di « test functions » che verifichi a)
e b) e per essi dunque è possibile ottenere un teorema di regolarizzazione
simile a quello di AGMON.

Per questi problemi il teor. 4.1 si sarebbe potuto ottenere quindi con
un ragionamento analogo a quello del teor. 10.1 di [22] ; ma non lo si sa-

rebbe ottenuto per tutti i problemi che rientrano nell’enunciato da noi dato,
poichè per essi in generale le a) e b) non sono verificate.

Dunque la sola utilizzazione diretta dei procedimenti di regolarizza-
zione di AGMON non sembra efficace come il metodo da noi seguito, che è
stato quello di arrivare al teor. 4.1 dimostrando dapprima direttamente il

teor. 1.1 e poi facendo uso della sola teoria dell’interpolazione « complessa ».
Tuttavia le osservazioni ora fatte a proposito dei procedimenti di re-

golarizzazione di .~GMON potrebbero essere utilizzate per ottenere in altro
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modo proprio il teor. 1.1 : partendo infatti dal teor. 4.1, supposto dimostrato
per quei soli problemi cui è possibile applicare il metodo AGMON, si può
ottenere con procedimento « misto ~ cioè utilizzando anche l’interpolazione,
il teor. 1.1 nella sua generalità. Abbiamo voluto accennare a questa diversa

strada, anche se essa è assai meno semplice di quella da noi seguita, perchè
le idee che la suggeriscono ci sembra possano essere ulili in altri problemi.

5.10. Una ultima osservazione riguarda il caso p = 2. I risultati otte-

nuti nel presente lavoro per p = 2 estendollo ai problemi i di tipo (2.7) quelli
ottenuti in [21] per i problemi di DIRICHLET, di NEUMANN e di derivata

obliqua regolare ; come tali potrebbero essere anche utilizzati per studiare,
come si è fatto nel n. 13 di [21], problemi misti del tipo di HADAMARD

per operatori non ellittici, quali :

n. 6. Un teorema di rappresentazione dei funzionali lineari e continui
di 

6.1. Come abbiamo già annunciato nel n. 13 di [22] faremo ora un’applica-
zione dei teoremi esistenziali ottenuti in questo lavoro per dimostrare un teo-
rema di rappresentazione dei funzionali lineari e continui di WS.P (il), che
estende quello classico di F. RIESZ sui funzionali lineari e continui di LP (il).

Sia dunque p reale &#x3E; 1, s = ~~ -~- 8 con r intero 2i 0 e 8 reale tale che

201301. Consideriamo lo spazio essendo un aperto limitato
P
di RU che per semplicità supporremo essere di classe come si è fatto

nei numeri precedenti. i

Avremo bisogno in seguito di considerare il seguente operatore

cui è associata la forma sesquilineare 
.,.

L’operatore (6.1) è fortemente ellittico, formalmente autoaggiunto e 

fica inoltre la condizione di V-elliticità relativa al problema di NEUMANN,
perchè è 

-

per tutte le u di ~+L2 ~
Indicheremo al solito con j=0, ... , ?. gli operatori di NEUMANN asso-

ciati a (6.1), cioè gli operatori tali che valga la formula di GREEN

per ogni coppia di funzioni u e v E (D 
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Considerati per l’operatore A il problema di DIR1CHLET

e quello di NEUMANN

risultano verificati per essi rispettivamente l’ipotesi Jy) e la JB) ; la verifica

delle diverse condizioni può essere fatta direttamente oppure può essere
ricavata dalla forte ellitticità di A e dalla (6.3), in virtù anche del risultato
di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG (v. n. 10 di [3]) sulla necessità delle  Con-
dizioni complementari &#x3E;&#x3E;.

Dunque ai problemi (6.5) e (6.6) possono essere applicati i risultati di

[22] e dei precedenti numeri del presente lavoro.

6.2. Fatte queste premesse veniamo ora al teorema di rappresentazione:
6.l.: Sia Q un. aperto limitato di R’i, di classe 000 (13) e si con-

lo spazio Ws,p (D), p &#x3E; 1, s = r + 0, con ~’ intero &#x3E; 0 e 0 reale

tale  8 _ 1 ; allora per ogni funzionale lineot’e e continuo L (u) su

P

) esiste un elemento e uno solo v E ( S , 1 + p, tale chep .p

dove iL indica la dualità tra

OSSERVAZIONI : Si noti anzitutto che se

allora si ha rispettivamente (si veda la Prop. 11.1 di [22] e la Remarque
6.1 di [23]) :

D’a~ltra parte per il théor. 1.1 di [23], poichè si ha che

per definizione è uguale al duale
e dunque Dku ) ha significato.

(’3) Vale anche qui ’un’osservazione analoga a quella della nota (í); inoltre si osservi

che la limitatezza d  D non ,è necessaria, perchè ad es. il teorema è vero anche nel caso

Q = Rl" 
’

3. Annali della Scuola yorw. 
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Si noti ancora che nel caso 8 = 1, la (6.7) diventa

In questo caso, 8 =1, 11 teorema è stato ottenuto indipendentemente e con
altro procedimento da FRITZ e MILGRAM [10]; sempre per 9 =1 una di-

versa dimostrazione del teorema (e di un risultato un po’ più generale di
o

rappresentazione) è stata data in seguito anche da K. T. SMITH e L. HOR-
MANDER (comunicazione personale).

Osserviamo poi che il teorema di rappresentazione può essere utile in

diverse questioni di analisi ; esso permette tra 1’altro di risolvere un pro-
blema esistenziale posto da G. FiCHERA in [9bis] pag. 15 e 16.

E infine aggiungiamo che si possono avere con lo stesso nostro proce-
dimento altri teoremi di rappresentazione utilizzando anziché 1’operatore A
dato dalla (6.1), altri operatori A del tipo

purchè per essi valgano le ipotesi Jy) per il problema di DIRICHLET e JB)
per il problema di NEUMANN (B = 8); si ottiene allora la

E sarebbe interessante di sapere sotto quali ipotesi minime di differenzia-

bilità dei coefficienti akh e della frontiera 1-’ di S la rappresentazione (6.7’)
è vera.

DIMOSTRAZIONE : c~) Dimostriamo anzitutto 1’esistenza di v ; ricordiamo
(v. ad es. il n. 2. di [22]) che esiste un’applicazione lineare e continua

u - Pu di Ws,p (il) in (Rn) tale che Pu = 2c g - d. in Q.

Allora se .L un funzionale lineare e continuo su (il) si ha

che esiste un elemento T E (14) tale che

per ogni u E W 8,P 

b) Sia allora restrizione di T a Q : In E e dunque
per quanto si è detto in 6.1 e per il teor. 11.1 di [22] il problema di

(i4) Ricordiamo che è uno spazio di distribuzioni su R~ e ~Y un insieme di Rn
con E. si suole indicare il sottospazio di E delle distribuzioni a supporto contenuto in X.
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DIRICHLET

dove A è 1’operatore (6.1) ammette una e una sola soluzione 

Indicato al solito eon 7 il prolungamento a tutto .R’~ di una funzione

o distribuzione f definita in , ottenuto ponendo f = f in , e f = 0 in
si ha allora che la distribuzione

è a supporto contenuto in T’.

Inoltre, poi chè essendo r + 1 intero.

E ancora, poiché per si ha che

a,ppartiene a in virtù del fatto che e che,

essendo per il théor. 3.1 di Dunque

p ossiamo concludere che e quindi
c) Diinostriamo ora che ~S ammette una rappresentazione del tipo

dove i gj sono opportuni elementi di (1~).
Infatti indicato con 6 il complementare di .1~ in a = Cr, ricordiamo

(v. ad es. teor. 5.2 di [22]) che l’applicazione w -- yw = 1;,Owg ..., è lineare

e continua c~~ (RU) su e il nucleo di questa applica-

zione, in virtù della Prop. 5.1 (sostituendo D con a essa è ancora valida),

risulta esser proprio (sottospazio di W s’p (R") costituito dai prolun-
gamenti w delle w E

Dunque, passando allo spazio quoziente e indicando con w gli elementi

e con à - yw l’applicazione quoziente

si ha che à - è un isomorfismo di W8,P

Sia 7-1 l’isomorfismo inverso di y.
Osserviamo poi che ~-~B~~ è un funzionale lineare e continuo su

nullo su poichè, se w E allora esiste una succes.
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sione i =1, 2, ... , 2 di funzioni E CD (o) e tale che w in 

e per queste f{Ji risulta ( s, wi ) = 0, essendo il supporto di 8 in 1’ e dunque
-

( ’ w ) = O per w E (a). Ne segue che il funzionale W -  SI W &#x3E; =  89 W &#x3E;
per w E w, è lineare e continuo su e quindi il funzionale

è lineare e continuo su e perciò

risulta : con In definitiva si

ha, posto cioè la (6.10)

~) Ricordando quanto si è detto nel n. 6.1 possiamo applicare il

teor. 4.2 del n. 4 al problema di NEUMANN (6.6) con f = 0 e i gj dati dalla

(6.9), cioè al problema

e ottenere cos  una e una sola soluzione 1)) di esso appartenente a

Per questa soluzione w vale a formula di GREEN seguente

per ogni dove indicano rispettivnmente

La (6.11) si ottiene infatti (6.4) per continuità, ricordando (Q) è
denso in (Q) (Prop. 2.5 di [22]) e in (Q) (Prop. 5.8 del presente
lavoro).

Si deduce allora dalle (6.8), (6.9), (6.10) e (G.11 )

con ovvio significato dei simboli.
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D’altra parte risulta

e cosi pure

Infatti per la Prop. 5.1 (applicata a Wó+2 8’~~ (Q)), Uo appartiene a 
e quindi esiste una successione di funzioni tali che in

W~~(~); i per esse risulta

e quindi pnssando al limite si hanno le (6.12) e (6.13).
In definitiva dunque si ha

cioè la (6.7) con v = uo - w.

e) Dimostriamo ora l’unicità di v ; e perciò dimostriamo che se

per ogni u E wr+8,p (Q), allora è v = 0. La (6.14) è ~ dunque verificata in

particolare per tutte le e se prendiamo addirittura u e CD (Q) dalla 
*

(6.14) si ottiene che Av = 0. Allora tenuto conto del teor. 5.4, dalla (6.4)
ricaviamo che per la v considerata per ogni u E 9D (S~) si ha

e dunque poichè la (6.14) ci dice che è anche a (v, u) = 0, otteniamo

da cni si = 0, j = O, 1, ... , r. E allora per il teor. 5.4 si = 0.

c. v. d.
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n. 7. Quadrò riassuntivo dei risultati.

Ci sembra utile riassumere i principali risultati ottenuti per i proble-
mi ellittici in questo lavoro e nei precedenti [211, [22] e [23], raggruppan-
doli secondo i diversi argomenti :

1) feoremà di tracce e di densità; 2) il problema ai limiti generale
Au = f, 3) il problema di 4) teoremi di interpolazione ;
5) altri risultati.

I riferimenti verranno dati indicando rispettivamente con Il, III, IV
e V i lavori [21], [22], [23] e il presente. Utilizzeremo gli spazi seguenti
per la cai precisa definizione diamo tra parentesi l’indicazioi e bibli«grafica:

Q (Q) (spazio delle funzioni indennitamente differenziabili a supporto com-

patto in (spazio delle funzioni indefinitamente differenziabili in

D), (spazio delle funzioni indefinitamente differenziabili su T).
Richiamiamo anche le ipotesi che abbiamo utilizzato

- a) un aperto limitato di Rn, di classe 000 (r è la sua frontiera,

è un operatore diffe-

renziale lineare propriamente ellittico in

sono m operatori differenziali lineari di frontiera costituenti un sistema

normale (V, n. 2.2)
5) gli operatori Bj verificano la condizione complementare rispetto ad

A(V,n. 2.3)
JY) valgono le ipotesi a) e ~8) e inoltre almeno un p &#x3E; 1 il pro-

blema omogeneo di Dirichlet Au = 0 in Q, yj u = 0 su r, j = 0,1, ... ,

v normale interna a 7) ecmmette in solo la so-

luzione (condizioni sufficienti per la validità di J~) sono richiamate
in III, n. 7.1 e II n. 10). ,

JD) valgono le ipotesi a), fl), 7), o) e inoltre per almeno un p &#x3E; 1 il

problema omogeneo : Au = 0 in D, Bj u = 0 su r, j = 0, ... , ~~z - 1, ammette in
W 2m,p (il) solo la soluzione u = 0, e pe1" almeno zcn q &#x3E; 1 il probtema omo-

geneo (aggiunto) A~ v = 0 in [~, Br v = 0 su .I’, j = 0, ..., m - 1, ammette
solo la soluzione v = 0 (per A~ e Bj v. V, n. 2.1 e 2.2; condizioni suffi-

cienti per la validità di Jg) sono richiamate in V, n. 2.4 e II il. 8).
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In tutti i risultati l’ipotesi a) e quelle sui coefficienti ak,h e bj,h pos-
sono essere sostituite da ipotesi più generali, di « sufliciente regolarità &#x3E;&#x3E;
di S~ e degli ak,h e che per brevità non abbiamo precisato.

1). Teoremi di tracce e di densità.

1°) Nell’ipotesi a) e ~D denso in DÀ (il), per p &#x3E; 1 (V,
Prop. 3.1)

2°) Nell’ipotesi J y), è denso in (Q), per p &#x3E; 1, 0 :- 21n,
1 

Vs - p non intero V , Prop. 5.8)
P

3°) Nell’ipotesi D (Q) è denso in (Q), per p &#x3E; 1, 0 _ s 

s - 1 non intero (V, Prop. 5.7) 
’

P

4° ) Nell’ipotesi a), CD (D) ) è denso in (D), per p &#x3E; 1, 0  s ::; 
P

(IV, théor. 1.1) .

5°) Nell’ipotesi Jy), l’applicazione u - lyo u, ..., è lineare e con-

tinua da non in-

tero. (V. Teor. 5.1)
60) Nell’ipotesi a), y), l’applicazione u -- B° uy ... Ba-1 u) è linea.

re e continua da .

70) Nell’ipotesi Jy) 1’applicazione è linea-

re e continua da

nón intero (V. teor. 5.4) 
’

2). Il problema ai limiti

1° ) Nell’ipotesi JB) &#x3E; per p &#x3E; 1, &#x3E; 0 _ s:5 2m e, &#x3E; se 2, &#x3E; s - i non
_P

intero, il problema ammette per ogni f E LP (Q) e gj E (Q) una e
una sola soluzione u E Ws-P (il) ed essa dipende con continuità dai dati (V.
teor. 4.2)

2° ) Nell’ipotesi JB) , per p &#x3E; 1, &#x3E; 0 _ s:5 2m, &#x3E; s - i intero &#x3E; il problema
_P

ammette par ogni f E LP (Q) e gj E (T) ti iia e una sola soluzione

ul che appartiene a W per ogni e&#x3E; 0 (V. teor. 4.3).
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30) Nell’ipotesi e JB), per non intero,

l’applicazione u ~ è un isomorfismo di su

basta la sola ipotesi JB))

(V, teoremi 2.3, 3.2, e 5.4).

3). Il problema di Dirichlet

110) Nell’ipotesi J,), l’applicazione é un iso-

morfismo di su

. non intero

20) Nell’ipotesi per p = 2 e 0  s il problema ammette per
ogni una e una sola soluzione

ed essa dipende con continuità dai dati (II, théor. 10.1).

3°) Nell’ipotesi per intero, il problema

ammette per ogni una e una sola soluzione

che appartiene a per ogni
4°) Nell’ipotesi J.), l’applicazione è un iso-

morfi smo di

non intero (III, teor. 11.2 e IV Remarque 6.1).

. 50) Nell’ipotesi Jy), per ~ _, intero, il problema

ammette per ogni una e una sola solu-

zione u che appartiene a

4) Teoremi di interpolazione.

Per la definizione degli spazi intermedi
si veda rispettivamente, III n, 1.1 e n. 3.2
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20) Nell’ipotesi a), è

per p &#x3E; 1, 0  8  1, s intero &#x3E; 0 oppure s intero

Prop. 2.4 e teor. 11.3 bis; IV, théor. 6.2 e Remarque 6.1).
30) Nell’ipotesi a), è

per p &#x3E; 1, O  8  1, s intero

40) Nell’ipotesi a), è

per p &#x3E; 1~  9  1, s intero qualunque (III, I Prop. 2.11).
5°) Nell’ipotesi a), è

per p &#x3E; 1, s intero qualunque,

teor. 11.4 e 11.5; IV, Remarque 6.1).
60) Nell’ipotesi JY), è

76) Nell’ipotesi è

8°) Nell’ipotesi a), è

per p &#x3E; 1, r e s interi, 0  0  12 8 (r - s) intero, (V, teor. 1.1).
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9°) Nell’ipotesi a), è

per p &#x3E; 1, s intero  0, 0  0  1, 9s, intero (III, (8.4)).
10°) Nell’ipotesi J,), è

per &#x3E; ly 0 C 8  1, Om intero (V. Prop. 5.3~.
11°) Nell’ipotesi JY), è

per &#x3E; 1, O  o  1, 28 ~~t intero (V, Prop. 5.4).

5) Altri risultati.

10) Nell’ipotesi a), ogni funzionale lineare e continuo di (Q),

~ &#x3E; 1 ~ r intero è rappreseiitabile in modo unico nella forma

con indicando la dualità tra

s reale qualunque si ha

(III, teor. 3.2).

3°) Nell’ipotesi a), per p &#x3E; 1 l’applicazione

R~~ - Q) è lineare e continua da (Q) in

e non lo è se
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