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CARATTERIZZAZIONE DELLE TRACCE DI FUNZIONI

APPARTENENTI AD UNA CLASSE DI MORREY
INSIEME CON LE LORO DERIVATE PRIME

di S. CAMPANATO (Genova)

Sia Q un insieme limitato e misurabile dello spazio enclideo Rn avente
per frontiera aD e diametro eo. Indichiamo con x~ - X2 , ... , x,t),
y = ~y1 Y2 ... Yn) ecc. puuti generici di Rn e con I (x? Lo) l’ipersfera di centro
x e raggio Lo .

Fissati due numeri reali p e A tali che

indichiamo con (D) lo spazio delle funzioni u (x) definite in Q per le
quali

Questi spazi di funzioni sono stati introdotti da C. B. Morrey (cfr. [131 ed
anche [12]) ed uti1izzati in inoite questióni di calcolo delle variazioni e della

teoria delle equazioni elHttiche. In si assume come norma la quantità

Coà normalizzato (Q) risulta uno spazio (di Banach) completo (1)..

(i) La coitipletezza dello spazio si può d n ostra.re nel segnente modo : sia

1 tc~~~ } nna successione di funzioni di (Q) la quale è di Canchy rispetto alla norma (I).
Dall’inclusione L(p (cfr. iii) del testo) segue che è una successione di
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Si dimostrano facilmente le seguenti relazioni di isomorfismo e di in-

clusione (2) :
i) (il) LP (S2), spazio delle funzioni di potenza p-esima somma-

i

bile, in D nei quale si assuma come norma la quantità ~
ii) Per ogni p h 1, N spazio delle funzioni limitate

in Q nel quale si assuma come norma la quantità sup I u (x) . .
. 

~~P

iii) Detti p, q, 2,5 Al , quattro numeri reali tali che p, OC,~, se,

Dalla iii) segue in particolare che

’ 

Indichiamo con H! (Sy, p &#x3E; 1, lo spazio delle funzioni u definite in Q
tali che

Canahy anche in LP (~), quindi, per la completezza dello spazio LP (~2), esiste una funzione
tale che in LP (Q). Fissato e, ’0  e c Loo, è quindi possibile determinare

Scelto n in questo modo, dalla relazione

tenuto conto che la suocessione ) é limitata, segne che u E L(P’A) 

(2) So A e B sono due spazi di Banach, ecrivendo A N B intenderemo che esiste un
isomorfismo algebrico e topologico su B.

(3) Sia u E (D). Indichiamo con co la misura dell’ipersfera di raggio e. Noll’ipo-
tesi ohe q  p e [ro (n - ) &#x3E; q (n - ), applicando la disuguaglianza di Schwarz-Holder si
ottiene



265

le derivate essendo intese nel senso delle distribuzioni. In ({~) si assume

la norma

È noto (cfr. ad .es, [7]) che se aS~ è localmente lipschltziana (4) Hf (Q)
si può definire anche come il completnmento rispetto alla norma (II) della
classe delle funzioni continue in U aD insieme con le derivate par-
ziali prime (classe C1 (Q). È altres  noto (cfr. [6], [17], [18]) che per funzioni
della classe nell’ipotesi che 2D sia localmente lipschitziana, si può
definire la traccia su ~S2 e questa risulta una funzione di LP (8Q). Questa
traccia può essere intesa in vari modi; y per quanto ci iiiteresserà nel seguito
basta ricordare che la traccia si può intendere come limite (quasi ovunque)
della funzione u lungo un sistema di assi uscenti dai punti di òQ e pene-
tranti in Q. Intesa la traccia in questo senso la corrispondenza che cos  si

ottiene tra le funzioni di H~ (D) e le loro tracce su aS~ definisce un’appli-
cazione lineare e continua di H1 (Q) in LP la quale coincide con la

traccia intesa in senso ordinario se u E C1 
Il problema di, caratterizzare la sottoclasse di .L~ delle funzioni che

sono traccia di funzioni di è stato studiato da vari Autori (cfr. [1],
[3], [4] [61 [15]).

Consideriamo ora lo spazio (S~) delle funzioni u (x) definite in Q
tali che

con assumiamo come norma la quantità

(4) Ciò significa che õ{2 nell’intorno di ogni suo punto punto x ammette, rispetto ad
un opportnno sistema di assi (~1, ~2 , ... , ~H) con l’origine in x, nna rappresentazione del tipo

con f funzione definita in un intorno del = ~2 =... = = O e ivi lipachitziana,
i punti per cui ~n ~ 0 essendo interni ad D e quelli per cui ~ ~&#x3E; 0 esterni,
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Con questa norma Hli~’~~ (S~) risulta uno spazio (di Banach) completo (5),
Evidentemente (Q) è un sottospazio chiuso di H1p (Q) (coincidente C011

se 1 = 0). Quindi, nell’ipotesi che SZ sia localmente lipschitziana,
anche per le funzioni di (D) si può definire la traccia sn òf2 nel senso

visto precedentemente.
In questo lavoro mi propongo di caratterizzare la sottoclasse di 

delle funzioni che sono traccia di funzioni di (Q). Il risultato cui per-

vengo (v. 11. 2), nel caso che A == 0, coincide con la caratterizzazione data

da E. Gagliardo per le tracce delle funzioni di (Q) (cfr. [6]).

1. - Dimostriamo in questo numero due teoremi preliminari.
Sia T 1’ipercubo (n-1) dimensionale x:0,xi,1 (i==1,2,..., n-l), 

DEF. Indicliiaino con (T),p 2 1 e 0 -,- A  n, lo 

zioni. c~ (xí 9 X2 ... , definite su r tali che

In (1’) introduciamo la seguente norma :

l’ipercubo di
Per indicare UH generico punto x di Q nseremo nel segiiito, secondo

l’opportunità, anche le notazioni (x, xn) e (xin; xi,xn) dove x indica il punto
il indica il complesso delle varia-

dx indicheremo i differenziali

Dimostriamo il teorema :

(5) Segne, con noti ragionamenti dal fatto ohe (Q) è oompleto e che la deri-
vazione è un’operazione lineare e continua in D’ (O) (spazio delle distribuzioni su O); cfr.
~d es. [10].
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g~ deLLa funzione u su 7~ appartiene a ~I’) e si ha la maggiorazione (6)

Sia y un punto di un valore fissato dell’intervallo [0, (8)
e e) l’intersezione di I(y, e) con l’iperpiano rn = 0. Per un generico

Da cui, integranndo rispetto a x su successivamente rispetto a

._ 

di qui (10) se «

(8) Nel corso del lavoro con ci , c~ , .., indicheremo costanti positive indipendenti dalle
funzioni u e dalle tracce.

(7) Nel fissare un punto, o alcune variabili, intenderemo sempre di porci fuori di un
insieme di misura nulla.

,--- .

(9j Si tenga conto della relazione :

L’ultima maggiorazione segue dalla disuguaglianza : a

è oontennto nella sfera
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In definitiva, se 1 A n, si ha :

Se invece 0  1, con ragionamento analogo, si ottiene

Maggioriamo ora le quantità I

possiamo servirci anziché di sfere aventi il centro in tin generico punto di
T~ e raggio ~[0, di insiemi, che indicheremo con ~S (y~ Q), definiti dalle
disuguag ianze 

- - i e 

dove y è un generico punto di Ti e 9 varia nell~intervallo [O, 1] (11~, Ì3 an-
che evidente che per ogni fissato y è sufficiente considerare i valori di e
per i puali S (y, 

Sia dunque e ~[0~1] tale che Si ha

(U) Basta osservare che (y, contenuto in a ohe per ogni iperxfera
I (y, Lo) l’insieme 7( contenuto in un insieme 8 (z, e) con zE
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In virtù delle relazioni (~ &#x3E; Xi) :

l’integrale doppio

si maggiora con la quantità

Per quanto riguarda l’integrale (I), applicando il cambiamento di variabili
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Il primo degli degli integrali a secondo membro, applicando la disugua;
glianza di Schwarz-Holder, si maggiora con l’integrale

mentre il secondo integrale, applicando una disuguaglianza di Hardy (13), si
maggiora con 1’integrale

(12) Con nn evidente cambiamento di variabili.

w w «

. (~4) Con nn evidente cambiamento di variabili.
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Quindi in definitiva

Con precedimento analogo si maggiora 1’integrale (II) che compare nella
(6.1) e si ottiene ’

Osserviamo a questo punto che l’insieme (
-, ...

avente il centro z E Q, mentre gli insiemi

si possono ricoprire cia-

, sfere che indicheremoscuno con un numero 

ti vam.ente, aventi il centro in punti di Q e raggio , i
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Tenuto conto delle (6.1) (7.1) (8.1) e detl’osservazione ora fatta, si ha

per 1’integrale (5.1) la seguente maggiorazione :

Dalla (2.1) se 1 ~ ~, ~ n, oppure dalla (3.1) se 0  A  12 e dalla (9.1) segue
il teorema 

Sia Q* 1a piramide che proietta l’insieme dal punto lx, = X2 = ...

TEOREMA I esiste u-na fun-
zione ,U E (Q*) a97ente con,e traccia, su r la funzione 99 e si ha la ni aggío-
razione

(~:» Si tenga conto della maggiorazione :
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Analogamente a quanto fatto da Gagliardo in [61, consideriaino la se-

gnente funzione u, definita per x E Q*,

È evidente che questa funzione ha su T la traccia 99. Dimostriamo 
’

verifica la maggiorazione (10.1).
Osserviamo. che per definire la ci si può servire,

H1 ’ (Q*) &#x3E;

anzichè di sfere aventi il centro in un generico punto di Q* e raggio O E
E [0, fn], di insiemi che indicheremo con J(y, e) (16) definiti dalle disuguaglianze

dove y è un generico punto di Q* varia nell’intervallo [o,1~. ,Anzi, per
ogni fissato y, è snfficiente considerare i valori di o per i quali Q*.

Sia J (y, ~O) un insieme del tipo ora visto. Maggioriamo dapprimna le quan’

Applicando (n - 2) volte una nota disuguaglianza di Morrey (17) rispetto

. (18) Sono le piramidi ohe proiettano dal punto

l’insieme contenuto in un insienie J (ø, e) con

14, Annali detta Scuola Norm. 8up.. 



274

alle xi_1, ... , xn-1 scambiando oppo-rtui a,meiite di
volta in volta l’ordil1e di integrazione rispetto alle medesime variabile si

ottiene ,

e quindi

Maggioriamo ora la quantità Poiché

integrando su J(y, e) e applicando a secondo membro (n - 2) volte la di-

Rugnaglianza di Morrey rispetto nl1e vftrial)ili xi I*-- ... , xn-i

si ottiene
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Effettuando itell’i-esiino addendo il cambiamento di variabili

Applicando rispetto alla variabile xi la disugaag ianza di Hardy (v. (13)) e
successivameiite uu ovvio cambiamento di variabili’ si maggiora l’integrale
(I); precisamente :

Per quanto riguarda l’integrale (II) si ha :
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Ogni insieme HI si può ricoprire con un numero di sfere,
- 

_,_

 N y" 1 aventi il centro in punti di Ti e raggio e er cui con2013 
C 

e 
~’ ~ p gg 2 1 p

un procedimento già usato per stabilire la (9.1), si ha

Dalle (12,1), (18,1), (14,1) segue che

Rimane da maggiorare la quantità
Per x E Q* si ha la relazione

e quindi

L’integrale J dx si maggiora in virtù della (15.1). Il primo integrale

a secondo membro, effettuando il cambiamento di variabile (x; - ( j + i),
xi + x" -..~~~ e applicando successivamente (n - 2) volte la disuguaglianza
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di Morrey rispetto alle variabili si maggiora con la quantità

e questa, E Lp (r) si maggiora facilmente con la norma || q; se

invece con 1 ~ ~, C n~ ~ tenuto conto che per ogni fissato
xn E Yn + e] l’i ntegrale esteso all’insieme x :  y + y,= 
(j =f= i, n), yi + Yn + yn + maggiorato dall’integrale esteso a

si maggiora ulteriormente cou la quantità

In definitiva,, sia per O  C  1 che per 1  ,A  n,

Dalle (11.1), (15.1), (16.1) segue il teorema.

2. ~- Sia S~ un insieme aperto, limitato, di R’~ avente front.iera 8D lo-
calmente lipschitziana (cfr. (4)); è allora possibile determinare un numero

finito di domini lk (k = 1, 2,..., N) elle ricoprono a~ e tali che ogni Ik sia
trasformabile nel « rettangolo » lx: 0  xi  1 (i =t= n), 2013 1 xn li inediante
una trasformazione biunivoca che gode le seguenti proprietà :

i) e sono lipschitziane e a Jacobiani limitati. ,

i’i) S è trasformato nell’insieme Q - (x: O  xi  1 (i = 1,2,... , n)).
iii) trasformato nell’iusieme F(:0l(=t==),t==0).

Ad ogni funzione definita su aSl le trasformazioni rck fanno corri-

spondere N funzioni definite su I’ tali che

Viceversa, assegnate su r N funzioni 5 ... soddisfacenti la (1.2)
rimane univocamente assegnata su aD una funzione ~.

Diremo se tutte le corrispondenti E (T‘) e
porremo per definizione
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TEOREMA ~1.2 ~. - Se,

funzione. u su aS appartiene a e si lia la &#x3E;iaggiorazione

Osserviamo innanzi tutto che è nna trasformazione che muta biuuivoca-

mente un insieme io un insieme A‘ e Z, sotto lipachitzia e e
a Jacobiani limitati, allora re muta fun.zioui E Hl’} (A) in funzioni E 

Infatti e quindi, per note proprietà di questi
spazi (cfr. [18]), la funzione trasformata Inoltre, in virtù del-

l’ipotesi elle gli Jacobiani di re e siano limitati, esiste nna costante C
tale che se una qualunque sfera avente il I centro y E A’ e raggio

è contenuto iu una sfera avente il centro in un punto
di A e raggio per cui

e quiudi u’ E ~A’).
Ciò posto sia uk la restrizione all’insieme Ik n Q e uk la corrispou-

dente funzione definita su Q. Per quanto abbiamo osservato (Q)
e allora, iu virtù del teoren a [1.1] uk ha su r una traccia qJk E WO~~~ (T’) e
si lm la uiaggiorazione

Di qui, sommando rispetto k, si ha ,la tesi.

TEOREMA [11.2]. - E 1 e 0  &#x3E;A  n, esiste una funzione
avente come traecia .s2c aS la, funzione .si ha inoltre la 

giorazione
..., IL IL

Alla funzione corrispoudollo sa r N funzioni ... , PN appartenenti
allo spazio (T). Sia Q* il sottoinsieme di Q costituito dalla pira,mide
che proietta F dal punto di coordinate (xi = x2 == ... = xn-i = = 1).

In virtù del teorema ] ad ogni (k = 1, 2, ... , N) si può associare
una funzione Uk E avente qJk come traccia su r e tale che valgà
la maggiorazione 

- - 

-
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Siano ~(~==~,2,...,~) le funzioni corrispondenti delle 1tk; Uk è definita
in lk* Sin Io. un insieme aperto la cui chitisura è conte-

nuta in {~ e tale che gli insiemi 11-, ... , I/¡ costituiscano una copertura
di Q. Sia (k = 0,1, ... , N) un sistema di funzioni non negative, continue
.

con le loro derivate prime, tali ché ogni ak LH supporto in Ix e ~k ak (x) = 1
o

ogni x E .8. Definiamo ]C úk in tutto Rn ponendole uguali a 0 fuori di
Poniamo ancora La funzione

è la funzione cercata. Si ha infatti

Concludiamo osservando che la norma (2,2) non dipende dal particolare
ricoprimento di éQ, cioè dal particolare sistelna di domini ( Ik ), nel senso
che due ricoprimenti diversi danno origine a norme equivalenti 9 -1 la norma

(2,2) si può infatti esprimere in modo tale che non intervengano affatto le
rappresentazioni locali di D.

Inmnzitntto, se 99 (x-) è una funzione definita su 7 si verifica facil-

mente che la norma è equivalente alla seguente (18) 

Supponiamo, per esemplif eare, che Q sia un aperto del

piano e qnindi [0~1] e T~ _ (x : O:S; X2 51, 0 _c x~ e 1- x~~. In tal oaso, tenendo

conto della possibilità di sostitnire, per definire la norma in (d), le sfere con domini

di altro tipo (triangoli rettangoli di lato ~O ~e d ~ e quadrati di se ~4 ~ rx r)
si pnò sorivere che
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Da ciò segue che h~ norma (2.2) è equivalente alla seguente (cfr. [il [6]):

mentre la (3.2) è ugnale a

Di queste dne norme basterà confrontare le parti riguardanti i « rapporti inorementali »
della p.

Applicando il cambiamento di variabili si ha :

"i. ,7&#x26; . 

Da ciò, Si deduce che (*) ai pnò maggiore con (**). 
-

Viceversa supponiamo che l’insieme (x : + O, + e} sia aon-
teuuto in T X Z’ (x2 ? xi). Applicando il cambiamento di variabili (Xi = ,X2 = XI + X2)
ai ha :

In modo analogo si procede se

oppure nel caso che detto insieme incontri la retta x! = x2 . In quest’ultimo caso l’insieme
in questione si decompone in due triangoli ognuno dei quali è contenuto in un triangolo
rettangolo a lati paralleli agli así3i Xi , X2 e di lunghezza 2g e contenuti rispettivamente
in 

Da quanto detto segne ohe anche (**) si maggiora con (*).
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