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CARATTERIZZAZIONE DELLE TRACCE DI FUNZIONI
APPARTENENTI AD UNA CLASSE DI MORREY
INSIEME CON LE LORO DERIVATE PRIME

di 8. CAMPANATO (Genova)

Sia £ un insieme limitato e misurabile dello spazio enclideo R" avente
per frontiera 00 e diametro p,. Indichiamo con = (x,, 2y, ..., ),
¥ = (Y, Yp ... ¥n) €cc. punti generici di K" e con I (, ¢) ipersfera di centro
x e raggio g.

Fissati due numeri reali p e 1 tali che

p=1, 0<<l1<n

indichiamo con L®% () lo spazio delle funzioni u (x) definite in {2 per le
guali

<+ oo.

1
sup [7f | u(w) | do
yeQ,0e[0.00] | €
Ily.one

Questi spazi di funzioni sono stati introdotti da C. B. Morrey (cfr. [13] ed
anche [12]) ed utilizzati in molte questioni di calcolo delle variazioni e della
teoria delle equazioni ellittiche. In L®*(0) si asgsume come norma la quantita

1
1 ?
(D ||“||Lrp,z)(m=[ sup _‘—f | w (x) lpdw] .

veQ,0€[0.00] ©
’ Iy,0)nQ

Cosl normalizzato L®% (Q) risulta uno spazio (di Banach) completo (1)

(!) La completezza dello spazio L("‘;'7(.Q) si pud dimostrare nel segnente modo: sia
{u,! una successione di funzioni di L®d 0y 1a quale ® di Canchy rispetto alla norma (I).

Dall'inclusione L'P% (2)c L? (2) (ofr. iii) del testo) segue che {u,] ® una successione di
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Si dimostrano facilmente le seguenti relazioni di isomorfismo e di in-
clusione (3):

i) L) (Q) > L (Q), spazio delle funzioni di potenza p-esima somma-
1

fwwﬁ
Q

ii) Per ogni p =1, L®" () L>(Q), spazio delle funzioni limitate
in Q nel quale si assuma come norma la quantitd sup |u (z)].
. 22

bile in £ nel quale si assuma come norma la quantita

iii) Detti p, q, 4, 4, , quattro numeri reali tali che p, ¢=1, 0<"4, 3, <<n se
g<p e gmn—2)<p(n—4,) allora LrH Q) c L2(Q) ().
Dalla iii) segue in particolare che
Lo Q)< Lr(Q); LeQ)c LeM(Q) se p=q, Le(Q)C Lr(Q) se 1,=>1,.

Indichiamo con HY (2), p = 1, lo spazio delle funzioni u definite in Q

tali che
w € Lr ()

o ,
EELP(Q) (t=1,2,..,n)

Cauchy anche in L? (), quindi, per la completezza dello spazio L? (£), esiste una funzione
u€ L? (Q) tale ohe u, —u in L? (). Fissato g, 0 < ¢ <g,, ® quindi possibile determinare
un n tale che [|u—u, |2 dx < g" qualanque sia y€ Q.

Iy.onQ
Scelto n in questo modo, dalla relazione

p

1 ? 1 2 ! »
= |u] dm_<_e—l |u— | dx+97 [u, | de1+"u””L(Pv“(!))

4
I(y.e)nf2 I(y,enR I(y,e)nf

tenuto conto che la suoccessione { || «, || | ® limitata, segne che u e L®Y ().

L2 @)
(®) Se 4 e B sono due spazi di Banach, scrivendo 4 ™ B intenderemo che esiste un
isomorfismo algebrico e topologico di 4 su B.
(3) Sia we L4 (Q), Indichiamo con o la misura dell’ipersfera di raggio o. Nell’ipo-
tesi che ¢g=<p e p(n — 4,) =g (n — 4), applicando la disuguaglianza di Schwarz-Holder si
ottiene

1 1
»r—q ?

1 D R eI 1
[snp =5 ]u(x)]quJ =wPlg, 7 [sr'om};[ I“I”dx}
©€]U,00

ye Iy.ene ¥ Iyone
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le derivate essendo intese nel senso delle distribuzioni. In H% (2) si assume

Ia, norma

1
ou »
0%

.

II
an e 5%l

B noto (cfr. ad es. [7]) che se 42 & localmente lipschitziana (4) HY ()
si pud definire anche come il completamento rispetto alla norma (II) della
classe delle funzioni continue in 2 = 2 U 4R insieme con le derivate par-
ziali prime (classe C, (2). B altresi noto (cfr. [6], [17], [18]) che per funzioni
della classe H? (£2), nell’ipotesi che 9£2 sia localmente lipschitziana, si pud
definire la traccia su 62 e questa risulta una funzione di L2 (9£2). Questa
traccia pud essere intesa in vari modi; per quanto c¢i interessera nel seguito
basta ricordare che la traccia si pud intendere come limite (quasi ovunque)
della funzione w lungo un sistema di assi uscenti dai punti di &2 e pene-
tranti in 2. Intesa la traccia in questo senso la corrispondenza che cosi si
ottiene tra le funzioni di HY (£2) e le loro tracce su 42 definisce un’appli-
cazione lineare e continua di Hi(2) in L?(§90) la quale coincide con la
traccia intesa in senso ordinario se u € C, ().

Il problema di. caratterizzare la sottoclasse di L®(692) delle funzioni che
sono tucua, di funzioni di H (£2) & stato studiato da vari Autori (cfr. [1],

[4] [6] [15]).

Consideriamo ora lo spazio H,"" (Q) delle funzioni u{x) definite in Q
tali che

w € LA (Q)

3’; € Lod (Q) G=1,2 .,n0)
T

con p=>1,0<1<n In El(””l) (2) assumiamo come norma la quantita

1

(IIT)

I 1o g, + 2,,

p
I % ”H(p, (!2) 8% L(pl(9)§ :

(%) Cid significa che Q2 nell’intorno di ogni suo punto punto z ammette, rispetto ad
un opportuno sistema di assi (£, &,,...,&,) con Vorigine in x, una rappresentazione del tipo

S” =f(§1 » Ez 3y n_l)

con f fanzione definita in un intorno del punto El =& =..=§,_ ;=0 e ivi lipachitziana,
i punti per cui §n< 0 essendo interni ad £ e quelli per cui En > 0 esterni,
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Con questa norma Hl("")(!)) risnlta uno spazio (di Banach) completo (5).
Evidentemente Hl(””') (£2) & un sottospazio chiuso di HY (2) (coincidente con
HY (2) se 2 =0). Quindi, nell’ipotesi che 92 sia localmente lipschitziana,
anche per le funzioni di Hl(”'l) (£2) si pud definire la traccia su 642 nel senso
visto precedentemente.

In questo lavoro mi propongo di caratterizzare la sottoclasse di Lr(50Q)
delle funzioni che sono traccia di funzioni di Hl("") (£2). TI risultato cui per-
vengo (v. n. 2), nel caso che 1= 0, coincide con la caratterizzazione data
da E. Gagliardo per le tracce delle funzioni di H7J (Q) (cfr. [6]).

1. — Dimostriamo in questo numero due teoremi preliminari.
Sia I" ipercubo (r—1)-dimensionale {z: 0<<r;<<1 (i=1,2,...,, n—1), 2,,==0}
e Ti(i=1,2,...,n—1) Vingieme {2: 0o <<1(jF),0<<w<<1—wx,].

DEF. Indichiamo con WEH(I'), p=>1¢e 0<<i<mn, lo spasio delle fun-
ziont @ (X, y Ty, uue y Xn—1) definite su I tali che

i) @ € LD (Q) con A= max[i—1,0]
iy Pttt )= PO poayy (11,201,

In WA (') introduciamo la seguente norma :

1

Ne=1 . .
_ p ! ]qn(a:,,...,mi—l-wn,...,aon_l)—tp(wi,...,mn_l)
(L.1) ||<P||W(p,A)(p)—[llwl|L(,,,l)u,)+% | o

P ]p
LAYy

Sia @ Vipercubo di R* {2:0<<a;<<1, (=1, 2,..,n)}.

Per indicare un generico punto x di ¢ useremo nel seguito, secondo
Popportunitd, anche le notazioni (x, x,) e (™ ; x;, #,) dove @ indica il punto
di I'" di coordinate (x,, s ,..,%s—;,0) e " indica il complesso delle varia-
bili @, @y, vo @iy y Tiga s oo Tnoq . Con dzx e dz indicheremo i differenziali
dx, dx, ... dr, e dx, dxy .. de,_ .

Dimostriamo il teorema :

TEOREMA [[.1]. — Se uEHI""z)(Q), con p>1e 01 n la traccia
(%) Segue, con noti ragionameuti, dal fatto che LA () & completo e che la deri-

vazione ® un’operazione lineare e continua in 9’ (£2) (spazio delle distribuzioni su £); ofr,
ad es. [10].
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@ della funzione w su I' appartiene a W®N(I') e si ha la maggiorazione (%)

o ”Wuﬂ:l)(p) <o flu “H,(MA)(Q) .

§ia-;—y un punto di I'("), ¢ un valore fissato dell’intervallo [0, n—1] (3)
e dJ (y_, o) Vintersezione di I (y, o) con Viperpiano x, = 0. Per un generico
= (2, #,) € Q tale che z€J (y,0) N I" si ha (°

@l <lu@l+o [(u@op+] 22
1]

14
o

Da cui, integrando rispetto a x su J (¥, ©) N I" e successivamente rispetto a

4

x, tra 0 e
Yo —1

4

Yn—1
Qf iq>(5)|1‘d5<2pl"n—1fdw,,f {|u@)|?4

Jy.onr 0 Jgenr

ou ()
0z,

p) —
2dm

di qui (%) se 1<<i<n:

¥y

4
1 n—1
ou(z)lp) _—
19 vy < 2Vn—1p sup 7fdwf lu(w>|f‘+l-——f) }dxt<
ecfo,Vn—1) ! @ J . ox,
yel' J(y.onI’

(8) Nel oorso del lavoro con ¢, , ¢y, ... indicheremo costanti positive indipendenti dalle
funzioni » e dalle tracce.

Q) Nel fissare un punto, o aleune variabili, intenderemo sempre di porei fuori di un
insieme di misura nulla.

® Vn —1 @ il diametro ai I

i . z, 1) |P ~
(°) Si tenga conto della relazione: b_lu_g:ﬂ <plulet)|??

a—“‘;‘;‘)I<p|u(a'v,t)|"+

+ 0 7
o
(90,31?_0; °""ﬂ‘_—l)'
(% T « oilindro » zx::E&J(,a;,Q)nI",OanS

1(17,9]/"_”_1).

@) [P L, {orazi ; ; a8
: . L’ultima maggiorazione segue dalla disugunaglianza: 23’ < za + y g

_ﬁ_s 3 ocontenuto nella sfera

n—1
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S o [ {1wtme 7o

e[0,Vn]
yel' #.0)nQ

<2)n—1 (n

In definitiva, se 1 <4 <m, si ha:
i

— (T,
(2.1) 1o 17 wan,,, < 2Vn—1 (m) [T

Se invece 0 << 1 <1, con ragionamento analogo, si ottiene

A

6.1 1012 iy <21 (2 0 -

I‘P(wj’ ’mz+wn, .,wn—1)—-(p I
Tn l

Maggioriamo ora le quantita

(i=1,2,..,n —1) con la norma ||» “H,(v,l)(g)-
(B yenes@itPpgeeesny—@(a)
X

Osserviamo che per definire la norma

L®A(Ty)
possiamo servirci, anziché di sfere aventi il centro in un generico punto di
T; e raggio p€[0, V;{], di insiemi, che indicheremo con 8 (y, o), definiti dalle

disuguaglianze
i<z <yi+e (J =+ 1)

$i <<yt Yoto0— ¥

(4.1)

dove y & un generico punto di 7T; e ¢ varia nell’intervallo [0,1] (). & an-
che evidente che per ogni fissato y & sufficiente considerare i valori di o
per i puali S(y,0)C T;.

Sia dunque y€ T; e g€[0,1] tale-che S(y, 0)C T;. Si ha

‘P(‘”u-"’wi“‘“f'ny-u;wn-l)“’?’(;) pdw=

(5.1) %

S.0)
y,te !h—1+9 Yiyr1te Yute y;+tywte—w,

Yi—1 Y;

YiH1

!'1

(41) Basta osservare che S (y, ¢) 3 contenuto in I (y,gVn — 1) e che per ogm ipersfera
I(y, g) Vinsieme I (¥, @)NT; » contenuto in un insieme S (2, 9) con z€ T; e p I3<< <p=<e( +V3).
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In virtd delle relazioni (> ay):

we-!-'l
7)) = m. Tit+n n— &\ Bu(w‘" t,t— ;)
v u(w’ 2’ 3 ) f 3t at
g
‘”s""')'

2

] n—-’ve)_f ou (x5 by —1 .

Py oo s Bi g 1 g ooy Tpey) = U (w‘"; — g Py

7

Pintegrale doppio

Ynte Yityyto—2y

fdwnf Q@ g ooy B~ Tp g oue y Tneq) — @ (@) pdw,- _
X
Yn Yi
yite yity,te _
da[ |2t o) = 0@ [,
Yi  Yntzg K '

8i maggiora con la quantita

yi+e y;ty,te

 fon] dﬂln_w,f Sa

Yi Yt 3

(6.1)
L] +wc

yite yityute

-+ 21»[ d“’tfdﬂ . —w,[ 8u (a5 3? n— dtll’= 27 ((I') 4 (IT)).
Yut;

Per quanto riguarda Dintegrale (I), applicando il cambiamento di variabili
{@; ~ @; (j == n), n — 26 — x;) si ottiene

¥; +Ytet; Yn
yite — 5 » + 5
ou(@n;t,t—um)  |p
I — | dx; d 2 2
< o] alks] g
Y Yn

3 t&
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Yi +yn+9+w|,
y; +e

§
ou(an; t,t—am)  |P
Ty f‘”‘f ‘“'5 w/ g

Yn
+ %'l"z—

Il primo degli degli integrali a secondo membro, applicando la disugua-
glianza di Schwarz-Holder, si maggiora con Vintegrale

Yi tyntetz; +yn+e+z¢ Yn
yi+e BT 5
¥ du(ain;t, t — a)|P
2”"] f (5 — w-)"f at it <
»; -l- —-
X yi+e »; +
1 ¥ ) f f au (w"‘ t t—a)|P
— {1— dt
=g (=Gt o =
T y; +otz, R
Y du (w) du (x) |P
12 2(1 — i .
() = <1 (yn + 9)”_1)/ f 0x; 0wy, )dw‘
Yi “’ﬂ

mentre il secondo integrale, applicando. una disuguaglianza di Hardy (*3), si
maggiora con Pintegrale

Yi +ypteta;
. yi+te — 3 (
p \° ou(win; & & — x)|p
dx; as < (14
(p — 1) f ' 9k =
Yi @ +1/2_n
Ynte
T y”+y‘i +9—zn
p \ ou (z)|p | ou (z)|r
< 2r | d. /g
_(P—1> j w"f ( o | T oy | )
Yn M
z
(!?) Con un evidente cambiamento di variabili.
b ] b
(*3)]dm|;—l—f t) dt‘ = b ) /|f(x)|pdz (p>1); cfr. ad es. [6].
a a a

-(1%) Con un evidente cambiamento di variabili.
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Quindi in definitiva

Ynte
2 Ynty; +e—zn

(1)5(pf I)”zp-l f iz, f+ ( E I "] 2 @ v) -
In  diten
(7.1) ’
. '2— y; oty
+Hi-5 4:1)?—*)/ "“'"f [+ G )

Con precedimento analogo si maggiora l’mtegrale (II) che compare nella
(6.1) e si ottiene

yn+9
T2 Yityyte—z,

{gafen fon] (2P 52
(8.1)
2 ¥i +ynto—zy,
+(‘ o i—;w—*)/ ”””“f o |+ | ] e
Yi yn““’n

Osserviamo a questo punto che Vinsieme {x: y; <o < y; + o (j = 4, n),
Yit+on <@ < Y+ Yn + 0 — ¥n, yéﬂ‘ Sa < %T—*-Q

Vo —1

I (z, e ) avente il centro 2 € ¢, mentre gli insiemi {v:y; <2<y, + o

© vontenuto in una sfera

(4, n), ¥+ TS 2 < Y+ 0 + @,y 05%5."’7”: e {m ¥ < %<y + e (=i, n),

y'. Fvn— < <Y+ Ynt+o0o—an, 0<2, <= _3!"_' 8i possono ricoprire cia-

scuno con un numero N di sfere, 2Q< N < +] sfere che indicheremo

con 31(2(‘3,9‘%7» (i=1..,N)e % (z(ﬂ,o'/—_x (t=N+41,..,2N) rispet-

tivamente, aventi il centro in punti 2 di @ e raggio e
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Tenuto conto delle (6.1) (7.1) (8.1) e dell’osservazione ora fatta, si ha
per lintegrale (5.1) la seguente maggiorazione :

P&y yeery Tt Tn .» ey Tnmy) — @ (@) pdx <
T —
s(ﬂ-e ’
p ¥ ou (z)|p | | du (x)|r
<99 | —
=2 (19—1) f_( ow; T oy, dz +
1 (s eVg—l)nQ
yrt ) 2Nf ou ou |P
or1— Y |5 ul ]2 e <
+ ( (yn + Q)p_l %‘J ox; o0y, -
1 (st 212’_7‘),,9
p \* A A y?—1 nlgul?
< 2210—1( ) n—1)% 4 2r—itigz (1 " )N 13— .
_[ p—1 ( P (Yn+@)?! ¢ 1| 0%: |12 Q)
Da cui (19)
(9.1) ’lw(wn---,%—l— @y wory Bn1) — @ (@) |2 e 5| 8%
Ly 1,(1’,7-)(1")"“ 2 1t 0% ||L(2A)(@)

(i=1,2..,n).

Dalla (2.1) se 1 <4 < n, oppure dalla (3.1) se 0< 1<1, e dalla (9.1) segue
il teorema [L1].

Sia Q* la piramide che proietta Dlinsieme I" dal punto {®, = &, =...
oo =&y = 0,2, = 1}:

P=r:0<2,<1,0<;<1—2, (i=12,..,0—1).

TEOREMA [IL1). — Se ¢ € W), p>1, 0<1 < n esiste una fun-
zione uE H{? ")(Q*) avente come traccia su I' la funzione @ e si ha la maggio-
razione

(10.1) || = “H]Fp,},)(Q,‘) <e ”‘PHW(p,}.)(I,) .

(%) 8i tenga conto della maggiorazione :
p=2 (p—1
p—2+k
S

pr—1 p—1 2 <1
(1_ Yu )NS< Ya )Jn+9=0 E+1 <p—1.

¥, + )71 ¥, + a1 e ¥, + P2
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Analogamente a quanto fatto da Gagliardo in [6], consideriamo la se-
gnente funzioné u, definita per x € Q*,

@+, p 1+,

f @&y Eny s Eny) Ans

u(x) =

B evidente che questa funzione ha su I" la traccia @. Dimostriamo che u
verifica 1a maggiorazione (10.1).

Osserviamo® che per definire la norma ||u||H(p,l) ci si pud servire,
1

@
anzicheé di sfere aventi il centro in un generico punto di @Q* e raggio g€
€[o, Vn], di insiemi che indicheremo con J (¥, ) (1%) definiti dalle disnguaglianze

?InSwnS?{n-l-Q
i< <y+y+eoe—a (=12 ..,0—1)

dove y & un generico punto di Q* e g varia nell’intervallo [0, 1]. Anzi, per

ogni fissato y, & sufficiente considerare i valori di o per i quali J (¥, o)< @*
Sia J (y, @) un insieme del tipo ora visto. Maggioriamo dapprima le quan-

au

da; L(PA) gry

Per (1=1,2,...,n—1) 8i ha:

tita

yn+9 yn—l"'yn‘"‘e_w” y‘+y”+9—”n w("'wn w‘-— +”n “‘1+l+w"
f 24 [t = f f ey ] iz, f a, .. L f i - f dfigr o
J(y.0) Yn Yn—1 9%+1
@p—y+on
f @& gy B By yueey Eumy) — P& yorey Biy eary Eny) dt P
oe n—1
Ly
Pp—1

Applicando (n — 2) volte una nota disuguaglianza di Morrey (*7) rispetto

(18) Sono le piramidi che proiettano dal punto WYy o Yy 1 Yy + ©) Pinsieme
fr: g, =z =<y; +o(i=n), z, == ynj Si osservi che J (¥, 0) & contenuto in I(y,p Vn—1)e

che per ogni ipersfera I(y, ) 'insieme I (y, ) N @* & contenuto in un insieme J (2, g) con
z€Q e gV3<e=p (1 +1V3).

b—h x+h b
QU] % / I asl"s cost. / | f(x)|Pdz (p==1) ofr. ad es. [6].
a x a

10. Annali della Scuola Norm. Sup. - Plaa.
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alle variabili 2, , 25, ... ,®i_1,®ig1 9.y @y, Scambiando opportunamente di
volta in volta Pordine di integrazione rispetto alle medesime variabili, si
ottiene

A f 8“ dr<e f ‘7’(“717"'7wi+m”w‘w“'n-—l)—tp(;) pd.'t<
aw. Tn . -
J(y.9 J(3.0)
<e, I(p(w“...,w*¢+mn,...,w"_l?—¢(w) de
. X
Iy.eVmInT;
e quindi
(11.1) Ia_'t_cE <o, cp(mi,.'..,a;,-—|—w,,,...,m,._l)-—tp(:_;:)P
8%; |[L(2A) g Ty L(PAY Ty
(t=1,2,.,n—1)
Maggioriamo ora la quantita . Poiche
0% |L(2A)(QY)

2, +xy e
’1_1fd51 /‘P(fu oy ®; +'$n; 7&11—1 (E“."’S"_I)df.,_l v

Lpl

ou
0%n

integrando su J(y,0) e applicando a secondo membro (n — 2) volte 1a di-
suguaglianza di Morrey rispetto alle variabili @, , @y, ey Xiq , @ig1y ee y Tnm
si ottiene

@ +N,,

f du dm <o, Z: j 1 fq)(x"""xi_*—w"""’w”_l)_q’(m""”Ei’""m"-l)d.f; P e

0%n Ty &y -

Jiy.0) J(y e @
Zi+oy
Scenz—il‘ f _1__] q’(xi,"-,mi'*"mn,"'swn—l)"’(P(m1,--~,Eicu-,mu—1)d&lpdm
1 Ty Ty
S‘i(yve) [

dove Si(yyo)=1{2: ¥, <% <yi+o (UF) <2<yt y.+ 00—}
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Effettuando nell’i-esimo addendo il cambiamento di variabili
{xj - X; (j = n), i+ 2, -~ X,} si ha:

y,+e Yi—q1te Yit1te Yitynte Ty—Yn
ou r4 n—1
—|de<¢, Z;| da, .. dx;_, dzy ... dz,, dz; -
0%n |- 1
J(.0) Y, Yi—1 Yit1 Yntyi Yi
Ty—Yn
1 ] P (®ygenny Timgy Ty Big 1y o0y Tn—y) _ @@y eee o iy ven y Byey) I i, Ip+
Tn— @; T — & @, — & '
z; :
yte Yi—1te  ¥ip1te Yitypte Zn—Un
n—1 r
(12.1) “+ ey 2 f dx, ... ] dx;_; j Ariyye. j dx,, f dx; .
o
Y, Yi—1 Yit1 Yityn Yi
Ty
1 f ‘ @By ey Big y By Xigry e y By—y) = P (Ly gore g Eiyorey Buy) de, r
&Ly — @, — & '
Lp—Yn
= ¢; (I) + (IT)).

Applicando rispetto alla variabile x; la disuguaglianza di Hardy (v.(1%)) e
successivamente un ovvio cambiamento di variabili, si maggiora Pintegrale

(I); precisamente :

n—1 e g X o -1) — ) |p
(]3.]) (I)SGS 2‘_ ’(P(x‘, y & +m"$’ y Tn l) (p(w) dﬁs
1
S;(y.e) "
o B2 m B m) — e @
- ' x, L)
Per quanto riguarda Vintegrale (IT) si ha:
i y,te yi—1te  Yipi1te  yitwynte 2y
1 yn" n—1
(II) Sp 1 ;1 —(y + Q)p—l$ 12;' j dmi oo fdwi_.l fdw,-+1 ...] dx,,
n
Yy Yi—1 Yit1 Yityn By—Yn

P
aé; =

. l P(By g ee y B 1 y By ve y Byyg) — P Xy 5 ooe g &iyvery Bu—y)
Ly — ‘Si

]
dx

—_ 1 Sl— ¥ $”§1 fl‘P("”i’°°'7”i+wu,'"’w”—1)—‘P(";)
=10 @t p @,
i
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dove Hi={w:y; < <yi+oe(iFin) i+ vn— 2 <2 < yi+ yn + 0 — u,
0 < wn < Yul.

Ogni insieme H; si pud ricoprire cou un numero N di sfere, ﬂ_
0

eln

<N Yu -+ 1, aventi il centro in punti di 7; e raggio =g per cui, con
- e
un procedimento gid usato per stabilire la (9.1), si ha

l

(141) (II)< __91 2 “ @@y, @it w"w,. vy Tny) — @ (3) 2
L

L( p,l)(rpi)

Dalle (12,1), (18,1), (14,1) segue che

n—1 . ves 1) — z) |2
(o | |t —o @
0%n L(p,l)(Q*) 1 Xy (2T
Rimane da maggiorare la quantitd {| % [|7 s qe -
Per x€ Q* si ha la relazione
@+, w1 ton  ®ppgtey, By
(n—1)u ()= Z, = f d&, ... / agi—y f dfigy . /
@it
su
. (p(é‘ ,52 g oee g g —I— Ly g evey fn_]) d&u—l — &n 8_w;
e quindi
LR Vi1t “’1,+1+wn
n—1
flu ]Pdm_<_c“g 3 fdw / ag, .. / agi_, j ity o
J(y,e) X1
By—1+®n
oo f P (&1, ey @y By ey Ena) déna + f Ere w;
Pp—1 J(y.e)

p .
dz si maggiora in virta della (15.1). Il primo integrale

L’integrale f i—aﬁ
0%n

J(y-e)
a secondo membro, effettuando il cambiamento di variabile (z; - X; (j = 1),
®; + xu — X;) e applicando successivamente (n — 2) volte la disuguaglianza



appartenentt ad una classe di Morrey insieme con le loro derivate prime 277
di Morrey rispetto alle variabili X;(j == ¢, n), si maggiora con la quantita

" lyn+e Y tynte—wy yity,te Yn—1+ynte—ay,

2],} fdm,,f dxz, f dwz; ... f | @ (@ y ooy @n_y) |P dCpy

Yn Yy Yiton " Yn—1

e questa, se @ € L?(I') si maggiora facilmente con la norma ||<p||§,,(m, se
invece @ € L(r4—D(T"), con 1< A< m, wvenuto conto che per ogni fissato
®n € [Yn , Yu + 0] Pintegrale esteso allinsieme {2: y; < <y + Yn+0 — ¥
(GF4n) vi+ yn < @ <y + yn + 0] & maggiorato dallintegrale esteso a
I(y,e Yn — 1)N I, si maggiora ulteriormente con la quantita

A=1
(n—1)* &l @ llzpa—ng-

In definitiva, sia per 0< 1< 1 che per 1 <iA<m,

(16.1) | w ”{(p,i.)(Q*) Soplle Ilw(PJ-)(p) .
Dalle (11.1), (15.1), (16.1) segue il teorema.

2. — Sia 2 un insieme aperto, limitato, di R" avente frontiera 6L lo-
calmente lipschitziana (cfr.(%)); & allora possibile determinare un numero
finito di domini I; (k=1,2,..,N) che ricoprono 4R e tali che ogni I} sia
trasformabile nel « rettangolo» {x:0 <w; <1 (i & n), — 1 < x, < 1} mediante
una trasformazione biunivoca T, che gode le seguenti proprietd :

i) T © Ty ' sono lipschitziane e a Jacobiani limitati.
ii) I;; N Q & trasformato nellinsieme @ = (2: 0 < »; < 1 (¢ = 1,2,..., n)}.
iii) I;; N 892 & trasformato nell’insieme I'={2: 0 < x; < 1(i == n), x, = 0}.

Ad ogni funzione ¢ definita su 92 le trasformazioni Ty fanno corri-

spondere N funzioni ¢, @, ... @y definite su I" tali che

(1.2) w@=0@ s TE=T"@.

Viceversa, assegnate su I' N funzioni ¢,,@,,..,py soddisfacenti la (1.2)
rimane univocamente assegnata su 92 una funzione ¢.

Diremo che g€ W(r»(30Q) se tutte le corrispondenti ¢ € WP (I') e
porremo per definizione

N
(2.2) ” ' ”W(p,‘-)(ag)= %‘k ” q’k”w(?d)(p) '
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TEOREMA [1.2]. — Seue H{®Y(Q),p>1e0<1<n, la traccia ¢ della
Sunzione u su 082 appartiene a WP (692) e si ha la maggiorazione

” @ Hw(PJ-)(b_Q) ._<_ Cy3 ” u ”Hl( pA@Q)

Osserviamo innanzi tutto che se ‘C & una trasformazione che muta biunivoca-
mente un insieme A R" in un insieme A’ e T, T—! sono lipschitziane e
a Jacobiani limitati, allora C muta funzioni € H” (4) in funzioni € H"(4").

Infatti -« € H®" (4) - uwe HY (A) e quindi, per note proprietd di questi
spazi (cfr. [18]), la funzione trasformata w” € H{ (A’). Inoltre, in virtd del-
I’ipotesi che gli Jacobiani di C e C~! siano limitati, esiste una costante C
tale che se I(y,0) ® una qualunque sfera avente il centro y € A’ e raggio
0, T1(I(y,0)N A’) & contenuto in una sfera avente il centro in un punto

di A e raggio Cp, per cui

on'

1
PRI
a7 dz < Ot e ”“”HI(I”'“(A)

" ”n
|w |p de 4 =;
I(y.e)nd’ ! Iiy.end’
e quindi w’ € H{" (4).

Cid posto sia u; la restrizione di u allinsieme Iy N 2 e uy lu corrispon-
dente funzione definita su ¢. Per quanto abbiamo osservato uj€ Hl(p’“(Q)
e allora in virtd del teorema [I.1] ux ha su [" una traccia ¢, € W@ (I") e
si ha la maggiorazione

| Px ”W(p,z)(p\S ey || wie ”H(P,l)(Q) < ey K ”H(zul)(g) .
1 1

Di qui, sommando rispetto a k&, si ha la tesi.

TEOREMA [I1.2]. — Se p € WA (80Q2),p> 1 e 0 < A < n, esiste una funzione
we H{? W (Q) avente come traccia su 82 la funzione @; i ha inoltre la mag-
. @3 /)
giorazione
” u ”HI(I),M(_Q) <y ” 4 Ilw(z’.l)(ag) .

Alla funzione ¢ corrispondono su I' N fanziouni ¢, , @y, ... , py appartenenti
allo spazio W@A (). Sia Q* il sottoinsieme di @ costituito dalla piramide
che proietta I" dal punto di coordinate (v, =z, = ... = Tp—y = 0,2, = 1).

In virth del teorema [IL.1] ad ogni ¢y (k= 1,2,...,N) si pud associare
una funzione wuy€ H,“’""(Q*) avente ¢ come traccia su I" e tale che valga
la maggiorazione

“ ’Na;cllHl(Pyl)(Q*) S C3 ” Pr ”W(p,l)(p) *
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Siano wu,(k=1,2,..,N) le funzioni corrispondenti delle u;; u; & definita
in I*E‘C,‘,_I(Q*)c I,. Sia I* un insieme aperto la cui chiusura & conte-
nuta in Q2 e tale che gli insiemi I%, I*,..., I§ costituiscano una copertura
di Q. Sia {ax}(k=0,1,..., N) un sistema di fanzioni non negative, continue

. N
con le loro derivate prime, tali che ogni oy ha supporto in If e Zp ax(2)=1
0

per ogni x€ . Definiamo le u; in tutto E" ponendole uguali a 0 fuori di
I}*. Poniamo ancora u,=0. La funzione

N
% = Zp o (o) wg

0

& la funzione cercata. Si ha infatti

ol (o <2k | ok || o o < €16 Zk Il e || <017Zk”'u'k” (o)
HPH) ) HP N1 o

P @) st

N
<o Sk | Pellpon = s ll @l pivaryg -

Concludiamo osservando che la norma (2,2) non dipende dal particolare
ricoprimento di 9%, ciod dal particolare sistema di domini {I;}, nel senso
che due ricoprimenti diversi danno origine a norme equivalenti; la norma
(2,2) si pud infatti esprimere in modo tale che non intervengano affatto le
rappresentazioni locali di 9.

Innanzitutto, se @ (r) & una funzione definita su I", si verifica facil-
mente che la norma ||| (.05 @ equivalente alla seguente (*5) (A=max|1—1,0]):

/1.)(11)
1
@) — 9@ |° i
(3.2) R ==
(@, y) » LA rxr)

1

- - n—1 2
(8) (z,9)= : Z; (mi—yi)zz . Supponiamo, per esemplificare, che {2 sia un aperto del
1

piano e quindi I'=[0,1] e T,={r: 0<<2, <51, 0Nz, <1 — x,|. In tal caso, temendo
oconto della possibilitd di sostituire, per definire la norma in y S 2] (4), le sfere con domini
di altro tipo (triangoli rettangeli di lato ¢ se 4 =T, e quadrati di lato p se A=I'><1T")
si pud sorivere che

ite ntysto—a, 1
|¢’(f""4+ %) — @ () |

» »

* = 7 + sup — dzx, dzx.

(% “‘P"W(p.l)(r) 3”9’”L(pj.;w) gslg;';] g;.f 1 f *, 2%
yely

Y3
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Da cid segue che la norma (2.2) & equivalente alla seguente (ofr. [1| [6]):

1

{ sup —l—f | () |P doy, -+ sup — doy f |(P(§:)y)—p+(z—(?2,) i doy, 21’

ec(0.00) ©* L0,
g IGende ,,,zea?; IG.0nd2 1z.0nae

mentre la (3.2) & ugunale a

1
LY
dw% .

Di queste due norme basterd confrontare le parti rignardanti i «rapporti inerementalis»
della ¢.
Applicando il cambiamento di variabili (x, = X,, %, + %, = X;) si ha:

nte Yite

(#%) el g + L [
*% @ T sup —
oA Qe[oﬁ} o / 4 f
yel'x

N Ys

@ (z) — @ (29
Ty — X

nte ntyate—Xy nte mtyste
i, f Iw(m+x,)—<p<x,) ”.u,-_-/ax‘f pE) oG, -
g Xy — %y -
N Y3 th -ty

hte htyste )
P @) — ¢ @) P,
Ty — a;z

= f s,
n Nn+ys

Da cid, si deduce cho ( %) si pud maggiore con (%x).

Viceversa, supponiamo che linsieme {z: y, <a, <, + 0, ¥, 2, <9y + 0} sia con-
tenuto in I'>< I'N (x, =,). Applicando il cambiamento di variabili (r, = X, , 2, = X, + X))
si ha:

mte yite hie yrte—n
dx, @ @) —@(xy)|p dx, o @ + %) — @(a) lp an, <
Ty — by Ty I
28 Y2 % Ys—2 ’

nt2e  yato—m

=] dx, l

@ (x, + %) — @ (x,) l” a
2 |
Y Yi—h—e

In modo analogo si procede se [z: ¥, <z, <y, + 0, ¥, %<y, +ojcI'<I'nE. =)
oppure nel easo che detto insieme incontri la retta x, =x,. In quest’ultimo caso Vinsieme
in qnestione si decompone in due triangoli ognuno dei quali @ contenuto in un triangolo
rettangolo a lati paralleli agli assi x,,x, e di lunghezza 2p e contenuti rispettivamente
in '<I'N(xy==x,) e in I'>< I'(y (x, < =,).

Da quanto detto segne che anche (*#) si maggiora con ().
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