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TEOREMI DI PROLUNGAMENTO
PER PREMISURE ESTERNE

Nota (*) di GIOVANNI AQUARO

T noti teoremi di prolungamento di misure da anelli di insiemi, di re-
cente, sono stati generalizzati da F. CAFIERO ([4], [5], [6]) in teoremi di pro-
lungamento di misure da reticoli di insiemi a struttura relativamente
u-normale (e, dualmente, N-normale).

Successivamente, i risultati di F. CAFIERO ed alcuni teoremi di pro-
lungamento di 'W. AMBROSE - P. R. Harmos ([1], [8]) e N. BourRBAKI (cfr.
[3]) sono stati inquadrati da U. BARBUTI ([2]) in uno schema generale nel
quale ha ufficio essenziale il concetto di regolarita esterna (interna) da lui
introdotto. Tale concetto & stato chiarito ed approfondito da G. LeTTA (in
[9]) alla luce della teoria delle misure esterne secondo C. CARATHEODORY
in reticoli algebrici. .

Nella presente nota, ancora esclusivamente con i mezzi forniti dalla
teoria delle misure esterne, si indica uno schema che, contenendo quelli di
BARBUTI e LETTA, limitatamente alla esterna regolaritd, include risultati
che sembrano sfuggive alle precedenti- analisi.

Si adoperano, a tal fine, il concetto di premisura esterna (def. 2) e di
g-esterna regolarita, (def. 3): quest’ultima sostituisce la regolaritd esterna di
BARBUTI e LETTA. '

I rigultati ottenuti possono essere esaminati, come, qui si & fatto, in
termini puramente insiemistici ma possono essere agevolmente trattati in
termini di reticoli booleani.

1. — Notazioni.

Con F indichiamo un insieme prefissato una volta per tutte, con P (F)
indichiamo Vinsieme delle parti di B, con & la parte vuota di E.

(*) Il presente lavoro & stato esegnito mnell’ambito del Gruppo di ricerca n. 20 del
Consiglio Nazionale delle Ricerche (1960-61).
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Inoltre 2/ & un insieme di parti di ¥ tale che @ €9; b (%) & il c-anello
su E generato da 2/; h* (%) & il c-anello ereditario su E generato da .2f.
Con N indichiamo V’insieme dei numeri naturali (compreso lo zero). Per

ogni X ¢ P(E) designamo con %% Pinsieme delle successioni (Xu)uey di ele-

menti di 9 tali che X c U X,,.
neN

Ovviamente & X ¢ h* (/) se e solo se %% non & vuoto.

2. — Premisure esterne.

Premettiamo la

PROP. 1..— Sia p una funzione reale estesa mon negativa su 2 tale che

u(@)=0. Detta p* la funzione reale estesa su h* (2f) definita ponendo per
ogni X € h*(2/):

<o
(1) pt (X) =g} 3 (Xa) : (Xo)ien € A%t

per ogni X €U risulta p*(X)S u(X) e u* & una misura esterna su h*(2).
DimM. Sia X€: la successione (Xy),n di elementi di P(H), definita
ponendo X, = X e, per ogni n€ Nn>0,X, = ¢, & un elemento di %’§ e
e quindi si bha w*(X) < pu(X):in particolare & u* ()< u (D)< p*(Q).
Ovviamente y* & monotona.
In fine, x* & numerabilmente sub-additiva il che stabiliamo dimostrando
che per ogni successione (Xy)uey di elementi di &* (%) risulta:

@) W (UX)S T u* (X)),
R neN N=0

0
La (2) & ovvia se & X u* (Xyn) = -+ oco. Supponiamo quindi p*X,) < - oo
n=0
per ogni neN,

loe]
Sia & reale positivo: per ogni p € N esiste (Xpq)een € AR, tale che 3 u (Xpg) <
=0
O @ o] q.
< u* (Xp) + g/2vtL Si ha p*(UX,)S2 5 u(X,g) < I p*(Xp)+ &2 per Var-
peN p=09=0 =0
bitrarieta di ¢, la (2).
Dopo cid & giustificata la seguente definizione:

DEF. 1. — Nelle ipotesi e con le notazioni della prop. 1, u* si chiama
la misura esterna generata da u.
Conviene rilevare che:
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Prop. 2. — Se u é una funzione reale estesa su % le seguenti proposi-
zioni sono equivalenti:

a) — esiste una misura esterna su h*(2/) la cui restrizione ad % sia p.
b) — risulta u(F)=10; da XU, YU, X c Y consegue pu(X)=< u(X);

o)
da X €U, (X, )new € UK consegue u(X)< 3 p(Xy).
n=0

¢) — ¢ n(B)=0 e la misura esterna u* generata da u (def. 1) am-
mette u come restrizione a 9.

DiM. a) implica b). Supponiamo che »* sia nna misura esterna su h* (%)
la cui restrizione ad 2/ sia u. 8i ha u(QF)=+*(P)=0 eda Xe ¥, Ye¥,
X c ¥ consegue u (X)=»*(X)<y*(¥)=u(Y). In fine da X €%, (Xu)ncn€ %%

-] <o
risulta u(X) = »*(X)< Z»*(X,)= 3 u (X,).
n=0 < n=0

b) implica ¢). In forza della prop. 1 da X €% segue u*(X)<pu(X);
inoltre, se & (Xu)new € 2%, da b) consegue u(X) < p*(X) (def. 1)
¢) implica a). B ovvia.

Cid giustifica la:

DEF. 2. — Una funzione reale estesa u su 9 si dice una premisura e-
sterna su % se werifica una e quindi ciascuna delle proprietd a), b), c) della
prop. 1. :

Conviene notare che:

PrOP. 3. — Se u é una premisura esterna su 2 (def. 1) e se u* & la
misura esterna generata da p (def. 2), per ogni misura esterna »* su h* (%),
la cui restrizione a 9 sia p, risulta »* < y*,

Dim. Sia X €h* (%) o (X,)un€ %N : poiche la restrizione ad 9 di »* &
o0 oo
p si ha »*(X) < 30" (X,) = 2 u(X,). e da cid (def. 1) »*(X) < p* (X).
n=0 n=0

3. — Premisure esterne o-esternamente regolari e loro prolungamenti.

Prop. 4. — Se p & una premisura esterna su 9f (def. 1) e se u* & la mi-
sura esterna generata da p (def. 2), le seguenti proposizioni sono equivalenti:
a) — ogni X €U ¢ p* misurabile.
b) — da X €U, A€ consegue pu(A)= p*(ANX)-4 u*(4 — X).
DiM. a) implica b). Consegue dalla definizione y*-misurabilita, dalla def.
2 e dalla ¢) della prop. 2.
b) implica a). Supponiamo vera la b) e sia X €9 e A € h* (¥). Per
ogni (An)uen€ ¥, in forza di b), u* essendo una misura esterna, si trova

© oo o2}
3 p(An)= 2 p* (440 X) + 3 p* (4p — X) 2 p* (A — X) + p* (4 — X); per
Nn=0 n=0 Nn=0

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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la def. 1, consegue u*(A)=u*(ANX)4 pu*(4 — X) ed X risulta p*-mi-
surabile. .
DEF. 3. — Se p ¢ una premisura esterna su 9/ (def. 2) e se proé la

misura esterna generata da p (def. 2) 8i dice che u & o-esternamente regolare
se verifica la b) della prop. 4. '
Sara utilizzata la
PRrOP. 5. — Se % & un N-semireticolo (1), se p é una premisura esterna su
U (def. 1) ¢ se u* é la misura esterna generata da u (def. 2), le seguenti
proposizioni sono equivalenti:
a) —',u ¢ o- esternamente regolare (def. 3),
by — da Xe¥, YeEU, X Y seque u(Y)=u(X)+ p*(¥Y — X).
Dim. Che a) implichi b) & ovvio in forza delle propp. 2 e 4 e della def. 1.
Reciprocamente, se & vera la b), poich® 2/ & un N-semireticolo, supposto
A€We X€Y, risultando ANXeY¥eANX c Asitrava p(Ad)=uAnX)+
+ #* (A — (40 X)) = u* (AN X) + p*(4 — X). '
Dalla def. 3 segue la a).
Indichiamo un lemma che verra adoperato per stabilire la prop. 6.
LEMMA 1 — Se % & un reticolo (?), se 8(2) é Vinsieme delle differenze
(proprie) di elementi di %, se u é una funzione reale estesa su 9 tale che
n() =0 ¢ monotona (cioé da X€%, YEU, X © X consegua pu(X<u(Y)) e
se u* & una funzione reale estesa su 8 () legata a u dalla b) della prop. 5,
allora p & modulare cioé da X €9, Y€ consegue :

(1) pEUVY) 4 u(X0Y)=p(X)+ p(T).

DiM. Supponiamo X€9, Y€: si ha XUYe9% e X € XU Y nonchd
XnYe¥®, XnY c X e dacid, in forza delle ipotesi sopra u e u*, consegue:

@) wXUY)=p @) 4 @ (XVY)— X) = p(X) + p* (Y — T),
@) pM=p@0 Y)Y = X0 T)=p@NY)+p* (Y — X)

Da c¢id segue (1). Infatti, se & u(XUY) = 4 oo, in forza di (2) o &
p(X)= -+ co ed allora la (1) & vera, oppure & u*(¥ — X)= - co ed allo-
ra, in forza di (3) @ u(Y)= -+ oo e, di nuovo, la (1) & vera. Se, invece, ©
uw(XUY)= + oo, allora, in forza della ipotesi di monotonia di p, u(X),
w(Y), u(XNnY) sono finiti e quindi, per la (3), risulta u* (¥ — X) < - oo.
Da (2) 6 (3) consegue (XU ¥) + pu (X0 ) 4 p* (¥ — X) = p(X) + u(Y) +
+ pu* (Y — X) e poi la (1).

() Ciod dn X €U, Y€ consegune X ) Y€
(%) Ciod da Xe ¥, Y€ consegue XU Y€, XN Ye ¥
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Cid premesso, & agevole dimostrare la
Prop. 6. — Se 2f é un reticolo e se u & una funzione reale estesa su 2
le seguenti proposizioni sono equivalenti:
a) — u é una premisura esterna (def, 2) o-esternamente regolare (def. 3).
b) — risulta p(N)=10;da X€U, Ye€U X c Y consegue u(X)< u(Y)
(1 & monotona); se (Xn)eny € una successione crescente di elementi di U tale
che lim X, €%, risulta lim p (X,)= u (lim X,) (u é continua dal basso); detta

n—00 n—00 n—->00
p* la misura esterna generata da u{def.1)da X€, YeU, X c Y consegue
p(Y) = p(X)+ p* (¥ — X).

DiM. a) implica b). Da a), dalle deff. 1 e 2 e dalla prop. 4, consegue
che ogni elemento di 2/ & p*-misurabile e quindi b) consegue dalla teoria
della g*-misurabilita.

b) implica a). Supposta vera la b), dal lemma 1 consegue che u &
modulare e quindi, % essendo un reticolo, finitamente subadditiva.
n
Cid osservato, sia X € % e (Xn)neny € 20X (efr.n. 1). Ovviamente, (X N (U X)ney
0

k=
& una successione crescente di elementi di 2/ convergente verso X per cui,

o]
p essendo continua dal basso, risulta u(X)=lim p (X0 U Xy)) <2 u(X,).
1n—00 n=0

Da cido, da b) e dalla b) della prop. 5, consegue la a).

Abbandoniamo ora ogni ipotesi strutturale relativa ad % e indichiamo
un teorema di prolungamento per premisure esterne.

Prop. 7. — Supponiamo che u sia una premisura esterna (def. 2) o-ester-
namente regolare (Aef. 3) su % ¢ sia u* la misura esterna generata da u (def. 1).

Allora, detto @’” il o-anello degli elementi p*-misurabili di h* (%), risulta
b (%) € %, ed esiste una misura completa u su %, la cui restrizioue ad % é u.

Inoltre, se u é o-finita, detto B un o-anello su B tale che b (W) c B c ¥,
e detta v una misura su B la cui restrizione ad % sia p, la restrizione pg
di paBeéo

Dim. In primo luogo si osservi che ogni X €9/ & y*-misurabile e quindi
8 % c¥,, e cid, %, essendo un c-anello, dimostra che & b (%) € %,;inoltre,
detta p la vestrizione di u* ad Q_l_’ﬂ, per ogni X €9, in forza della def. 2 e
della prop. 2, si ha p(X)= u*(X)= u(X).
' Dimostrata cosl la prima parte della tesi, per stabilire la seconda, sup-
poniamo X €W e (Xp)en EUN: per ogni neN, risulta X, €€ c B o quindi

oo

8i ha »(X)< ; v (X)) =2 n(X,) e da cid, in forza della def. 2.

=0 n=0

M XEWB:v(X) S p* (X)) = p(X).
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Denoteremo con C l'insieme degli X € 93 tali che ,u_(X) =y (X)< + o0.
Si ha:

@) — per ogni X€OB, per ogni Ye@ risulta u(XNY)=»(XNY)e
p(Y — X)=»(Y — X).

_Infatti, per essere Y €&, siha»(XNY)+» (Y —X)=»(Y)= n(Y)=
=u(XNnY) —l—u (Y — X) Da c¢id, in primo luogo, a causa di (1) risulta
y@NY)+ (X —-X)Z2puXnY)+»(¥Y —X) e poi, »(¥ — X) essendo fi-
nita, » (XN Y)>y(Xn Y) donde, per la (1), »(X N Y)=pup(XNnY); in se
condo luogo, si trova » (¥ — X) = ,u(Y X). Da cid la a).

Riconosciamo, che, in conseguenza C & un anello. Infatti se e X€C,
YeCXNY=g,sihauXVUY)=p(X)+ pu(Y)=»X)+»(¥)=»XUY)
e cid, insieme ad a), basta, come d noto, a dimostrare 1’asserto.

Cid premesso, facciamo intervenire Vipotesi di o-finitezza di u. Sia X € 9B:
poiche & %ch*(%’),%’x non & vuoto e, poich® u & o-finita, esiste un
(Xo)nenw € %’X tale che per ogni n €N, sia u(X,) < -+ oco. Sia (Apueny la suc-
cessione di parti di E definita come segue: A, = X, e, per ogni n€ Nn >0,

n—1

A, = X, — (U X,). Evidentemente, essendo ogni X, € C e, € essendo, come Si
k=0

& visto, un anello, per ogni n€ N, & 4,€C e quindi, essendo X € )3, per la

@) risulta p (X NA,) =»(XNnA4,). Poiched X cUX,=UAd, e gli XnA4,,
neN neN
al pari degli A, , sono a due a due disgiunti, risulta: u(X) = pu (U (XN A))=
neN

=S n(XNnA)= Zv(an.,)—v(mxn A) = » (X).

Nl n=0

Dunque, da X €3 consegue ug (A)_ u (X)=1»(X) e da cid » = pug .

3. — Esempi ed osservazioni metodologiche.

Alcuni ben noti teoremi di prolungamento per misure vengono dedotti
dai precedenti risultati: a tal fine premettiamo due lemmi.
LeMMA 2. — 8e % & un N-semireticolo (}), se p & una premisura esterna
su % (def. 2) e se u* é la misura esterna generata da p (def. 1) affinché p
sia o-csternamente regolare (occorre ¢) basta che da X €%, YeEU, X c Y, " (A) <
< -} oo, consegua :

u(Y)2 pu(X)+ p* (Y — X).

Dim. — Consegue dalla prop. 2 e dalla prop. 5.

(®) Cfr. nota (1).
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LeMMA 3. — Supponiamo che 2/ sia un N-gemireticolo e che u sia una
premisura esterna su 2f (def. 2) tale che: 1) — se (Xp)<ip<n & una famiglia
finita di elementi a due a due disgiunti di 9, tutti contenuti in uno stesso

Xe, risulta 5 p(Xp)Spu(X); 2) — se e XU, YeU, Xc ¥, p(X)<+ oo,
k=0

per ogni numero &> 0 esiste una famiglia finita (Ap)<ip<p, di elementi a due
a due disgiunti di U ed una successione (Byly di elementi a due a due di-

% <o -p
sgiunti di 2 tali che u(X)< 2 u(dy)+¢& U AycY, Y—Xc U B,cY,
k=<0 =0 neN
o . .
(U 4p)n( U By)= . Allora p é c-esternamente regolare (def. 3).
k=0 neN

Div. — Se X, ¥, & (Awosisns (Buluey sono quelli previsti in 2), detta
u* la misura esterna generata  da u (def. 1), si ha:

1) u(X)+u*<Y—X><k5': p(dgd et 3 p(Ba).

=0
¥4 q
Per ogni ¢g€N & (U Ax)n(U B)c Y e gli 4, e B; sono a due a due
k=0 1=0

P q
disgiunti: da 1) consegue 3 u(dy)+ 2 u(B)=pu(Y). Da cid per ¢~ oo,
k—0 1—0 :

richiamata la (1), consegue la tesi in forza del lemma 2.
Ovvia conseguenza @:

PRrROP. 8 — (ZAANEN) Supponiamo che 2 sia un N-semireticolo tale che
se ¢ XU, YeU, Xc Y, esista una successione (Zy),en di elementi o due a

due disgiunti di 2f tale che Y — X= U Z,. Inoltre supponiamo che u sia
neN
una premisura esterna su U (def. 1) verificante la condizione 1) del lemma 3.

by

Allora p & o-esternamente regolare (def, 3).

Da cio e dalla prop. 7 consegue il teorema di prolungamento indicato
da A. O. ZAANEN in [11] (cap. 2, § 7) tenendo presente che tale autore at-
tribuisce ad 2/, il nome di semianello e, a u, il nome di misura.

Il lemma 3 ha Dulteriore conseguenza :

PROP. 9 — (CAF1ERO) Se U é un reticolo a struttura relativamente U-
normale ([6] cap. III, § 1, n. 1) ¢ se u & una funzione monotona, additiva,
subaddittiva e continua dal basso tn 2 e se é p () =0, allora p é una
premisura esterna (def. 1) o-esternamente regolare su 2f (def. 3).

Dim. Si riconosce che u & una premisura esterna (def. 2) con argomen-
tazione analoga a quella che stabilisce che b) implica a) nella prop. 6. Poiché

2 & un reticolo e x & monotona e additiva, la proprieta 1) del lemma 3
sussiste.
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Quanto alla proprietd 2) del lemma 3 essa consegue dalla struttura
U.normale di 2/ e dalla continuita dal basso di u. '

Per il lemma 3, u & c-esternamente regolare.

Da cid e, come & ovvio, dalle prop. 6 e 7, consegue il teor. di prolun-
gamento di F. CAFIERO nel caso dei reticoli a struttura y-normale ([6) cap.
IV, § 2).

La prop. 8 sussiste in particolare se 2/ & un semianello secondo J. VON
NEUMANN con una ipotesi per la premisura esterna u pilt tenue della 1)
del lemma 3.

Cio viene stabilito appresso attraverso un risultato implicitamente con-
tenuto in un teorema di J. VON NEUMANN ([10] teor. 10.1.12 ed esplicita-
mente enunciato in [8] cap. I, § 4, (5)) del quale viene data uua dimostrazione
diretta che evita 1’uso della tecnica delle u-partizioni ([10| e [8] loco cit.).

Ricordiamo ([10] def. 10.1.5; [8] cap. I, § 4, (6)) che:

DEF. 4. — L’insieme & di parti dell’mszeme E dicesi semianello (4) su
E se verifica ¢ seguenti assiomi :

(SA)) — S non é vuoto,

(BA,) — X¢€8, YES implica xn Yed,

(SAy) — X€8, YeES, X Y implica che esiste una fumiglia finita ore-
scente (Zy)o<i<n @i elementi di S tale che Zy= X, Z,= Y e, per ogm
k_..O 1, e ,n-—l Zk+l""‘zlc55

OSSERVAZIONE 1. — L’assioma (SA,;) equivale all’altro:

(SA%) — X€8, YeS, X c Y implica che esiste una’ fanglm Jinita

(ZkYosn=n di elementi a due a due disgiunti di S tale che Z, = X, U Zy =Y e
k=0

l
per ogni 1=1,2,..,n —1, risulti U Zy €S (cfr, [7] cap. VI, 2).

k=0
OSSERVAZIONE 2. — Da (SA,) e (SA,,) (0, se si vuole, da (SAf¥) con-
segue J €5 e quindi per (SA;), § & un N-semireticolo
OSSERVAZIONE 3. — Ogni semianello secondo VON NEUMANN & un

semianello secondo ZAANEN ma, in generale, non viceversa.

Cid premesso stabiliamo il lemma seguente:

LEMMA 4. — Se & & un insieme di parti dellinsieme E verificante (SA,)
e (SA,) (def. 4), se u é una funzione additiva su & ¢ se (Xp)o<i=n & una fa-
miglia finita di elementi a due a due disgiunti di & tale che, per ogni |l =

i n
=1,2,..,n, s8ia (U Xx) €8, allora per ogni A€S risulta u (AN (U X)) =
k=0 * Te==0

—3 Zy,(AnXk).

k=0

(*) «half-ring » secondo VON NEUMANN e « semi-ring » secondo HALMOS.
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Dim. — Per induzione completa.

PROP. 10 — 8¢ § ¢ un semianello su E (def. 4) ogni funzione u addi-
tiva su S é finitamente additiva.

Dim. — Dobbiamo stabilire che se (Xz)y<k<. © una famiglia finita di
n
elementi a due a due disgiunti di §, tale che U X; €, risulta:
k=0
n n
1) p (U Xy)y= 3 p(Xg).
k=0 k=0

Si procede per induzione su n. La (1) & ovviamente vera per n =1.
Suppostala vera per un certo n€ N, sia (Xi)<g<ny: una famiglia finita di

n+1
elementi a due a due disgiunti di & tale che, posto X = U X, sia X €.
k=0

Poich® & X, c X, in forza di (SAJ,) della osservazione 1 alla def. 1,
esiste una famiglia finita (4;)<j<, di elementi a due a due disgiunti di &

4 i
tale che Ay =X, 1,, UA4j=X e, per ogni I=1,2,...,p —1, sia U 4;¢€3.
=0

i=0
In forza del lemma 4, per ogni Y €J, risulta:

@ p(¥Yn (f! Aj) = zp © (Y 04,
J=0 j=0

Sia k=0,1,...,n: allora & X;N 4;,= X;N Xy, = & nonche X;=
P
=anX=an(UAj).
i=0

Risulta p(XxN 45) =10 e la (2),"in cui si assuma ¥ = X;,, fornisce:

(3) ) = p(@en (0 )= 2 pXend) =
j= =

»
=ZuXnd) ¥ k=0,1,.,n
P

Iﬁoltre, per ogni j=1,2,...,p,8iha Xp; N 4; = 4,0 4; = & e quindi
n+41 n
Adj=XNnA;=U X, N 4;) = U (Xx N 4;) ed, in conseguenza, in forza dell’i-
k=0 k=0

potesi di induzione, si ha:

n
(4) u(4)) =,£0M (XeN4;) ¥ j=12,.,p.
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Poich®, per ogni j=0,1,...,n risulta XN A; = 4;, 1a (2) per Y=X
e le (4) e (5) forniscono successivamente :

pO =2 ) =3 pd)+pd) =2 Zp(n 4) + p L) =

" p ”n w41
=3 3 p (X0 4) + p (Kar) = 3 (X + o (Kag) = 2 1 (X0,

La (1) ® dunque vera per n sostituito da n 4 1 e quindi, per induzione
completa, & vera per ogni n€ N.

Dimostrata cosl la prop. 10, della quale conserviamo notazioni e ter-
minologia, per induzione completa si riconosce che se (Xp)<up<n, & una fa-
miglia finita di elementi a due a due disgiunti di J, tutti contenuti in uno
stesso X €5, esiste una famiglia finita (Y))<i<, di elementi a due a due

n P " -
disgiunti di § tale che X — (U X3) = U Y;. Consegue u (X)= 3 u(Xy) +
k—0 =0 k=0

P
-+ 2 pu(Y)) e quindi, se u & non negativa, si ha la 1) del lemma 3.
1—o

Pertanto, per la prop. 8:

Prop. 11. — 8e S é un semianello (def. 4) ogni premisura esterna (def. 1),
additiva, su 2 é un o-esternamente regolare (def. 3).

Da cio e dalla vista prop. 8 consegue il noto teorema di prolungamento
di J. vVON NEUMANN ([10] teor. 10.3.3 e segg.). Tale teorema qui viene ot-
tenuto senza il preventivo prolungamento all’anello generato da S del quale
8i serve detto autore in [10].
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