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TEOREMI DI PROLUNGAMENTO
PER PREMISURE ESTERNE

Nota(*) di GIOVANNI AQUARO 

I noti teoremi di prolungamento di misure da anelli di insieme di re-

cente, sono stati generalizzati da F. CAFIEU,o ([4], [5], [6]) in teoremi di pro-
lungamento di misure da reticoli di insiemi a struttura relativamente

u-normale (e, dualmente, n-~~orn)ale).
Snccessivamente, i risultati di F. CAFIERO ed alcuni teoremi di pro-

lungamento di W. AMBROSE-P. R. HALMOS ([1 ~~ [8]) e N. BOURBAKI (cfr.
[3]) sono stati inquadrati da U. BARBUTI ([2]) in iiu0 schema generale nel

quale ha ufficio essenziale il 1 concetto di ’regolarità esterna (internn) da lui
introdotto. Tale concetto è stato chiarito ed approfondito da G. LETTA (in
[9]) alla luce della teoria delle misure esterne secondo C. CARATHÉODORY

in reticoli algebrici. 1

Nella presente nota, ancora esclusivamente con i mezzi forniti dalla

teoria delle misure esterne, si indica uno schema che, contenendo quelli di
BARBUTI e LETTA, limit;i,tamente alla esterna regolarità, include risultati

che sembrano sfuggire alle precedenti~ aualisi.
Si adoperano, a tal fine, il concetto di premisiira esterna (def. 2) e di

,u-esterna regolai-ità (def. 3) : quest’ultima sostituisce la regolarità esterna di
BARBUTI e LETTA. 

’

I risultati ottenuti possono essere esaminati, come. qui si è fatto, in
termini puramente insieinistici ma possono essere agevolmente trattati in
termini di reticoli booleani.

1. ® Notazioni.

Con E indichiamo un insieme prefissato una volta per tutté, con’ 9(E)
indichiamo 1’illsieme delle parti di E, con 0 la parte vuota di E.

(~) Il presente lavoro è stato esegnito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. 20 del
Consiglio Nazionale delle Ricerche (1960-61).
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Inoltre ’2f è un insieme di parti di .E tale che § b (%) è il o-anello

sn E generato da è il o-anello ereditario su j57 generato da .’li.
Con N indichiamo l’insieme dei numeri naturali (compreso lo zero). Per

ogni designamo con l’insieme delle successioni (Xn)n£N di ele-

menti di ’2t tali che X c 
11EN 

’

Ovvia.mente è se e solo se non è vuoto.

2. - Premisure esterne.

Premettiamo 1«&#x3E;

PROP. 1. ,- Sia ,u una funzione reale estesa non negativa tale che

~(0)===0. funzione estesa su h* (~l’) definita ponendo per
ogni ~’ E lz~ ~~P) ;

per ogni ~c~ (X ) ~ ,u (X ) e ,u~ è su 

DIM. Sin 1~ successione (Xn)neN ~li elementi di definita

ponendo Xo = X e, per ogni 7~ E &#x3E; O, X", ---- z, è un elemento di e

e quindi si ha ~c~ (X)  f~ (X) ; iu pa-rtico are è ,u~ (Q~) _,u (Q~) _ ~u’~ (Q~),
Ovviamente p* è monotona.
In fine, numerabilmente sub additiva il che stabiliamo dimostrando

che per ogni successione elementi di h* risulta :

La (2) è ovvia se è ). Supponiano quindi ~

per ogni n E N.

Sia e reale positivo : per ogni p E ~Y esiste (a

bitrarietà di e9 la (2).
Dopo ciò è giustificata la seguente definizione :
DEF. 1. - Nelle ipotesi e le notazioni della prop. 1, ,u~ si chiama

la misura esterna generata da ~u,
Conviene rilevare che :
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PROP. 2. - Se ,u è una funzione reale estesa sit IU le seguenti proposi-
zioni sono equivalenti:

a) - esiste uncc esterna su h* (,M) la cui restizione ad W sia ,a.
b) - risulta ~u (ø) = 0 ; da X E W,- Y E ~t, X c Y consegue ~u (X) - ,u (Y);

..----v

c) - (Q) = 0 e la misura este1’na ,u generata da u 1) am-
mette ,u come restrizione a .

Dm. a) iYiiplica b). Suppon :ino che ". sia tina misura esterna su h* (lá)
la cui rest,iizioiie’ ad Ql sia p. Si p (0) = v* ( Q ) = 0 e da X E Y E gf,
X c Y consegne ~c (X) = ". (X ) _ v~ (Y) = ~c (Y). In fine da X E gfx

U-V . 

b) iinplica c). In forza della prop. 1 da X E QI segue (X)  g (X)-;
inoltre, se è E da b) consegue p (X )  ~u~ (X) (def. 1 ).

c) a). È ovvia.
Ciò giustifica la:

2. - Una funzione reale estcsa ,u su q¡ si dice una pi-emisura e-

sterna se verifica una e quindi ciascuna delle proprietà a), b), c) della
pi-op. 1. #

Conviene notare che :
PROP. 3. - Se ,u è una preinisura esterna su 9,C (def. 1) e se p* è la

generata da p 2), per ogni misura esterna v~ 
la cui resti-izioite sia p, risulta v~‘ ~ ~u~.

DIM. Sia X E Iz* e (Xn)neN E X : poichè la restrizione ad di v* è

3. - Premisure esterne a-esternamente regolari e loro prolungamenti.

PROP. 4. - Se una premisura esterna su W (def. 1) e se u* è la mi-

generata da u (def. 2), le seguenti proposizioni sono equivalenti :
t) - ogni X E gi è p* misurabile.
b) - da X E Clt, A E ~.P consegue ~c (A) = ,a’~ (A fl X) -~- ~c~ (A - X).

DIM. a) implica b). Consegue dalla definizione p*-misurabilità, dalla def.
2 e dalla c) della prop. 2.

b) implica a). Supponiamo vera la b) e sia X E ~ e A (W). Per
ogni in forza di essendo una misura esterna, si trova

a. Annali delzc&#x26; Souola Norm. Sup.. Pita.
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la def. 1, consegue J
surabile.

DEF. 3. - Se ~C è una premisura esterna (def. 2) e se p* è la

estei-na generata ala u (def. 2) si d ee che u i a-esternamente regolare
se verifica la b) della prop. 4. 

’

Sarà utilizzata la

PROP. 5. - se gt è un n-se&#x3E;iiieticolo (1), se u è este1’na su

T (def. 1) e se ,u* è la misura esterna generata da p (def. 2), e seguenti
proposizioni so?io equivalenti :

a) - u- esternamente regolare (def. 3),
, , ." . , , ."., . ,

Dim. implichi b) è ovvio in forza delle propp. 2 e 4 e della det’. l.
Reciprocamente, se è vera la b), poichè 9J è un fl.semireticolo, supposto

A E Ql e X E ~, risultando A n X E gi e A n X c A si tl’ava p (A) _ ~u (A n X’) -~-
~~*(A-(AnX))~,~*~AnX)~~*(A-~g)..

Dalla def. 3 segue la a).
Indichiamo un lemma che verrà adoperato per stabilire ht prop. 6.

LEMMA. 1 -- Se gf è un reticolo (2), se s è l’insieme delle differenze
di eletnenti di se p è una funzione ’reale s~c Qf tale che

C (z) = 0 e monotona (cioè da X E Y E gf, X c r ,u (X _ C (Y)) e

se ~u~ è una funzione reale estesa su s (~) legata a ~C dalla b) della prop. 5,
allora p è modulare cioè da X E Y E gf consegue :

DIM. Supponiamo X si ha X U e X c X U Y nonché
.X f1 Y E X ft Y c Y e da" ciò, in forza delle ipotesi soprau e ;onsegae :

Da ciò segue (1). Infatti, se è Y) = -~ oo, in forza di (2) o è

p (X) = + oo ed allora la (1) è vera, oppure è (Y --~ X) = + oo ed allo-

ra, in forza di (3) è = + oo e, di nuovo, la (1) è vera. Se, invece, è

~) =~= + oo, allora, in forza della ipotesi di monotonia di (X),
p (Y), ,u (X t1 Y) sono finiti e quindi, per la (3), risulta p* (Y - X)  + 00.

’ 

’ 

(i) Cioè Y E 9 consegne X n YE 9.

(2) Cioè X E ’2f, Y E 9.¡ consegue X U X n YE lii. ,
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Ciò preinesso, è agevole dimostrare la

PROP. 6. - Se gi è un reticolo e se p è una funzione rèale estesa 
le seguenti pi-oposizioni sono equivalenti:

a) - p è una pi-emisura (def. 2) o-este1"namente regolai-e (def. 3).
b) - u (tS)) = O ; da X E g , Y E Clt, X c Y consegue p (X ) _ p (Y)

(~c è se è una successione di elementi di q¡ tale
che lim Xn lim p (Xn) = u (lim Xn) (p è continua dal basso); detta

n-oo n-oo

p* Za misura esterna generata dcc u {dèf.. 1 ) da X E Y E ’2£, X c Y consegue
. , , . , , n w · ,

Dm. a,) implica b). Da a), dalle deff. 1 e 2 e dalla prop. 4, consegue
che ogni elemento di 9 è u-misurabile e quindi b) consegue dalla teoria

della u-misurabilità.
b) implica a) Supposta vera la b), dal lemma 1 consegue che è

modulare e quindi, 9,t essendo un reticolo, finita,mente subadditiva.
n

(Jiò osservato, sia XE 9,C e n. 1). Ovviamente, (Xn (U 
k~0

è una successione crescente di elementi di ’2t convergente verso X per cui,

~u essendo continua dal basso, risulta

Da ciò, da b) e dalla b) della prop. 5, consegue la a). 
" ~’

Abbandoiiiamo ora ogni ipotesi strutturale relativa ad IU e indichiamo
un teorema di prolungamento per premisure esterne.

PROP. 7. - Supponiamo che u sia una premisura (def. 2) a-ester-

namente regolu1’B (def. 3) e sin ,u* la misura esterna generata da u (def. 1).

Allora, detto il a-anello degli elementi di h* (~.~)y i-isulta
b e ed esiste 2sna misura ,u sii la, cui i-esti-izioite ad gf è p.

Inoltre, se p è detto cb un a-anello su E tale che b c 

e detta v una su 03 la cui restrizione ad ’M sia p, la i-estrizioite 

D i’m. In primo luogo si osservi che ogni X E 9,C è IA*-misurtibile e quindi
è c e c i ò, essendo un 0- an elio, dimostra che è b c 

’

detta la restrizione di íA* per ogni X E in forza della def. ’2 e

della prop. 2, si ha ,u (X ) = ,u~ (X ) = ,u (X).
. 

Di i ostrata cos  la prirna parte della tesi, per stabilire la seconda" snp-
E C)3 e (Xn)nEN E per ogni n E N, risulta Xn E e quindi i

) e da ciò, in forza della def. 2.
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Denoteremo con e l’insieme degli X E C)3 tali che

Si ha : 
_

3. - Esempi ed osservazioni metodològicho.

Alcuni ben noti teoremi di pl’Olnngalnento per misure vengono dedotti
dai pi.ecedenti risultati : a tal fine premettiaino due lemmi.

LFMMA 2. - è itn n-8e&#x3E;ii&#x3E;.eticolo (3), se p è una esterna

su ’21 (def. 2) e se p* è la &#x3E;nisura da p (cief. 1) afflitchè p
sia o.este&#x3E;.Y1a&#x3E;ne&#x3E;ite t.egola&#x3E;.e e) basta che da X E Y E X c (X) 
 -~- 00, consegua : 

’ 
’

Consegue dalla prop. 2 e dalla prop. 5.
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LEMMA 3. - Siepponittmo che sia un n-semií-eticolo e che ,u sia una

preinisiti-a esterna (def. 2) tale che : 1) - se è Una famiglia
finita di elementi a due a due disgiunti di ’2t, tutti contenuti in uno stesso

ogni E &#x3E; 0 esiste una famiglia finita di ele1nenti a due

a due disgiititti di U ed una successione di elemeitti a due a due di-

, Allora a-esterna1nente regolai-e (def. 3).

DIM, - Se X, Y, e, 5 sono quelli previsti in 2), detta
p* la misura esterna generata da ,u (def. 1), si ha :

richiamata la (l.)~ consegue la tesi i~~ forza del lemma 2.

Ovvia conseguenza è :

PROP. 8 - (ZAANEN) che 9.t sia un n-semireticolo tale che

se è X Y E X e Y, esista successione di elementi a due a

due disgiunti d.i 9,C tale che Y- X = U Zn. Inoltre supponiamo che p sia
nEN

una premisura esterna su (def. 1) veri, ficante la condizione 1) del lemma 3.
Allora p è o-esternameitte regolare (def. 3).

Da ciò e dalla prop. 7 consegue il teorema di prolungamento indicato

da, A. (1. ZAANEN in [11] (cap. 2, § 7) tenendo presente che tale autore at-
tribuisce ad il nome di semianello e, a p, il nome di misura.

Il lemma a ha l’ulteriore conseguenza :
PROP. 9 - (CAFIERO) gf è ,teticolo a struttura relatita&#x3E;?ie?ite U-

normale ([6] cap. III, § 1, n. 1) e se ,u è una funzione additiva,
subaddittiva e corttinua dal basso in ’1t e se è p (Ø) = 0, allora ~C è una

premisltra esterna (def, 1) a-esternamente regolare su U (def. 3).
DIM. Si ricouosce che p è una premisura esterna (def. 2) con argomen-

tazione analoga a quella che stabilisce che b) implica a) uella prop. 6. Poichè
~ è un reticolo e ,u è monotona e additiva, la proprietà 1) del lemma 3

sussiste.
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Quanto alla proprietà 2) dei lemma 3 essa consegue dalla struttura

U-normale di ~?~ e dalla continuità dal basso di ~c. 
’

Per il lemma 3, ,u è a-esternamente regolare.
Da ciò e, come è ovvio, dalle prop. 6 e 7, consegue il teor. di prolun-

gamento di F. CAFIERO nel caso dei reticoli a struttura U-normale ([6) cap.
~v, ~ 2).

La prop. 8 sussiste in particolare se il è un semianello secondo J. VON
NEUMANN con una ipotesi per la premisura esterna ,u più tenue della 1)
del lemma 3,. .

Ciò viene stabilito appresso attraverso un risultato implicitamente coli-

tenuto in un teorema di J. VON NEUMANN ([101 teor. 10.1.12 ed esplicita-
mente enunciato in [8] cap. I, § 4, (5)) del quale viene data una dimostrazione
diretta che evita l’uso della tecnica delle u-partizion  ([10] e [8] loco cit.).

Ricordiamo ([10] del. 10.1.5 ; [8] cap. 1, § 4, (6)) che : 
DEF. 4. - di parti dell’insieiíée .E dicesi semianello (4) su

E se verifica i seguenti assiomi
(SA~) - c5 vuoto, .

- X E c5, Y E c5 implica X t1 Y E c5,
- X E S, Y E eS, X c Y che esiste urta famiglia finita are-

scente di elementi di c6 tale che Zo .- X, Z. = Y e, per ogni

OSSERVAZIONE 1. - L’assioma (SAlII) equivale all’altro:
- X E ae, Y E ae, X c Y implica che esiste una  famiglia finita

ti 

’

di eleiíte tti a due a due disgiunti di c5 tale che Zo = X, U Zk = Y e,
k=o

OSSBRVAZIONE 2. - Da (SA,) e (o, se si vuole, da con-

segue 0 E o5 e qnindi per (SAn), ae è un n-semireticolo

OSSERVAZIONE 3. - Ogni semianello secondo VON NEUMANN è un

semianello secondo ZAÅNEN ~na, in generale, non viceversa.
Ciò premesso stabiliamo il, lemma seguente :
LEMMA 4. - Se ae è un di parti dell’insiemc E verificante (SAI)

e (SAii) (def. 4), se p è una funzione additiva su o5 e se è una fa-
,»tíglía finita di elementi a due a due disgiunti di eS tale che, per ogni 1 =

1 M 

’

(4) eeoondo VON NEUMANN e « semi-ring » secondo HALMOS.
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DIM. - Per induzione completa.
PROP. 10 - Se ae è un seinianello su E (def. 4) ogni funzione ,u addi-

tiva su eS è flititaí iente additiva.
- Dobbiamo stabilire che se una famiglia finita di

n

elementi a due a due disgiunti di c5, tale che U Xk E c55 risulta :
k=0

Si procede per induzione su n. La (1) è ovviamente vera per n =1.
Suppostala vera per un certo n E N, sia una famiglia finita di

elementi a due a due disgiunti di $ tale che, posto sia ~Y E ae.

Poichè è in forza di della osservazione 1 alla def, 1~
esiste una famiglia finita di elementi a due a due disgiunti di eS

,

In forza del lemma, 4, per ogni Y E o5, risulta : 
’

Risulta A (Xk n Ao) = 0 e la (2),’ in cui si assuma Y = Xk, fornisce :

Inoltre, per ogni ,

ed, in conseguenza, in forza dell’i-

potesi di induzione, si ha :
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Poichè, per ogni j = 0,1, .,. , n risulta .X n Aj = Aj, la (2) per Y = X

e le (4) e (5) forniscono successivamente :

La (1) è dunque vera per n sostituito da n + 1 e quindi, per induzione
completa, é ’vera per ogni &#x3E;I E N.

Dimostrata cos  la prop. 10, della quale conserviamo notazioni e ter-

minologia, per induzione completa si riconosce che se una fa-

miglia finita di elementi a due a due disgiunti di ~, tutti contenuti in uno
stesso X E c5, esiste una famiglia finita di elementi a due a due

disgiunti di S tale che. Consegue ~

e quindi, se p é non negativa, si ha la 1) del lemma 3.

Pertanto, per la prop. 8:
PROP. 11. - Se un semianello (def. 4) ogni premisura esterna (def. 1),

additiva, è un a-esternamente regolare (def. 3).
Da ciò e dalla vista prop. 8 consegue il noto teorema di prolungamento

di J. VON NEUMANN ([10] teor. 10.3.3 e segg.). Tale teorema qui viene ot-
tenuto senza il preventivo prolungamento all’anello generato da eS del quale
si serve detto autore in [10].
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