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PROBLEMI AI LIMITI NON OMOGENEI. (III)

di J. L. LIONS (Nancy) e E. MAGENES (Pavia)

Questo lavorô fa seguito ai lavori [271 e [28] (v. bibliografia finale)
dallo stesso titolo dedicati ai problemi ai limiti non omogeuei per le 
zioni lineari a derivate parziali.. Fiù precisamente viene qui studiato il pro-
blema di DiRlOHLET non omogeneo per l’equazione ellittica d’ordine 2m,
assegnata in un aperto Q dello spazio euclideo Rn, limitato e sufficiente-

mente regolare :

cercando la soluzione in certi spazi funzionali, indicati con e 

che generalizzano al caso di 8 reate gli spazi di S. L. SoBOLw delle fun-

zioni di potenza p-esima sommabile in Q (p &#x3E; 1), con le derivate fino all’or-

dine 8, quando 8 è intero.
Otterremo teoremi di esistenza e di unicità e di dipendenza continua

dei dati e addirittura teoremi di isomorfismo per l’operatore ’

-nel caso che 8 sia reale compreso tra 0 e 2m. È uoto che per
" - 1

s &#x3E; 2m&#x3E; il problema, almeno her s intero, è stato studiato di recente e ri-

8olto da una série di lavori di AGMON-DoUGLIS-NIRBNBERG [2], BROWDER
[9], [10] e KoSELEV [18]. Non ci risulta invece che esso le sia per 0 s 2ni,
in particolare se s è reate non intero  2m ; ci riferiamo naturalmente al

caso j) =~= 2. Sarà bene infatti ricordare che nel caso p = 2 la teoria del
0

problAma di DIRIaHLET ha preso l’avvio dal teorema di GARDING relativo

proprio al (soluzioni a integrale di DiRïCHLET d’ordine m finito)
e poi con i successivi teoremi di «regolarizz8Zione» di BROWDER, GUSEVA,
NIRENBERG~ .,. , e di « tracce » ou r delle funzioni e delle loro derivate di
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ARONSZAJN, y è passata a considerare il problema non omogeueo
nel caso 8 &#x3E; tn ; i il caso 0  s  n (soluzione a iutegrale di DiRiCHLET non

finito) è stato poi da noi trattato nei lavori [27] e [28J.
Nel invece, il problema per 0  s  2m ci sembra ancora

aperto ; un risultato veramente notevole è stato ottenuto di récente da

AGMON [1], relativamente perb alla sola regolarizzaziône di soluzioni deboli
per 8 compreso tra 0 e 2m (nella prefazione di [1] AGMON annuucia
un successivo lavoro dedicato alla teoria esifiteiàziale, che a noi non è aii-

cora noto). 
’

Noi otterremo in questo la,v.oro rieultati sia a integrale di DIRICBLE1’ finito
(caso iit  8  2in) sia a iiitegrale di DIRIOHLE1’ non 6iiito (caso 0  s  n~)~
per 8 reale, anche non iutero. Per un riaseuuto dei risultati e dei metodi

rinviamo al quadro, che abbiamo inserito alla fine del lavoio per comodita

del lettore. Le idee esaenziali sono le stesse che ci hanno giudato nei lHVOri

precedevti, e cioè : applicazione di risultati esistenziali in Claesl aufficiente-

mente regolari (8 = 2m), passaggio per «dualita» a rieultati in classi più
generali e interpolazione tra i risultati cosi ottenuti. Tuttavia nel caso

p =é 2 si presentano diûicoltè note voli ; che per p = 2 è stato più facile SI1-

perare, difricoltà cbe sono essenzialnlellte legate al problema dellliiiterl)ola-
zione, più complesso -negli spazio di BANAOH. che in quelli di HILBERT. Per
questo non abbiamo potnto procedere in modo cosi diretto corne uel caso
p = 2 (v. [271 e [28] ma a volte abbiaiiio dovuto conbiuare opportunamente
diversi metodi e risultati.

Desideriamo mettere iii, evidenza tra gli strumenti che ci sono stHti

utili (oltre i risuitati già citati relativi 81 caso s = 2na) le teorie deliliiiter-

polazione sviluppate in [23J, [25] e [26J, i teoremi di regolarizzazione di

AGMON [1] già citati e alcun recenti notevoli risulttiti di UspENSKII [48]
sulle trac-ce delle fanzioni appartenenti a W",P (Q).

Marzo 1961.
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CAPITOLO. 1 .

ALCUNI SPAZI DI DISTRIBUZIONI

n. 1. Gli spazi WIP (Rn ).

1.1. Si consideri Io spazio reale enclideo dimensioni, il cui

punto iudicheieulo cou x = (xi ; .., , x,,). Duiante tutto il corso del présente
lavoro p e q saranno numeri retili tuaggiori di 1, p’ e q’ i loro coaiugati,

cioè

È noto che, se 8 è un numéro intero &#x3E; 0 si indien con (Rn) (1)
Io Spazio di S. L. SOBOLEV delle distribnzioni M sn Rn tali che 

1 ,&#x26;, normalizzato dt~

L’estensione di questo apazio al caso di 8 reule è etata considerata già da
diversi Autori, sopratutto nel ca80p=2(3). A noi interesserà qui ripren-

(t) Frequantemeiite e8so é indioato anohe oon i simboli (Rn) o (Rn)
se p = 2) o (Rn) o L8 (RH) o (Rn). Osserviamo subito ohe noi più avanti per- 8LP P p 

, 

reale indioheremo oon e spazi tra di loro diversi. 
-

(2) 8e Q ê nu aperto di Rn, è 10 spazio (delle classi) delle funzioni di potenza
p-esima sommabile in 0 normalizzato al solito da

Indicheremo oon k = (kl ... , ana qualuuque ii-pla di numeri interi ~ 0;
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dere e coufroutare alcuni dei modi più usati p,3r introditrue appunto lo
spazio per 8 reale qualunque e p,&#x3E; 1 qualunque. Considereremo
anzitutto (Rn) come spazio di tracce seguendo in particolare i lavori

[23] e [26].
Richiamiamo percio alcune deûnizioui e risultati. Sia À uno spazio di

BANAOH, Il f llx la norma in X. Indicheremo con oo ; -T) Io spazio
delle (classi delle) funzioui t -. f (t) 0  t  + oo misurabili a valori in X,
tali che

Esso è uno spazio di BANACH per la norma deftnita da (1.1).
Siauo poi xo e XI due spazi di BANAOH e ai uno spazio vettoriale

topologico tali cbe le iiilusioni essendo continue. Indi-

chiano con

Io 8pazio (delle classi) delle fanzioni f (t) tali che

la derivazioue essendo iiitesa uel senso delle distribnzioni a valori vettoriali
di L. SCHWARTZ (42); i prendendo come norma

esso risutta uno spazio c1i BANACH. Per le f E W (p, a ; Xo, Xi) la « ti’accia »

f (0) ha un senso in Xo -+- sottospazio degli f di sIl, per cni 
con ,/~ E normalizzato honeuclo 1 :vedasi più

procisaineiite la Prop. Cap. I c1i [26]); si puô allora introdurre la,

J.1: Indicheiremo con T (p, Xo , Xi) lo spazio delle it delle

f (t) E W (p, Xo , normalizzato da :

Esso risulta uno spuzio di BANACH.
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Per gli spazi cosi introdotti valgono le seguenti proprietà. Siano Yo e
Y, altri due spazi di BANACH contenuti in uno spazio vettoriale topologico.

le iniezioni essendo continue. Supponiamo che sis denso in .xo
e la Xi ; e eia Z un operatore lineare dax, fl XI in Yo n Y, tale che es!-

stano due costanti Co e 0, per cni

Allora, prolungaudo per continuità, si ba che e 

E si lu, iu proposito (v. théor. 3.le ebap. I di [26]) .

1.1 (di interpolazione). Nelle fatte sugli Xi e Y, , ou

Z~ per ogni p 6 a con

e la norma di rc in questo maggiorata da

Supponiamo ora di più che

Si bu allora (rieinme 1.1, chap. II di [26]). 
’

LEMMA 1.1 : Nelle ipote8i Xo 91 .X1 è denso T(p, ce ; Xo , Xt) e
più precisamente si ha ohe P, u - T (p, a ; Xo, 11er a - oo.

Agginngiano intine l’ùlteriore ipotesi che Xo e Xt siallo Se

sono i loro duali, poicbè 8 si h a

sicchè si pub introduire mediante la def. 1.1
JE~

lo spazio Si ha allora (v. tbéor’. 1.1, chap. II di [26])
TEOR. ].2 (di t1ualità): In tutte le sic Xo e p e 0153, ri.

e topologioa,tlle"te)

E dunque T ( p,a Xo, X1 è 

(4) Cuu X(E; F) indichiamo.lo spazio delle applicaziuni lineari e continue 
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OSSRRVAZIONE: Spazi e teoremi più generali di quelli ora ricordati si

trovano ill [26].

1.2. La teoria richiamuta nel u. 1.1 si pub applicare in particolare pren-
dendo X. = (Rn) e XI = (1~") (= Lq (Rfa) con 1  q  -~- reale

(si veda infatti [23] e [26]).
Le ipotesi richieste su Xo e XI sono in realtà soddisfatte in questo caso.

In particolare la successione di operatori P, richiesta uella (1.6) puo essere
scelta nel modo seguente : si consideri una successione di fiinziolli « regola-
rizzanti» (o « mollifiers ») (p, = 1, 2, ...), cioè di fnnzioni au, E D (Rn) (5),
non negative, con suphorti tendenti uniformeinente all’origiue e tali che
1

(* prodotto di composizione). Per note

proprietà del prodotto di conposizione si ha cbe gli operatori 1’)It verificano
la (1.6) e che appartiene allo spnzio delle funzioni indefinitamente
differenziabile in Rn e ivi di potenza q-esima sommabile insieme con tnt,i.e

le loro derivate (si veda SaAwARTZ [41] ] t. II).
In particolare potrelno prendere q =p e porre quindi la segueiite

La normu in ) risnita dnnqne essere

PROP. 1.1 : Lo spazio è den8o in W 1-ep(Rn), 0  0  1, 1  p  
Infatti per il lemina 1.1 si ha che zc * t~ in Wl-9,p (RU) per oo ;

Ina E e, poichè D (1&#x3E;’") è denso iu si pub appiossimare te. a 14
con furzioni di D (R") in Y e dunque a ma-ggior ra.gione in (RI,,).

(5) Se Q è UII aperto di Rn indicherelno (0) Io spazio delle funmioni indef1ni.

tamente diffrenzriabili e a snpporto compatto in Q.
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1.3. Sia ora 8 o qualunqne; iiidichiamo con [8] il massimo in-

8e cosicchè sarà s = l8] + Ó cou 0  a  1 ; e pouiamo la
1.3: Indicheremo con (Rn), s &#x3E;_ 0, 1  p  +- oc, to spazio delle

diatributzioni 11 tali Che li E W [81,p J)k tl E (R’’) pet- k 1 = [8], norma.

lizzato d a 
’

Con ragionamento abitnale si vede immediatnmente cbe esso risulta uno

spazio di BANAOH riflefisi vo, poiclè tali sono W [s]p (R") e Wu,P (R"). Esso è
anche uno spazio normale di diatribuzioni poicbè vale la

PROP. 1.2: Lo spazio Çb denso is (R’~), s &#x3E;_ 0, 1 p  -~- oo.
Infntt,i E W8,P (R") ba8ta approasimare u con (le 0153p, definite

corne sopra) ; utiïizzando note proprietà del prodotto di composizione e quHnto
xi è visto per la Prop. 1.1, si lia che U:I 0153p, - ,-’ in WB,p (R") per ~a -~ 00 e

inoltre di qui essendo D (Rn) denso iu Cf)LP si pub approssima.
re in 1 e dunque in (RI,), con funzioni di D (R").

Lo spazio duitle di (R") è ancora uno spazio di distribuzioni su

R"’-. Noi porremô la
DEF.

Ne segne subito, per la riflessività di (Rn) nel caso s &#x3E; 0, la

PROP. 1.3. Per ogni 8 reale e 1 p  oo, risulta

Dimostreremo unn interessant,e proprietà di iiiterpolazione degli 
zi W 8,p (Rn) per s che ci servina nel seguito : t

Per 8 Íntero qualutique,
r

lo 8pazio 11 ( p, a ; W 8+l,p W 8,p (Rn)) è igomorfo algebricamente e topologi.
camente allô spazio W8+1-e,p cioè ’ 

1

(6) Diremo anche ohe i due spazi « coincidono &#x3E;&#x3E; ; e tale terminologia nseremo di fre-

qnente in unu.Jughi casi nel ’segllito.
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Osserviamo anzitutto che per gli spazi e (Rn) sono sod-
disfatte’ le ipotesi richieste per gli spazio ~’o e .L¥1 nel n 1.1 e potiemo duit-
qne ad essi applicare la teoria ricordata nel 11. 1.1. Veniamo ora alla dimo~
strazjone della Proposizione.

Per 8 = 0 è la stessa definizione 1.2. Snpponiamo dapprima s &#x3E;_ 1.
Indichiamo con ~=== (~i , ... , la variabile duale. di x = ... e con

Fu la trasformata di FOURIER di nna distribuzione u temperata nel senso
di SOHWARTZ (41], e con 97-1 u la antitrasformata di FoURlER; i y è nn iso-
morfismo dello spazio cS’ delle dietribuzioni temperate in sè, di oui è lo

isomorflemo inverse.
Consideriamo allora l’operatore

È noto che nel caso p - 2 esso serve per definire gli stessi Spazi
Ws,2 (Rt), che vengono allora il1dicati di frequente con Ha (RH); nel caso
p + 2, corne appunto faremo nel n. 3, pub ancora eervire peu introdurre dei
nuovi spazi (che indicheremo con H’.p ( R")), i qnali perb non coincidono 1 *n
générale per 8 reale qualunque con i (RI,). Tuttavia nel caso 8 intet"o

cib avviene, in virtù di nn notevole teorema di MIHLIN [33] sui  moltipli-
catori » iiello spazio spazio delle trasformate di Fourier delle

(si veda anche il recente lavoro di HÕRMANDER [17]) ; più preci-
samente, nel caso che a noi ora intéressa (8 iutero &#x3E;_ 1), se deûniamo corne
spazio Bs,P Io spazio delle distrib(1zioni u temperate tali che 
normalizzato da

si ottiene uno spazio di Banach che è isomorfo, per il detto teoreina di

MIHLIN, a Riservandoci di tornare nel n. 3 su questi spazi
(Rn) e di comiderarli anche per s renIe qualunque, limitiamoci ad os-

servare che, per quanto si è ora detto, possiamo Hffermare che 9(8) è un iso-
morfismo di (R") su (RI) e di (Rn) su wo,p (RR"), s intero &#x3E; 1.

Ma allora per il teor. 1.1 esso è anche un isomorûsmo di T (p, 0153; 

su Dunque l’appartenenza di

u a equivale al fatto che 
Ebbene dimostriamo che ciô equivale anche al fatto che 

più precisamente che lo spazio dello u (tempérai) per cui ~~e~ u E ’W (R")
coznoâde (cioè è isomorfo) con WS+1-9,p (R") ; e dnnque u - tt è un iso-

mor6amo di sn Infatti sis auzitutto u d18tribuzio,
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ne temperata tale che ~~8~ ~c E (Rn). Allora per k .- (kt, ..., k") e 1 kl = 8,
trascurando per semplicità il fattore 2~ nella trasfornazione di FOURIER, si ha:

dove

sempte per il suddetto teorema di MiHLiN, l’operatore è

lineare e continue da in LP(R") e cta in e

quindi (teor. 1.1) da (Rn) in W 1-Il,p (RH) e percib Dk u E W 1-19,p (R"),
dunque u E yP 11+1-19,P (Ria).

Inversamente sia u E (Rn) e dimostriamo che ~.’~s~ u E Wl-6,p (R").
Anzitutto dimostriamo che

Infatti si ha

dove L)8) è l’operatore

Poichè u E  8’E’1-6,p ( R’n), viE WP 1-e,p (R") ovviamente.
Sempre adoperando il teorema di MIHLIN sni moltiplica~tori, si ha

allora che è lineare e continue da in e da 
in e dunque (teor. 1.1) da in W 1-e~p (R’~). E percio
si ha intanto la

Passiamo ora a considerare u; risulta

dove

Per la

4. della Souola Norm. Sup.  Piaa.
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Dimostriamo percib che è lineare e continue da in

1~1-e·p (R"); na anche ora possiamo adoperare ü teorema di MIHLIN

e ottenere che è lineare e continuo da in e , da .
in e dunque (teor. 1.1) da in 

E con ciô la Prop. 1.4 è dimostrata 1, ppichè dagli stessi ra-
gionamenti fatti rieutta’ che elè isomorflemo algèbrico e topologico tra

i ~ g+1-e’p (R").
Bimane dunque da considerare il esso si esaurisce per

« infatti per il teor. 1.2, è ~ 2013 ly si ha

1 e - s -1 &#x3E; 0. Dunque possiamo applicare la Prop. 1.4 stessa
nel caso già dimostrato ’ 8 si ha

poichè Con ciô la Prop. 1.4 è comple-
tamente dimostrata.

Ossimp.vAzfoNi. a) In seguito nel cap. II n. 11 otterremo delle gene-
ralizzazioni della Prop. 1.4 al caso di 8 non, intero, ma non per ogni valore
di s ; la difficoltà sta nel fatto che in générale si ha che Ç(8) non è un
isomQrOsmo di (8 e o reali) ; per es. se o = 0 e
8 =1 - 1 allora non è un isomorflsmo di ( R" ) su W O,p 
, 

,
(controesempio dovuto e KAHANE, comunicazione personale, 1960). ( )

b) Il fatto : W 8+l’p ( ~’’‘) ; W 8,P (Bn» ê ’~ 1

intero, si pub ottenere anche facilmente eenza introdurre 

si veda per una questione analoga il successive teor. 11.1, dove appunto
si pub evitare la Prop. 1.4.

1.4. Abbiamo cosi definito per ogui 8 reale. Come si è già
detto, ci sono altri modi equivalenti di introdurre detto spazio. - Biprendia-
mo percib la def. = 1. - OY 0  0  1. 

,

Anzitutto si ha (v. [3] per p = 2, [13] 2 e a = 0, [23] per il

caso generale (e anche [30], [43], [47~)) la .

PROP. 1.5. Lo 

(algebricamente e topotogeamentej allo 8 paxio delle E.L p (Rnl e

tali che

(6 bis) Un controesempio analogo b stato dato anohe da E. M. STEIN.
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normalizzato da

Dunque le norme (1.10) e (1.7) sono equivalenti (7).
Si ha inoltre (v. [13], [43], [44] e [47]) la

1.6. Lo spazio

è isomorfo (algebricamente e topologicamente) allo 8pazio delle

funzioni u E LP (RU) per cui è finita la norma

e dunque le norme (1.7), (1.10) e (1.11) 8ono equivaienti.
Partendo da queste diverse definizioni nel caso 0  a  1, si pub poi

completare la definizione anche per 8 reale qualunque in modo analogo a
quello sopra indicato nel n. 1.~~ con la def. 1.3 e 1.4.

n. 2. GHi spazi Ws,’P(Q) e W (F) -

2.1. Sia ora Q un aperto limitato di Rn, « sufficientemente regolare »
noi supporremo addirittura, per semplicità, che easo sia di classe 0-, cioè
tale che la sua frontiera r sia una varietà (n - l)-dimensionale, indefinita-
mente differenziabile e che û sia tutto da una stess8 parte di r.

Vogliamo definire Io spazio per 8 reale e p &#x3E; 1. Per 8 intero’

&#x3E; 0 e p &#x3E; 1 esso è Io spazio ben iioto di S. L. SOBOLBV delle distribuzioni
u tali che per normalizzato ponendo

(’7) La Prop. 1.5 b stata eetesa anohe al caeo dello apazio
(B"» con p ~ q ; si veda [28].
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Per 8 reale si possono seguire diverse definizioni corne nel caso

Analogameute a quanto si è fatto nel n. 1 applicheremo anzitutto
la teoria richiamata nel n. 1.1, al caso 0  s  1, prendendo dunque gli
spazio X. e X1 nel modo seguente

Le ipotesi richieste su Xo e Xi sono infatti soddisfatte ; in particolare
la successiolle di operatori P,, richiesta nella (1.6) si pub costruire per e-

sempio nel seguente modo. È note (v. ad es. [7]) cbe nelle ipotesi fatte su
D esiste uu operatore lineare e continue (di prolungamento) da

(0) in e da in tale cbe Pu = u q. - d. in Q;
e cosi pure è .noto che l’operatore restrizione a S~~ u - Rou, è lineare e

continuo da in e da in Dunque se
definiHmo P~u = (y = ], 2, ...), dove è la successione di fan-
zione regolarizzanti considerata nel n. 1.2, si ha che veriflea l’ipotesi
(1.6) e si ha di più che Pu E ~D (Q) (9).

Possiamo dunque porre la

La nonna lll Wl-19,P (.0) resta definita per la (1.3) da

E dal lemma 1.1, poichè

e più 

(8) In generale ai potrebbero introdurre anche gli spazi

(9) è 10 spazio delle fnnzioni indednitamente differenziabili il1 Sl = ÎÎ + r.
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Un’altra interessante proposizione che lega le def. 1..2 e 2.1 è la seguente
PROP. 2.2. (Q) coincide con l’insieme delle restrixiosai a Q delle

u di (R"),’ 1  p + oo, 0  0  1.

La dimostraziolle è di tipo noto. Auzitutto si adopera l’operatore di
prolungamento u - Pu sopra ricordato; per il teor. 1.1 di interpolazioiie esso
è* 1 ineare e continuo anche da (il) in (Rn), cioè (yV 1-e,p (~2),

(RI,». Poi si applica 10 stesso teor. 1.1 all’opei,atore di restrizione RQ
già introdotto e si ottiene che RD E -P~ (Roi), Wl-8,p (0». c. v. d.

2.2. Passiamo’ ora a definire (Q) per s reale ? o.

DEF. 2.2. Indicheremo con (Q), 1  p  + 00, s &#x3E;_ 0, 8 = [s]+ a, to

8pazio delle distribuzioni u su Q tali che u E e Dku E W per
1 k ~ 1 = [s], ibormalizzato da

Esso risulta uno spazio di BANAOH riflessivo e si ha inoltre la
PROP. 2.3. Lo 8pazio W8tP(Q) coincide con delle restrizioni a

S~ delle u di W (Rn), 1  p  -~- oo, s 2:: 0. 
,

Alla dimostrazione della Prop. 2.3 premettiamo il seguente
LEMMA 2.1. Fissato un intero positivo r e8i8te un’applicazione lineare e

continua u - Pu di in W ~~p (R’~), per ogni t intero con, 0 ~ T ~ r + 1,
tale ohe Pu = u q. - d. in Q e

dove le Qk sono opportune. applicazioni lineatoi e continue di in

e di Wo,p (S~) in W O,p
Infatti mediante un sistema di «carte locali » e di partizione dell’unità

ci si pub ovviamente ricondurre al caso in cui Q sia il semispazio Ri-
degli x per oui è x~ &#x3E; 0. L’applicazione P richiesta si pub allora costruire

nel seguente modo abituale (si veda ad es. [32] pag. 317-320, dove il pro-
cedimento è sviluppato dettagliatamente)

(10) Le derivazioni vanno natnralmente intese qnelle a primo membro nel senso delle
distribuzioui sn R’s e qnelle a seaondo membro nel senso delle distribnzioni on 0.
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dove i Ij sono delle costanti tali che

La P risulta allora in virtù delle (2.5) lineare e c.ontinua da

Inoltre si ha per k = (kt, ... tale = r

Se dunque si pone

e quindi il

lemma è dimostrato.. 
’

Dimostriamo ora la Prop. 2.3. Costruiamo. l’applicazione P di cui al
lemma 2.1 prendendo r = [s]. Allora per u E (Q) si ha anzitatto che
Pu E (.0) e Il Pu Il Per k tale che 1 k 1 = [8]
ai ha Dieu E con o = s - [sJ. A.p.plicando allora il teor. 1.1 di interpo-
lazione alla applicazione Qk, si ha che Qk E WffP e dunque che

Dk (Pu) = Qk (Dku) E W e Il Dk (Pu) Il Dunque
rieulta che W"P (Bls». .

Viceversa si consideri l’operatore, di restrizione a D, Bau; osservando
che Dk = jB in virtù anche della Prop. 2.2 (più precieamente
di quanto si è detto nella sua dimoetrazione a proposito di Rn), si ha che

BD E (~))~ E quindi la Prop. 2.3 è dimostrata.

PROP. 2.4. Per 8 0 8â ha
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Infatti sia u - Pu un’applicazione, lineare e continua da in

W8,P (Rn) e da (S~) in W8+1,P (Rn) tale che Pu = u q. - a~. in Q (o-
peratore di prolungamento). Allora essa è lineare e continua anche da

~ (~~ a ~ TV 8+1 (Q), (~)) in T (p~ a W8+1,p (Rn), Ws,p il quale spazio
per la Prop. 1.4 coincide con yy’ 8+1-e,p 

D’altra parte, con ragionamento analogo, hoperatore restrizione a

D, è lineare e continue da W,9+1-11,P (RI) in T ( p~ a i W8+t,p (S2), W8,p (.Çà»;
dunque Wg+’e (il), W8e tenuto conto della Prop. 2.3, coincide
con WS+1-8,p (,~1, c. v. d.

PROP. 2.5. Lo spazio (D denso in  p  + oo,.s ~~ 0.

Sia infatti è si consideri l’applicazione ihtrodotta

nella dimostrazione della Prop. 2.3. Per la Prop. 1.2 esiste una successione
di funzioni tale che in ’W s,P (Rn) 1 ma allo-ra,
tenuto conto della continuità di P e di Rn, per restrizione RQ E CD e

converge a u in W -1,P (Q) per i -~ oo.

2.3. La definizione di per s reale qualunque si ottiene poi in
modo abituale. Anzitutto è ? 0 si indicherà con wt’p (Q) il sottospazio
di (Q) chiusura in Ws,p (~) di Cj) (Q). E .poi si porrà~ per definizione

Poichè è uno spazio normale di distribuzioni su Q, W8.P(Q)
per 8  0 è ancora uno spazio di distribuzioni su S~.

2.4. Corne si è già detto Io spazio (,Q) pub essere definito in alti.’i

modi. Limitiamoci al caso 0  8  1, cioè a (Q) con 0  0  1, poichè
l’estensione ai caso di s reale qualunque viene fatta in modo analogo a
quello dei n. 2.2 e 2.3.

Si ha anzitutto la
PROP. 2.7 Lo 8pazio WI-O,p (0) 0  9  1, 1  p  4- 00 è isomorfo (alge-

e topologicamente) allo (d2) delle funzioni u E LP (Q)
e tâti che finita la norma

normalizzato con la 8tes8a (2.7).
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DIMOSTRAZIONE. Anzitutto per un recente risultato di USPENSgIt [48,
teor. 3] ai ha che coincide con l’insieme delle restrizioni a Q

dello u E (Rn) (cf. n. 1.4).
Ma allora per la Prop. 1.4 e 2.2 si ha che (Q) e Wl-8,p (Q) coin-

cidono algebricamente.
Basterà dunque dimostrare che le norme (2.7) e (2.1) sono equivalenti.

Per questo sia P l’applicazione già introdotta nella dimostrazione della

Prop. 2.2 ; tenuto conto che
si L~

e della Prop. 1.4,

con c e c’ indipendenti da u. La maggiorazione inversa segue allora dal

teorema di BANAOH sugli isomorûsmi. Essa del resto ai pub ottenere difet-
tamente nel seguente analogo modo : poichè esiste un’applicazione lineare

e continua Q di (S~) in Wl-6,p (RI) tale che Qu = u q. - d. in 0

(v. [48, teor. 3)], tenuto conto anche delle proprietà dell’operatore di 
zione BD e della Prop. 1.6, si ha

enu c, c’, c" costanti indipendenti da u. c.v.d.

2.5. La definizione degli apazi (F) pub essore data in modo ana-

logo a quelto fatto per gli spazi (S~) nei n. 2.1 2.2 e 2.3 partendo dal
caso di , ma pub anche essore data, come noi ora richiameremo,
direttamente per ogni 8 reale, jiportandosi con un sistema di carte locali’

agli spazi (B").
Per l’ipotesi fatta 8u Q è possibile ricoprire I’ con un numéro finito

O1 , ... , a, di’ aperti di Rn in modo che per ogni ai eaiata un omeomor8eino

indefinitumente diflerenziabile s - 01 (x) di Õ, sul cilindro

tale che.Q D 0 veuga trasformato nel sottoinsieme C+ di 0
..

delle yn &#x3E; 0 e 0, fl r = l’; veuga traeformato nel sottoinsieme Co di C delle
yn = 0 ; e inoltre 9, e 9~ coincidano au C~~ f 1 
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r

Si ha cosi che. r = U ri e il sistema dei li, costituisce un ricoprimento
i-i

di r iiiediaiite insiemi aperti relativamente a I’.
Si consideri poi una partizione dell’unità su F relativa agli insiemi Fi,
r

mediaiite funzioui (spazio delle fanzioni indelluita-
t2013i

mente differeuziabili su l’); ogni Pi ha supporte conteuuto in ri ed è ivi
&#x3E; O. Si consideri allora per ogui fauzioue fissato i, il prodotto

e Io si trasformi mediante l’omeomôrfismo 9,1 inverso di 9" precisa-
mente si pouga

Si ha cosi ovviamente un’applicazione liueare u --. Oi (u) di ~D (r) in
~D (R’l-1) i vale allora il f3egiiente

LEMMA 2.2. L’applicazione u - definita dalla (2.8) da in

Cf) (Rn-l) 8’i prolunga per continuità iit una applicaziotte Lineare e continua,
ancoi-a itidicata con di Cf)’ (r) (D’ (r) e e88endo ri-

spoitivamoitte gli apazi delle distribuzioni su r é .R’n-1).
Infatti si ha per

dove J; (x) è una opportuna fanzione Ïndefinitamente differenziabile su r, e
ivi ~ 0 ; e quindi si ha anche

(U) (P, u) (0, 1 (y)) significa la fnnzioue Pi u oaloolata nel punto x = (y).
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Di qui poichè Cf) (’T )e denso in D’ (T ), si ha il lemma.

Cib premesso noi porremo la seguente
DEF. 2.3. l’er ogni s reale, 1  ~  -~- ittdicheremo con (r) to

8pazio delle distribuzioni u 8u r tali che pér i = 1, ..., r, (Pi u appartenga a
(Rn-1), normalizzato da 

1

Si ottiene cosi uno spazio di BANAOH, per il quale valgono le sèguenti
proprietà ,

PROP. 2.8. 

Sia u E (T); i E (Rn-1) e il suo supporto è interno a

Co . Poichè ÇÙ è denso in (Prop. 1.2 per s &#x3E;_ 0, per s  0

segue con ragionamento noto dalla riflessività di si pub appros-
simare Oi u con una successione di funzioni y;,m E (D aventi sup-

porto contenuto in 0.. Poniamo allora

Allora 1 Inoltre -- Piu in (T). Infatti per j=1,...,r si ba,
- .. _ . , - - ........

Si pub anche vedere che Io spazio non dipendn dal rico-

primento 1 Oi 1, dagli omeomorfismi .e dalla partizione dell’unità 1
introdotti, nel senso che al variare di questi elelnenti si ottengono spazi di

isomorfi, le diverse norme (2.11) essendo equivalenti ; precisamente
PROP. 2.9. Se ( C sono i-rpettivanteitte un ricoprimento di

r, un ,istema di onmeoinorfi8ini di or BU 0 e una partizione dell’unità asso-

ciata ai Of, verificanti le ste88e ipote8i degli ( C), e allora

si ha che (r) e l’analogo spazio (1~’)’~ defittito attraverso ~* ~, 
e sono come spazi di Banach.

Per la Prop. 2.8, basterà verilleare che la norma (2.11) e l’analoga re-
lativa a W 8·p (1’)* sono equivalenti, calcolate ~u CJ) (F) ; cioè che se è
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con c e c’ costanti positive ; la verifica si pub effettuare direttamente

nuta conto delle proprietà degli omeomorftsmi 9, e 
Si ha ancora

PROp. 2.10. 1

DIMOSTP.AZIOIq]M. Mettiamo in evidenza anzitutto alcune formule. Osser-

viamo che per e la (2.9) si pub scrivere anche nella

forma

L’applicazione. v -. definita dalla (2.10) da Q in Q (~’), si pub
poi, con Io stesso ragionamento fatto per il Lemma 2.2, prolungare per con-
tinuità in una applicaziune lineare e continua da q)’ (Rw’) in indi-

candola ancora con e la (2.12) viene cosi ad aver senso anche per
e 1? E (D’ 

Si ha poi, e i fissato,, 
ancora una funzione di D (r) a Supporto contenuto in l’; e inoltre è uguale
ad 1 nel supporte di allora è

dove

funzione indefinitamente differenziabile in 00 e ivi di versa

da zero.

L’applicazione 9~ - Oi p è dunque lineare da ( D’altra

parte si ha
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E dunque di qui, prina per s intero e poi per interpolazione (Prop. 1.4) per
s reale, si ottiene la propos,izioue :

a) ei q si pub prolungare in un’applicazione, 
N

indicata con li11,eare e continua, di Ws,p (1 ) WB,p 
Osserviumo ancora che le applicazioni (»j e j, i = 1, ... , r soddisfano

alla proposizione :
b) u -&#x3E; u) è lineare e oontinua .da in sè.

Iiifatti per (2.8) e (2.10) si ha che iiei

punti y di in oui non è nullo risulta uguale a (x). (x) - u (6, (ce)) .
; e dunque si ha

Di qui si ricava subito, prima per -s intero e poi per interpolazione
(Prop. 1.4) per s reale qualunquet la proposizione enunciata iu b). ~

Dimostrate cosi a) e b), velliamo alla dimostrazione della Prop. 2.10.

Sia auzitutto u - L (u) un funzionale lineare e continuo su W8,P (T’) ; y poichè
questo spazio è manito della topologia meuo fino che rende l’applicazÏoue
u - Oi u continua da W,.p (1’) in (R~·‘1), si ha per un noto teorema

Supposto u E CD (F) e applicaiido la (2.1.2), si ha allora

da cui, per la Prop. 2.8, possiamo ideutificare L con e allora

dove, per la proposizione b) 

da cui, per la proposizione a), si ricava che LE (r))’ e inoltre risnlta
anche che, se L - 0 in W-$~p’ (l’~~ allora L - 0 anche in (WB,p (1~))’.

Dunque algebricamente W-B,p’ (r) coïncide con (r))’, essendo inol-
tre il primo spazio munito di una topologia più forte del seconde y per il

teorema del grafico chiuso ne segue che W-s,p’ (r) = ( W8,P (r))’ anche topo-
logicamente.
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2.11 - Pet. s intero qualunque si ha

Infatti ai consideri per ~==1~...~ l’applicazione essa è ov-

viamente per lu stessa definizione .2.3 lineare e continna. da in

e da W $+l’p (l’) iii W8+1’~° (R’~-1) ; dunque per il teor. 1.1 e lu

Prop. 1.4 (applicata allo spazio anziehè a si noti che s è 

si ha. che essa è lineare e continua da T (p,ce; W~(7")) in
Ws+1-0,p (Rit-1). .

E qnesto per la def. 2.3 eqtiivale al fatto che

Paasaudo agli spazi dnali, si ottiene dal teor. 1.2,

e poichè 8 è di segno qualunque e cosi pure p’ pub essere un qualunque
numéro reale &#x3E; 1, si ha l’inclusione inversa della (2.14) e lia, Proposizione
è dimostrata 

2.6. Partendo dalle considerazioni precedenti si possono ottenere dei

risultati del tipo del «teorema di SOBOLEV» per le derivate frazionarie.

Diamone un esempio brevemente (anche se ciô non ci servira nel seguito) ;

se M &#x3E; q il teorema di SoBOLEV dice Che con -

duique l’applicazione identica è Mineure e contins da Wup (Rn) in Lq (Rn)
e, naturalineute, da W°·p (Rn) in LP (RI,). Percib essa è anche lineare e con-

Ma da. [26] segne clie

dunque si ~ia

Noi non ilisistereitio pera niteriormente su questo punto.
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n. 3. Gli spazi (Rn)

3.1 - Abbiamo già ricordato nel n. 1.3 che per jp ==± 2 gli- spazi WS,2 (Rn)
possono essore definiti anche attraverso della traefôrmata di Fourier,
con notevoli vanta,ggi. L’uso della trasformata di Fourier si pub estendere
ancLe al caso p +2 ma gli spazi che cosl vengono ottenuti non coincidono
in generale cou gli spazi (R"), tuttavia anche questi spazi hanno inte-
resse nelle applicazioni e sono infatti già stati in parte studiati (v. ad es.
[25]). Riprendendo dunque una definizione in parte introdotta n. 1.3 e

usando Io stesso simbolismo ivi introdotto, poniamo la 
’

DEF. 3.1. Indicherenio con B-1,P (RI), 1  p  s ’reale, to spaxio (di Ba-
nach) delle distribuzioni tentperate u tali che

normalizzato da

OSSERVAZIONE 3.1. Per p = 2 si ha che H8,2 è isomol’fo a W8,2 

per ogni s.

OSSERVAZIONE 3.2. Come già si è ricordato nel n. 1.1, ahche per 8 in-
tero e p &#x3E; 1 Hs,P (Rn) è isomorfo a WB,p (R"), in virtà del teorema di MIHLIN
~.33~ sui moltiplicatori nello spazio ma ciô non è più vero in generale
per s  qualunque in virtù di un esempio già citato di KAHANE e di STFIN.

Si ha anche la seguente proposizione.

PROP. 3.1. CD (Rn) è denso in (Rn), s &#x3E; 0.

Sia infatti una successione di « regolarizzanti » ,a == 1, 2 ... (v. n. 1.2) ;
E q)LP. Dimostriàmo anzitutto che u * in HBO (R") ; ciô

equivale a dimostrare la

Basta duuque approssimare in mediante unit successio-

ne di funzioni di Q) (Rn), cosa che è possibile, (Rn) è deiiso in 
e dunque esiste una successione di funzioni di Q) (RH) converge a u é a,~
in e quindi a maggior ragione in (RI).

Si ba anche con ragionamenti noti

PROP. 3.2.

PROP. 3.3. j il 8pazio 68,endo den8o nel Secoitdo.
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3.2. Àleuni recenti riaultati di interpolazione (v. 111] e [25] (il)), fondati,
a differenza di quelli richiamati nel n. 1, su metodi di funzioni di variabile

complessa, si rivelano utili nel trattare gli H’,P (R’s).
Siano anche ora X. e Xi due spazi di Banach e A uno spazio vetto-

riale topologico nelle stease ipotesi del n. 1.1. Indichiamo 

lo spazio delle funzioni della variabile eomplesfia z = v + i W,z-f(z), olo-
morfe in 0  v  1 a valori in continue e limitate in 0  ro  1, a
valori in e tali che w --.:f (iw) essendo continua da Bi in

Xo, y e f (1-- essèndo contiuua da Ri in Xi , con

Normalizzato- da (3.3), è uno spazio di BANAOH. Poniamo

p oi 
..

ove du è una misura su [0, 1] o una distribuzione su ]0, 1[ a supporto
compatt.o. Risulta cosi definita un’applicazione f -. L f lineare e continua
da 9( (Xo, XI) in Xo -j- Xi .

DEP. 3.2. Indichiamo con u] lo spazio immagine d$ 
per mezzo di L, 

Si ha cosi uno spazio di Banach.
Siano ora Yo Y, e CX3 spazi analoghi agli spazi XI e A e 8UppO-

niaitio inoltre che Xo n Xt sia denso in xo e in XI e sla l’operatore
liiieare già introdotto nel n. 1.1 Si osservi in più è prolungabile
per continuità in un operatore lineare e continuo da Xo -f - Xt in Yo -~- Yi .
Cib posto si ha il segneute teorema di interpolazione (v. [111 e [25])

TEOR. 3.1. Nelle ipote8i fatte sugli Yi e 8u Z, è an-

che ltneâre e continuo da el in [ Yo, Y, , u]· Se in pat-ticolare 8i
prende ,u = ô (0), misura di concentrata nel punto 9 dell’intervallo

]0, 1[, la tiot-nta considerata da (9)] in [Yo , Y1 ,d (9)] è maggio-
da, ce 1 (co e cl costanti che compataiono nella (1.4)).
Il teor. 3.1 si pub applicare a Xo e XI e 8i

dire il vero l’interpolazione .negli spazi (R"), p+ 2, mediante i metodi di

variabile complessa è stata ottenuta anteriormente a [11] e a [251 da ARONSzAJN e LIONS,
1959 (non pubblicato, si utilizzava il metodo di ARONSZAJN per dimostrare il risultato di

[20]) e ann1;1nciato indipendentemellte da A. P. CALDERON, Conferenza di Berkeley, 1960
e S. G. KaRIN [19].
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dimostra allora il seguente risultuto ([11], [25])
PROP. 3.4. (1?14), (R"), a (0)] = .g ~1-’8~8~~’9el,p (Rn)
OSSERVAZIONE. 1 risnltati corrispoudenti per p = 1 e p = oo nou sono

probabilmente veri (in ogni caso il metodo di dimostrazione di [25] non è
più valido). Sarebbe intéressante sapere se il risultato di interpolazione
corrispoudente è vero o no; per es. se 1: è un operatore lineare e continuo
da Loo (Rn) ill sè e da ln sè, ,10 è anche da in sè 1

3.3. Veuiamo ora ad nn confrouto degli spazi (Rn) con i W 

Si ha 8-nzitutto il

LEMMA 3.1. Per ogni 8 &#x3E; 0 algebe-icameîtte e topologicamente

DIMOS’l’RAZIONE. Basterà limitarci a dinostrare il lennna 

poichè HBO’P C (Rn) 8e 81  8~ ._ . , , , -

Poniamo A,=1-0-+-E e xia dunque e percio 1
Dimostriamo che esiste f (t) tale cbe

Supposa esistente f (t), moltiplichiamola per una fauzione b (t) derivabile
con contilluità per 0-}-oo, uguale a zero per t &#x3E; 1 e ad 1 per 0"$

e pouiamo g

Dimostriamo dl1uque
l’esistenza della f (t).

Poniamo percib

dove indichiamo l’antitrasformata di Fourier rispetto alle sole

variabili (~1, ... ~ En). Cosi definita, f (t, x) verifica senz.’altro la (3.8).
Per dimostrare la (3.6) basterà far vedere che

indica Io spazio delle trasformate di Fourier delle

u E H 1,P (RI,).
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La (3.9) equivale alla

Quanto alla (3.7) essa ei riconduce alla

cioè ancbe essa alla (3.10). Resta danque da dimostrare solo la (3.10).

dove

Dimostriamo allora anzitutto che Mt (e) è un moltiplicatore su 97 Lp (R")
di norma 5 ct-l (o costante); basterà per questo far uso del teorema di
MlHLTN già ricordato [33], cioè dimostrare che

la derivazione Dk essendo intesa rispetto allé Ora si ha

e d’altra parte con calcoli elementari ei ha, tenuto conto che, poicbè

Dunque lu (3.11) è ’vera e quindi Mi (e) è un moltiplicatore su (R") di
norma  ct-1.

-Ne segue che

Ma si ha che poichè ;

Dunque si ha

Scuok Pka.
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Resta cosi dimostrata la (3.10) e dunque (R") c y~’ 1-e,~ (Rn) algebri-
camente e dalla dimostrazione stessa data, in virtù della (3.12), si ha che
l’inelusione è anche topologica.

Dimostriamo ora il

LEMMA 3.2. Per 0 risulta algebricameitte e topologicatllente

DIMOSTRAZIONE. Si consideri Foperatore 

Esso risulta un isomorfismo di (RU) su (Rn) e di (Rn) su
W-lp (Rt.). E allora in virtù dell’osservazione 3.2, del teor. 3.1 e della Prop.
3.4, esso è anche un isomosfismo di (Rn) 8u H-8+E,p se si

suppone E  1- 0.

Analogamente per il teor. il teor. 1.2 e la def. 1.4 esso è m iso-

morfismo di

Ne segue in virtù del lemma 3.1 che

relazione cbe, una volta dimostrata per E  1- 0, vule anche per ogni e.

Passando allora, agli spazi duali si ha

cioè il lemma 3.2, quando si scanibi nell’enunciato 0 con 1 - 0 e p con p’.
c. v. d .

Dai leinmi precedeiiti si puô inâne ricavare il seguente teorema che,

précisa le relazioni i tra gli spazi i lV B,p (Rn) e B 8,p (Rn) :
TEOR. 3.2. Pet’ ogni e

algebricatiteiite e topologicamente 

Durante la oorrezione delle bozze abbiamo sapnto che nn rianitato pib preciso
b stato ottenuto da E. M. STEIN (in corso di si veda già [46 ter]. Per un con-

fronto dei (R") oon altri spazi aualoghi ei~ veda anche [11 bis].
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DIMOSTRAZIONe. 1) Supponiamo s &#x3E;_ 0. Dimostriamo dapprima che

.H $+E’p (Bu) C Ws,p (Rn). Se u E (Rn), allora Dk u E LP (.R") per k ~  8 + 8
e qaindi in particolare  [8]. Inoltre Dk u E (Ru) per 1 k = [s]
e quindi, per il lemma 3.1, Dk u E W 8-~8~’p (R") dunque u E e

.g8+E,p C (Rn).
Viceversa (Rn), allora e, per il lemma 3.2,

Dk u E (R"~)~ dunque u E (Rn) e yps,p (RI) c H,-e,p (Rn).
2) Se è invece 8  0 il risultato si ottiene immediatamente dal caso

precedente paF3eando agli spazio duali.

OSSERVAZIONE. Lo spazio (R") è dunque contiguo a HSIP (R") se-

condo una definizione introdotta di recente da GAGLtARDO [15 bis]:

n. 4. Gli spazi H$&#x3E;p (D) e Hs,P (r).

4.1. La definizione degli spazi .H 8~p (Q) va ora fatta tenendo conto delle
proprietà viste per gli (RI). Porremo dunque la

4.1. Pele m intero positivo fissato
nia,no

dove [...] va inteso nel senso della def. 3.2.

(Q) rieulta cosi deftnito per ogni o 0. Come ora vedremo,
qnesta deûnizione è corretta, Bel senso che, in condizioni di sufBciente re-

golarità per Q, in particolare nelle ipotesi da noi fatte au D, non dipende
da m e, se 8 è intero, H’,P (D) coïncide con deflnito direttamente,
attraverso le derivate. Si ha infatti la

PROP. 4.1..gap (Q) coincide con l’Ínsie1ne delle restrizioni a il -delle u di

(Rn) per o.

La dimostrazione è~ di tipo note e aualoga a quella della Prop. 2.2 o
2.3. Anzitutto esiste un operatore P tale cbe e

e che Pu = u q. · d. in D; allora per il teor. 3.1 e la

Prop. 3.4, 
,

Inversamente l’operatore di restrizione ad Q, Ra, appartiene a 
e a e dl1nque per il teor. 3.1 e la Prop. 3.4

appartiene a c. v. d.

Ne segue in particolare,, tenuto conto dell’osservazione 3.2, la
PROP. 4.2. Per s intero 2: 0, H?’P (0) è i8omorfo a WsP (Q).
Con dimostrazione del tutto analoga a quella della Prop. 2.5, ricordando

la Prop. 3.1, si ha

PROP. 4.3. Lo spazio D (Q) denso in H’,P (Q)e 8 &#x3E; 0, 1  p  -+- oo.
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4.2. La definiziotte di H8,.P (Q) per 8 reale qualunque sâ ottiene in modo

abituale. Anzitutto si pone

E poi

....A,;

iittet-o si ha ancora : H’fP (Q) è isomorfo a (SZ). 

’

4.3. considerazioni del tutto analogbe a quelle svolte nel n. 2.5 si

definiscono poi, riportandoli mediante un sistema di « carte locali » agli
spazi gli i spazi per 8 reale e 1 .p  -~- oo. Anche ora si
ha che è isomorfo a per s intero. E cosl pure: Cf) (r) è

n, 5. Propriété d i tracée degli spazi e 

5.1. È noto (v. ad es. [37], [38], [441, [31, [22 biF3], ...) cbe per p = 2 e

8 &#x3E; 1 si possono definire er le funzioni u E WS,2 (0) le tracce ou l’ di u e
2

delle sue derivate fino all’ordine j, purcllè sia Questi rieul-

tati sono poi stati estesi anche al caso [13] e al caso v &#x3E; 1

e 8 inteio &#x3E; 1 in [43] ; i e sono stati generalizzati in [21] agli spazi generali,
mendiante utilizzazione della teoria dei seinigruppi --.1~ si veda [23])
e introducendo delle funzioni « peso ta ». In [48] infine (si veda anche [30]
e [46 bis]) essi sono generalizzati anche alle « dei-ivate frazionHrie » (i lavori

[48] e [30] coutengono anche risultati relativi alle derivate « ordiiiarie »
nel caso di spazi con funzioni « peso », i risultati corrispondenti alla fun-

zione sono contenuti in quelli di [21]). Noi ricorderemo qu

perché ce ne serviremo nel seguito, dapprima i risultati relativi alle derivate
ordiiiarie (s intero, se p + 2) e poi quelli relatïvi alle derivate « fraziotiarie »

(8 qualunque e p qualanqite). Se 1: è un numéro reale &#x3E; 0 indicheremo

con il tnassimo intero &#x3E;0 inferiore a T.

5.1. Sia 8 reale &#x3E; 1 e p = 2 oppure 8 intero &#x3E; 0 e p reale &#x3E; 1.
2 p

~ si normale interna a
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[10 u, r. u, ... L’applicazion6 u - yu definita su D (Q) si pub pro-
lungare per coittinuità in una applicazione lineat-o e r continua, che donotet-emo
ancora con* u - yu, di (Q) su

precisamente per ogni

(c indipendente da u)

e viceversa dati esiste una

(c’ indipendente dai gJ).

Dal teor. 5.1 con ragionamento noto si 17a inoltre .

PROP. 5.1. Nelle ipote8i del teor. 5.1, coincide col 8otto8pazio

dette u di W 8,p (S~~ per oui

Ed ecco ora il teorema di UsPBNsKii [48] ($i vedano anche [30] e -[46 bis]) :
TEOR. 5.2. Sia p reale e &#x3E; 1, 8 reale e &#x3E; 1 e inoltre, se à &#x3E; 2y tia an-
. .. 

~ 
p 

~ p

non intero ; allora per ogni u E Ws,p (Q) esistono le tracce 

(defiaite s~a modo analogo a quello del teor. 5.1) e si ha

(o indipeitdéitte da u).

Viceversa sia jp reale &#x3E; 1 s reale &#x3E; e p  2, sia anche
p 

.

8 - 1 a II ora comunque ; 
JP 

esiste utia u E (r) tale 

Sicchè per noit intero vale ancora il teor. 5.1.

5.2. Per quanto riguarda gli spazi (D) la situazione è più comples-
sa, naturalmente nei casi ~in cui essi non coincidano con i (0). Qualche
risultato si potrebbe ottenere facendo uso della teoria’di interpolazione par-
tendo intero e dal teor. 5.1. - Avremo occ8sione di ritornare su ciô

più avanti.
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CAPITOLO II

IL PROBLEMA DI DIRICHLET NON OMOGENEO

PER LE EQUAZIONI LINEARI ELLITTICHE

n. 6. Preliminari.

6.1. Nella ipotesi già fatta che 12 sia di classe C °°~ supponiamo ora che
sia dato un operatore differenziale lineare d’ordine 2m che scriveremo nella
forma

e t cui coefficienti 8ttppOrremo appartenere a ~D (ii). Inoltre supporremo
A ellittico in il, cioè per ogni x ogni vettore e reale e =F 0 sis.

Se n è = 2 8upporremo anche che A sia propriamente ellittico in S~,
cioè che per ogni ogni coppia di vettori reali 1 e E’ linearmente
indipendenti il polinomio nella variabile complessa ~ (E + 

abbia esattamente m radici con parte immaginaria positiva.
Siano poi 

A

la forma sesquilineare associata ad A e

l’operatore aggiunto formale di A e

la forma sesquilineare associata ad A*.
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6.2. Poste d’ora innanz’

si hanno per u e le segnenti formule di GRE&#x26;N (v. ad es. [28],
[5], [40])

dove do indica l’elemento d’area su h e Tj sono opportulli operatori
differenziali d’ordine tali che i sistemi

sono 8i8temi normali e di DIRICHLET nel senso di [5].
La (6.3) prolangata per continuità, in virtù delle Prop. 2.4 e del teor.

5.1, risulta valida anche per u E

Sempre dalla (6.3) si pub ottenere anche la

Basta infatti scrivere la (6.3) per u e per continuità, tenuto
conto della definizione stes8a di e del fatto che l’operazione di
derivazione ~k è lineare e continua da in (.0) si ottiene

la (6.4) dove i (, &#x3E; stanno ad indicare rispetti vamente la dualità tra ¡V-NI,P (Q)
e e tra Wom,p (.Q) e p~ 

Sempre dalla (6.3) si puo ottenere anche la

per ogni Con un primo prolunga-
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mento per continuità si ottiene infatti dalla (6.3) la

per e v 
2tn,p’ (Q) n (S~). Dalla (6.6) si ottiene poi la (6.5)

con un ulteriore prolungamento per continuità, C, ~ indicando la dualità tra
W -"‘’p (~) e 

6.3. Si ha poi il

LEMMA 6.1. Siano = 
~... ~ e y _ ... , lpm-1) COM

-. -.

8i8te allora una funzione te appa,’tentnte a W 2m,p’ (R") tale Che

l’applicQ.zione (9’, y}&#x3E; te e88endo continua da

.Risuttato analogo si ha con Tj .
La dimostrazioue si riconduce, con ragionamenti del tutto analoghi a

quelli fatti per il lemma 1.1. di [28], a costruire una funzione w E W2m,p’ (Rn),
tale che

w dipendendo con continuità dagli.1i. Tale costruzione si fa subito utilizzando
il teor. 5.1 e l’operazione u - Pu di prolungamento da 0 in Rn delle

u E già utilizzata più volte in condizioni allaloghe nei n. 3 e 4.

n. 7. Risultati noti sul problema di Dirichlet e alcuni complementi ad
essi.

7.1. Richiamiamo anzitutto il seguente notevole risultato sul problema
di Dirichlet omogeneo di AGMON - DouGLis -- NiRENBERG [2] e di BROW-
nER [9], (lOj ;
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7.1. Nelle ipotesi fittte nel 1J. 6 8u Au e su Q, condizione iteceàr-

saria e sufficiente perchè il di Dirichtet omogeneo

lia risolubile per ogn i f E ljp (.0) è ,che il problema omogeneo aggiunto

abbia solo la soluzione W = 0. Soddisfatta questa condizione, allora u - Au è
un isomorfismo di fl (Q) su LI’ (Q).

Mettiamo anche iu evidenza esplicitamente alcune conseguenze immedia-
te dei risultati di BROWDER e di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG (loco eitato).

Supponiamo verificata la proposizione
il problema

8010 la 80luzione u = 0, per un cerlo p fissato &#x3E; 1.

Si vede subito allora cbe la proposizione Uq) é vera pe1. ogni altt’o q &#x3E; 1.
Infatti se q &#x3E; 1 è diverse da p, um funzioue u E e tale

che Au = 0 deve necessariamente appartenere anche a per ogni
p &#x3E; 1, iu virtù dei risultati citati di BROWDER (v. più precisameute ad es.

19. teor. 1]) e di AGMON-DoUGLIS-NIRENBEKG [2, n. 14 e 15] e dunque,.
poichè Up) è 8upposta vera, è u = 0.
. 

Altra conseguenza immediata dell’ipotesi Up) è la segueute : id proble-

am1nette la sola ’Roliezione w = 0 per ogni q &#x3E; 1.

Infatti se è vera la Up) per p fissato essa. è vera per ogni p, per
quanto si è visto or ora, e dunque anche per p - 2 ; ma allora il proble-
iiia (7.4) per q = 2 ha solo la soluzione ’W = 0, iu virtù di nn risultaio di

AGMON-DOUGLIs-NiRF.NBF,RG (v. precisamente quauto è osservato uel li.

12.4 di [21 per la d’imostrazione del teor. 12.7 in L2(Q); e dnnque appli-
cando l’osservazione sopra, fatta ad A* anziclrè ad A y il risultato è vero

anche per ogni q &#x3E; 1.
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Dalla considerazioni ora fatte e dal teor. 7.1 ricaviamo poi (v. anche

[2]) che nell’ ipotesi Up) per un certo p fissato &#x3E; 1, u - Au è un isomorfismo
di W2mp (Q) fl (Q) su LP (Q) per ogni p &#x3E; 1. Concludendo poissiamo
enunciare esplicitamente il

TBOR. 7.2 : Nelle ipotesi del n. 6 BU A e su Q, se .la Proposizione Up)
è vei-a per un p fissato &#x3E; 1, , allora

a) e8sa è vera pet- ogni p &#x3E; 1 ;
b) è anche la proposizione -analoga alla Up) reltztivamente alleope-
A*, per ogni p &#x3E; 1

c) per’ ogni p &#x3E; 1 A (e è un isomorfismo di

Il teorema è dunque applicabile ogni volta che si abbia un teorema di uni-

cità per il problema di DIRICHLE1’ in una qualunque classe E

sono note, in aggiunta all ellitticità propria di A, condizioni integrali o al-

gebriche perchè ciô avveuga per A o almeno per l’operatore A -+- À con
costante &#x3E; 0 sufficieiiteniente grande ; per es:

1°) A è (Q)-ellittico, cioè vale la

per ogni u E W0m2, (Q), c indij&#x3E;eiideiit&#x3E;e da, u ;° 
0

2°) A è fortetnente ellittico cioè

per ogni x E 0 e ogni e reale e =1= 0, con c co8tante ;
3°) A è debolmente positivo semidefinit0 (ÀGMON-DOUGLIS-NIREMBERG)

[2, teor. 12.8], cioè

per x E S~ e e reale.
Nell’ipotesi 1°) il teorema di unicità vale per A, nella 2°) e 3°) per

A + Â con 1 &#x3E; 0 sufficientemente grande. La 1°) è stata sempre dit noi ’po-
sta alla base dei lavori precedenti al presente, [27j e [28], solo per sempli.
cità, ciô che si è del resto già osservato si8 in [27] (Osservazione II del
n. 10) sia in [28] (REMARQUE 10.5). Noi comunque nel seguito di questo
lavoro prenderemo corne ipotesi base la seguente

J) coèff&#x26;cieitti sono neZ senso precisato nel n. 6.1 i
Iloperatore A è ellittico in Si; pet- al1neno un p fissato &#x3E; 1 è valida la Ûp).
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Desideriamo osservare anche esplicitamente che, corne rieulterà da

quanto diremo in seguito, i risultati del présente lavoro potrebbero essere

formulati iu forma ancora più generale e più « a-stratta » ; più precisamente
anzichè mettere alla base la ipotesi J), si potrebbero prendere come ipotesi
le seguenti, ferme restando le condizioni di regolarità e sut ooeffi-

cienti 

I°) ellitticità dell’operatore A in S~.

isomorfismo di

a llora u, E 

1 teoremi principali dei numeri seguenti sono validi anche in queste
ipotesi. Naturalmente, per quanto si è dette in questo numero e per il

rieultuto di AGMON [1] già citato nell’introduzione Ilipotesi J) è condizione
sufficiente per il verificarsi delle 1°), 11°) e 111°).

7.2. Per quanto riguarda il probleuia di Dirichlet non omogeneo

possiamo senz’altro enunciare il

TEOR. 7.3. Nelllipote8i J) del n. 7.1 per ogni p &#x3E; 1, u - u~ è un

isomorfismo di W2m,p (Q) su

La dimostrazione è abituale, tenuto conto del teor. 5.1 e del tenr. 7.2.

Accenniamola per il seguito. Anzitutto tt - è lineare e continua da

(Q) per il teor. 5.1 e per il fatto che

l’operazione di derivazione è lineare e continua da W 2m,p (.0) in

W 2m-lkl,p (Q). D’altra parte assegnata f’ E L p (D) e gj E lV 2m-j-l/p,P (~’ )~ j = 0,
..., tit - 1 esiste un v E W 2m~p (Q) tale che rj v = gj; risolviamo allora col
teor. 7.2 il problema omogeneo w E Wom,p (s~) fl ,W2m,p (.0). AI-
lora u=v+w appartiene a e risolve il problema Au = f,
~M==~~==0~...~20131 ed è mica per il teor. 7.2. Un noto teorema

di BANAOH sugli isomorfismi ci assicura dunque la tesi del teorema. c.v.d.



76

n. 8. Il problema di Dirichlet in W ~~+r~p (s~), r==0~1,... tn - 1.

8.1. È note che per p = 2 uell’ipotesi che A è Wô ’2 o più
in générale se vale l’ipotesi Ut) di unicità (si veda ,la remarque 10.5 di

[28J), si ha che è un isomorftsmo di W~~+r,2 (~j su y~ -m+~~·2 (~) X

. Vogliamo in questo numéro estendere questo riaultato al caso p &#x3E; 1.

Dimostriamo intanto il

LEMMA 8.1. Nette, n. 7.1, per ogni p &#x3E; 1 esiste solo la 
= 0 del problema

Infatti poichè u E Wô -" (û) possiamo scrivere la (6.4) per ogni
fl W 2~~p’ (~) e per u; i essa diventa allora

Ma nelle ipotesi fatte, per il teor. 7.2, un iisomorfismo di

n su LP’ (n) e d uuq ue rifiulta u = 0.

8.1. Nella ipotesi J) del n. 7.1, pet- ogni p &#x3E; 1 u - Au è iao-

fl (n), r = 0,1, ... , m .
Dimostriamo anzitutto che il problema

è risolabile qualunque sia f E W -m+r·p (Sà) (necessvriameute la soluzione

sarà unica per il Lemma 8.1).
Infatti per ogui p &#x3E; 1 per il teor. 7.2 A* è un isomorûsmo di

(n) su dunque per dualità., con’pro-
..c c

cedimento noto (v. [46], [22J, [32, n. 14], [27] e [28, n. 6 e 7]), si ottiene

che, per ogni funzionale semilineare e continuo L (v) su W2m,pl (.0)
esiste ana e una sola tale che

per ogni i
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dove il ( , ) indica la dualità tra (Q) e

Wom-r,pt (n); i si ha allora

e dunque ( f, v) e un L (v) e percib esiste una e una sola tale

che

e per tale u risulta, per quanto ai è visto,

Si ha allora e inoltre dalla (8.2) per un recente notevole risultato

di AGMON (1, teor. 8.1], si ha che, u E (0). Àpplicando allora la (6.5)
ad u e 18, v E n (Sl) si ottiene, per la (8.1),

Allora, poicbè l’applicazione v - (T",_1 v, .., To v) è una applicazione lineare e
--, .

continua (la cosa segue per es.

dal lemma 6.1 e dalla Prop. 5.1), si ottiene da (8.3) che 0 ,j = 0, ...
... ~ tit - 1 e quindi dalla Prop. 5.1 che u E Wo"P (12). Dunque il problema
.di DIRICHLET considet-ato è risolubile in modo unico per 

Osserviamo poi che l’operatore ii, - Au è lineare e continuo da

i n (.0), poiclié tale é l’opera tore fI - Dk, u per 1 k 1  2m.

Iii defiuitjva dnuque , per un noto teorena di BANACH sugli isomorflsmi,
è un isomorfismo algebrico e topologico di (.0) su

(D).

8.2. Desideriamo riprendere il teor. 8.1 da un altro punto di vista,
utilizzando il procedimento di interpolazione « complessa », richiamato nel
ir. 3.2. Suplmriamo dunque di aver già dimostrato il teor. 8.1 per ~’==0

e i- =- 9?&#x26; ; il è espresso dal teor. 7.2, il ~ri pnô otte-
nere con ta dimostrazione data sopra nel n. 8.1, ricorrendo nI teoretna di

regolarizzaione di Agmon nel solo caso t = 0. Vnleiido potrentmo anche
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ammettere semplicemente la va,lidità delle ipotesi I°) 11°) e messe in

evidenza nel n. 7.1.

Abbiamo dunque cle A è un isomorfismo di (Q) n (.0) SI,

e di W,+-’-- (.0) su (.0); applicando percio il teor. 3.1 ottenia.
mo che A è un isolnorfislno di

per ogni 6, 0  0  1.

Si tratta dnnque ora di interpretare i due spazi « intermédi » cosi
trovati.

Dimostriamo percib anzitatto che

Sia u -Qu un’applicazione liueare e continua di in Wô ’-"’(.Q) e
di LP’ (R") in LP’ (Q) e tale che e ~ è il F3uO prolun-’
gamento a zero fuori di ~; uua ta,le applicazione esiste come si pub vedere
con le segnenti considerazioni. Mediante un sistema di « carte locali »I
nelle ipotesi di regolarità fatte su S~, ci si pub ricondurre al caso in cui
Q sia il semispazio R+ deg.1i x per cui è xn &#x3E; 0.

E allora, ispirandosi a procedimenti noti (si veda il lemina 2.1) la Q
si pub cosi costruire

dove i Ij sono costanti tali che

Consideriamo allora l’applicazione trasposta tQ ; essa è lineare e con-

tinua da in e da in ed è tale che la

restrizione coïncide con S. Allora, tenuto conto che per 8

intero (v. Prop. 4.2 e u. 4.2) e HB,r (R")
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(Oaaervazione 3.1) e inoltre che vale la Prop. 3.4, passiamo applicare il

teor. 3.1 e otteniumo che ’Q è una applicazione lineare e continua da 
W-m,p (Q); à (9)] in ¡V-ttl,P (RI,); ô = W-8m,p 

D’altra parte l’operatore restrizione a Ra u, u liueare e continuo
da LP (Rn) in e da W-mp (Rn) in danque da in

[LP (Q), W -Wp(Q); c) (9)J e dunque [LP(Q); (Q); 8 (8)J J coincide con l’in-
Sieine delle restiriziolli a Q delle u di (Rn).

Ora questo insieme coïncide con W-8m,p (S~); infatti poic18è 9m è intero,
assegnato comunque S E W-9HI,p (S~) esiste uua e una sola uo E (Q) tale
che 

0

(4 = operatore di Laplace) :

basta infatti applicare all’operatore (- A -+-1)Qm il teor. 8.1 nel caso r = ,0,
cosa possibile. Ne segue che la distribuzione T==(2013J-)-!)’" 
il prolungamento a zéro di uo in tutto appartiene a e veri-

fica la T = S.

Dnnque possiamo conclndere che vale la (8.4) algebricamente e la stessa
dhnostrazione assicura che la (8.4) vale anche topologicamente.

Veniamo poi allo studio dello spazio X = i1 W â ’p(S) 
d (9)].

È facile dimostrare che

Infatti consideriamo l’applicazione identica u - u e osserviamo che essa è
lineare e continua da in e da W 0 m’p (Q) in

si ha che essa risulta tale anche du X in per il teor.

3.1 e dunque X C Analogamente u - u è lineare continua da

I in e da 111 e dunqne (teor’.
3.1) da X in ~r~~(~); ~(0)]~ il quale spazio per ]8 Prop. 3.4,
la Prop. 4.1 e la Prop. 4.2, tenuto conto che 6 m è intero, coïncide con

dunqne X C W2m -omp(Q).
Dimostriamo ora la inclusione inversa della (8.5). Sia u E 

fl e poniamo Au = 8; allora W E dunque poiché A è, per
la (8.4) un isomorftsmo di ,X su (Sl), esiste una, Uo E X e nna sola

tale che Auo = 8; ma allora uo = u, poichè entrambe appartengono a 
e in vale il teoréma di unicità per il problema di DiRtCHLET

(lemmtr 8.1) ; dunque tenuto conto della (8.5) si ha
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In définitive si ha che 

su (,Q) pet. 9 m intero, 0  6  1..

E dunque si ha’ di nuovo il teor. 8.1 per r =1, ... , m -1.

OsssRvàzIoNi.

a) Si osservi che questa dimoqtrazione fa uso in modo alterno dell’.in-

terpolazione e dei risultati sui probleni ellittici, e precisainente; si parte da
risultati sui problemi ellittici (ter. 8.1 nel caso r = 0 e r = m), si inter-

pola, si usa ancora il teor. 8.1 per r=0 relati vamente all ,operatore (-d--1 )om’
e poi di nuovo si interpola.

È questo un procedimento, che per quanto « comples80 » pub dare buoni
risultati, corne dimostreremo anche iu seguito.

b) Si osservi anche che, sostituendo, come è possibile, gli spazio 
agli spazi WI,P nella dimostrazione precedente, essa potrebbe essere ripetuta
anche per 0 m non salvo elle nel pnnto iii cui si fa uso del teorema
di esistenza per il problema (- d -~- l )e"’ u,, = S, 2co E (n), con rS asse-

gnato in We"’~p (S~). Si pone allora , la questione, naturalmente dando a

(- d + 1)8’" un opportuno significato generalizzato, se 0 m non è intero.

8.3. Non si ha ora difficoltà a passa,re, con il ragionamento già richia-
mato per il teorema 7.3, al problema non omogeneo. Tenuto conto del teor.
5.1 e del teor. 8.1, si ha cosi il

THOR. 8.2. -Nella ipote8i J) del n.

8o’lnorjismo di ’

Con i teor. 7.3 e 8.2 il problema di DIRiCHLET non omogeneo è com-
pletamente studiato nelle classi W8&#x3E;P (t2) con 8 = m, ... , 2m. Passeremo ora

nei n. 9 e 10 ai 0~ ... , m -1.
Una osservazione, che ci sombra intéressante e che si ricollega a quantu

si è fatto nel n. 8.2 e in particolare all’osservazioine a) del n. 8.2, è la se-
guente.

lnterpoliamo col metodo « complesso » tra i = m e r = 0 del

teor. 8.2 cioè, partendo dal fatto che

è un isomorfismo di
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Si ottiene allora (tenendo conto anche del teor. 3 di [25]) che ( A, y ~ è un
isomorfismo di 

Se 9 m è intero; tenuto conto del fatto che H 8,p (~à) = W 8p (.0) se 8 è intero,
della Prop. 3.4 e della Prop. 4.1 e inoltre della (8.4), si ottiene che. 1 -&#x26;, y ~’ B
8 un isomorfisino di

E di qni confrontando col teorema 8.2,
ottiene

faccia ~ 

per 0  6  1, 9m intero.
Dal fatto che m è un iutero qualunque &#x3E;_ 1, e j = 0, 1, .,. , m -1 si

deduce la seguente proposizione sugli spazi di interpolazione.

e 8 8ono interi tali che ; 4

algebricainente e topologicamente.
Si* pone il problema di generalizzare la (8.8) anche al caso di r e 8

qualunque ; più in particohlre di sapere se la (8.7) vale nel eu.F3o 9 m non

intero.

n. 9. Il problema di Dirichlet nello spazio (s~).

9.1. Auzititto poniamo la definizione
9.1. Indicheremo con (.0) (rispett. con .D°gp (.0)) per p &#x3E; 1, lo

spazio delle u E Lp (.0) tali che Au E (a) (rispett. Au E LP (Q)) normaliz-

6. Annali  della Souota Norm. 



82

zato da

(rispettivamente

Essi risultano spazi di BANACH. Si ha subito la
PROP. 9.1. Nelle J) del D. 7.1 Io DOP

per ogni p &#x3E; 1.

La proposizione è dovuta ad HORMANDER [16] per p = 2 ; ma vale an-
che per p =J= 2 e si pub ad es. dimostrare in modo del tutto analogo a

quello dato per p = 2 nella nota (s) di [28].
Possiamo allora ottenere anche la

PROP. 9.2. Nelle ipote8i J) del n. 7.1 per ogni p &#x3E; 1 D (Q) denso in

(0) - 
,

Infatti Sia u E (a) e si consideri il problema

Per il teor. 8.1 esso è risolubile in modo unico ; poniamo percib u = v + u~
con = u - v. Allora w E L-" (Q) e Aw = 0, dunque per la Prop. 9.1 esiste
una successione 1 di fanzioni Qi E tale W in e

0 in per i - oo. Inoltre esiste una successione di funzioni

tale che y; - v in W ô ~p (~) per la definizione stressa di 
e per essa è anche Aro in (Q). In deftnitiva qqi -f - "’i E CJJ e

converge a u in (o) per i - oo,
Possiamo ora enunciare il

9.1. Nella ipote8i J) del n. 7.1 per ogni p &#x3E; 1 l’applicazione
u - 1 ... ~ e definita per le u di q) (D), sâ prolunga per conti-
nuità in un’applicazione lineare e continua, indicata ancora con yu~ dz

La dimoatrazione è del tutto analoga a quella del Teor. 2.1 di [28],
alla quale dunque rinviamo.
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Cosi pure in modo analogo a quanto visto per il Teor. 4.1 di [28],
partendo dalla (6.3) e prolungando puer continuità, cone è possibile per la
Prop. 9.2 e il teor. 9.1, otteniamo la validità ,della formula di GREEN

per ogni 1

9.2. Si ha infine il

TEOR.. 9.2 : Nelle ipof.eBi J) del n.

isomorfi8mo di 1

DIMOSTRAZIONE. Siano dati lE W-m,p (n) e gj E (I’), j = 0, ... ,
m - 1. Nelle ipotesi poste A* è un isomorûsmo di (Q) fl (.0) su

LP’(Q), dunque per dualità, con Io stesso ragionamento richiamato per il

teor. 8.1, esiste una e una sola u E Lp (0) tale che

dove ( f, G) indica la dualità tra (D) e (t2) e ( T9 v ) quella
tra (F) e (r). Basta osservare che il seconde membro di

(9.2) è infatti uji funzionale L (v) semilineare e continuo eu i1
n (~)~

Dalla (~.2) si deduce che Au = f e dunque u E (o). Inoltre, tenendo
conto della (9.1) si ha per la stessa (9.2)

da oui, con lo stesso ragionaménto usato nel teor. 8.1 sulla formula (8.3),
si ottiené u = gj ,1 = 0,..., m - 1.

Dunque è biunivoca da

,i°U

D’altra parte per il teor. 9.1 e per la definizione stessa dello spazio
(r) essa è anche lineare e continua, sicchè per il solito teorema di

BANAOH sugli isomorftsmi, il teorema è dimostrato.
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n. 10. Il problema di Dirichlet negli spazi 1

,Nella memoria [28] dedicata. al caeo p == 2, una volta ottenuto il teor.
9.2 si è applicata la teoria dell’interpolazione quadratica tra i due teoremi
cui si riducono per p = 2 gli attuali teoremi 8.2 (caso r = 0) e 9.2. E
sempre per p = 2 è possibile interpolare anche tra i teor. 8.2 (caso r = 0)
e 7.3 (si veda ad es. la remarque 10.4 di [28] e anche [36]). Si ottengono
cosi dei teoremi di isomorûsmo per il problema di DIRIOHLBT non, omoge-
neo negli spazi g’ (.0) = W,,2 (.0) peI’ 8 reale compreso tra 0 e 

Il problema si pone anche ora nel caso p =1= 2, ma présenta diflicoltà
notevoli, in quanto le teorie dell’interpolazione tra i Was,p (Q) che si cono-

scono sono tutte assai più complesse. Noi ottérremo secondo questa via nei
prossimi numeri 11 e 12 alcuni risultati che ci sembrano signiftcativi.

Vogliamo perô mostrare prima come, senza far uso esplicito di teorie

dell’interpolazione si possano ottenere ugualmente teoremi di esistenza e di
unicità per il problema di DITLICHLET, almeno nel caso degli Ws,p (Q) con

8 intero (0  s  m). Tuttavia è opportuno osservare che per otteuere questi
rieultati, oltre a far uso di teoremi di regolarizzazione di soluzioni molto

~c deboli » dati di récente da AGMON [1], noi sfrutteremo anche i teoremi di

tracce del n. 5. Ed è ooto qnale siano gli etretti legami tra certe teorie
della interpolazione basata su metodi reali e i teoreni di tracce (v. ad es.

[20], [14], [23], [21], [15], ecc ...).
Poniamo dunque la
DEF. 10,1: lindichereino con (Q, p &#x3E; 1, .s reale, 0  8  m, 10 

delle te E (sàa e tali che Au E (Q) normalizzato da

Esso riaulta uno spazio di BANAOH.
Si 118 allora il

10.1. : Nelle ipotesi J) del n. 7.1 per e s = 0,..., m -1,
fissato comunque . esiste

una e una 8ala u E (.Q) tale che

e u dipende con continuità da f e da gj .
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Applichiamo il ragionamento già svolto per i teor. 8.1 e 9.2 e dimo-

striaino auzitutto che

è un funzionale semilineare e continuo sa

infatti addirittura

Ora si ha

dove c è uua costante indipendente da v e

La (10.1) è imlnediata; 3 la (10.2) segue ricordando che 7j è nu operatore
d’ordine 2ni - j - 1 e applicando il teor. 5.1 (14).

In definitiva si ha

per tutte le v E o indipendente da v.

Possiamo percib anzitutto affermare, col solito ragionamento per dualità,
tenendo conto che A* è un isomorfismo di su 

che esiste una e una sola tale che

Di qui si ha subito che Au = f.

(14) Si osservi ohe il teor. 5.1 vale anche per ogni derivata di u e non solo per le

derivate normali y, u.
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Inoltre la (10.3), applicando il teor. 8.1 di AGMON [1] già citato, assi-

cura che u E W8,P (Q) e dunque u E (Q). 
’

Osserviamo poi che Cù11P (.0) C e dunque per il teor. 9.1 esi-

stono le traccie di u, j = 0, 1,..., m -1. Applicando allora la (9.1) ad

u, in virtù della (10.4), ai ha

per ogni v E (.0) fi (Q) . Poicbé (r) ( j’) f
dalla (10.5), con lo stesso ragionamento fatto sulle (8.3) e (9.3), si ottiene

y~u=g» j=0,...~m-1.
L’unicità della 801uzione segue poi dal teorema 9.2 poichè (~) c

C 

Per quanto riguarda la dipendenza continua dai dati f e dimostria-

mo infatti che si ha

Poichè vale la (10.3), il teor. 8.1 di [1] non da eolo che u E (Q) ma (v.
formula (8.4) di [1]) di più che vale la

con c indipendente da u.
D’altra parte in virtù del teorema 9.2 si ha

e quindi, poichè anche topologicamente, dalla
(1.0.7) si ha la (10.6). c.v.d.

n. 11. Applicazione della teoria dell’interpolazione; caso dell’integrale
di Dirichlet finito.

11.1. Una prima applicazione della teoria di interpolazione richiamata

nel n. 1, sarà ora fatta estendendo il teor. 8.1 al caso di r reale, 0  r  m.
Precisamente dimostreremo il
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TEOR. 11.1 Nell’ipotesi J) det n. 7.1, per &#x3E; 1 u - Au è un ÍBomor-

di (n) n (n) su (Q), per r cômpreso tra 0 e nI.
Sia infatti r = [r] + 1 - 9, con 0  [r] ~ m -1 e 0  0  1. Per il teor.

8.1 sappiamo che A è un isomorfismo di (0) n (Q) su y-m(r1’p (Q).
e d l su 

Dunque il teor. 1.1 che è ora applicabile per le proprietà dei (.0)
viste nel n. ~2, ci assicura che A è un isomorfismo di

su

Dimostriamo anzitutto che

Infatti, considerando l’applicazione identica u - u e osservando che essa
è lineare e continua da 

(1 in essa risulta tale anche da X in per il

teor. 1.1 i dunque anzitutto X C 
D’altra parte l’operpzione Dk u per 1 k 1  m -+- [r] è lineare e continua

da in e da W m+~r&#x3E;&#x3E;p (~) ÎÎ W p’’p (â~) in

dunque per il teor. 1.1 da X in e perciô se si ha

che Dk u E WO,P. (D) per ~ 1 k 1  m + M e dunque u E (0); inoltre

u - Dk u 1 = m + [r] è lineare e continua da (~)
in W1’p (~) e da W m+~r~’p (s~) f1 in e dunque (teor.° l,l) da
X in Wl-9,p (D) ; quindi, se u E X, Dk u E (~) e perciô u E 
La (11.1) è cosi dimostrata.

Oaserviamo poi che per il teor. 1.2 si ha

e quindi, per Io stesso ragionamento fatto a proposito di X, si ha

e dunque 8’ =1- 9. Percib risulta 
*

ricordando che
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Coucladiamo che, poichè A è un isomorfismo di X su Y, per ogni
f’E W-’"’~’r,p (I.I) esiste uua e uua sola u E X, e dunque esiste una u E 
fi W â ’p (s~), tale che Au .- f.

Essa è poi unica a veri ficare la Au = f, poichè
il teorema di unicità vale già in W ô ’p (0) nelle ipotesi. fatte (Iiemma 8.1).

D’altra parte si ha anche che u - Au è lineare e continua da Wm+rv (a)
in W -"’+r’p (a). Basterà per questo dimostrare la seguente

PROP. 11.1 L’operazione è lineare e conti-

nua da (.0) in (S~) per ogni 8 reale e p &#x3E; 1.

DIMOSTRAZICNE a) Nel caeo che 8 è reàle &#x3E; 1 basta osservare che la

Proposizione vale per 8 intero e applicare quindi il teor. 1.1 e la Prop. 2.4.

bj Nel caso 0  s  1 ricordiamo anzitutto che esiste un’applicazione
lineare e continua (v. il n. 2) u - Pu = U di W..p (.0) in (Rn) tale che
U = u q. - d. in ~à. Poichè è (Ra operatore di restrizione

a .0), basterà dimostiare clie Di U E E (Rn) ; Ora se 8 = 120130,
con 0  0  1, osservando che Di E LW1,p (RI-); (R")) e Di E L(Wo,’P 

(Rn)), si ha per il teor. 1.1 che Di è lineare e continua da T ( p, a ;
W 1,p @ (Rn)j = Wl-8,p (Rit) in T (p, a ; i W °,p (R··)~ (Rn)) e q8t°
ultimo spazio per il teor. 1.2 coincide con

Dunque Di E E ( W 8~p (Q); (S~)) per s &#x3E; 0.

c) Si passa poi facilmente al caso 8  0 osservando che per ogui
si ha

e quiudi (S~).
lu virtù della Prop. 11.1 si ha dunque che u -. Au è lineare e conti-

nua da (.0) fl Wô’’p (il) in W-"’+r’p (S2); tenuto conto che, come si è

sopra visto, essa è anche biunivoca, si conclude per il solito teorema di

BANAOH che essa è un isomorfismo ; il teor. 11.1 è cosi dimostrato.

11.2. Pasaando al problema, non omogeneo, sarebbe iùteressaiite poter
analogamente interpolare estendendo al caso di r reale, 0  r  m il teor.

8.2 (si ricordi che nel caso p = 2 il teor. 8.2 vale anche per r reale

0  r  m v. [36] e remarque 10.4 di [28]). Ma si presentano qui difficoltà
notevoli. Interpoliaino tru il teor. 8.2 nel caso r = k ~-1 e r = k con
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lc intero compreso tra 0 e ~rc - 1, inediaiite il metodo del n. 1. Allora il

teol’. 1.1 ci assicura la validità della segaeute proposizione;
(A, r1 è ttn isonioifismo di T (p, a ; W m+x+l,p (Q), W’"+k’p (0» 8u

Ora il primo F3paZio è Wi»s+k+1-11,p (Q), in virtù della Prop. 2.4. La dif

ficoltà consiste nell’interpretazione degli spazi

Uno studio diretto di questi spazi si présenta difficile. Tuttaviu i ri-

sultati di USPENSKII, cioè il teor. 5.2, permettono allneno nella inaggior
parte dei casi di superare indirettainente queste difficoltàe come ora védremo.

Infatti con il solito procedimento di riduzione al problema omogeueo
(v. dimostrazione del teor. 7.3), dal teor. 5.2 e dal teor. 11.1 si ottiene il

TEOR. 11.2. Nelle ipote8i J) del n. 7.1 per ogni p &#x3E; 1 e ogni r reale tale

cIte non sia u - (Au, 
un isomorfistmo di

Abbiamo cosi risolto il pl’ObJem3 nou omogeneo se r - 1 non è intero ; e
p

si pub ottenere anche Ilinterpretazioue degli spazi (11.2) nella stessa ipote- 
’

si. Infatti da questo teorema e dalla Proposizione enunciata poco sopra ot-

tenimno, ponendo r = k + 1 - 0 nel teor. l l .2, con fissato tra 0 e m - 1,
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noii intero

E di qui in definitiva, tenuto conto che m è un intero qualtinque,
e dunque m -~- k - j è un intero

TBOR, 11.3. Per 8 intero

TEOB. 11.3 bis. Per

non intero, 8i ha

OSSERVAZIONE.

Si osservi che nella dimostrazione da noi data del teor. 11.3 non c’è

alcun circolo « vizioso » poichè il teor. 5.2 di USPENSgII è un teorema di

tracce per « derivate frazionarie » e inv.éce 1.’ (p, ex; (r), yy’ 
è uno spazio di tracce per « derivate ordinarie » di apazi con pe8o tà. Ciô

conduce naturalmente al problemri generale della definizione di tracce facenti
intervenire delle « derivate frazionarie e (per il caso hilbertiano v. [20]) e
al confronto di questi spazi con gli spazi T (p,a ; Xo, Xi) (v. anche [48] e [30]).

11.3. Si pone ora il problema di sapere se il teor. 11.3 è valido anche

per 8 intero di segno qualunque. Come ora vedremo la risposta è positiva
e si pub ricavare con procedimento diretto, usando solo gli strumenti di K in-
terpolazione » del n. 1, dallo stesso teor. 11.3 nel caso 8 2:. 1.

Osserviamo anzitutto che con la stessa dimostrazione fatta per il teor.

11.3 si pub ottenere- la

s intero non intero Infatti 

sta sostiture Q con R+ (semispazio delle x per oui V,t &#x3E; 0) e prendere
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A = ~2013 j Tutto quanto abbiamo detto in questo lavoro si pub an-
cora applicare.

Dimostriamo ora che la (11.3) vale anche per s intero _ 0. Riprendiamo
l’operatore 9(8) introdotto nel n. 1.3, (sostituendo perb Rn con modi-

flche ovvie) e dimostriamo che
a) 8U W 1-6-m,p (R"-i) per m

intero à 1 e 081.

Infatti è un isomorfismo di su e di

au come ai puô ottenere direttamente ricorrendo
al teorema di MIRLIN già citato [33].

Ne segue (teor. 1.1 e teor. 1.2) che ig(-) è un isomorfiamo di 
wo,p (R"-l)) _ su

Si ha poi
b) un isomorfismo di (Rn-1) 8u W2-o-m,p (Rn-’) per m intero

&#x3E;: 1~ 0  9  1.
Infatti, sue m =1, la cosa rientra nella Prop. 1.4. Se ni è ~ 2 allora

dal fatto cbe è un isomorfismo di (RI,-]) su W2-n.,p e di

(Bu) su W 1-"’’p (R"-’) si ricava per la Prop. 1.4, cbe 10 è anche da

Da a) e b) segue per interpolazione e utilizzando la (11.3) nel caso 8 =1 che

è un isomorfirimo di

non intero (se p 4= 2).
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Dunque si couclude che per m intero uou iutero 2):

dove l’ultino spazio è Io spazio delle trasformate inediante delle
u E (~~2013i)~ cou norma ovvia.

Per ottenere la (11.3) anche per R intero 0 basterà verificare cbe

e ciô si ottiene subito da a) o da b) a seconda che

pure &#x3E; 0.

Possiamo dunque concludere con il seguente

11.4. Per 8 iittet-o qualunque,

intero

E infine da questo teoremi deduciaino la validità del teor: 11.3 ancbe per
s intero _ 0 ; precisameute 

-

TEOR. 11.5. Per 8 inteio qualunque,

(8e p ~ 2), 8i ha

Infatti si cousiderino le applicazioni u - introdotte nel n. 2.5 ; con
ragionamento aualogo a quello ivi fatto per la Prop. 2.8, sfruttando ora il

teor. 11.4, si ottiene

Di qui per dualità si ottiene

vale a dire, tenuto conto che 8 è di segno quHlnnqne e p’ pub essere un

qualuuque numéro &#x3E; 1, gi ha l’iuclusione invers8 della (11.4) c. v. d.
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11.4. Ritorniamo al problema. di DIRlORLET’, ripl’endendo il teor. 11.2;

il, esso c’è la limitazione che se p * 2 sia r - non intero. Questa. li-
p

mitazione si pub attenuare, ottenendo un teorelna di esistenza e di unicità
e di dipeiideiiza continua dai dati f e gj (non perb di isomorfismo come è
il teor. 11.2), precisamente

THOR. ll.fi. Nell’ipotesi J) del n. 7.1 per ogni p &#x3E; 1 e r t-eale tale

che 0  t-:5 m e itiolti-e, 80 è  2y t’ - 1 intero, a88egitati comunque, 9

0e8i8te una 6 una 80la
u E (Q) tale che

e u dipende con conti nuità dai dati f e qj.
Infatti 8ssegllati f e gj lter il teor. 5.2 esiste una v E (sa) tale

che risolviamo allora con il teor. 1].1 il problelma 
1£ E W (sa) n Allora u = v + w appartiene a ~V "‘+r’p(s~) e risolve
il problema dato ; essit è poi unica percltè è coutenuta in e dipende
cou contiuuità dai dati f e gj per il teor. 5.2 e il teor. 11.1.

Sfortvnatumente dunque se è 1 p  2 nei teoremi precedenti non rientra

il Caso iii cui r - 1 iutero. Ma ovviamente si pub ottenere un risultato
p

anchae iit questo caso, sis pure meno preciso; osservato cbe 
Z) (r) per ogni e &#x3E; 0 e che per e sufficieiiteinente piccolo, se

1 
è. 

1 
è 
.. 

h .1r - 1 è - - - e non iiiteroy si ha il seguente
p 

~ 
p

COROLLARIO 11.6. Nell ipotesi J,) del 11. 7.1, per oglli p &#x3E; 1 e r t-,Oale

tale assegnati comunque E W -"’+r,P (,Q) e

p 
9’ q f ( )

gj E (r), j = 0, ... , m - 1, esiste una e una 8ola soluzione Il del

ogni e &#x3E; 0.

Sempre prendendo corne punto di lwrtenza i teor. 8.1 e 8.2, si

pub ïnterpolare ncorrendo al rnetodo basato sulle funzioni di variabile 

plessa espoato nel ». 3 e BUe deCnizioni date degli spazi 1 abbiamo

già fatto ciô ulmeno in parte nel n. 8.3.

il teor. 7.2 e il teor. 8.1 ci aasî

curaMO cbe A è un isomoraamo di fi sn e di 

au H-m,p (Q) ; d i qui per interpolazione il teor. 3.1 assicurv che
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TSOR. 11.7. Nell’ipotesi J) del n. 7.1, per ogni p &#x3E; 1 u - Au è un 

, fismo di Hm‘+r’p (Q) su (.0) per ogni r tale che r:.5 

Più ’colnplessa è la situazione per il problema non omogeneo ; dai teor.
7.3 e 8.2, utilizzando sempre il teor. 3.1, si ottiene subito

TEOR. 11.8. Nell’ipotesi J) del n. 7.1 per ogni p &#x3E; 1, u - un

i,somorfismo di . ..

a (9)] per ogni 0  9  1.

L~interpretazione di (l’); (l’); 8 (0)] se 9m è intero
è data dalla (8.7), la quale assicura dunque éhe se 9m è intero, questo
spazio coincide con Nel caso generale, 9m non intero,
Ilinterpretazione si présenta complessa. Noi ci limiteremo qui, sfruttando i

risultati del ~. 3, a ricavare un corollario del teor. 11.8, che ci sembra in-
teressante. Osserviamo dunque che per il teor. 3.2, tenuto conto della defi-
nizione degli spazi (T’) mediante un sistema di carte locali, riconducen-
doli agli spazi (v. n. 4.3), si ottengono le seguenti relazioni di
inclusione per ogni e &#x3E; 0 :

e quindi

Ma il primo spazio per la Prop. 3.4 (valida anche per gli coincide

con Applichiamo dunque il teor. 1~.8, soetituendo

in esso e sufficientemente piccolo perché q

ottiene allora

COROLLARIO 11.8. Nelle ipotesi J) del n. 7.1 per ognv p &#x3E; 1, assegnati
f E H (.0) e gj E H 0  0  1 , esiste e una sota 

zione del problema

che appartiene

n. 12. Applicazione dell’interpolazione; caso dell’integrale di Dirichlet
non ftnito.

Riprendiamo ora il problema di DIRIOHLET negli spazi 0 

introdotti nel n. 10, problema cbe nel n. 10 abbiamo studiato e risolto per
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s intero. Ricordiamo anzitutto che il teor. 10.1 si pub in sostanza enunciare

nel seguente modo : nelle ipotesi colà fatte l’opet’atore J,4, y) ammette un

operatore inver8o (~ = (A, y)-1 il quale è lineare e continuo da

pee ogn~ s=0,1,...,m-1.
Applicando allora il metodo d’interpolazione del n. 1 tra i casi s + 1

0 t si ottiene

a) lineare e continno da 
«

Se allora applichiamo il teor. 11.5 otteniamo
b) lineare e continuo da

1(p,ce; non intero,

, - ,

Anche 8enza interpretare con precisione 1Q spazio

possiamo perb affermare, in virt,ù della Prop. 2.4, cbe esso è contenuto nello

spazio W,+1-8,p (a). possiamo dunque concludere, ponendo r = 8 + 1 - 9,
cou il seguente : .

THOR. 12.1. Nelllipote8i J) del n. 7.1 per ogni r t’eale 

e itloltre, se è p * 2, tale che i- - p non sia intero, il problema di Dirichletp

’ ~ J "’J

qnalunque siano /6 gj E e una sola so-

fI E essa dipende con continuità dai dati f e 9j.
Nel caso p 2 e r - 1 intero, beuchè l’enunciato del teor. 12.1 non

P
sia probabilmente più vero, si puo pero dallo stesso teorema ricavare un

risultato « approssimato », che ci sembra abbia comunque intéresse.
Poichè, se sllora 9j appartiene anche a ogni spazio

per oglli E &#x3E; 0, dal teor. 12.1 si ricava il
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TEOR. 12.2. Nell’ipote8i J) del u. 7.1 per ogni r reale, 0  t-:5 m il piô-
di Dirichlet ( 12.1) qualunque 8iano f E (.0) e (r)

una e una sola 8oluzione IL appartiene allo 8pazio (~) per ogni a&#x3E; 0.

OsxERvAzioNB.

a) Osserviamo subito che il risultato qui ottenuto generalizza nel
caso ut == 1 i risultati a integrali di DIRIOHLE1’ non finito per le equazioni
del seconde ordine dovnti c1 CIMMINO [12].

b) Per il problema Au = 0, nel caso 

Q sis un cerchio si veda ancbe [49] cap. XIV.

n. 13. Considerazioni finali.

Desideriamo terminare questo lavoro con alcune considerazioni augli
ulteriori sviluppi cbe esso pub avère.

Lo ecl’lema focidamentale seguito iiei lavori [27] e [28] (consistente nelle
tre tappe : esistenza e regolarizzazione delle soluzioni, tdualizzazloiie» dei
risultati, interpolazione tra i risuitati estremi), non è stato seguito perfetta-
mente nel corso di queeto lavoro ; soprtittutto le difficoltà dei problemi di
interpolazione hanno via via consigliato, l’uso composto, a volte alternato
dei tre etrumenti di lavoro. 1 rienltati che cosi abbiamo ottenuto non hanno
la compiutezzc4 di quelli per p = 2, cle già si conoscevano (per il problema
a intégrale di Dirichlet finito) o che sono stati da noi ottenuti in [27] e ( 28j
(per il problema a iutegrale di Dirichlet 110n flitito). Tnttavia ci sembrano

soddiefacenti.
Molte qnestioui si potrebbero approfondire mHggiormente come si è fatto

nei precedenti lavori [27] e [27 J ; prima fra tutte la questione della inter-
preiaxione del mo(lo di dati al contorito net senso di

ana convergeiiza « in media » su un opportuno sistema c1i varietà ten-

denti per (! - 0 a r (v. in particolare il ic. 3 di [28]). Anche ora la risposta
è positiva e 10 studio analogo non présenta grosse difficoltà. Ma non rite-
niano di clover allnngare troppo questo lavoro.

Sempre l’imanendo nell’sln bito del problema di DIRIaHLE’l’ ci sono poi
molti problemi interessanti che andrebbero studiati. Noi abbiamo sostanzial-
mente fatto uso di due tipi di procedimenti di interpolazione y sarebbe iii-

teressante nsarne altri, ad es. qnelli introdotti da GAGLIARDO (v. [14]’e [15]).
Certamente si possono ottenere risultati positivi e interessanti, utilizzando
i lavori [23] e [26] nelia loro completezza e cioè facendo uso degli spazi
del ti no 

’
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per es. si potrebbe ottenere che A è un isomorflsmo di

e interpretare gli spazi T che compaiono attraverso [23].
Lasciando poi il problema, di DIRICHLET, si presenta l’estensione dei

risultati ottenuti ad altri problemi ,al contorno. Nel caso p = ~ abbiamo

già studiato nel lavoro [281 il problema di NEUMANN e quello di derivata
obliqua regolare: 1 risultati otteuuti nel présente lavoro per il teorema di

DIRIOHLET’ si possono analogamente estendere a questi problemi. Non
vogliamo perb appesantire troppo questo lavoro e ci riserviamo percib di
ritornare in un pl’ossimo lavoro sui problemi di NEUMANN e di derivata

obliqua regolare e su altri problemi al contorno negli spazi LP. Deside-
riamo solo mettere in evidenza un risultato ’relativo al problema di Neumann
e un teorema di rappre8entazione dei funzionali lineari e eontinui su tIf,

intero &#x3E; 1, che ne segue (le dimostrazioni saranno date nel proesimo lavoro) :
a) In ipotesi di unicità per il problema di NEUMANN, per es. se l’o-

peratore A è Hm (Q)-ellittico o se valgono le condizioni algebriche comple-
mentari su Q’ (« complementing condition » del lavoro [2]), si pub ottenere
che l’opeiatore

u - (Au, Su) è un isomorfismo di DÂ’p (Q) 8u

dove (Q) è Io spazio delle u E wm,p (Q), tali che Au E LP (D) e

Su = (So u, ... , u), essendo Sj gli operatori che compaiono nelle formule
di GREEN (6.3).

b) Fondandosi su questo teorema si pub poi ottenere il seguente teo-
rema di rappresentazione dei funzionali lineari e continui su (t2), m
intero ~~ 1. che estende al caso n~ &#x3E;_ 1 quello ben noto per ni = 0, e che non
ci sembra sia mai stato finora dimostrato (15) : per ogni funzionale lineare e con-
tinuo u-- L (u) su wm,p (Q), 1  p  -+- 00, m intet-o &#x3E;_ 1, 68i8te elemento

(15) Durante la correzione delle bozze abbiamo saputo che il rieultato è stato ottenu-

top indipendentemente e con altro metodo, anche da N. FRITZ e A. N. MILGRAM. Il noatro
teorema si pub estendere in modo opportuno anche al caso degli apazi (Q con,
reale.

7. Annali delta Scuola S«p.. Piga. ,
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n. 14. Quadro riassuntivo dei risultati e dei metodi.

CAP. I - SPAZI DI DISTRIBUZIONI.

Richiami di due procedimenti di interpolazione, uno reale (metodo di
tracce) e l’altro complesso.

Spazi di SOBOLFV : (R’n), W8,p (0), (r) con 8 reale, p &#x3E; 1.

Spazi Hg~p(1~") : de6niti per trasformata di FOURIER Î: ~-’((1-]-~ ~ ~~)8~2 :lu)E
E Lp (R").

Spazi (~) : definiti per interpolazione compleesa.
Spazi H’,P (.P): definiti per « carte locali ».
Relazione tra gli spazi W"p e e proprietà di tracce.

Cep. II - PROBLEMA DI DIRICHLET (esistenza e unioità).

a) Problema a « integrale di Dirichlet » finito

1°) Caso Au = f, y~ u = 0 j = 0,..., m - 1

1) Si parte da : t isomotfÏ,mo di W2m,p (.0) n Wô ’p (Q) su Lp (.0)
2) Se ne deduce con dimostrazione diretta utilizzando i risultati di

AGMON [1] :
TEOB. 8.1 : A è un isomorftstno di (.0) su (.0), t.

intero = 0~ 1.... , m.
Il teor. 8.1 si dimostra anche per interpolazione complessa (n. 8.2), sup-

postolo vero per r = m e r = 0.
3) Si interpola il teor. 8.1 tra r e r -~-1 sia con il metodo reale di

tracce, sia con il metodo complesso, ottenendo : 
.

Il,» Caso non otnogeneo : Au = f, Yi u = gj j = oe ..., m - 1
1) Si ottiene direttamente riportandolo al teor. 8.1 il

8.2 : è un isomorfismo di 8u

r intero
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2) Si interpola il teor. 8.2 tra i casi r e r + 1, r intero, mediante
il metodo reale ottenendo

Ma è ancor più utile riportarsi al caso omogeneo 3) (teor. 11.1) utilizzando
i risultati di tracce frazionarie di USPENSKI1 [48] ; si ha cosi

TEOR. 11.2 : (A, y-&#x3E; è un isomorfismo di (.0) 8u

per g reale, non zrctero 8e p 4= 2.

Per confronto tra i due risultati (procedimento « misto ») si ottiene tra

l’altro il seguente risultato relativo agli spazio di interpolazione :
TEOR. 11.3. T (p, ce ; (rh = (r) 8 in-

tero &#x3E;_ 1 9 1 non intero =(= 2) 0  9  1. 
p 

Infine il teor. 11.3 si estende al caso di s intero qualunque con metodo
diretto.

3) Nel caso 8 - 1 intero, , che, sfugge al teor. 11.2, , si puô dare un
p

risultato « approssimato » 
’

COROLLARIO 11.6: Per ogni lE (.0) e c~j (l’) esiste
e una sola soluizione del pioblema che appartiene a (.0) per ogni a &#x3E; 0.

4) Si pllb anche interpolare il teor. 8.2 tra i casi r = 0 e r = m con

il metodo complesso, ma con minor successo. 1 risultati più significativi in
questo senso sono la Prop. 8.1, che si ottiene col procedimento « misto »,
confrontando con Io stesso teor. 8.2, e che riguarda gli spazi di interpola-
zione :

e infine il seguente risultato « approssimato »
COROLLARIO 11.8 : Pet- ogni f E H (n) e gj E (r),

0  0  1, una e una 8ola 8oluzione del problema che appartene a

f ~).
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b) P,.oblema a di Dit.icklet finito »~ ca8o non omogeneo.

Si introducono gli spa.zi
1) Anzitutto si dimostra direttamente che

TEOR. 9.1: (A, R) O un isomorfismo di (o) 8u

2) Si passa poi, utilizzando tra l’altro AGMON [1], al

TEOR. 10.1: Pet. ogni f E (Q) e gj E (a) con’8 tra

0 e esâste una e unit 8ola soluzionie del che a (Q).
3) Inflne interpolando con il metodo delle tracce si ottieiie

TBOR. 12.1: Pet- ogni f E W-"’,.v (Sà) e gj E (r) 8 reale tt-a 0 e

m inoltre 8 - p non intero se p * 2, esiste una e una 8ola soluzione del
, 

p

problema che appartiene a A (Q).

Nel caso ,s-1 intero si hn il risultato approssimato :
f)r

e sotuxione ded problema (q) per
e &#x3E; 0.
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