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PROBLEMI AI LIMITI NON OMOGENEI (I1I)

di J. L. LioNs (Nancy) e E. MAGENES (Pavia)

Questo lavoro fa seguito ai lavori [27] e [28] (v. bibliografia finale)
dallo stesso titolo dedicati ai problemi ai limiti non omogenei per le equa-
zioni lineari a derivate parziali.. Piu precisamente viene qui studiato il pro-
blema di DIRICHLET non omogeneo per l’equazione ellittica d’ordine 2m,
assegnata in un aperto 2 dello spazio euclideo R" limitato e sufficiente-
mente regolare :

Au=f in Q,
(1) du . . .
P g sul, j=0,..,m—1 (» normale alla frontiera I" di £)
cercando la soluzione in certi spazi funzionali, indicati con W?(Q) e H*?(9Q),
che generalizzano al caso di 8 reale gli spazi di S. L. SOBOLEV delle fun-
zioni di potenza p-esima sommabile in 2 (p > 1) con le derivate fino all’or-
dine 8, quando s & intero.
Otterremo teoremi di esistenza e di unicitd e di dipendenza continua

dei dati e addirittura teoremi di isomorfismo per I’operatore u — % Auju, %,...,

m—1
g,,T—Tu , ‘nel caso che s sia reale compreso tra 0 e 2m. E noto che per
8 > 2m, il problema, almeno per s intero, & stato studiato di recente e ri-
solto du una serie di lavori di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG [2], BROWDER
[9], [10] e KosELEV [18). Non ci risulta invece che esso lo sia per 0<s<2m,
in particolare se 8 & reale non intero < 2m; ci riferiamo naturalmente al
caso p == 2. Sard bene infatti ricordare che nel caso p =2 la teoria del
problema di DIRICHLET ha preso 'avvio dal teorema di GAoR.DING relativo
proprio al caso 8 =— m (soluzioni a integrale di DIRICHLET d’ordine m finito)
e poi con i successivi teoremi di « regolarizzazione » di BROWDER, GUSEVA,
NIRENBERG, .., e di «tracce» su I delle funzioni e delle loro derivate di



42 J. L. LioNns ¢ E. MAaGkNES : Problemt

ARONSZAJN, PRODI,..., & passata a considerare il problema non omogeneo
nel caso 8>m; il caso 0 <8 <m (soluzione a integrale di DIRICHLET non
finito) & stato poi da noi trattato nei lavori [27] e [28].'

Nel caso p & 2, invece, il problema per 0<s<2m e¢i sembra ancora
aperto; un risultato veramente notevole & stato ottenuto di recente da
AGMON [1], relativamente perd alla sola regolarizzazione di soluzioni deboli
per s intero compreso tra 0 e 2m (nella prefazione di [1] AGMON annuncia
un successivo lavoro dedicato alla teoria esistenziale, che a noi non & an-
cora noto).

Noi otterremo in questo lavoro risultati sia a integrale di DIRICHLET finito
(caso m < 8 < 2m) sia & integrale di DIRICHLET non finito (caso 0<s<m),
per 8 reale, anche non intero. Per un riassunto dei risultati e dei metodi
rinviamo al quadro, che abbiamo inserito alla fine del lavoro per comodita
del lettore. Le idee essenziali sono le stesse che ci hanno giudato nei lavori
precedenti, e ciod: applicazione di risultati esistenziali in classi sufficiente-
mente regolari (8 = 2m), passaggio per «dualitd » a risultati in classi pid
generali e interpolazione tra i risultati cosi ottenuti. Tuttavia nel caso
P = 2 si presentano difficolta notevoli, che per p = 2 & stato piu facile su-
perare, difficoltd che sono essenziaslmente legate al problema dell’interpola-
zione, pidt complesso negli spazi di BANACH che in quelli di HILBERT. Per
questo non abbiamo potuto procedere in modo cosl diretto come nel caso
p=2 (v. [27] e [28] ma & volte abbiamo dovuto combinare opportunamente
diversi wetodi e risultati.

Desideriamo mettere in evidenza tra gli strumenti che c¢i sono stuti
utili (oltre i risultati gia citati relativi al caso 8 = 2m) le teorie dell’inter-
polazione sviluppate in [23], [25] e [26], i teoremi di regolarizzazione di
AGMON [1] gia citati e alcuni recenti notevoli risultati di USPENSK11 [48]
sulle tracce delle funzioni appartenenti a W27 (£Q).

Marzo 1961.
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CariroLo 1

ALCUNI SPAZI DI DISTRIBUZIONI

n. 1. Gli spazi We» (R").

1.1, Si consideri lo spazio reale enclidleo R™ a = dimensioni, il cui
punto indicheremo con x = (z,;..., #,). Durante tutto il corso del presente
lavoro p e ¢ saranno numeri reali maggiori di 1, p’ e ¢’ i loro coningati

pegq y q gatl,

1 1 1 1
ciod — —;-=],— ——,=1.
p+p ! q+q

B noto che, se s & un numero intero >0, si indica con W*? (R")(!)
lo spazio di S. L. SoBoLEV delle distribuzioni » su R" tali che D*u€ L?(R")(?),
per | k| < s, normalizzato da

[l % | ogen, = (l’fs'u D% || Zg zn) P

L’estensione di questo spazio al caso di s reale & stata considerata gia da
diversi Autori, sopratutto nel caso p = 2 (3. A noi interesserd qui ripren-

(*) Frequentemente esso & indioato anohe con i simboli Wy (R") o H"P(R™) (H*(R")
sge p=2) o H:,Lp (R™) o L; (B") o PP*(R™). Osserviamo subito che noi pit avanti per s
reale indicheremo con H*? (R™) e WP (R"™) spazi tra di loro diversi.

(*) 8e 2 3 un aperto di R", L? (2) d 1o spazio (delle classi) delle funzioni di potenza
p-esima sommabile in 2 normalizzato al solito da

1p
uuuL,,(,,)=( f |4 (@ l”dw)
Q

Indicheremo con k= (%, ,..,k,) una qualunque #-pla di numeri interi =0;

|Fel
|kl =hy + o+ by, Drum=—2"

k1 p '
bxl bw,n

®) Si vedn ad es. [3], [4], [8], [11], [18], [13], [15], [19], [20], [21], [22 bis], (23]
[24], [25], [26], [28], [30], [33], [34], [35], [36), [37], [38], [43], [44], [45], [46 bis], [47], [48].
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dere e confroutare alcuni dei modi pit usati por introdurve appunto lo
spazio W#*? (R") per s reale qualunque e p>1 qualunque. Considereremo
anzitutto W*? (R") come spazio di tracce seguendo in particolare i lavori
[23] e [26].

Richiamiamo percid alcune definizioni e risultati. Sin X uno spazio di
BANACH, | f|[x la norma in X. Indicheremo con L? (0, co; X) lo spazio
delle (classi delle) funzioni ¢ — f(t), 0 <t < -4 oo, misurabili a valori in X,
tali che

(1.1) (ﬁ|f(t) 1z dt)llp< oo.
0

Esso & uno spazio di BANACH per la norma definita da (1.1).
Siano poi X, e X, due spazi di BANAOH e o uno spazio vettoriale
topologico tali che X, C o, X, C o, le inclusioni essendo continue. Indi-

chiamo con W (p, «; X,, X,) per a e p reali e 1<p<-} oo, 0<—11)—~|—oc<],
lo spazio (delle classi) delle funzioni f(¢) tali che

ar

(1.2) tfOEL(0, 005 Xp) o

€ L? (0, w0 ; X))

la derivazione essendo intesa nel senso delle distribuzioni a valori vettoriali
di L. SCHWARTZ (42); prendendo come norma

af
ta =2
dt

ta

ax (” f””“""";x‘”’ LP(o,ao;x,))

ess0 risulta uno spazio di BANACH. Per le f€ W (p, «; X,, X,) la «traccia»

J(0) ha un senso in X, -+ X,, sottospazio degli fdi &, per cui & f=f, 4 f,

con f; € X;, normalizzato ponendo || f|| = inf. {|| £ ||x, + ||/3 ||z}, (vedasi pin
Jo i

precisamente la Prop. 1.1, Cap. I di [26]); si pud allora introdurre la
DEgv. 1.1: Indicheremo con T(p, a; Xy, X,) lo spazio delle tracce u delle
fO)eEW(p, a; X,, X,), normalizzato da :

23S
¢ “dt ||LPoeeX)

(1'3) ” u “T(P"l,‘xauxl) = inf (m&X (” t“f(t) ”Lp(o,oo;Xo) ’

u=£0)

Esso risulta uno spazio di BANACH.
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Per gli spazi cos) introdotti valgono le seguenti proprietd. Siano ¥, e
Y, altri due spazi di BANAOH contenuti in uno spazio vettoriale topologico.
B, le iniezioni essendo continue. Supponiamo che X, N X, sin denso in X,
e in X, ; e sia T un operatore lineare da X,N X, in Y, N Y, tale che esi-
stano due costanti ¢, e o, per eni

(1.4) | Tullr,<ollullz, wuwex,Nx, i=0,1

Allora, prolungando per continuita, si ha che TELX;Y,) e TeLX,; Y, )(4).
E si ha in proposito (v. théor. 3.1, chap. I di [26])
TeEoOR. 1.1 (di lnterpolazlone) Nelle opofm fatte sugli spazi X;, Y; o su

T, per ogni p 6 a con 1< p< - oo, 0<—1-’—+a<1, 8i ha
(1.5) CTeL(T(pya; Xyy Xy); T(py i Xy, X))

e la norma di T in questo spazio & maggiorata da o}=%0%, 6 = — -]- o.
Supponiamo ora di pit che
esista una successione di operatori P,(u=1,2,..) lineari e

(1.6) continui da X, in X,N X, ¢ da X, in X,N X, , tale che per
u—~0 P,uwuin X, 86 u€X; 6 Pou-~uin X, s6 ueX,.

Si ha allora (Lemme 1.1, chap. II di [26]).

LEMMA 1.1: Nelle ipotesi dette, X, X, é denso in T (p,a; X,,X,) ¢
pid precisamente 8i ha ohe P,u — v’ in T(p, a; X,, X,) per p— co.
Agginngiamo infine 1’ulteriore ipotesi che X, e X, siano riflessivi. Se

>

o @ X7 sono i loro duali, poich® & 1<p< -4 oo e 0<—;’-+a< 1, si ha

anche 0 < % —a<1 e p'>1, sicchd si pud introdurre mediante la def. 1;1
lo spazio T'(p’y, — a; X1, Xo). Si ha allora (v. théor. 1.1, chap. II di [26])
TrOR. 1.2 (di dualitd): In tutte le ipotesi fatte su X, ¢ X,, p ¢ a, ri-
sulta (algebricamente e topologicamente)
(T(py &5 Xy X)) = T'(py — aj X1, Xo)

E dunque T (p, a; X,, X,) & riflessivo.

(%) Con L(E; F) indichiamo lo spazio delle applicazioni lineari e continue di E in ¥.
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OSSERVAZIONE : Spazi e teoremi pid generali di quelli ora ricordati si
trovano in [26].

1.2. La teoria richiamata nel n. 1.1 si pud applicare in particolare pren-
dendo X, = W14 (R") e X, = W% (R") (= L2 (R") con 1<gqg<- oo,q reale
(si veda infatti [23] e [26]).

Le ipotesi richieste su X, e X, sono in realtad soddisfatte in questo caso.
In particolare la successione di operatori P, richiesta nella (1.6) pud essere
scelta nel modo seguente : si consideri una snccessione di funzioni « regola-
rizzanti » (0 « mollifiers ») {a,} (u =1, 2,...), ciod di funzioni «, €D (R")(5),
non negative, con supporti tendenti uniformemente all’origine e tali che

f a,dr =1, e s8i ponga P,u=wuxa, (+ prodotto di composizione). Per note

R"
proprieta del prodotto di composizione si ha che gli operatori I, verificano
la (1.6) e che P, u appartiene allo spazio Q,, delle funzioni indefinitamerite
differenziabile in B™ e ivi di potenza g-esima sommabile insieme con tutte
le loro derivate (si veda SoEwARTZ [41] t. II).

In particolare potremo prendere ¢ = p e porre quindi la seguente

1
DEF. 1.2, Per 1<p<+oo,9=;—+a, 0<O6<1
W=op (BY) = T (p,o; W12 (), WOP (R").

La norma in W1—6» (R") per le (1.3) risnlta dunque essere

s f

|/

0

0

4 1/p
)",
wlpRpn)

H ”P )l /p]}
i — dt .
dt |[wop(gn

ProP. 1.1: Lo spazio D(R") ¢ denso in W1—62(R"), 0<0 < 1,1 <p<-oo.
Infatti per il lemma 1.1 8i ha che u*a, —u in W1—6r(R") per u—oo;
ma u»a, €D, e poiche D(R") & denso in D, ,, si pud approssimare usax,
con funzioni di D(R") in D;,, e dunque a maggior ragione in Wi—%2 (R").

(1.7 Il [l wa—o.2cam =..i_rfl1£)

(%) Se 2 & un aperto di R" indicheremo con 2 () lo spazio delle fungioni indefini
tamente differenziabili e a supporto compatto in 2.
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1.3. Sia ora s reale > o qualunque; indichiamo con [8] il massimo in-
tero <s, cosicch® sard 8 = 8]+ o con 0<0<1; e poniamo la

DEr. 1.3: Indicheremo con W*?(R"),820,1<p < - oc, lo spazio delle
distribuzioni u tali che w€ W2 (R") ¢ D*uc Wo?(R") per |k|=[s], norma-

lizzato da

(1.8) “ " “WS.P(Rn) = (” w ll%v[a].p(Rn) + |k|§[01” Dk“ll,;vvm(le"))l/p’

Con ragionamento abituale si vede immediatamente che esso risulta uno
spazio di BANACH riflessivo, poich® tali sono Wlls (R®) e Weor(R"). Esso &
anche uno spazio normale di distribuzioni poichd vale la

Prop. 1.2: Lo spazio D (R") é denso in WP (R"), 820, 1 <p < - co.

Infatti se w € WaP (R") basta approssimare u con u «a, (le «, definite
come sopra) ; utilizzando note proprieta del prodotto di composizione e quanto
8i & visto per la Prop. 1.1, 8si ha che uxa,—~u in W& (R") per u—~oco e
inoltre u » a, €D, p; di qui essendo D (R") denso in D, si pud approssima-
re usa, in Q,,, e dunque in W*? (R"), con funzioni di D (R").

Lo spazio duale di We? (R”) & ancora uno spazio di distribuzioni su
R™ Noi porremo la

DrrF. 1.4. Per 8 reale <0,1<p< -+ oo

Wep (RY) = (W=#' (B") ; stp=1

Ne segune subito, per la riflessivita di W=? (R") nel caso =0, la
PRroP. 1.3. Per ogni 8 reale ¢ 1 <p < oo, risulta

' 1 1
(Wer (Rr)) = W—ee' (R"); —+—=1
» 4
Dimostreremo ora una interessante proprieta di interpolazione degli spa-
zi WaP (R*) per s intero, che ci servira nel seguito:

PRroP. 1.4, Per s intero qualunque, 1 <p<-+4 00,0<0<1, % + a =6,

lo spazio T(p,a; Wetle (R%), Wer (R") & isomorfo algebricamente e topologi-
camente allo spazio W*t1—6.» (R") ciod

T(p, o ; WetLe (R), Wer (R") = We+i=0» (Rn) ().

(6) Diremo anche che i due spazi « coincidono »; e tale terminologia nseremo di fre-
quente in analoghi casi nel seguito,
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Osserviamo anzitutto che per gli spazi Wetlr (R") ¢ We» (R") sono sod-
disfatte le ipotesi richieste per gli spazi X, e X, nel n 1.1 e potremo dun-
que ad essi applicare la teoria ricordata nel n. 1.1, Veniamo ora alla dimo
strazione della Proposizione,

Per s =0 & la stessa definizione 1.2. Supponiamo dapprima s>1.

Indichiamo con &= (¢, , ..., &,) la variabile duale di # = (#, , ... #,) e con
“u la trasformata di FOURIER di una distribuzione » temperata nel senso
di SOoEWARTZ [41)], e con F~lu la antitrasformata di FOURIER; & & un iso-
morfismo dello spazio J' delle distribuzioni temperate in sd, di cui 7! @ lo
isomorfismo inverso.

Consideriamo allora ’operatore

GO = F=1 (1 + | £ ).

E noto che nel caso p =2 esso serve per definire gli stessi Bpazi
W2 (R"), che vengono allora indicati di frequente con H?(R"); nel caso
p £ 2, come appunto faremo nel n. 3, pud ancora servire per introdurre dei
nuovi spazi (che indicheremo con H3*? (R")), i quali perd non coincidono in
generale per 8 reale qualunque con i W#?(R"). Tuttavia nel caso s intero
cid avviene, in virth di un notevole teorema di MIHLIN [33] sui « moltipli-
catori» nello spazio & Lr(R"), spazio delle trasformate di Fourier delle
u € L? (R") (si veda anche il recente lavoro di HOSRMANDER [17]); pil preci-
samente, nel caso che a noi ora interessa (s intero >1), se definiamo come
spazio HeP (R") lo spazio delle distribuzioni » temperate tali che Q®ueLr(R")
normalizzato da

” L ”H’*P(R") = ” g(a) L ”Lp(R"),

8i ottiene uno spazio di Banach che & isomorfo, per il detto teorema di
MiHLIN, a W*? (R"). Riservandoci di tornare nel n. 3 su questi spazi
H&*? (R™ e di considerarli anche per s reale qualunque, limitiamoci ad os-
servare che, per quanto si & ora detto, possiamo affermare che §® & un iso-
mocfismo di Wstlp (R*) su Wir (R") e di W*r(R") su Wor (R"), s intero > 1.

Ma allora per il teor. 1.1 esso & anche un isomorfismo di 7' (p, a ; WetLr(R"),

Wer (R") su Wi—6r(R") 0<6<1, —%— + o = 0. Dunque lappartenenza di

u a T(p,a; Wst1(R"), War (R")) equivale al fatto che §® u € W1—6» (R").
Ebbene dimostriamo che cid equivale anche al fatto che ue We+1—62(R"),
pit precisamente che lo spazio dello u (temperate) per cui @® u € W 1—0r (R)
coincide (ciod & isomorfo) con Wst1—6r(R"); e dunque v~ G®u & un iso-
morfismo di Wtl—6p (R") sgu Wi—6»(R»). Infatti sia anzitutto » distribuzio-
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ne temperata tale che G® w € W1—¢.r (R"). Allora per k = (k, , ... , k) € | k| =3,
trascurando per semplicita il fattore 2n nella trasformazione di FOURIER, 8i ha:

D= F=1 (i€ (1 + | £~ (1 + | & P2 Fu) =
= FL(GE (1 4| & [ F(F1 (L + | £ R Ful)) = KW v
dove

o= F1(L 4| P Fu) = GO u & K0 = F=1 (gt (1+ | & F).

Ora, sempre per il suddetto teorema di MIHLIN, Voperatore K® &
lineare e continuo da L?r(R") in LP(R") e da W1P(R") in WLP(R") e
quindi (teor. 1.1) da W1—6» (R%) in W12 (R") e percid D*u€ W1—62(R"),
dunque u € W s+i—6.p (R®),

Inversamente sia u € W s+1—6:¢ (R") e dimostriamo che G® u € W1—9» (Rn),
Anzitutto dimostriamo che

F-1(1+ é’?”)‘/2 Fu)€ W1—6p(R*) per ogni j=1,..,n

Infatti si ha
—1 ((1 + 23 1[2 7“) —_ L;’S) vl

. 28\1/2
dove L{® ® Voperatore F (EilL—_f:E)— 97) e v =F (14 i&) Fu).
J

Poichd u € Weti—6» (R"), v; € W12 (R") ovviamente.

Sempre adoperando il teorema di MIHLIN sui moltiplicatori, si ha
allora che L§’) & lineare e continuo da L? (E") in L*(R") e da W»(R")
in Wlr(R") e dunque (teor. 1.1) da W1—92(R%) in W!—6#(R"). E percid
si ha intanto la

(1.9) F1 (1 - £ Fu) € W10 (Br).

Passiamo ora a considerare Q) u ; risulta

Qe y = z F—-1 W(l + 52«)1/2 Fu\ = 2 M(') w;
J=1 2(1 + 523)112

dove

2)8/2
M (8) __ g—l (1 + | 3 |2) " e w; = 9;-—1 «1 + 5]23)1/2 gu)‘
Z' (1 + &%

Per la (1.9) w; € W1—9» (R»).

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Dimostriamo percid che M ¥ & lineare e continuo da W P (R") in
W62 (R"); wa anche ora possiamo adoperare il teorema di MIHLIN
e ottenere che M,” & lineare e continuo da LP(R") in LP(R" e da
Wir (R") in W12 (R") e dunque (teor. 1.1) da W1—6»(R") in W 1—0» (Rn)

E con cid la Prop. 1.4 & dimostrata per s >1, poichd dagli stessi ra-
gionamenti fatti risulta’ che c¢’® isomorfismo algebrico e topologico tra
T(p,a; Wetie(Rw), Wer(R%) e Weti=0r (Rn).

Rimane dunque da considerare il ¢aso 8<O0; esso si esaurisce per
« dualitd » ; infatti per il teor. 1.2, se 8 & < —1, si ha

(T(pyo; Wettr (BY), We2(RY)Y = T (py —a; W—"¢' (B, W—1¢'(R")

dove —8>1 e — 38 —1>0. Dunque possiamo applicare la Prop. 1.4 stessa
nel caso gid dimostrato e si ha

T (9 — a; W2 (BY), W—=10'(R)) = W —+=0#' (B") = (W *+1—02 (Bn))’

1
poichd 6/ = —;—, —a¢=1———a=1—0. Con cid la Prop. 1.4 & comple-
tamente dimostrata.

OSSERVAZIONI. a) In seguito nel cap. II n. 11 otterremo delle gene-
ralizzazioni della Prop. 1.4 al caso di s non intero, ma non per ogni valore
di 8; la difficoltd sta nel fatto che in generale si ha che @@ non & un
isomerfismo di Westor (R%) su Wor(R") (8 e ¢ reali); per es. se 6=0 e

8=1— -:-l—allora GU—1p) non & un isomorfismo di W1i-1r.» (R») su WP (R")

(controesempio dovuto e KAHANE, comunicazione personale, 1960). (%)

b) 11 fatto: T'(p,a; Wetle (R™); W*? (R") c Wet1—6p (R") per 8 >1
intero, si pud ottenere anche facilmente senza introdurre Voperatore GQ®;
si veda per una questione analoga il ‘successivo teor. 11.1, dove appunto
si pud evitare la Prop. 1.4.

1.4. Abbiamo cosl definito W *? (R") per ogni s reale. Come s8i & gia
detto, ci sono altri modi equivalenti di introdurre detto spazio. Riprendia-
mo percid la def. 1.1, s=1—0, 0<0<1.

Anzitutto si ha (v. [3] per p =2, [13] per p 2 e a =0, [23] per il
caso generale (e anche [30], [43], [47])) la

Prop. 1.5. Lo spazio W1-6r(R"0<6<1, 1<p<- oo, é isomorfo
(algebricamente ¢ topologicamente) allo spazio delle jfunzioni w€.L? (R e
tali che

0 [0 (@1 or y Bimy 3 Bi - by i1y ooy By)— 8 (T35 oee ) Ba)] € LP (0, 00 5 LP (R"))

(¢ bis) Un controesempio analogo d stato dato anche da E. M. STEIN.
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1
i=1,..,n, " + a =0, normalizzato da

(1.10) |||u”|=( f lu(@)|? do +é f flt“"l[u(wl,...,wg._l,‘w‘-|-t,a:.-+1,...,w,.)——
R® 0 pn

— U (@1 e, 2,)] |2 de dt) 1/p

Dunque le norme (1.10) e (1.7) sono equivalenti (7).
Si ha inoltre (v. [13], [43], [44] e [47]) 1a

-1
ProP. 1.6. Lo spazio W1—9P(R"), 0 <0<1,1<p<+4 o0, 0= 7 + «,

& tsomorfo (algebricamente e topologicamente) allo spazio Wi-02 (R%) delle
JSunzioni u € L? (R") per cut é finita la norma

— 1
(1.11) [u]ﬁﬂ_o‘p(m) = (ﬁ u (@) |?de 4 ffll:_(f; In_t:-l(-’(/l)—l:f' da:dy) p
" R R"®

R

e dunque le norme (1.7), (1.10) e (1.11) sono equivalenti.

Partendo da queste diverse definizioni nel caso 0 <s< 1, si pud poi
completare la definizione anche per s reale qualunque in modo analogo a
quello sopra indicato nel n. 1.3 con la def. 1.3 e 1.4.

n. 2. Gli spazi Wer(Q) ¢ Wer(I').

2.1. Sia ora £ un aperto limitato di R", « sufficientemente regolare » ;
noi supporremo addirittura, per semplicitd, che esso sia di classe O, ciod
tale che la sua frontiera I sia una varietd (n — 1)-dimensionale, indefinita-
mente differenziabile e che £ sia tutto da una stessa parte di I

Vogliamo definire 1o spazio W*?(Q) per s reale e p > 1. Per s intero
>0 e p>1 esso & lo spazio ben noto di S. L. SOBOLEV delle distribuzioni
u su Q tali che D¥u€ Lr(L2) per | k|<s normalizzato ponendo

— P lp
"“"W'm(a) —'("fs'“Dk“"Ll’(a)) .

() La Prop. 1.5 ® stata estesa anche al oaso dello spazio T(p,a; W 19 (R"™),
W% (B™) con p==gq; si veda [28)
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Per s reale si possono seguire diverse definizioni come nel caso
Q2 = R*. Analogamente a quanto si & fatto nel n. 1 applicheremo anzitutto
la teoria richiamata nel n. 1.1, al caso 0<s<1, prendendo dunque gli
spazi X, e X, nel modo seguente

Xo= Wir(Q), Xi=Ww 0p Q) (= L*(2) ()

Le ipotesi richieste su X, e .Y, sono infatti soddisfatte; in particolare
la successione di operatori P, richiesta nella (1.6) si pud costruire per e-
sempio nel seguente modo. B noto (v. ad es. [7]) che nelle ipotesi fatte su
£ esiste un operatore lineare e continuo (di prolungamento) - Pu da
Wir(2)in Wie(R*) e da WOor(Q)in WOor(R") tale che Pu =wu ¢.-d. in Q;
e cosl pure & moto che loperatore restrizione a 2, u-— Rgu, & lineare e
continuo da WiP(R") in Wlir(Q) e da WO (R") in WOo?(Q). Dunque se
definiamo P,u = Rq ((Pu)*a,) (0 =1,2,...), dove a, & la successione di fun-
zione regolarizzanti considerata nel n. 1.2, si ha che P,u verifica 'ipotesi
(1.6) e si ha di pid che P,u€D (Q)().

Possiamo dunque porre la

1
DEF. 2.1. Per 1 <p < oo, 9=?—|-a, 0<0<1

Wi=02(Q) =T (p,; W'¥(Q), Wo2(Q).

La norma in W92 (Q) resta definita per la (1.3) da

. r 1/p
(2.1) Il |l 1620 =f(:)1)1_fu %max [(f” t5f () 1B 100 dt) ,
0
7 i
1
dt w 0.p(Q)
0

E dal lemma 1.1, poiche _}’,‘uE(D(@), si ha
ProP. 2.1. Lo spazio D (£) é denso in Wi—0r(Q), 0<0< 1,1 <p<-+ oo;
e pin precisamente Pu—~u in W12 (Q) per p—~ oco.

(8) In generale si potrebbero introdurre anche gli spazi

T(p,a; #PYI@), B %1(Q) con g=p.

() 2(2) 3 lo spazio delle funzioni indefinitamente differenziabili in Q=Q+ 1T
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Un’altra interessante proposizione che lega le def. 1.2 e 2.1 & la seguente

Prop. 2.2. W1-0p () coincide con Vinsieme delle restrizioni a Q2 delle
u di Wi—0r(R*), 1<p-4 o0, 0<O< 1.

La dimostrazione & di tipo noto. Anzitutto si adopera operatore di
prolungamento u — Pu sopra ricordato; per il teor. 1.1 di interpolazione esso
& 'lineare e continuo anche da W1—9»(Q)in W1-92 (R"), ciod P €L (W1—6» (),
W16 (R%). Poi si applica lo stesso teor. 1.1 all’operatore di restrizione Rg
gia introdotto e si ottiene che Rg € .2(W1i—02(R»), W1-0»(Q)), e v. d.

2.2. Passiamio ora a definire W#P(£2) per s reale = 0.

DEF. 2.2. Indicheremo con W3» (L), 1<p<-+4 oo, 820, 8 =[s]4 0, lo
spazio delle distribuzioni w su Q tali che we Whle (Q) e Dkuc Wor(Q) per
| k| = [s], normalizzato da

(2'2) " u llws.p(g) = ( " u ”ev[s],p(g) +|k|is||| D¥u ”gV"vP([)))l/p'

Esso risulta uno spazio di BANAOH riflessivo e s8i ha inoltre la

Prop. 2.3. Lo spazio W *?(£) coincide con linsieme delle restrizioni a
0 delle u di W*?(R"), 1 <p <+ oo, 820.

Alla dimostrazione della Prop. 2.3 premettiamo il seguente

LemmA 2.1. Fissato un intero positive r esiste un’applicazione lineare e
continua w—~Pu di W (Q)in W=P(R"), per ogni v intero con 0 <t <r 41,
tale che Pu=wu q.-d. in Q e

(2.3) D* (Pu) = @y (D*u) (1°) per ogni k tale che |k | =17

dove le @ sono opportune .applicazioni lineari e continue di WLr(Q) in
Wir(R") e di Wor(Q) in WOr(R®).

Infatti mediante un sistema di « carte locali» e di partizione dell’unita
ci 8i pud ovviamente ricondurre al caso in cui £ sia il semispazio R”+
degli « per cui & x,> 0. L’applicazione P richiesta si pud allora costruire
nel seguente modo abituale (si veda ad es. [32] pag. 317-320, dove il pro-
cedimento & sviluppato dettagliatamente)

Pu () = u (%) se £, >0
(2.4)

r<1
Py () = 21 AU (®y g eer y Bpey y, — J,) 86 2, <0
]—

(40) Le derivazioni vanno naturalmente intese quelle a primo membro nel senso delle
distribuzioni su R™ e quelle a secondo membro nel senso delle distribnzioni sn Q.
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dove i 4; sono delle costanti tali che
r41 .

(2.5) ZAi(—jr=1 per i=0,1,..,r
J=1

La P risulta allora in virtd delle (2.5) lineare e continua da
W=e(R%) in W=r(E"). per z=0,..,r 41
Inoltre si ha per k= (k, ,..,k,) tale che | k| =1

D* Pu = Dky per x,>0

r+1
Dk Pu = jzl (—Jndy D*u (1 y oo y @u—y y — J @)

per 2, <0,
Se dunque si pone

Qv =" per z,>0
ri1 o .
Qv = j-z_; (— Ym0 @10y Tu—y y —j@n) pOr @n <0,

Q€ L(WOP(RY), WOP(R) e Q€L(WIP(R}), W' (B"); e quindi il
lemma & dimostrato.

Dimostriamo ora la Prop. 2.3. Costruiamo Yapplicazione P di cui al
lemma 2.1 prendendo r ={[s]. Allora per u€ W®r(£2) si ha anzitatto che
Pue Wilr (Q) e || Pulymppm =cll % |lyyupg - Per k tale che |k | = [s]
8i ha D*u€ Wo?(Q) con 6 = s — [8]. Applicando allora il teor. 1.1 di interpo-
lazione alla applicazione @, 8i ha che Q€ .2 (W *?(Q), Wo? (E") e dunque che
D, (Pu) = @, (D*u)€ W?(R") e || D¥(Pu)||yopzm <e¢ | D¥ || 05, . Dunque
risulta che P € 2(Wsr(Q), W*r(R").

Viceversa si consideri Poperatore, di restrizione a 2, Rqu; osservando
che D*(Rgu) = Rg(D¥u), in virtd anche della Prop. 2.2 (pid precisamente
di quanto si & detto nella sua dimostrazione a proposito di Rg), si ha che
Rg€ L(W*?(R"), W*P(Q)). E quindi la Prop. 2.3 & dimostrata.

PRroP. 2.4. Per 8 intero 20 8i ha

T(l” o5 Wetlr (9), Wer (Q)) = West+i1—6p (Q)

l<p<+o00,0<0<1, —;—+a=9.
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Infatti sia % — Pu un’applicazione lineare e continua da WP (Q) in
Wep(R" e da Wetl? (Q) in W*+l? (R") tale che Pu=wu ¢.-d. in £ (o-
peratore di prolungamento). Allora essa & lineare e continua anche da
T(p,x; WetL(Q), Wor(Q)) in T (p, o« ; WetLr (R®), WeP(R"), il quale spazio
per la Prop. 1.4 coincide con W st+i—6:r (R®),

D’altra parte, con ragionamento analogo, l’operatore Rg, restrizione a
£2, & lineare e continuo da Wet1—8»r (R%) in T (p,a; Wetlr (Q2), War(Q));
dunque T (p, a; Wstle(Q), War!(Q)), tenuto conto della Prop. 2.3, coincide
con Westi—6p (Q), e v. d.

PrOP. 2.5. Lo spazio D (2) & denso in Wor (Q), 1 <p < + oo, s reale 0.

Sia infatti u € W*r(2) e si consideri 1’applicazione % —~ Pu introdotta
nella dimostrazione della Prop. 2.3. Per la Prop. 1.2 esiste una successione
di funzioni @;€<) (R") tale che @;—~ Pu per i~ oo in WP (R"); ma allora,
tenuto conto della continuitd di P e di Ry, per restrizione Rg PED(Q)e
converge a u in WP (Q) per i — oo.

2.3. La definizione di Ws»(Q) per s reale qualunque si ottiene poi in
modo abituale. Anzitutto se 8 & >0 si indicherd con W7 (Q2) il sottospazio
di War(Q) chiusura in W&r(Q) di D (£2). E poi si porra per definizione

WoP(Q) = (W "*' (Q) sed 8<0

Poichd W,—#*'(Q) & uno spazio normale di distribuzioni su 2, W?(Q)
per 8 <0 & ancora uno spazio di distribuzioni su Q.

2.4. Come si & gid detto lo spazio W=7 (Q) pud essere definito in altri
modi. Limitiamoci al caso 0 <s<1, ciod a W1—92(Q) con 0< 60 <1, poichd
Pestensione al caso di s reale qualunque viene fatta in modo analogo a
quello dei n. 2.2 e 2.3.

Si ha anzitutto la

ProP. 2.7 Lo spazio W—9r(Q) 0<0 <1, 1<p <+ oo & isomorfo (alge-
bricumente e topologicamente) allo spazio W1—0»(Q) delle JSunziont u€ Lr (Q)
e tali che sia finita la norma

u (@) —uly) P 1
(2.7) (] W—opa) (“ u |[Zog) + f f | 'w —y |n—1+(1—|a)p do dy
29

1
0= ) -+ o, normalizzato con la stessa (2.7).
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DIMOSTRAZIONE. Anzitutto per un recente risultato di USPENSKIf [48,
teor. 3] si ha che W1—9P(Q) coincile con Vinsieme delle restrizioni a 2
dello w € W1—92 (R%) (cf. n. 1.4).

Ma allora per la Prop. 1.4 e 2.2 si ha che Wi-or (£2) e Wi—02r(Q) coin-
cidono algebricamente.

Basterd dunque dimostrare che le norme (2.7) e (2.1) sono equivalenti.
Per questo sia P lapplicazione gid introdotta nella dimostrazione della
Prop. 2.2 ; tenuto conto che P€.L2(W1-92(Q), Wi-9#(R") e della Prop. 1.4,
8i ha

<c|| Pu||

(] Wwi—o.pq) = [Pu] Wi—6.p(grm) wl—6.p(R") s " % ” wi—0.pq)

con ¢ e ¢’ indipendenti da ». La maggiorazione inversa segue allora dal
teorema di BANAOH sugli isomorfismi. Essa del resto si pud ottenere diret-
tamente nel seguente analogo modo: poich® esiste un’applicazione lineare
e continua @ di Wi—r(Q) in W1—0r (R tale che Qu=1u ¢.-d. in Q

(v. [48, teor. 3)), tenuto conto anche delle proprietd dell’operatore di restri-
zione Ry e della Prop. 1.6, si ha

" L "WI—O,p(a) = ” ‘RD Q“’ I|W1—9'P(O) <e ” Q“ "WI—O,p(Rn) =
’ "
<¢'[Qu] =60z So"ulg, g 2@)°

ern ¢, ¢', ¢” costanti indipendenti da w. c.v.d.
b ’

2.5. La definizione degli spazi W2 (I") pud essere data in modo ana-
logo a quello fatto per gli spazi W*?(Q) nei n. 2.1 2.2 e 2.3 partendo dal
caso di s intero 20; ma pud anche essere data, come noi ora richiameremo,
direttamente per ogni s reale, riportandosi con un sistema di carte locali
agli spazi Ws? (R").

Per Pipotesi fatta su 2 & possibile ricoprire I' con un numero finito
Oy y ey O ai aperti di R" in modo che per ogni O; esista un omeomorfisino

n—]
indefinitamente differenziabile # -~ 6;(¢) di O; sul cilindro ¢ = Z‘y’?_<_1,
j=1

— 1 <yn<1| tale che 2N O; venga trasformato nel sottoinsieme C; di C

delle y,>0 e O;NI' =T venga trasformato nel sottoinsieme O, di C delle
yn=0; e inoltre 6; e 6; coincidano su O;N O;.
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r
Si ha cosl che I"=,U1F.- e il sistema dei I costituisce un ricoprimento
| T

di I" mediante insiemi aperti relativamente a I".
Si cousideri poi una partizione dell’unitd su I" relativa agli insiemi I3,

r
1 = X f; (x), mediante funzioni g;(x) € D (I") (spazio delle funzioni indefinita-
o]

mente differenziabili su I'); ogni ; ha supporto contenuto in I ed & ivi
2 0. Si consideri allora per ogni funzione u €D (I'), fissato ¢, il prodotto
Biu e lo si trasformi mediante Pomeomorfismo 6;" inverso di 6;, precisa-
mente si pouga

D;u(y) = (B w) (6,1 (¥) per y €0,
D;u(y) =0 per y€ R — C, (M).

(2.8)

Si ha cosl ovviamente un’applicazione lineare % — @;(u) di D (I") in
@D (R"1); vale allora il seguente

LeEmMMA 2.2. L'applicazione v — D;u definita dalla (2.8) da D) in
D (R™1) si prolunga per continuitéa in wuna applicazione lineare e continua,
ancora indicata con D;, di D' (I') in Q' (B*1) (D' (") e D' (R*!) essendo ri-
spettivamente gli spazi delle distribuzioni su I' ¢ R"1),

Infatti si ha per €D (') e vED (R

Rn—1

(D, 0 = / (Bew) 67 () v () dy = ,[“ (@) B (@) © (04 (2) T (@) dos

dove J;(x) & una opportuna funzione ‘indefinitamente differenziabile su I e
ivi 3= 0; e quindi si ha anche

(2.9) (D;u, v) =f u(x) P;v (x) dz

k1
dove

Piv (@) = fi (@) v (0: (x)) J; (%) per v €l
(2.10)
P.vox) =0 per x€I'— I}

e quindi Y;veD(I).

() (B; %) (6.-_1 () significa la fanzione f;u ocalcolata nel punto x=9‘_1 ).
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Di qui poichd @ (I') & denso in @' (I"), si ha il lemma.

Cid premesso noi porremo la seguente

DEF. 2.3. Per ogni 8 reale, 1 <p < - oo, indicheremo con W2 (I') lo
spazio delle distribuzioni w su I' tali che per i =1,..,r, O;u appartenga a
W2 (R*1), normalizzato da

r o 1/p
@) ¢l = | @68 sanmsy)

Si ottiene cosl uno spazio di BANACH, per il quale valgono le sdguenti
proprieta

Prop. 2.8. D(I") & denso in W2 (I').

Sia € Wa2(I'); allora D;u€ W2 (R 1) e il suo supporto & interno a
C, . Poich® D (R"1) & denso in W*? (R"~1) (Prop. 1.2 per s>0, pers<0
segue con ragionamento noto dalla riflessivita di W? (R"!)) si pud appros-
simare P;% con una successione di funzioni ;€D (R"1), aventi sup-
porto contenuto in €, Poniamo allora

Pi,m (0s () per z€T;

Pi,m (.’L‘) =
0 per x€ I’ —1TI5.

Allora @iy (2)€D(I"). Inoltre iy, () -~ fsw in W2 (I'). Infatti per j=1\,...,7 si ha,
tenuto conto che 6; e 0; coincidono su O; N O;: DB; @im (¥) = (B; Pism) 07 () =
= b5 (67" @)pim (67 @) = B0 () wim (¥) — F6; (¥)) Biu(y) == P;(Bw) in
Wee (Rr—1),

Si pud anche vedere che lo spazio We#?(I") non dipende dal rico-
primento {O;}, dagli omeomorfismi {6;} e dalla partizione dell’unita {p;}
introdotti, nel senso che al variare di questi elementi si ottengono spazi di
BANACH isomorfi, le diverse norme (2.11) essendo equivalenti; precisamente

Prop. 2.9. Se {OF}, {0F}, {BF) sono rispettivamente un ricoprimento di
I, un sistema di omeomorfismi di OF su O e una partizione dell’unitd asso-
ciata ai I* = I'N OF, verificanti le stesse ipotesi degli {O;}, {6:} e {f:}, allora
8i ha che W*2(I') ¢ Vanalogo spazio W2 (I')* definito attraverso {OF}, {6F)
e {p¥] sono isomoyfi, come spazi di Banach.

Per la Prop. 2.8, basterd verificare che la norma (2.11) e P’analoga re-
lativa a W#? (I")* sono equivalenti, calcolate su @ (I") ; ciod che se u€D(I") &

o ] =

Wg,p(r),‘ - “ % ”W"p(I') S ¢ ” u “

WP )*
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con ¢ e ¢’ costanti positive; la verifica si pud effettuare direttamente, te-
nuto conto delle proprietd degli omeomorfismi 0; e 6F .
Si ha ancora

PROP. 2.10. (Wer (I")) = W—*#' (I"), % + % =1.

DIMOSTRAZIONE., Mettiamo in evidenza anzitutto alcune formule. Osser-
viamo che per v €D (") e vED(R"!) 1a (2.9) si pud scrivere anche mnella
forma

(2.12) (@;u,v)=(u, T."U).

L’applicazione v -+ W;v, definita dalla (2.10) d& D (R*1) in D (I), si pud
poi, con lo stesso ragionamento fatto per il Lemma 2.2, prolungare per con-
tinuitd in una applicazione lineare e continna da @' (R*!) in Q' (I'), indi-
candola ancora con ¥;; e la (2.12) viene cosl ad aver senso anche per
u€D' (I') e veED (R,

Si ha poi, per p€D(I") e ¢ ﬁssato,,(ﬂ;u,¢p>=(ﬂ.~u,§}qo), dove f; ®
ancora una funzione di @ (I") a supporto contenuto in I e inoltre & uguale
ad 1 nel supporto di g;; allora &

(2.13) <Bityp>=<PpiuBio> =‘fﬁe(w)u(w)/§?(w)w(®dw=

f Bew) (67 @) (B ) 07 () T () dy = < Biw, B>

Go
dove

0= (B @) 6 () Ti (¥) in C,

o

=0 in ¢, — B"~'

L3

essendo':'].- (y) funzione indefinitamente differenziabile in C, e ivi diversa
da zero.

L’applicazione ¢ — b0 dunque lineare da @ (I') in @ (R"—1). D’altra
parte si ha

~ ~ r r ~
d’m=¢e}(z:ﬁf¢)=_{¢uﬂj¢) e, per y€Cy:
 — l—

B; (B 0) = F: (07 (@) - (B @) (6" () - i () =B (65 ) - Ji () * (B; @) (6 (9)) =

=B 07 W) - Jiy) Bio=7@) - Do con y €D (R").
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E dunque di qui, prima per s intero e poi per interpolazione (Prop. 1.4) per
s reale, si ottiene la proposizione :

~

a) Papplicazione ¢ — D; @ si pud prolungare in un’applicazione, ancora

indicata con 5,-, lineare e continua di WP (1) in Wap (R 1),
Osserviamo ancora che le applicazioni @;e ¥, j, i =1,...,r soddisfano
alla proposizione:
b) u—~ D; (¥;u) & lineare ¢ continua da W2 (R"1) in sé.
Infatti per w€.D(R"!)dalle (2.8) e (2.10) si ha che D;(W;u) nei
punti y di B*! in cui non & nullo risulta uguale a [B;(x)-B; (x) - u (6, (x)) -
i (@)t = (B B ) (07'(9))-u(y) ; e dunque si ha

D (Piu) =@ (y) - u(y) con @ (y) €D (R

Di qui si ricava subito, prima per s intero e poi per interpolazione
(Prop. 1.4) per s reale qualunque, la proposizione enunciata in b). .

Dimostrate cosl a) e b), veniamo alla dimostrazione della Prop. 2.10.
Sia anzitutto w — L (u) un funzionale lineare e continuo su W=r (I"); poiché
questo spazio & munito della topologia meno fino che rende I’applicazione
% - D; u continua da We»(I') in W#» (R*1), si ha per un noto teorema

r
Lw=2X<T;, d;u> con T;¢ W—s2 (R*)
i=1
Supposto u €D (I") e applicando la (2.12), si ha allora
r
Luy=2<¥Ti,u>
im=1

r
da cui, per la Prop. 2.8, possiamo identificare L con 3 ¥; T;: e allora
=1
r
D; L = ‘21 ®; P; T; dove, per la proposizione b) @; ¥; T;€¢ W —»»’ (R*—1) e dun-
fo=
que L€ W—s»'(I').
Viceversa se L€ W—=2'(I") 8i ha per p €D (I") e per la (2.13)

,
<L,q)>=2r'<ﬂ,-1},[§.f<p>=2< <13,~L,5,-<p>
Te=] V]
da cui, per la proposizione a), si ricava che L€ (W?(I")) e inoltre risulta
anche che, se L -0 in W—%#(I'), allora L -0 anche in (W3» (I")).
Dunque algebricamente W—=»'(I") coincide con (W?#r (I"))’, essendo inol-
tre il primo spazio munito di una topologia piu forte del secondo; per il
teorema del grafico chiuso ne segue che W—s#' (I') = (W4® (I")) anche topo-
logicamente.
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Propr. 2,11 — Per s intero qualunque 8i ha

T (pyo; Wette (L), We2(I')) = Weti—er (I')

1
l<p<-+4o00,0<6< 1,?+a=9.

Infatti si consideri per ¢=1,...,r Papplicazione u — P; u; essa & ov-
viamente per la stessa definizione .2.3 lineare e continua da War(I') in
Wep (R"—) e da Wstle(I') in Wetle (R*—1); dunque per il teor. 1.1 e la
Prop. 1.4 (applicata allo spazio R"—! anzich® a R"; si noti che s & intero),
8i ha che essa & lineare e continua da 7T (p,a; Wetle (I'), We?(I')) in
Ws+1—6,p (Ru—l).

E questo per la def. 2.3 equivale al fatto che

(2.14) T(p,a; Wette ('), Wer(I') € WeHi—9»(I'),
Passando agli spazi duali, si ottiene dal teor. 1.2,
W—e—1t6e' (') € T (p', — o5 W—42'(I), W12 (T"))

e poich® s & di segno qualunque e cosl pure p’ pud essere un qualunque
numero reale > 1, si ha l'inclusione inversa della (2.14) e la Proposizione
& dimostrata

2.6. Partendo dalle considerazioni precedenti si possono ottenere dei
risultati del tipo del « teorema di SoBOLEV» per le derivate frazionarie.
Diamone un esempio brevemente (anche se c¢id non c¢i servird nel seguito);

. i 1 1 1
se n > ¢ il teorema di SOBOLEV dice che W'? (R*)c L1 (R") con —=———;
dunque Vapplicazione identica & lineare e continna da Wir(R*) in L4 (R"
e, naturalmente, da Wo? (R") in L?(R"). Percid essa & anche lineare e con-
tinva da 7'(p,a; Wi2(R™); Wor(R™)= Wi-o2?(R") in T (p,x; L7 (R"), L? {R"™).

Ma da [26] segne che T(p,a; L?(R"), L?(R") c L1®(R"), dove & —]——=

q(0)
1—06 0 1 1—0 1 -
-4 Y - — + o« =0, dunque si ha
q ) et » ond
1 1 1—0
wi-br(R"yC LI®(R");  —m=— — .

Noi non insisteremo perd ulteriormente su questo punto.
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n. 3. Gli spazi H*? (R")

3.1 — Abbiamo gia ricordato nel n. 1.3 che per p = 2 gli spazi W*2(R")
possono essere definiti anche attraverso ’uso della trasformata di Fourier,
con notevoli vantaggi. L'uso della trasformata di Fourier si pud estendere
anche al caso p &= 2, ma gli spazi che cosl vengono ottenuti non coincidono
in generale con gli spazi W#p (R"), tuttavia anche questi spazi hanno inte-
resse nelle applicazioni e sono infatti gid stati in parte studiati (v. ad es.
[25]). Riprendendo dunque una definizione in parte introdotta nel n. 1.3 e
usando lo stesso simbolismo ivi introdotto, poniamo la

DEF. 3.1. Indicheremo con H*? (R"),1<p <oco,8 reale, lo spazio (di Ba-
nach) delle distribuzioni temperate u tali che

F-1((1 + |&[2)2 Fu) € L2 (R)

normalizzato da
(3.1) I gtz = Il F-1(@ + | €)% Fu) || 1ozm,

OSSERVAZIONE 3.1. Per p = 2 si ha che H#2(R") & isomorfo a W42 (R")
per ogni s.

OSSERVAZIONE 3.2. Come gia si & ricordato nel n. 1.1, ahche per s in-
tero e p>1 H*?(R*) & isomorfo a WP (R"), in virtd del teorema di MIELIN
[38] sui moltiplicatori nello spazio FL?(R"); ma cid non & pil vero in generale
per s qualunque in virth di un esempio gia citato di KAHANE e di STEIN.

Si ha anche la seguente proposizione.

ProP. 3.1. D (B") & denso in H*» (B, s> 0.

Sia infatti una successione di « regolarizzanti» «, ,u =1, 2 ... (v. n. 1.2);
allora u # a, €D, ,. Dimostriamo anzitutto che u+ «,-u in H*?(R"); ecid
equivale a dimostrare la
(3.2) (1| &Py Fuway)~ 14| &P)2 Fu in FL2 (R

Ora (L4 | &R Fuxa)=(1-4 &P Fu)(Fa,)=1v* a, dove v=
F1((1+4 | & |*)*2 Fu), con v € L? (R*). E percid v » a, — v in L? (B"), ciod 1a (3.2).

Basta dunque approssimare in H *?'(R") u»«, mediante una successio-
ne di funzioni di D (B*), cosa che & possibile, poichd <D (E*) & denso in D, ,,
e dunque esiste una successione di funzioni di @ (E") che converge a u « a,
in @,, e quindi a maggior ragione in H*? (R").

Si ha anche con ragionamenti noti

1 1
ProP. 3.2. (H*? (R") = H—*? (R"); ra + i =1

Prop. 3.3. H%? (RYCH®? (R"); 8,< 8, il primo spazio essendo denso nel secondo.
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3.2. Alcuni recenti risultati di interpolazione (v. |11] e [25] (%)), fondati,
a differenza di quelli richiamati nel n. 1, su metodi di funzioni di variabile
complessa, si rivelano utili nel trattare gli H*? (R").

Siavo anche ora X, e X, due spazi di Banach e ¢{ uno spazio vetto-
riale topologico nelle stesse ipotesi del n. 1.1. Indichiamo con % (X,, X))
lo spazio delle funzioni della variabile eomplessa 2 = v - i w, z - f(2), olo-
morfe in 0 <v <1 a valori in X; 4 X,, continue e limitate in 0 <v<1, &
valori in X, 4 X, , tali che f(iw)€ X,, w - f (iw) essendo continua da R! in
Xy, e f(1 4 iw)€X,, w~f(1 -4 iw) essendo continua da R! in X,, con

(8.3) "f”(?f(xo,x,) = max [sgp || f (#0) ”x., y sgp [lr@ 4 iz‘o) “an < 0o,

Normalizzato da (3.3), %¥(X,,X,) & uno spazio di BANACH. Poniamo
poi per f€ 9 (X,, X,)

1
(3.4) Lr=[roaue
0

ove du o una misura su [0,1] o una distribuzione su ]0, 1[ a supporto
compatto. Risulta cosl definita un’applicazione f-- L f lineare e continua
da ¥ (X,, X,) in X,+ X, .

DEF. 3.2. Indichiamo con (X,,X,, u] lo spazio immagine di 9 (X,,X,)
per mezzo di L, normalizzato da

(3.5) %l g, 2,0 = inf 1/ 9t g, 2, -
8i ha cosi uno spazio di Banach.

Siano ora Y, Y, e B spazi analoghi agli spazi X;,,X, e o{ e suppo-
niamo inoltre che X,NX, sia dengo in X, e in X, e sia T Voperatore
lineare gia introdotto mnel n. 1.1 Si osservi in pitt che T & prolungabile
per continuitd in un operatore lineare e continuo da X, 4 X, in Y, 4 ¥,.
Cid posto si ha il seguente teorema di interpolazione (v. [11] e |25])

TEOR. 3.1. Nelle ipotesi fatte sugli spazi X;,Y; e su C, allora T ¢é an-
che lineare e continuo da [X,,X,,u]l in [Y,,YX,,ul. Se in particolare si
prende u=4(0), misura di Dirac concentrata ntel punto 0 dellintervallo
10, 1], la norma di T considerata da [X,, X, ,d(0)] in[Y,, Y, ,d8(0)] é maggio-
nata du ci=%c% (o, @ ¢, costanti che compaiono nella (1.4)).

11 teor. 3.1 si pud applicare a X, = H*»?(R") ¢ X, = H*?(R") e si

(12) A Qire il vero 'interpolazione negli spazi H*? (R"),p == 2, mediante i metodi di
variabile complessa d stata ottenuta anteriormente & [11] e a[25] da ARONSZAIN e LIONS,
1959 (non pubblicato, si utilizzava il metodo di ARONSZAJN per dimostrare il risultate di
[20]) e annunciato indipendentemente da A. P. CALDERON, Conferenza di Berkeley, 1960
e 8. G. KrrIN [19].
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dimostra allora il seguente risultato ([11], [25])
PRrOP. 3.4, [H%? (R"), H*?(R"), 6(0)] = H (1—0s+6a.r (RB")
OSSERVAZIONE. I risultati corrispondenti per p =1 e p = co non sono
probabilmente veri (in ogni caso il metodo di dimostrazione di [25] non &
pitt valido). Sarebbe interessante sapere se il risultato di interpolazione
corrispondente & vero o no; per es. se ‘C & un operatore lineare e continuo
da L°(R") in s& e da H2>~(R") in s, lo & anche da H1>~ (R") in s&?

3.3. Veniamo ora ad un confronto degli spazi H*? (R") con i W *?(R").
Si ha anzitutto il
LEMMA 3.1. Per ogni &> 0 risulta algebricamente e topologicamente

H1-%+:p (RM C W 1-92 (R") 0<0<l1<p<+oo

DIMOSTRAZIONE. Bastera limitarci a dimostrare il lemma per £<6,
poiché H%P (R*)C H*?(R") se 8, <8,.

Poniamo i=1—0--¢ e sia dunque ucH*? (R") e percid (1 |&[?)?2 Fue
€ FLr (R"). Dimostriawo che esiste f(f) tale che

(3.6) te f(t)e LP (0, 1 ; HL? (R")
(3.7) w2l Lo 0, 1; Hor (BY)
(3.8) £(0) = u.

Supposta esistente f(t), moltiplichiamola per una funzione b () derivabile
con continuitd per 0<t< - co, uguale a zero per t>1 e ad 1 per 0<

1 .
_<_t5-2—, e poniamo g (t)=>b(t)f(t) per 0<t<l, e g(t)=0 per t>1. Al-

d
lora te g (t) € L? (0, co ; H1» (RW), to d—-"t € L7 (0, 00 ; HO? (R") ¢ g(0)=f(0) = u €
€ W1-02 (R"); di qui segue: H*» (R") C W92 (R"). Dimostriamo dunque
Desistenza della f(t).
Poniamo percio

w (¢, &) = exp (— t (1 4 [ & [H)?) Fu
J (¢t 2)= %—1 (w (¢, &)
dove con %' indichiamo Dantitrasformata di Fourier rispetto alle sole
variabili (&, ..., &x). Cosl definita, f(f, #) verifica senz’altro la (3.8).
Per dimostrare la (3.6) bastera far vedere che
(3.9) t*we L2(0,1; FHLr (R%)

dove F H'? (R") indica lo spazio delle trasformate di Tourier delle
u € H1?(R"),
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La (3.9) equivale alla
(3.10) e (14 | &2 w(t, &) € LP (0,1, FL?(R")
Quanto alla (3.7) essa si riconduce alla
—te (14| EP)2exp (— ¢ (1 + | & P)2) Fue LP(0,1; FL*»(R")

ciod anche essa alla (3.10). Resta dunque da dimostrare solo la (3.10).
Ora
(1 | &2 w(t, &) = te M, (8) (1 4 | £ P2 Fu

1—2
dove M, (&)= (14 |&[)2 exp(—¢(1 4 |& )7y

Dimostriamo allora anzitutto che M;(£) & un moltiplicatore su & L? (R")
di norma <ect—! (¢ costante); basterd per questo far uso del teorema di
MIHLIN gia ricordato [33], cio® dimostrare che

(3.11) | & |¥| D* M, (&) | < et™? per ogni k= (k,,..,ks) con |k|<n
la derivazione D* essendo intesa rispetto alle variabili &,,...,&s. Ora 8i ha

2-|>1 +

&k | D* M, (8)| < coxp (— ¢ (L + | E P2 (14 [EPT + - e(L+EP)
' 1—z+|k|}
2

o ORI [

e d’altra parte con calcoli elementari si ha, tenuto conto che, poichd®
£<0,8 1—1<0,

1—2A4r
sup [t (1 4 | &[5 2
&eR"

oxp (—¢ (1 + | & [12)] < o1

Duanque 1a (3.11) & vera e quindi M,(4) & un moltiplicatore su L7 (R") di
norma <ct~l.
Ne segue che

[l o= (LA [ & 20 (8 &) [l g pogmy < 0 84 || 4[| g apggm -
1
Ma si ha che ft(“+*—l’l’ dt < co, poich® A>1 —0 =1 —a — -11,- e quindi (x4

0
+ 4 —1)p < 1. Dunque si ha

1
1
(3.12) ( f |t (14| &[22 90 (8, &) || & 1 oy dt) <o Il % gz 2.00m)
0

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Resta cos) dimostrata la (3.10) e dunque H*? (R")C W 1—6» (R"™) algebri-
camente e dalla dimostrazione stessa data, in virtd della (3.12), si ha che
P’inclusione & anche topologica.

Dimostriamo ora il

LEMMA 3.2, Per ogni ¢> 0 risulta algebricamente e topologicamente

Wi-ér(R")c H=6—= (R*) O0<wv<l1, 1<p<+ co.

DI1MOSTRAZIONE. 8i consideri operatore G0
g(l) = -1 ((1 _|_ I £ |2)1/2 g:).

Esso risulta un isomorfismo di W? (R") su WO (R") e di W% (R") su
W-1r(R"). E allora in virtd dell’osservazione 3.2, del teor. 3.1 e della Prop.
3.4, esso & anche un isomosfismo di H!—6+e»r (R") su H—9t=r (R), se si

suppone ¢< 1 — 6.
Analogamente per il teor. 1.1, il teor. 1.2 e la def. 1.4 esso & un iso-

morfismo di
T(p, o; Whe (B"), Wor (R™) = W'=%P (R") su T'(p,a; WO? (E"), W17 (R")=
=(T(p', —a; W' (R"), WO (R") = (W 1-Clr'=a}#"(Rn)) = W —0» (Bn).

Ne segue in virti del lemma 3.1 che

H—¢+er (Rv)c W —67 (R»)
relazione che, una volta dimostrata per e<1 — 0, vale anche per ogni .
Passando allora agli spazi dunali si ha

Ho-+#' (R%) D W o' (B»),

cio® il lemma 3.2, quando si scambi nell’enunciato 6 con 1 — 6 e p con p’.

e. v. d.
Dai lemmi precedenti si puo infine ricavare il seguente teorema che

precisa le relazioni tra gli spazi W? (R") e H%? (R"):
TEOR. 3.2. Per ogni ¢>0, 8 reale e 1 <p < -} co 81 ha

H’c+a,p (R”)C Wer (R")C Hs-—e.p (Rn)
algebricamente e topologicamente (12V%),
(42bis) Durante la correzione delle bozze abbiamo saputo che un risultato pid preciso

d stato ottenuto da E. M. STEIN (in corso di stampa), si veda gid [46 ter]. Per un oon-
fronto dei W*? (R") con altri spazi analoghi si veda anche [11 bis].
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DIMOSTRAZIONE. 1) Supponiamo 82>0. Dimostriamo dapprima che
Hster (R*)C Wo? (R"). Se u€ H*+=r (R"), allora D*u€ L? (R*) per |k|<s + &
e quindi in particolare per |k | <[s]. Inoltre D* u€ H*+:—bsl» (R") per |k|= 5]
e quindi, per il lemma 3.1, DFue We—lr (R") dunque u€ W2?(R") e
Heter (R")C Wap (Rn).

Viceversa se u€ Wor (R"), allora u€ Hl*}»(R") e, per il lemma 3.2,
Dk y € Hs—le1—2» (R*), dunque % € H*—*?(R") ¢ W*?(R")C H**?(R").

2) Se & invece 8 <0 il risultato si ottiene immediatamente dal caso
precedente passando agli spazi duali.

OSSERVAZIONE. Lo spazio W#*? (R") & dunque contiguo a H*? (R") se-
condo una definizione introdotta di recente da GAGLIARDO [15 bis):

n. 4. Gli spazi H*? (Q) e H*»(I').

4.1, La definizione degli spazi H?*? (Q) va ora fatta tenendo conto delle
proprietd viste per gli H3? (R"). Porremo dunque la

DEF. 4.1. Per m intero positivo fissato ¢ s=(1—0)m,0<0<1, defi-
niamo

Hs? (Q) = [Wmr (Q), WO (£2); 8 (0)]

dove [...] va inteso nel senso della def. 3.2.

H*?(£) risulta cosl definito per ogni s reale > 0. Come ora vedremo,
questa definizione & corretta, nel senso che, in condizioni di sufficiente re-
golaritd per £, in particolare nelle ipotesi da mnoi fatte su £, non dipende
da m e, se 8 & intero, H*? (L) coincide con W*? (L), definito direttamente
attraverso le derivate. Si ha infatti la

Prop. 4.1. H*? (Q) coincide con Vinsieme delle restrizioni a Q delle w di
H®? (R") per ogni 820.

La dimostrazione & di tipo noto e analoga a quella della Prop. 2.2 o
2.3. Anzitutto esiste un operatore P tale che P € L(W™r(Q2); Wm?(R") e
Pe L2(Lr(2); L?(R") e che Pu=uq.-d. in £; allora per il teor. 3.1 e la
Prop. 3.4, Pe L(H*?(2); H*? (R").

Inversamente ’operatore di restrizione ad Q, Ry, appartiene a L2(W »?(R");
Wmr (Q) e a L(L?(R"); L?(82) e dunque per il teor. 3.1 e la Prop. 3.4
appartiene a O(H®*? (R*); H*? () c. v. d.

Ne segue in particolare, tenuto conto dell’osservazione 3.2, la

PROP. 4.2. Per s intero =0, H*? () & isomorfo a We? (Q).

Con dimostrazione del tutto analoga a quella della Prop. 2.5, ricordando
la Prop. 3.1, si ha

PrOP. 4.3. Lo spazio D(Q) é denso in H*?(2),8>0,1<p <+ oo.
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4.2. La definizione di H*? (S2) per 8 reale qualunque 8¢ ottiene in modo
abituale. Anzitutto si pone

H}? (Q) = chiusura di D (2) in H*? (Q), per 820, 1<p <+ co.

E poi
H""(Q):(H{,"""(Q))’ per e<0,1<p<+oo,%+%=1,

Per s intero si ha ancora: H*? (Q) & isomorfo a Wer (Q).

4.3. Coun considerazioni del tutto analoghe a quelle svolte nel n. 2.5 si
definiscono poi, riportandoli mediante un sistema di «carte locali» agli
spazi H*? (R"1), gli spazi H*?(I') per sreale e 1 <p < -+ oco. Anche ora si
ha che H#? (I') & isomorfo a W?*?(I") per s intero. E cosl pure: D(I') &
denso in H*?(I'); H*? (I'\C H*?(I') per s <s;(H*? (")) = H—*¢'(I'),

1 1
- —,=1.
l’+1’

n. 5. Proprieth di tracce degli spazi Ws»(Q) e H*» ()
5.1. B noto (v. ad es. [37], [38], [44], [3], [22 Dis),...) che per p =2 e

1 . . . .
§ > 8i possono definire per le funzioni u € W*2(Q2) le tracce su I" di u e

delle sue derivate fino all’ordine j, purch® sia s —j —% > 0. Questi risul-

tati sono poi stati estesi anche alcaso p=>1 e s=1 in [13]e al casop>1
e 8 intero =1 in [43]; e sono stati generalizzati in [21] agli spazi generali,
mediante utilizzazione della teoria dei semigruppi (per s =1, 8i veda [23])
e introducendo delle funzioni « peso ¢*». In [48] infine (si veda anche [30]
e [46 bis]) essi sono generalizzati anche alle « derivate frazionarie » (i lavori
[48] e [30] contengono anche risultati relativi alle derivate « ordinarie»
nel caso di spazi con funzioni « peso», i risultati corrispondenti alla fun-
zione « peso» t* sono contenuti in quelli di [21]. Noi ricorderemo qu
perchd ce ne serviremo nel seguito, dapprima i risultati relativi alle derivate
ordinarie (s intero, se p == 2) e poi quelli relativi alle derivate « frazionarie »
(8 qualunque e p qualunque). Se t & un numero reale > 0 indicheremo
con [tr]~ il massimo intero =0 inferiore a =

1
TEOR. 5.1. Sia 8 reale >5ep = 2 oppure 8 intero >0 e p reale > 1.

— i -
Per u€<D (L) si ponga 7,~u=%v—1: (v normale interna a I';y,u =u) e yu =
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= [yo %y 74 Uy oee Vis—1rip~ %). I’ applicazione u —~ ;u definita su D () 8i pud pro-
lungare per continuita in una applicazione lineare e continua, che denoteremo
ancora con u—yu, di We? (Q) su
[e—1/p]”
II We—i—lpo (I') ;
j=0

precisamente per ogni u € WP (Q) si ha, per j =20,...,|s —%J_,

(6.1) | 7i % || wo—i—tpoy < € || %l wopa) (¢ indipendente da u)

. ; , [ 1= .
¢ viceversa dati comunque g; € We—i—1p2 (I'),j =0,..., |8 —I’—] , esiste una

u€ Wer () tale che yju=g; e

[.—.l p]- . . .
(5.2) 1% || ws.zig) < © _Zl | 951l wos—s—1po, (¢” indipendente dai gj).
’_

Dal teor. 5.1 con ragionamento noto si ha inoltre

PRoP. 5.1. Nelle ipotesi del teor. 5.1 , WP (Q2) coincide col sottospazio
delle w di Wa? (Q) per cui & yju=10,j=0,.., z—i .
Ed ecco ora il teorema di USPENSKII [48] (si vedano anche [30] e [46 bis]):

TEOR. 5.2. Sia p reale ¢> 1,8 reale e>—} e inoltre, se & p > 2, sia an-
che 8 1 non intero; allora per ogni u€ W2 (Q) esistono le tracce y;u,
j=0,.., [s — %]—(deﬁm'te in modo analogo a quello del teor. 5.1) e si ha
(6.3) | 75 % || wo—s—1mary < € | % || o (o indipendente da w).
Viceversa sia p reale >1, 8 reale > 1 e inoltre, se¢ é p <2, sia anche

1 —
8 — L won intero, allora assegnati comunque g€ W*—i—llpe (I"), j=0,...,[s — —;] )
esiste una u€ Wor (I') tale che yju=g; e

[s—1/p])"
(5.4) ” U "Wm)(g) <e j—zo ” 9j ”Ws-i—llp-l’(p) .

1 .
Sicche per s — 7 non intero vale ancora il teor. 5.1.

5.2. Per quanto riguarda gli spazi H*?(Q) la situazione & pitt comples-
sa, naturalmente nei casi in cui essi non coincidano con i W#?(Q). Qualche
risultato si potrebbe ottenere facendo uso della teoria di interpolazione par-
tendo da s intero e dal teor. 5.1. — Avremo occasione di ritornare su cid
pitt avanti.
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CaritTor.o II

IL PROBLEMA DI DIRICHLET NON OMOGENEO
PER LE EQUAZIONI LINEARI ELLITTICHE

n. 6. Preliminari.

6.1. Nella ipotesi gia fatta che £ sia di classe >, supponiamo ora che
sia dato un operatore differenziale lineare d’ordine 2m che scriveremo nella
forma

Au= 3 (—1)¥ D (ay, (x) D*u (x))
kel || Sm
e t cut coefficienti ay;, supporremo appartenere a CZ)(!?). Inoltre supporremo
A ellittico in £, ciod per ogni r€Q e ogni vettore £ reale e == 0 sia

S agp (%) ER =0 (19)
Vel =l =

Se n 8 = 2 supporremo anche che A sia propriamente ellittico in ﬁ,
ciod che per ogni x€ 2 e ogni coppia di vettori reali & e & linearmente
indipendenti il polinomio nella variabile complessa 7: 3  ay (x) (& -} o&')*th,

o) === | Ft| ==ms

{=|h|
abbia esattamente m radici con parte immaginaria positiva.
Siano poi

aw,v)= I ayy Dty Dk dz
1Kly|h| =<
[}
la forma sesquilineare associata ad A e

A =. 3 (— 1)kl D* (az; D)
lkl.|h|$m

Poperatore aggiunto formale di A e
a* (u, v) = a (v, u)
la forma sesquilineare associata ad A*.

h+-k -k, h k
(13)E+ =E l+l.-.5nfn+ n

1
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6.2. Posto d’ora innanz’

\Uy V) = f uv dx

Q

si hanno per u e v€ D (2) le seguenti formule di GREEN (v. ad es. [28],

(5], [40))

m—1

(6.1) (Av,v) =a(u,v)+ = | Sju-ypdo
J=0 7
m—1 PR
(6.2) (A*v, ) =a*(v,w)+ 3 | Tjv - yudo
i=0
m—1 J— m—1 —_—
(6.3) (Au,v) — (u, A*v)= 3 | Sju-yvdo— I fyfu - Tjv do
j=0 j =0
r

dove do indica lelemento d’area su I' e §; e T; sono opportuni operatori
differenziali d’ordine 2m — j — 1, tali che i sistemi

{}’o g oo g Vm—1 Sm—l g ey So) e {}'0, ey Ym—1y Tm-l IRIK) TO]

sono sistemi normali e di DIRICHLET nel senso di [5].
La (6.3) prolungata per continuita, in virtt delle Prop. 2.4 e del teor.
. . 1 1

5.1, risulta valida anche per € W2mP(Q) e vE W2m?' (Q), p >1, 7 + r =1,

Sempre dalla (6.3) si pud ottenere anche la
(6.4) (Au,v) —Cu, A»)=0 per we W (Q) e ve WP ().

Basta infatti scrivere la (6.3) per u e v €D (Q); per continuitd, tenuto
conto della definizione stessa di W,"”(Q) e del fatto che l’operazione di
derivazione D* & lineare e continua da WP (Q) in Wm—Ik»r (Q) si ottiene
la (6.4) dove i {,) stanno ad indicare rispettivamente la dualitd tra W—"7(Q)
e WP (Q) e tra WP (Q) e W ™7 (Q).

Sempre dalla (6.3) si pud ottenere anche la

m—1

(6.5) (Au, ) — (uy A*) = — = [ yju. T do
J=0
r

per ogni € W™ (Q) e v€ W7 (2)N Wo™* (2). Con un primo prolunga-
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mento per continuitd si ottiene infatti dalla (6.3) la
m—1 —
(6.6) (Au, v) — (u, A™) = — 3 Jyju - Tjvdo
J=0

per ¥ D (2) e ve W™ (Q N W? (2). Dalla (6.6) si ottiene poi la (6.5)
con un ulteriore prolungamento per continuita, {,) indicando la dualita tra
W™ (Q) o W' (Q)

6.3. Si ha poi il
LEMMA 6.1. Siano assegnati @ = (@g . y Pm—1] € ¥ = (Yo, .., Ym—1} cOR

@; € Witlles' (I') e y; € W im—i—lp2' ("), p > 1, %-{-% =1,j=0,..,m —1: e-

siste allora una funzione w appartenente a W 2™2'(R") tale che

VW = ¥j .
Jj=0,...,m—1,

Sy = ¢;

Vapplicazione {@, p}—~w essendo continua da

mﬁlw :‘+l/p.p’([‘)X"Elwzm—i—l/p.p' (I') in  W2ms' (Rm),
j=0 j=0

Risultato analogo si ha scambiando §; con Tj.

La dimostrazione si riconduce, con ragionamenti del tutto analoghi a
quelli fatti per il lemma 1.1 di |28], » costruire una funzione w € W 2m2' (R%),
tale che

yjw = f; € W im—i—lp2' (I), Jj=0,...,2m —1.

w dipendendo con continuitd dagli f;. Tale costruzione si fa subito utilizzando
il teor. 5.1 e loperazione u -~ Pu di prolungamento da £2 in R" delle
u € W3ms' (Q), gia utilizzata pid volte in condizioni analoghe nei n. 3 e 4.

n. 7. Risultati noti sul problema di Dirichlet e alcuni complementi ad
essi.

7.1. Richiamiamo anzitutto il seguente notevole risultato sul problema
di Dirichlet omogeneo di AGMON — DoUGLIS -— NIRENBERG [2] e di BROW-
DER [9], [10];
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TEOR. 7.1. Nelle ipotesi futte nel n. 6 su Au e su Q, condizione neces-
saria e sufficiente perché il problema di Dirichlet omogeneo

Au=f, feL?(Q), p>1
(7.1)
u€ W™ () N We™* ()

sia risolubile per ogni f€ L?(Q) é che il problema omogeneo aggiunto

A*w =0

’-|2 ’ !
(‘ ) wazm'p (Q)n Wrom.p (.Q), %_}_%:1

abbia solo la soluzione w = 0. Soddisfatta questa condizione, allora w—~ Au ¢
un isomorfismo di Wy™* ()N W>™? () su L? (0).

Mettiamo anche in evidenza esplicitamente alcune conseguenze immedia-
te dei risultati dii BROWDER e di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG (loco citato).

Supponiamo verificata la proposizione

U,) il problema

(1.3) Au=0, ue W@ N W™ ()

ammette solo la soluzione w = 0, per un certo p fissato > 1.

Si vede subito allora che la proposizione U,) é vera per ogni altro ¢>1.
Infatti se ¢ >1 & diverso da p, una funzione u€ Wm™7(Q2) N W (Q) e tale
che Au = 0 deve necessariamente appartencre anche a W2™9¢(£2) per ogni
p>1, in virtd dei risultati citati dii BROWDER (v. pill precisamente ad es.
|9. teor. 1]) e di AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG (2, n. 14 e 15] e dunque,
poiché U,) & supposta vera, & u = 0.

' Altra conseguenza immediata dellipotesi U,) & la seguente: il proble-
ma omogeneo

(7.4) A*w =0, we Wme(Q) N Wime(Q)

ammette la sola soluzione w =0 per ogni ¢>1,

Infatti se & vera la U,) per p fissato essa & vera per ogni p, per
quanto si & visto or ora, e dunque anche per p — 2; ma allora il proble.
ma (7.4) per ¢ = 2 ha solo la soluzione w = 0, in virta di un risultaio di
AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG (V. precisamente quanto & osservato nel n.
12.4 di [2] per la dimostrazione del teor. 12.7 in L?(Q)); e dunque appli-
cando l'osservazione sopra fatta ad A* anziché ad A, il risultato & vere
anche per ogni ¢>1.
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Dalla considerazioni ora fatte e dal teor. 7.1 ricaviamo poi (v. anche
[2])) che nell’ipotesi U,) per un certo p fissato >1, u — Au & un isomorfismo
di Weme(@Q)N Wrr(2) su LP(Q) per ogni p>1. Concludendo possiamo
enunciare esplicitamente il
TrOR. 7.2: Nelle ipotesi del n. 6 su A e su Q, se la proposizione U,
é vera per un certo p fissato > 1, allora
n) essa € vera per ogni p>1;
b) & vera anche la proposizione -analoga alla U,) relativamente all’ope-
ratore A*, per ogni p>1
c) per ogni p>1 A (e A*) é un isomorfismo di

W me QN wme (Q)  su L2 (Q)

Il teorema & dunque applicabile ogni volta che si abbia un teorema di uni-
citd per il problema di DIRICHLET in una qualunque classe W22 (Q)y E
sono note, in aggiunta all’ellitticitd propria di A, condizioni integrali o al-
gebriche perché cid avvenga per 4 o almeno per loperatore A 41 con 1
costante > 0 sufficientemente grande; per es:

19 4 ¢ W2 (Q) ellittico, ciod vale la

2
' a(u, u) I >¢ ” % Hw‘m-2(g) ’

per ogni w€ W/?(Q), ¢ indipendente dn u;
20) A ¢é fortemente ellittico (GzRDlNG), ciod

Re I am(w)Etr> | & em
1kl, | Bl =m
per ogni €2 e ogni & reale e == 0, coh ¢ costante ;
3% A é debolmente positivo semidefinito (AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG)
[2, teor. 12.8], cio®

Re 2 am(x)E+r>0
|kl |h|=m

per x € Qe £ reale.

Nellipotesi 1°) il teorema di unicitd vale per 4, nella 2°) e 3% per
A + 4 con 4> 0 sufficientemente grande. La 1°) & stata sempre dn noi ‘po-
sta alla base dei lavori precedenti al presente, [27] e [28], solo per sempli-
citd, cid che si & del resto gia osservato sia in [27] (Osservazione II del
n. 10) sia in [28] (REMARQUE 10.5). Noi comunque nel seguito di questo
lavoro prenderemo come ipotesi base la seguente

J) Q e i coefficienti ay, sono regolari nel semso precisato nel n. 6.1;
Voperatore A é ellittico in Q; per almeno un p fissato >1 ¢ valida la Up).
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Desideriamo osservare anche esplicitamente che, ‘come risulterd da
quanto diremo in seguito, i risultati del presente lavoro potrebbero essere
formulati in forma ancora pili generale e pil « astratta » ; pil precisamente,
anzich® mettere alla base la ipotesi J), 8i potrebbero prendere come ipotesi
le seguenti, ferme restando le condizioni di regolaritd su £ e sui ooeffi-
cienti ayy :

I%) ellitticita delloperatore A in 2.
II%) A ¢ un isomorfismo di W2 (9)y W () su L* (0) ¢ A & un

isomorfismo di W™ (9N Wo™?' (0) su L?' () per un p>>1 fissato, —11,— +pi’ =1.
IIT%) Se u€ L?(Q) e verifica le

[Cuy A* ) [ < |||y mor (g Per ogni vE Wime' (Q)N Wme' (g
allora u € W"™%(Q).

I teoremi principali dei numeri seguenti sono validi anche in queste
ipotesi. Naturalmente, per quanto si & detto in questo numero e per il
risultato di AeMON [1] gid citato nell’introduzione Pipotesi J) & condizione

sufficiente per il verificarsi delle I°), II%) e III°).

7.2. Per quanto riguarda il problema di Dirichlet non omogeneo

Au=f
(7.5) Jj=0,..,m—1
Yiw =gj

possiamo senz’altro enunciare il
TEOR. 7.3. Nell’ipotesi J) del n. 7 1 per ogni p>1,u— lAu,;u} é un
isomorfismo di W2mw» (Q) su L?(0)>< II W2’”—J—1/PP(F ).

=
La dimostrazione & abituale, teuut;o conto del teor. 5.1 e del terr. 7.2.
Accenniamola per il segulto Anzitutto u — {Aw, 7u] & lineare e continua da

Wame (Q) su L?(Q)>< H W2m—j-1p2 (I") per il teor. 5.1 e per il fatto che

loperazione di denvazxone D*¥y & lineare e continua da W2m»r(Q) in
W 2m—lklp (). D’altra parte assegnata f€ L?(Q) e g; € Wem—i=lrr(I"), j =0,
«,m—1 esiste un v€ WP (Q) tale che y; v = g;; risolviamo allora col
teor. 7.2 il problema omogeneo Aw =jf — Av, w€ W"? (o) N W™ (0). Al-
lora v =1v -4 w appartiene a WP (Q) e risolve il problema Awu =/,
yiu=gj,j=0,..,m—1 ed & unica per il teor. 7.2. Un noto teorema
di BANAOH sugli isomorfismi ci assicura dunque la tesi del teorema. c.v.d,
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n. 8. Il problema di Dirichlet in Wm»tr?(g), r=0,1,...,m — 1.

8.1. K noto che per p = 2 nell’ipotesi che A & W;" 2 (@)-ellittico o pid
in generale se vale Pipotesi Up) di unicitd (si veda la remarque 10.5 di
[28]), si ha che {A,y} & un isomorfismo di Wm™+n2(Q) su W —m+r2(g) ><
m—1
> II Wmtr—i—-122 ("), r = 0,..,m — 1.
j=0
Vogliamo in questo numero estendere questo risultato al caso p > 1.
Dimostriamo intanto il
LemMMmA 8.1. Nelle ipotesi del n. 7.1, per ogni p > 1 esiste solo la solu-
zione u = 0 del problema

Au=0, ue W™ Q).

Infatti poich® w€ W¢™? (Q) possiamo scrivere la (6.4) per ogni v€ W™ (2)N
N W2mr' (Q) e per u; essa diventa allora

(u, A*v)= 0 per ogni v€ W™ (0) N W (q)

Ma nelle ipotesi fatte, per il teor. 7.2, A* & un isomorfismo di Wy"* (@) N
N w2 (g) su L? (Q) e dunque risulta u = 0.

TEOR. 8.1. Nella ipotesi J) del n. 7.1, per ogni p>1 u— Au é un tso-
morfismo di W™t P ()N WP (2) su W "t (0), r=0,1,...,m.
Dimostriamo anzitutto che il problema

Au=f, uwe WM ()N W™t"? (g)

& risolubile qualunque sia f€ W-—m+rr(Q) (necessariamente la soluzione
sard unica per il Lemma 8.1).
Infatti per ogni p>1 per il teor. 7.2 A* & un isomorfismo di

W (@) N W (g) su L (q), }1'—+ % = 1; dunque per dualitd, con pro-

cedimento noto (v. [46], [22), [32, n. 14], [27] e [28, n. 6 e 7]), s8i ottiene
che, per ogni funzionale semilineare e continuo L (v) su W™ (@) N W™ (q)
esiste una e una sola u € L?(0) tale che

(u, A* v) = L (v) per ogni v € W™ (@) N W (q).
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Consideriamo ¢ f,¢), dove il {,) indica lu dualita tra W-m+rr(Q) e
W' (0); si ha allora

,<fy v) I < f”vv-m+r,p(g) | v “Wm-r.p' @

e dunque { f,v) & un L(v) e percid esiste una e una sola u€ L? () tale
che

(8.1) (u, A*v) =<(f,v) per ogni v€ W™ ()N W™ (g)
e per tale u risulta, per quanto si & visto,
(8.2) | (u,4*v)| <cll o]l yam—imirior @, Der ogni v€ W™ (@) N W7 (g)

c= "fnw—m+1‘m(g)

Si ha allora A = f e inoltre dalla (8.2) per un recente notevole risultato
di AeMON (1, teor. 8.1], 8i ha che, u € Wm+r? (). Applicando allora la (6.5)
ad u e u vE W (@) N WP (0) si ottiene, per la (8.1),

m—1 J— ' ,p!
(8.3) Z[y;ul‘;vdo:O per ogni v € W™ (o) N W' (q).
=0
r

Allora, poiche Papplicazione v — {T,,_, v, ..., Ty v} & una applicazione lineare e
, , m—]1 N
continua di W™ (2) N W' (9) su IT W HVP#' (") (la cosa segue per es.
j=0

dal lemma 6.1 e dalla Prop. 5.1), si ottiene da (8.3) che y;u=10,j=0,..
.ym —1 e quindi dalla Prop. 5.1 che u€ Wy"? (). Dunque il problema
di DIRICHLET considerato & risolubile in modo unico per ogni /.

Osserviamo poi che VPoperatore u — Au & lineare e continuo da
Wmtre (Q) in W —m+r?(Q), poich® tale & operatore u —~ Dku per |k | <2m.
In definitiva dunque, per un noto teorema di BANACH sugli isomorfismi,
% - Au & un isomorfismo algebrico e topologico di W™ "% ()N W™? (0) su
W—na-{-rp(g).

8.2. Desideriamo riprendere il teor. 8.1 da un altro punto di vista,
utilizzando il procedimento di interpolazione « complessa », richiamato nel
n. 3.2. Supponiamo dunque di aver gia dimostrato il teor. 8.1 per r =10
e r=1m; il caso » = m & espresso dal teor. 7.2, il caso r =0 si pud otte-
nere con la dimostrazione data sopra nel n. 8.1, ricorrendo al teorema di
regolarizzazione di Agmon ncl solo caso r == 0. Volendo potremmo anche
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ammettere semplicemente la validitd delle ipotesi I°) II% e III%) messe in
evidenza nel n. 7.1.

Abbiamo dunque che A & un isomorfismo di W2m2 () N Wy"? () su
L?(0) e di WJ"?(0) su W™™? (Q); applicando percid il teor. 3.1 ottenia-
mo che A & un isomorfismo di

(W22 ()N WP (Q), WP (2); 8(0)] su (L? (2), W™™?(Q); 8(0)]

per ogni 6, 0 <0< 1.

Si tratta dunque ora di interpretare i due spazi «intermedi» cosi
trovati.

Dimostriamo percio anzitutto che

(8.4) [L? (2), W—™2(Q);8(0)] = W —0m2(Q), s¢ Om & intero.

Sia « -~ Qu un’applicazione lineare e continua di W=?' (R”) in Wo"“p' (Q) e
di L? (R") in L?' (Q) e tale che Q&f:q) 86 pED(Q) e &? & il suo prolun-
gamento a zero fuori di Q; una tale applicazione esiste come si pud vedere
con le seguenti considerazioni. Mediante un sistema di «carte locali»,
nelle ipotesi di regolaritd fatte su £, ci si pud ricondurre al caso in cui
Q sia il semispazio Rf"_ degli z per cui & z,> 0.

E allora, ispirandosi a procedimenti noti (si veda il lemma 2.1) la @
8i pud cosl costruire

m
Qu () =wx) — Z A u(®y e y Tuyy —J Tn), 86 24> 0
j=1

Qu(x)=0 se 2,50

dove i A; sono costanti tali che

"
S h(—ji=1 i=0,1,..,m —1.
-1

Consideriamo allora D’applicazione trasposta ¢Q; essa & lineare e con-
tinua da W-—7(Q) in W-—"?(R") e da L?(Q) in L?(R") ed & tale che la
restrizione a 2, Rq (*Q8) coincide con 8. Allora, tenuto conto che per s
intero WP (Q)= H*?(Q) (v. Prop. 4.2 e n. 4.2) e W*?(R*)= H?*?(R")
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(Osservazione 3.1) e inoltre che vale lIa Prop. 3.4, passiamo applicare il
teor. 3.1 e otteniamo che ‘@ & una applicazione lineare e continua da [L? (2),
W=m2(0);8(0)] in [L? (R"), W —m2(R");d(0)] =W —bm»(R").

D’altra parte Poperatore restrizione a Qu — Rou, ¢ lineare e continuo
da L?(R") in L?(Q) e da W—"2 (R" in W —2 (0), dunque da W —¢"? (R") in
[L?(Q), W—"2(Q); 6(0)] e dunque [L?(Q), W2 (Q); & (0)| coincide con lin-
sieme delle restrizioni a 0 delle u di W—0mr (R®),

Ora questo insieme coincide con W—9m.» (0); infatti poiché Om & intero,
assegnato comunque S€ W97 () esiste una e una sola u, € Wim? () tale
che

(—Ad 41" u, =8, {4 = operatore di Laplace):

basta infatti applicare all’operatore (— 4 - 1)%™ il teor. 8.1 nel caso r =0,

cosa possibile. Ne segue che la distribuzione 7'=(— 4 + 1)9'"1;:, (dove u &
il prolungamento a zero di %, in tutto R") appartiene a W—9%? (R") e veri-
fica la T= 8.

Dunque possiamo concludere che vale la (8.4) algebricamente e la stessa
dimostrazione assicura che la (8.4) vale anche topologicamente.

Veniamo poi allo studio dello spazio X = [W2m2(Q) N W g"¥(Q), W¢"(Q);
4 (0)).

B facile dimostrare che

(8.5) X © Wem—oms (0) | W2 (0).

Infatti consideriamo Vapplicazione identica u — % e osserviamo che essa o
lineare e continua da W2mr(Q)N Wnr(Q) in Wr(Q) e da Wm2 (@) in
W2 (0Q); si ha che essa risulta tale anche da X in W ™2 (Q) per il teor.
3.1 e dunque X € W7 (Q). Analogamente u — u & lineare continua da
Wime (Q) N Wme(Q) in W2mr(Q) e da W2 (Q) in W2 () e dunque (teor.
3.1) da X in [W2me(0), W™P(Q); 6(0)], il quale spazio per la Prop. 3.4,
la Prop. 4.1 e la Prop. 4.2, tenuto conto che Om & intero, coincide con
W2m—6mp(0); dunque X C Wim—6émp(q),

Dimostriamo ora la inclusione inversa della (8.5). Sia € W 2m—6m.p(0) N
N W #(Q) e poniamo Au = 8; allora §€ W=7 (q), dunque poichd 4 @, per
la (8.4) un isomorfismo di X su W—9r(Q), esiste una u,€ X e una sola
tale che Au,=_8; ma allora u,=u, poich® entrambe appartengono a W 2?(Q)
e in W ™r(Q) vale il teorema di unicitd per il problema di DIRICHLET
(lemma 8.1); dunque tenuto conto della (8.5) si ha

(8.6) X = Wm—omr ()N Wm?(0), (o m intero).
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In definitiva si ha che w — Au & un isomorfismo di Wim—6me(g) N W m» ()
su W—m02(Q) per @m intero, 0 <6 < 1.
E dunque si ha di nuovo il teor. 8.1 per r=1,..,m —1.

OSSERVAZIONI.

a) Si osservi che questa dimostrazione fa uso in modo alterno dell’in-
terpolazione e dei risultati sui problemi ellittici, e precisamente; si parte da
risultati sui problemi ellittici (teor.” 8.1 nel caso r =0 e r = m), si inter-
pola, si usa ancora il teor. 8.1 per r=0 relativamente all’operatore (—4-}-1)m
e poi di nuovo si interpola.

B questo un procedimento, che per quanto « complesso » pud dare buoni
risultati, come dimostreremo anche in seguito.

b) Si osservi anche che, sostituendo, come & possibile, gli spazi H*?
agli spazi W*? nella dimostrazione precedente, essa potrebbe essere ripetuta
anche per 8 m non intero, salvo che nel punto in cui si fa uso del teorema
di esistenza per il problema (— 4 + 18"y, =8, MOEHOO"'”’ (@), con § asse-
gnato in H—9"r(Q). 8i pone allora la questione, naturalmente dando a
(— 4 4 1) un opportuno significato generalizzato, se 6 m non & intero.

8.3. Non si ha ora difficolta a passare, con il ragionamento gid richia-
mato per il teorema 7.3, al problema non omogeneo. Tenuto conto del teor.
5.1 e del teor. 8.1, si ha cosl il

TEOR. 8.2. Nella ipotesi J) del n. 7.1 per ogni p>1 w — {Au, yu) & un i-
somorfismo di W tr2(Q) su W—"'+"P(9)><”i1 1W’”+"-f-1lﬂ-1' (I'), r==0,1,2,...,m.

Con i teor. 7.3 e 8.2 il problema (jiToDIRICHLET non omogeneo & com-
pletamente studiato nelle classi W*? (Q) con 8 = m,...,2m. Passeremo ora
nei n. 9 e 10 ai casi §=0,...,m — 1.

Una osservazione, che ci sembra interessante e che si ricollega a quanto
si & fatto nel n. 8.2 e in particolare all’osservazione a) del n. 8.2, & la se-

guente.
Interpoliamo col metodo «complesso» ftra i casi r=m e r =0 del
teor. 8.2 ciog, partendo dal fatto che

- . —1
{4, 7} & un isomorfismo di W22 (Q) su L?(Q) me W em—j—lipp (")
=0

m—1
»» » » » » Wm?(Q) su W—mr(0)>< IT Wm—i—lp2(I")
j=0
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Si ottiene allora (tenendo conto anche del teor. 3 di [25]) che {4, ;} & un
isomorfismo di

[Wam2 (), Wm2(Q); 8(0)] su [L?(Q), W—"2(0); &(0)]><

m—1
><j IT [ W 2m—i—llp2 (@), Wm—i—lpe(Q); 8(0)).
()

Se Om & intero, tenuto conto del fatto che H*? () = W*2(Q) se 8 & intero,

della Prop. 3.4 e della Prop. 4.1 e inoltre della (8.4), si ottiene che (A,_;:}‘
@ un isomorfismo di

m—1
Wam—omp () su W —0m2 (@) >< IT [ W 2m—i=1le2 ('), Wm—i=tip2 (I'); & (6)).
J=0

E di qni confrontando col teorema 8.2, in cui si faccia r = (1 — 0) m, si
ottiene

(8.7)  [Wim—i=tiea(I), Wn—i=lip2 (I); 8 (6)] = W im—om—i=tloa(I)

per 0 <0 <1, Om intero.
Dal fatto che m & un intero qualunque =21, e j=0, 1,..,m —1 si
deduce la seguente proposizione sugli spazi di interpolazione.

PROP. 8.1. Se 1 <p<oco,r e 8 sono interi tali che s>1 er=>2se 0(r—s)
é intero ¢ 0 <0 <1, allora

(8.8) [Wr=tlpr (M), We—lp2(I"); 8(0)] = W(—Or+6s—lpp(I")

algebricamente e topologicamente.

Si pone il problema di generalizzare la (8.8) anche al caso di r e s
qualunque ; pid in particolare di sapere se la (8.7) vale nel caso 6 m non
intero.

n. 9. Il problema di Dirichlet nello spazio W2 (q).

9.1. Anzitutto poniamo la definizione
DEF. 9.1. Indicheremo con WP (Q) (rispett. con DY?(Q)) per p>1, lo
spazio delle uw € L? () tali che Au€ W—™?(Q) (rispett. Au€ L?(Q)) normaliz-

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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zato da

— ? ? 1/p
|| w "90“’4"’(0) = (]| “L?(.{)) + || Aw ”w—"w(m)

(rispettivamente

[ ”D“""’(m =(||u "i?(@) + || Au "51’(9)) )

Essi risultano spazi di BANACH. Si ha subito la

ProP. 9.1. Nelle ipotesi J) del n. 7.1 lo spazio D () é denso in D% (Q)
per ogni p>1.

La proposizione & dovuta ad HORMANDER [16] per p = 2; ma vale an-
che per p =2 e si pud ad es. dimostrare in modo del tutto analogo a
quello dato per p = 2 nella nota (%) di [28].

Possiamo allora oftenere anche la

PROP. 9.2. Nelle ipotesi J) del n. 7.1 per ogni p>1CD(2) & denso in
Wer ().

Infatti sia u € WP (Q) e si consideri il problema

Av = Au, vE W7 ().

Per il teor. 8.1 esso & risolubile in modo unico; poniamo percid ¥ = v+ w
con w=u—v. Allora w€ L? (Q) e Aw = 0, dunque per la Prop. 9.1 esiste
una successione {@;} di funzioni ¢;€ D (2) tale che ¢; - w in L?(2) e
Ag@; - 0 in L?(Q) per i — oo. Inoltre esiste una successione {y;} di funzioni
wi €D (Q) tale che y; — v in WP () per la definizione stessa di W2 ()
e per essa & anche Ay; — Av in W-m?(Q), In definitiva ¢; 4 p;€D(Q) e
converge & u in WP (Q) per i — co.

Possiamo ora enunciare il

TEOR. 9.1. Nella ipotesi J) del n. 7.1 per ogni p>1 UVapplicazione
u - y-z; = { Yoty ooe y Pm—r% }, definita per le w di D (2), si prolunga per conti-
nuitd in un’applicazione lineare e continua, indicata ancora con y;,‘ di

m—1
Wr(g) in IT Wil (I).
J=0

La dimostrazione & del tutto analoga a quella del Teor. 2.1 di [28],
alla quale dunque rinviamo.
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Cosl pure in modo analogo a quanto visto per il Teor. 4.1 di [28],
partendo dalla (6.3) e prolungando per continuitd, come & possibile per la
Prop. 9.2 e il teor. 9.1, otteniamo la validitd della formula di GREEN

(9.1) (u, A™) —Au, v) = " yiu, Tjv)
=0

per ogni u € WP (Q) e vE Wim2'(g) N WM’ (Q).

9.2. 8i ha infine il
TEOR. 9.2: Nelle ipotesi J) del n. 7.1 per ogni p>1 u — {Au, yu} & un

—1
isomorfismo di Wo? (0) su W—™?(Q) >< T W—i-ilp2 (.
J=0

DIMOSTRAZIONE. Siano dati f€ W—™?(Q) e g;€ W—i-Ur?(I"), j=0,...,
m — 1. Nelle ipotesi poste A* & un isomorfismo di W' (2) N Wim#' (Q) su
L?' (Q), dunque per dualita, con lo stesso ragionamento richinmato per il
teor. 8.1, esiste una e una sola u € L?(2) tale che

—_ m—1 R
9.2) (u, A*v)={(f,v)+ 3 (g;j, Tjv) per ogni ve Wm# (g)N Wmr' (q)
j=0

dove (f, v) indica la dualith tra W—m2(0) e W™# (0) e (g;, T,u) quella
tra W—i—lpr»(I") ¢ Witlrr(I"), Basta osservare che il secondo membro di
(9.2) & infatti un funzionale L (v) semilineare e continuo su W™ ()N
N wame' (),

Dalla (9.2) si deduce che Au == f e dunque u € W7 (). Inoltre, tenendo
conto della (9.1) si ha per la stessa (9.2)

m—1

(9.3) 2 | (yju—g) Tjvdo=0
j=0
r

da cui, con lo stesso ragionamento usato nel teor. 8.1 sulla formula (8.3),
si ottiene che y;ju=g;, j=0,..,m —1.
Dunque % — {Au,yu} & biunivoca da WS? () su W™ (Q) ><
m—1
> IT W—i-le2(I"),
j=0
D’altra parte per il teor. 9.1 e per la definizione stessa dello spazio
Wo? (I') essa & anche lineare e continua, sicché per il solito teorema di
BANACH sugli isomorfismi, il teorema & dimostrato.
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n. 10. 11 problema di Dirichlet negli spazi W:? (), 8=0,..,m —1.

Nella memoria [28] dedicata al caso p == 2, una volta ottenuto il teor,
9.2 8i & applicata la teoria dell’interpolazione quadratica tra i due teoremi
cui 8i riducono per p =2 gli attuali teoremi 8.2 (caso r=10) e 9.2. E
sempre per p = 2 & possibile interpolare anche tra i teor. 8.2 (caso » = 0)
e 7.3 (8i veda ad es. la remarque 10.4 di [28] e anche [36]). Si ottengono
cosl dei teoremi di isomorfismo per il problema di DIRICHLET non omoge-
neo negli spazi H*(0Q) = W*2() per s reale compreso tra 0 e 2m.

Il problema si pone anche ora nel caso p 3= 2, ma presenta difficolta
notevoli, in quanto le teorie dell’interpolazione tra i W2 (Q) che si cono-
scono sono tutte assai pidt complesse. Noi otterremo secondo questa via nei
prossimi numeri 11 e 12 alcuni risultati che ci sembrano significativi.

Vogliamo perd mostrare prima come, senza far uso esplicito di teorie
dellinterpolazione si possano ottenere ugualmente teoremi di esistenza e di
unicitd per il problema di DIRICHLET, almeno nel caso degli W2 (Q) con
8 intero (0 <8 <m). Tuttavia & opportuno osservare che per ottenere questi
risultati, oltre a far uso di teoremi di regolarizzazione di soluzioni molto
«deboli » dati di recente da Aamon [1], noi sfrutteremo anche i teoremi di
tracce del n. 5. Ed & noto quale siano gli stretti legami tra certe teorie
della interpolazione basata su metodi reali e i teoremi di tracce (v. ad es.
[20], [14], [23], [21], [1B], ecc ...)

Poniamo dunque Ia

DEF. 10.1: Indicheremo con WP (Q), p>1, 8 reale, 0 <8 <m, lo spazio
delle ue W*? (Q) ¢ tali che Au€ W—™?(Q) normalizzato da

1 Ngper g, = (Il # rana) Il A% 15 —m pig)'

Esso risulta uno spazio di BANAOH.

Si ha allora il

TroRr. 10.1: Nelle ipotesi J) del n. 7.1 per ogni p>1 ¢ 8=0,...,m —1,
fissato comunque f€ W—™?(Q) e g;€ We——lp»(I'), j=0,...,m — 1, esiste
una ¢ una sola uw€ W4i? (Q) tale che

Au=f
j=0,...,m—1

Vi =g;

e u dipende con continuitd da f e da g;.
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Applichiamo il ragionamento giad svolto per i teor. 8.1 e 9.2 e dimo-
striamo anzitutto che

L) =, )+ % g5, T,
=0

® un funzionale semilineure e continuo su Wy #' (@) N W2m#' (g). Ora si ha
infatti addirittura

(10.1) I <f’ v) I < ”f”W—m-P(g) ” v ”Wm'P’\g) < ”f"w—mm(g) : " v ”W2m—‘yp'(g);

m—1 —_— m—1
(10.2) jzo [<g5, Tjv>| < fo | 95l s=i=rim.0y Il Ti ® it rip—e07ry <

m—1
< c ji'o ” TJ v IIWi'l‘l/P—"P'(p) <c 0 ” v "Wzm—'P’(g)

m—1
dove ¢ & una costante indipendente da v e C = 3 || g;|lys—i—1prr) -
j=0

La (10.1) & immediata ; la (10.2) segue ricordando che T; & un operatore
d’ordine 2m — j — 1 e applicando il teor. 5.1 (14).
In definitiva si ha

m—1
(10.3) ' L(v) I <¢ "fuw—m,l’(g) + jfo " 9j "w'—f—llp»p(r) * “ v “WZm—l-p’(a)

per tutte le v € W™?' (@) N W?m#'(q), ¢ indipendente da v.

Possiamo percid anzitutto affermare, col solito ragionamento per dualita,
tenendo conto che A* & un isomorfismo di W™?'(Q) N W2n*'(2) su L¥ (),
che esiste una e una sola w€ L?(Q) tale che

—_ me=1 —_—
(10.4) (u, A*) =<f, v) + = (gj, Tjv) per ogni ve Wmr' (Q) N W2mr'(q).
j=0
Di qui si ha subito che Au=f.

(44) Si osservi ohe il teor. 5.1 vale anche per ogni derivata di u e non solo per le
derivate normali ;.
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Inoltre la (10.3), applicando il teor. 8.1 di AaMoN [1] gid citato, assi-
cura che u € W*?(Q) e dunque u€ W7 (Q).

Osserviamo poi che W47 (Q) € WP (Q) e dunque per il teor. 9.1 esi-
stono le traccie y;u di w, j=0,1,..., m — 1. Applicando allora 1a (9.1) ad
u, in virtd della (10.4),-si ha

m—1 —_— m—1 —_—
(10.5) jZ (y,u,T,v):jZ Cgjy Tjv)
—() -0

per ogni veE Wm?' () N W2me' (g). Poichd Wi —i-lrr(I') c W—I—lrs(I),
dalla (10.5), con lo stesso ragionamento fatto sulle (8.3) e (9.3), si ottiene
7j%=gj, j=0..,m—1

L’unicitd della soluzione segue poi dal teorema 9.2 poichd Wi?(Q) C
c Wi ().

Per quanto riguarda la dipendenza continua dai dati f e g;, dimostria-
mo infatti che si ha

m—1
(10.6) " Lo "902"(9) <¢ * ”f“w—m.z’(a) + Eo " 95 "wl-j—llnp(r)

Poichd vale la (10.3), il teor. 8.1 di [1) non da solo che u€ W*?(Q) ma (v.
formula (8.4) di [1]) di pit che vale la

m—1
10.7) || %[lypg < e } [ Pe—— 2z Il 95 Il ypsmitipwry + Nl % | Loy

con ¢ indipendente da u.
D’altra parte in virta del teorema 9.2 si ha

(10.8) |lu "LP(.m <ec

m—1
I/ "W—m,p(g) + jz:) Il 9; I'W—j—llpm(r) (¢ indipendente da u).

e quindi, poiché We—i—lre(I') ¢ W—i—17?(I") anche topologicamente, dalla
(10.7) si ha la (10.6). c.v.d.

n. 11. Applicazione della teoria dell’interpolazione; caso dell’integrale
di Dirichlet finito.

11.1. Una prima applicazione della teoria di interpolazione richiamata
nel n. 1, sard ora fatta estendendo il teor. 8.1 al caso di r reale, 0 <r <m.
Precisamente dimostreremo il
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TEOR. 11.1 NelVipotesi J) del n. 7.1, per ogni p >1u -~ Au é un tsomor-
Sismo di W™ () N WP (0) su W ™1"P (), per r reale compreso tra 0 ¢ m.

Sia infatti r =[r] +1 —0, con 0<[r]<m —1 e 0<0<1. Peril teor.
8.1 sappiamo che A & un isomorfismo di W™tl'? (o) N W™ (g) su W—™11# (g)
e di WmHHLP (o) WP (g) gu WL ()

Dunque il teor. 1.1 che & ora applicabile per le proprietd dei W#? (Q)
viste nel n. 2, ci assicura che A & un isomorfismo di

X =T (p; W2 (o) 0 WP (), W2 (o) N w2 ()
su

1
Y=T(pa; W —mt+1, (), W—mtlrle (), ? +a=0

Dimostriamo anzitutto che

(11.1) X c wntiHi=er o0 wr? ()

Infatti, considerando 1’applicazione identica » —~ u e osservando che essa
® lineare e continua da W2+ (o) WP (o) in W) e daW™H2(Q)
N Wi?(@) in Wg"P(Q), essa risulta tale anche da X in W{i'? (@) per il
teor. 1.1; dunque anzitutto X < W*? ().

D’altra parte 1’operazione D¥u per | k | <m -+ [r] & lineare e continua
da WimHrHLP (o WP () in WP (Q) e da W™ P (g)n W™?(Q) in
Wor (Q), dunque per il teor. 1.1 da X in WP (Q); e percid se % € X, si ha
che Drue Wo?(Q) per |k | <m -4 [r] e dunque wue Wm+llr(g); inoltre
w-—D*u per | k | =m -+ [r] & lineare e continua da W12 (g0 Wr? (g
in W' (0) e da W™H2 ()N W (2) in W'?(0) e dunque (teor. 1.1) da
Xin W1-82(Q); quindi, se u € X, Dk u € W1—62 (Q) e percid u € Wmtir+1—6.p((),
La (11.1) & cosl dimostrata.

Osserviamo poi che per il teor. 1.2 si ha

Y =T(p, —a; Wo'™% (2), W (g)).

e quindi, per lo stesso ragionamento fatto a proposito di X, si ha
1
Y' € Wr—l-6"2"(Q) con s o =0y, e dunque ' =1 — 0. Percid risulta

ricordando che r=[r]4+1—0

Y O W—mtre(q)
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Concludiamo che, poiché A & un isomorfismo di X su Y, per ogni
J€E W—m+trp () esiste una e una sola u € X, e dunque esiste una u € Wm+r.p(q)
n W' (), tale che Au=f.
Essa & poi unica in W™"?(g) N W*? () a verificare la Au = f, poichd
il teorema di unicitd vale gia in Wi'” (2) nelle ipotesi fatte (Lemma 8.1).
D’altra parte si ha anche che w — Aw @ lineare e continua da Wm+rr (g)

in W—mtr? (). Basterda per questo dimostrare la seguente
. ‘ G ,
ProP. 11.1 L’operazione u-»D.-u,D.-:a—w- (t=1,...,n) & lineare e conti-
3

nua da W32 (Q) in W12 (Q) per ogni s reale ¢ p>1.

DIMOSTRAZICNE a) Nel caso che s & redle > 1 basta osservare che la
Proposizione vale per s intero e applicare quindi il teor. 1.1 e la Prop. 2.4.
b) Nel caso 0 <8 <1 ricordiamo anzitutto che esiste un’applicazione
lineare e continua (v.il n. 2) u~Pu="U di W*? (@) in W*?(R") tale che
U=u ¢q.-d. in Q. Poiché & D;u= Ry (D;U) (Rgp operatore di restrizione
a 0), basterd dimostrare che D; U € .2 W2 (R"); Ws—12(R")). Ora se s = 1—8,
con 0 <O <1, osservando che D;e 2(W2Li? (R"); WO» (R"))e D;€ L(Wor (R");
W —1r(R™), si ba per il teor. 1.1 che D; & lineare e continua da 7' (p, «;
Wir (R, Wor(R") = Wi-6r(R") in T (p, «; Wo?(R"), W-12(R") e questo
ultimo spazio per il teor. 1.2 coincide con

(T(p'y — &; WL (R"), Wor' (RY)) = (WO (E")) = W02 (R*).

Dunque D;€ L(W*?(Q); WsLr(Q)) per 8> 0.
¢) Si passa poi facilmente al caso s < 0 osservando che per ogni
@p€D(Q) 8i ha

l <D Uy @ > | = | <u, Di‘P > I < “ ““WOaP(Q) " DHP “W—s.p’(ms ¢ " ‘Pllw-4+1v17'(p)

e quindi D;u€ Ws—1r(q).

In virtt della Prop. 11.1 si ha dunque che u -~ Au & lineare e conti-
nua da W™t? (o) N Wi (Q) in WP (0); tenuto conto che, come si &
sopra visto, essa & anche biunivoca, si conclude per il solito teorema di
BANAOH che essa & un isomorfismo; il teor. 11.1 & cosi dimostrato.

11.2. Passando al problema non omogeneo, sarebbe interessante poter
analogamente interpolare estendendo al caso di r reale, 0 <7 < m il teor.
8.2 (si ricordi che nel caso p=2 il teor. 8.2 vale anche per r reale
0<r<m, v. [36] e remarque 10.4 di [28]. Ma si presentano qui difficolta
notevoli. Interpoliamo tra il teor. 8.2 mnel caso r=%k41 e r=1%k con



at limiti non omogenei 89

k intero compreso tra 0 e m — 1, mediante il metodo del n. 1. Allora il
teor. 1.1 ci assicura la validitd della seguente proposizione;
{4, 7] & un isomorfismo di T (p,a; Wmtktlo(g) Wmtke (Q)) su

T (p, o W—m+k+1,p (Q), W —m+kp (.Q)) ><

m—1

> IT T(p,e; W m+k+1—j—1/p.p (I, Wnl-{-k—i—lvaP(I"))
j=0

1 1
0<—+a<l, O=-—+a
» Te<b > T

Ora il primo spazio & Wwtk+1—6r(g) in virtd della Prop. 2.4. La dif-
ficolta consiste nell’interpretazione degli spaazi

(11.2) T (p, a; Wotktizi=ipe ([),  Wwtk—i-ib2(I)) e

T(p’ o; W —m+k+1, p (Q)’ W—-m+k,p (Q)_

Uno studio diretto di questi spazi si presenta difficile. Tuttavia i ri-
sultati di USPENSKII, cio® il teor. 5.2, permettono almeno mnella maggior
parte dei casi di superare indirettamente queste difficoltd, come ora vedremo.

Infatti con il solito procedimento di riduzione al problema omogeneo
(v. dimostrazione del teor. 7.3), dal teor. 5.2 e dal teor. 11.1 si ottiene il

TEOR. 11.2. Nelle ipotesi J) del n. 7.1 per ogni p >1 e ogni r reale tale

. 1 -
che 0 <r <m e inoltre, s¢ é p 5= 2, che r — 3 non sia intero, u — (Au, y u} &

un igomorfismo di

m—1
Wmtre (Q) su W—mtre (Q) >< I Wmtr—i—les ("),
=0
Abbiamo cosi risolto il problema non omogeneo, se r — % non & intero; e

si pud ottenere anche linterpretazione degli spazi (11.2) nella stessa ipote-
si. Infatti da questo teorema e dalla Proposizione enunciata poco sopra ot-
teniamo, ponendo r =k - 1 — 6 nel teor. 11.2, con k fissato tra 0 e m — 1,

T (p, a; Wmtktl—i—lpo (") W mtk—i=lpp ([')) = Wmtk—i—1jp+1—60 (") o

T (p, a3 W—mthtlr (Q) W —mtkr (Q) = W —m+k+1—62 (Q)
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1 1
—p——l—oc=9,0<9<1,r—? non intero (se p=2) con r =%k 4 1 — 0,
i=0,1,..,m—1.

E di qui in definitiva, tenuto conto che m & un intero qualunque,
j=0,1,...,.m—1, e k=0,1,...,m —1 e dunque m -4 %k —j & un intero
21 qualunque, si hanno i

TEOR. 11.3. Per 8 intero 21,1<p<-+4 c0,0<0<1, ¢ 604 —11)- non tnte-
ro (se p % 2), i ha

T (p, o ; Weti=llew (), We—llpp (")) == We+1-6-1iplp ([') 9 = %_ +a

TEOR. 11.3 bis. Per s intero <0, 1<p+oo,0<9<1.%—|—a=0,

0 +-5]9— non intero, 8i ha
T (p,; Wetie (Q), Wer (Q)) = WeH1—02 ().

OSSERVAZIONE.

Si osservi che nella dimostrazione da noi data del teor. 11.3 non c’®
alcun circolo « vizioso » poiché il teor. 5.2 di USPENSKII & un teorema di
tracce per « derivate frazionarie » e invece 7' (p, a; Wsti—lre (I'), W *—1p2(I"))
¢ uno spazio di tracce per «derivate ordinarie » di spazi con peso t¢. Cid
conduce naturalmente al problema generale della definizione di tracce facenti
intervenire delle «derivate frazionarie » (per il caso hilbertiano v. [20]) e
al confronto di questi spazi con gli spazi T'(p,«; X, X,) (v. anche [48] e [30]).

11.3. Si pone ora il problema di sapere se il teor. 11.3 & valido anche
per 8 intero di segno qualunque. Come ora vedremo la risposta & positiva
e 8i pud ricavare con procedimento diretto, usando solo gli strumenti di « in-
terpolazione » del n. 1, dallo stesso teor. 11.3 nel caso s = 1.

Osserviamo anzitutto che con la stessa dimostrazione fatta per il teor.
11.3 si pud ottenere la

(11.3) T(pyo; W s+1—ljp.p (Rn—1) , We—lipp(Ru—1)) — W s+1—6—1lp.p (Rn—1)

1 1 .
s intero 21,0<0<1,0 4 3 non intero (se p == 2), r + o = 0. Infatti ba-

sta sostituire @ con R} (semispazio delle x per cui .v,>0) e prendere
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A = (— 4+ 1)™. Tutto quanto abbiamo detto in questo lavoro si pud an-
cora applicare.

Dimostriamo ora che la (11.3) vale anche per s intero < 0. Riprendiamo

Poperatore G introdotto nel n. 1.3, (sostituendo perd R* con R"—!; modi-
fiche ovvie) e dimostriamo che

a) @™ ¢ un isomorfismo di W1—6» (R"-1) gu W 1—6—m2p (R"—1) per m
intero =1 6 0<0<1.

Infatti @™ & un isomorfismo- di W1le (R*1) su W!-m?(R"-1) e di
Wwor (R*1) gu W—m?(R"1), come 8i pud ottenere direttamente ricorrendo
al teorema di MIHLIN gia citato [33].

Ne segue (teor. 1.1 e teor. 1.2) che @ & un isomorfismo di Z(p,a; W12(R"1),
Wwor (Rn—l)) = Wi1-6» (Rn—l) su

T(p, a3 Wi—me (R"—1); W—m? (R"1) = (T (p', — a; W™?' (R*),

W m—1p'(Rn—1)) — (W m—(p'—a)p (R#—1)) = W —m+1—0p (Rn—1),

Si ha poi
b) G0 ¢ un isomorfismo di W2—62 (R"—1) gy W2—6—m> (R*—1) per m intero
Z1,0<0<1.
Infatti, se m =1, la cosa rientrs nella Prop. 1.4. Se m & =2 allora
dal fatto che G0 & un isomorfismo di W22 (R*) su W2—mr(Rn-1) e di
Wir (R") su Wi—m>2 (R"1) gi ricava per la Prop. 1.4, che lo & anche da

W2—0,p (Rn—l) su T (P: o; W2—-m.p (Rn—l), Wi—m.yp (Rn—l» —
j— (T (p" —o; Wm—l.p’(Rn—-l)’ W m—2.p (Rn—l)»' j— (Wmv-l—-(l/p’—a),p' (Ru—l))’ p—
= W2—6—mp (Rn—l).

Da a) e b) segue per interpolazione e utilizzando la (11.3) nel caso 8 = 1 che

G @ un isomorfismo di W 2—6-1rr(R"—1) gu

T ( Py a; W 2—m—1/p.p ( Rﬂ—l), W i1—m—1jpp Rn—1 ))

per 0 -|—% non intero (se p == 2).
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. 1 .
Dunque si conclude che per m intero 21 e 6 7 non intero (se p 3= 2):

T ( Dy W 2—m—1/p.p ( Rn—) )’ W 1—m—1/p.p ( Rn—l» — g\m) W e—6—1/p,p ( Rn—l)’

dove D’ultimo spazio & lo spazio delle trasformate mediante G delle
u € W2—6-1/p.p (R"—1), con norma ovvia.
Per ottenere la (11.3) anche per & intero <0 basterd verificare che

g(m) W?—-O—l/pm (Rn—l) = W 2—m—6-1/p.,p (Rn—l)

e cid si ottiene subito da a) o da b) a seconda che 1 — 0 — % & <0 op-

pure > 0.
Posgiamo dunque concludere con il seguente

1
TEOR. 11.4. Per s intero qualunque, 1<p< -4 oc0,0<0<1, ¢ 6 + 7

non intero (se p == 2), % + o« =206, 8i ha,

T(p, a; Wt-l-l—l/p.p (Rn—-l)’ WJ—I/p,p(Rn—l)) — W-+1—-9-1/p,p (Rn—l)‘

E infine da questo teorema deduciamo la validitd del teor. 11.3 anche per
s intero < 0 ; precisamente

TEOR. 11.5. Per & intero qualunque, 1 <p< -4 00,0<0<1,0 -4 —11’— non
intero (se p == 2), 8t ha

T(p,a; W H=1pp (I), Wo—llpe (') = W s+1~6=1p.2 (I'), % +a=0.

Infatti si considerino le applicazioni u —~ @u introdotte nel n. 2.5 ; con
ragionamento analogo a quello ivi fatto per la Prop. 2.8, sfruttando ora il
teor. 11.4, si ottiene

(11.4) T(pya; W sti—1pr(T), We—lpr (') Weti—0-trr (),
Di qui per dualita si ottiene

T(p'y, — a; W—stlps'(['), W—s—1+1lp.p' (') D W —¢—1+6+1p.2' (I")

vale a dire, tenuto conto che 2 & di segno qualunque e p’ pud essere un
qualunque numero > 1, si ha Pinclusione inversa della (11.4) c. v. d.
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11.4. Ritorniamo al problema di DIRIOHLET, riprendendo il teor. 11.2;
in esso ¢’® la limitazione che se p 5= 2 sin r — 7 non intero. Questa li-

mitazione si pud attenuare, ottenendo un teorema di esistenza e di unicita
e di dipendenza continua dai dati f e g; (non perd di isomorfismo come &
il teor: 11.2), precisamente

TEOR. 11.6. Nell’ipotesi J) del n. 7.1 per ogni p>1 e ogni r reale tale

. 1 : .
che 0<r<m e inoltre, 86 & p < 2, r—? non intero, assegnati comunque

fEW—mtre(Q) e g;€ Wmtr—i—llpo(I'), j=0,...,m — 1, esiste una e una sola
u€ Wmtre (Q) tale che

Au=f; yju=g;, j=0 .. ,m—1

e u dipende con continuita dai dali f e g;.

Infatti assegnati f e g; per il teor. 5.2 esiste una v€ Wm+nr(Q) tale
che y;v = g;; risolviamo allora con il teor. 11.1 il problema Aw =f— Av,
we WP ()N WP (). Allors u= v + w appartiene a W ™1"?(0) e risolve
il problema dato; essa & poi unica perchd & contenuta in Wy™?(2) e dipende
con continuitd dai dati f e g; per il teor. 5.2 e il teor. 11.1,

Sfortunatamente dunque se 8 1 <p < 2 nei teoremi precedenti non rientra

il caso in cui r — T sin intero. Ma ovviamente si pud ottenere un risultato
anche in questo caso, sia pure meno precigo; osservato che W m+r—s—i—1pp([")>
D Wmtr—i—lpp(I") per ogni e>0 e che per ¢ sufficientemente piccolo, se

r —7 & intero, r — 7—8 non & intero, si ha il seguente

COROLLARIO 11.6. Nell’ipotesi J) del n. 7.1, per ogni p>1 e r reale
tale che 0 Sr<m e r — — ¢ intero, assegnati comunque f€ W—mtrr(Q) e

p
¢i € Wmtr—i=lpo(I'), j=0,..,m — 1, esiste una ¢ una sola soluzione w del
problema

Au=f; pju=gj, j=0,..,m—1
appartenente a W mtr—e2 () per ogni £> 0.

11.5. Sempre prendendo come punto di partenza i teor. 8.1 e 8.2, si
pud interpolare ricorrendo al metodo busato sulle funzioni di variabile com-
plessa esposto nel n. 3 e alle definizioni date degli spazi H*?(Q); abbiamo
gid fatto cid almeno in parte nel n. 8.3.

Poiche per » intero H*? () = W?*?(Q) il teor. 7.2 e il teor. 8.1 ci assi-
curano che A & un isomorfismo di H2»2?(Q)N H™?(Q) sn Ho?(9) e di HO'M’ )
su H-"?(Q); di qui per interpolazione il teor. 3.1 assicura che
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TEOR. 11.7. Nell’ipotesi J) del n. 7.1, per ogni p>1 uw—~ Au é un tsomor-
fismo di H™T"? () N HM? () su H™"1"P (Q) per ogni r reale tale che 0<r<m.

Pilt complessa & la situazione per il problema non omogeneo; dai teor.
7.3 e 8.2, utilizzando sempre il teor. 3.1, si ottiene subito

TEOR. 11.8. Nellipotesi J) del n. 7.1 per ogni p>1, u— {Au,;u] é un

m—

isomorfismo di H 2m—m02(0) sy H—m02(Q) x< _III[W“'—J"'I/P'P (I"), W m—i—1po(T");
8 (0)] per ogni 0 <6 <1. =

L’interpretazione di [ W2m—i—ip2 (I'); Wm—i—1ler (I"); & (0)] se Om & intero
& data dalla (8.7), la quale assicura dunque ¢he se Om é intero, questo
spazio coincide con W 2m—9m—j—lp» (I"), Nel caso generale, Om non intero,
Pinterpretazione si presenta complessa. Noi ci limiteremo qui, sfruttando i
risultati del n. 3, a ricavare un corollario del teor. 11.8, che ci sembra in-
teressante. Osserviamo dunque che per il teor. 3.2, tenuto conto della defi-
nizione degli spazi H*? (I') mediante un sistema di carte locali, riconducen-
doli agli spazi Hs?(R"1) (v. n. 4.3), si ottengono le seguenti relazioni di
inclusione per ogni ¢>0:

He2m—j—lpter (['yC W 2m—i—-lpo(I"); H m—j—llpter ('Y W m—i—lper (T),

e quindi

[H 2m—i—lip+ep(I"), Hm—i—Veteo(T'); § (0)] € [W 2m=i=lpy(["), W m—i—1p2(I"); 3(6)].
Ma il primo spazio per la Prop. 3.4 (valida anche per gli H%?(I")) coincide
con H?2m—6m—j—lipt+ep(I"), Applichiamo dunque il teor. 11.8, sostituende
in esso 6 con 6 -% (e sufficientemente piccolo percheé 0 <0 4 &¢/m < 1); si

ottiene allora
COROLLARIO 11.8. Nelle ipotest J) del n. 7.1 per ogni p>1, assegnati
SEH—m0r(0) ¢ g;€ H2m—9m—i—1p2(I"), 0 <O <1, esiste una e una sola solu-

zione del problema

Av=f, yju=g;, j=0,..,m—1,

che appartiene a H2m—0m—=2 () per ogni &> 0.

n. 12. Applicazione delPinterpolazione; caso dell’integrale di Dirichlet
non finito.

Riprendiamo ora il problema di DIRICHLET negli spazi W37 (0) 0<s<m,
introdotti nel n. 10, problema che nel n. 10 abbiamo studiato e risolto per
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8 intero. Ricordiamo anzitutto che il teor. 10.1 si pud in sostanza enunciare

nel seguente modo: mnelle i otesi cola fatte Voperatore (A,_;'} ammelte un
operatore inverso G = (A4, y}~! il quale & lineare e continuo da

m—1 .
W @) < I W PP (D) s OWLP ()

pee ogni 8 =0,1,...,m — 1,
Applicando allora il metodo d’interpolazione del n. 1 tra i casi s 41
e 8 gi oftiene
m—1
a) G @ lineare e continuo da W —2(Q)>< II T (p, a; WsH1—i—1r2(I"),
j=0

Wed=P2 () su T (pya; Wit (@), Wi (@)
Se allora applichiamo il teor. 11.5 otteniamo

m—1
b) G & lineare e continuo da W—"™?(Q)> II Witi—j—lr—62 ("), su
j=0

T(p,a; WP (Q), W*?(Q) per 0<0<1 e, se p =2, 9+% non intero,
1

—+ a=20].

(3 +==9)

Anche senza interpretare con precisione lo spazio

T(pya; Wi (2), Wi* ()

possiamo perd affermare, in virtii della Prop. 2.4, che esso & contenuto nello
spazio W*+1—97(q). Possiamo dunque concludere, ponendo r =384 1 — 0,
con il seguente :

TEOR. 12.1. Nell’ipotesi J) del n. 7.1 per ogni r reale tale che 0<r<m

1
e inoltre, se ¢ p == 2, tale che r — —p— non sia intero, il problema di Dirichlet
Av=f
(12.1) Jj=01,..,m—1
Yiu=9j

ammette qnalunque siano f€ W—"?(Q) e ¢g; € Wr—i—Ur?(I") una ¢ una sola so-
luzione € Wr2(Q); ed essa dipende con continuitd dai dati f e g;.

Nelcasop = 2e r— =3 intero, benché l’enunciato del teor. 12.1 non

sia probabilmente pilt vero, si pud perd dallo stesso teorema ricavare un
risultato « approssimato », che ci sembra abbia comunque interesse.

Poich®, se g; € Wr—i—lUr?(I"), allora g; appartiene anche a ogni spazio
Wr—i—lp—ep (") per ogni ¢ >0, dal teor. 12.1 si ricava il



96 J. L. Lions e E. MaGgeNks : Problemi

TEOR. 12.2. Nellipotesi J) del n. 7.1 per ogni r reale, 0 < »<m il pro-
ma di Dirichlet (12.1) ammette qualunque siano f€ W—"2(Q) ¢ g;€ Wr—i—lro(I")
una ¢ una sola soluzione u che appartiene allo spazio W2 (Q) per ogni e>0.

OSSERVAZIONE.

a) Osserviamo subito che il risultato qui ottenuto generalizza nel
caso m =1 i risultati a integrali di DIRIOHLET non finito per le equazioni
del secondo ordine dovuti a CiMMiNo [12].

b) Per il problema Adu =0, y; = g,, go€ L® (I'), nel caso n=2 e che
0 sia un cerchio si veda anche [49] cap. XIV.

n. 13. Considerazioni finali.

Desideriamo terminare questo lavoro con alcune considerazioni sugli
ulteriori sviluppi che esso pud avere.

Lo schema fondamentale seguito nei lavori [27] e [28] (consistente nelle
tre tappe: esistenza e regolarizzazione delle soluzioni, « dualizzazione » dei
risultati, interpolazione tra i risultati estremi), non & stato seguito perfetta-
mente nel corso di questo lavoro; soprattutto le difficoltd dei problemi di
interpolazione hanno via via consiglisto 1’uso composto, a volte alternato,
dei tre strumenti di lavoro. I risnltati che cosl abbiamo ottenuto non hanno
la compiutezza di quelli per p = 2, che gia si conoscevano (per il problema
a integrale di Dirichlet finito) o che sono stati da noi ottenuti in [27] e [28]
(per il problema a integrale di Dirichlet non finito). Tuttavia ci sembrano
soddisfacenti.

Molte questioni si potrebbero approfondire maggiormente come si & fatto
nei precedenti lavori [27] e [27]; prima fra tutte la questione della inter-
pretazione del modo di assumere i dati al contorno y;u = g;, nel senso di
una convergenza «in media» su un opportuno sistema di varietd (I} ten-
denti per p—~0 & I' (v. in particolare il n. 3 di [28]). Anche ora la risposta
o positiva e lo studio analogo non presenta grosse difficoltd. Ma non rite-
niamo di dover allungare troppo questo lavoro.

Sempre rimanendo nell’ambito del problema di DIRICHLET ci sono poi
molti problemi interessanti che andrebbero studiati. Noi abbiamo sostanzial-
mente fatto uso di due tipi di procedimenti di interpolazione; sarebbe in-
teressante usarne altri, ad es. quelli introdotti da GAGLIARDO (v. [14] e [15]).
Certamente 8i possono oftenere risultati positivi e interessanti, utilizzando
i lavori [23] e [26] nella loro completezza e ciod facendo nso degli spazi
del tipo

T(q.B; We2(Q), Wo?(Q) con q%p e BFa;



ai limiti non omogenei 97

per es. 8i potrebbe ottenere che A & un isomorfismo di

T (g B3 W™ (@) N woP (0), W@ N WP (9) su
T (q, B 3 W—mtrils (), W —mtre (Q))

e interpretare gli spazi T che compaiono attraverso [23].

Lasciando poi il problema di DIRIOHLET, si presenta l’estensione dei
risultati ottenuti ad altri problemi al contorno. Nel ¢aso p = 2 abbiamo
gid studiato nel lavoro [28] il problema di NEUMANN e quello di derivata
obliqua regolare: I risultati ottenuti nel presente lavoro per il teorema di
DIRICHLET 8i possono analogamente estendere a questi problemi. Non
vogliamo perd appesantire troppo questo lavoro e ci riserviamo percid di
ritornare in un prossimo lavoro sui problemi di NEUMANN e di derivata
obliqua regolare e su altri problemi al contorno negli spazi L?. Deside-
riamo solo mettere in evidenza un risultato relativo al problema di Neumann
e un teorema di rappresentazione dei funzionali lineari e eontinui su W2 (Q), m
intero = 1, che ne segue (le dimostrazioni saranno date nel prossimo lavoro):

a) In ipotesi di unicitd per il problema di NEUMANN, per es. se l'o-
peratore A & H ™ (q)-ellittico o se valgono le condizioni algebriche comple-
mentari su I' (« complementing condition » del lavoro [2]), si pud ottenere
che V'operatore

u—~{Au, Su} & un isomorfismo di D%T (Q) su L?(Q)>< "iIIW-m+j+l_l’p (I
=0

dove D%?(Q) & lo spazio delle =€ W™? (@), tali che Au€ L?(Q) e
Su = {8 %, ... y Su—; u}, essendo §; gli operatori che compaiono nelle formule
di GREEN (6.3).

b) Fondandosi su questo teorema si pud poi ottenere il seguente teo-
rema di rappresentazione dei funzionali lineari e continui su W2 (Q), m
intero =1, che estende al caso m =1 quello ben noto per m =0, e che non
ci sembra sia mai stato finora dimostrato (15): per ogni funzionale lineare e con-
tinuo w—~ L(u) su W™?(Q), L<p<-4 co,m intero =1, esiste un elemento

1 .
vEWmP (Q), —;— + ra =% 1, tale che

Lu)= X | D*u D*vdax.
IkISma

(15) Durante la correzione delle bozze abbiamo saputo che il risultato & stato ottenu-
to, indipendentemente e con altro metodo, anche da N. FRITz e A. N. MiLGRAM. I1 nostro
teorema si pud estendere in modo opportuno anche al caso degli spazi Wsp (2) con s
reale.

7. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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n. 14. Quadro riassuntivo dei risultati e dei metodi.

Car. I - SPAZI DI DISTRIBUZIONI.

Richiami di due procedimenti di interpolazione, uno reale (metodo di
tracce) e P’altro complesso.

Spazi di SOBOLEV: W *? (R"), War (Q), W2 (I") con s reale,p > 1.

Spazi H%?(R"): definiti per trasformata di FOURIER FF (14| &[22 Fu)e
€ L? (R").

Spazi H*? (Q): definiti per interpolazione complessa.

Spazi H*?{I'): definiti per « carte locali ».

Relazione tra gli spazi W*r e H%? e proprietd di tracce.

Cap. II - PROBLEMA DI DIRICHLET (esistenza e unicita).

a) Problema a « integrale di Dirichlet » finito

1% Caso omogeneo : Au=yf, yju=¢ j=0,u..,m—1
1) Si parte da: A & un isomorfismo di W™ (Q) N Wi? (@) su L ()
2) Se ne deduce con dimostrazione diretta utilizzando i risultati di
AceMON [1] :
TEOR. 8.1: A & un isomorfismo di W™ ?(QNWY? (0) su w2 (), r
intero = 0,1, ... , m.
Il teor. 8.1 si dimostra anche per interpolazione complessa (n. 8.2), sup-
postolo vero per r =m e r = 0.
3) Si interpola il teor. 8.1 tra r e r + 1 sia con il metodo reale di
tracce, sia con il metodo complesso, ottenendo :
TEOR. 11.1: A é un isomorfismo di W™ *? (q) N Wi'? () su W ™1*%(q)

TEOR. 11.7: 4 » » » > H™H® (o) H™ () su H ™ **(q)
8 reale, 0 <s<m.
II°) Caso non omogeneo : Au = f, i % =g j=0,..,m—1

1) Si ottiene direttamente riportandolo al teor. 8.1 il
TEOR. 8.2: { A,y} é un isomorfismo di Wm+rr(Q) su

m—1
w—mtre (Q) >< I1 Wwtr—i—lpe (')
j=0

r intero = 0,1, ..., m, y_;a = { Y0 Uy ere y Ym—y U}
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2) Si interpola il teor. 8.2 tra i casi r e r 4 1, r intero, mediante
il metodo reale ottenendo

(A, 7) & un isomorfismo di Wm+r+1—62 () su

T(p,a; W—mtrtle (Q), w—mtre (Q)) ><

m—1

>< II T(p,a; Wntrti—i—ilpo ("), Wmtr—i—iipe (] )),
j=0

Ma & ancor piut utile riportarsi al caso omogeneo 3) (teor. 11.1) utilizzando
i risultati di tracce frazionarie di USPENSKII [48]; si ha cosl
TroOR. 11.2: {4, y} é un isomorfismo di Wm+s?(Q) su

W—m+sp (_Q) >< mﬁl Wwm+ §—j—1/p,p (F)
j=0

1 ,
per s reale, 0<8=<m, con 8 — r non intero se p ¥ 2.

Per confronto tra i due risultati (procedimento « misto ») si ottiene tra
Paltro il seguente risultato relativo agli spazi di interpolazione :
TEOR. 11.3. T (p, a; Weti=lpr (["), Wo—lipp(I")) = WesH1—0-1lpr (") g in-

tero 21,9—|——;— non intero (8¢ p £ 2), 0<0<1.

Infine il teor. 11.3 si estende al caso di s infero qualunque con metodo
diretto.

1
3) Nel caso 8 — 7 intero, che sfugge al teor. 11.2, si pud dare un

risultato « approssimato »

COROLLARIO 11.6: Per ogni f€ W—m+s2 (Q) e g;€ Wmts—i—lp» (I") esiste
e una sola soluzione del problema che appartiene @ W™=« (Q) per ogni ¢ > 0.

4) Si puo anche interpolare il teor. 8.2 tra i casi r =0 e » = m con

il metodo complesso, ma con minor successo. I risultati pitt significativi in
questo senso sono la Prop. 8.1, che si ottiene col procedimento « misto »,
confrontundo con lo stesso teor. 8.2, e che rignarda gli spazi di interpola-
zione :

PROP. 8.1: [Wr—lrpe(I"), We—1p-P(I"); 6 (0)] = Wa—Or+6s.0 (") per r e s
interi, §> 1,72 28,0<0<1,0(r—s) intero;

e infine il seguente risultato « approssimato »

COROLLARIO 11.8: Per ogni f€H—"92(0) e g;€ Hm—om—j—1lpo (),
0<0<1, esiste una ¢ una sola soluzione del problema che appartiene a
H2m—6m—sp ( ,Q).
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b) Problema a «integrale di Dirichlet non finito », caso non omogeneo.

Si introducono gli spazi W5 (@) = {u€ W’ (Q), Aue W~ ™7 (@)} 0<s<m.
1) Anzitutto si dimostra direttamente che

TEOR. 9.1: [A,7] & un isomorfismo di WS (Q) su
m—1
W-mo (@) >< T W —i-1e» (),
j=0

2) Si passa poi, utilizzando tra Paltro AamoNn [1], al
TEOR. 10.1: Per ogni f€ W—™?(Q) e g;€ Ws—i—1P? (Q) con 8 intero tra
0 e m, esiste una e una sola soluzione del problema che appartiene a WY (Q).
3) Infine interpolando con il metodo delle tracce si ottiene
TEOR. 12.1: Per ogni f€ W—"?(Q) e g;€ We—i—1pr (I") 3 reale tra 0 e

1 . . .
m, inoltre 8 — F non intero se p = 2, esiste una e una sola soluzione del
problema che appartiene a W ().
1
Nel caso 8 — 3 intero si ha il risultato approssimato :

TEOR. 12.2: Per ogni f€ W—™?(Q) ¢ g;€ W*—i—1rP(I") 8 reale 0 <s3<m
esiste una e unc sola soluzione del problema che appartiene a Wy *F (Q) per
ogni e> 0.
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