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SUI PROBLEMI AL CONTORNO PER SISTEMI
DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL TIPO
DI STABILITA DELL'EQUILIBRIO ELASTICO

Memoria di PIERO VILLAGGIO (a Genova)

Introduzione.

Il presente lavoro & dedicato allo studio di un sistema di equazioni
differenziali lineari alle derivate parziali del secondo ordine intese come
una generalizzazione delle equazioni differenziali del problema di indifferenza
dell’equilibrio elastico nella forma per esso dedotta da E. TREFF1IZ. [26][27]

Secondo Vimpostazione generalizzata dei problemi al contorno [17] [18]
viene assegnato loperatore differenziale, la sua decomposizione in operatori
elementari e la classe ove si cercano le soluzioni attraverso lo studio di
una forma sesquilineare in una particolare varietd V che determina una
parte delle condizioni al contorno, le rimanenti presentandosi come condi-
zioni naturali, legate alla formula di Green [18].

La trattazione pud riguardare cesl diversi problemi al contorno (pvo-
blema di Dirichlet, Neumann, misto e di trasmissione), semplicemente pre-
cisando le proprieta della varieta V.

Le condizioni che assicurano l’esistenza e D'unicitd della soluzione, si
traducono anche in relazioni algebriche tra i coefficienti dell’operatore, utili
anche per lo studio di ulteriori proprieta delle soluzioni come la regolariz-
zazione e D’analicita. Dette condizioni algebriche hanno uno specifico signi-
ficato meccanico che & stato reso esplicito e discusso nei due casi fisica-
mente interessati in cui » (numero delle variabili indipendenti) & uguale a
due e tre. Si deducono in tal modo alcuni criteri sufficienti di stabilita di
un sistema elastico. Tali criteri si possono anche estendere a sistemi non
limitati semplicemente precisdando ip maniera diversa le classi in cui si
cercano le soluzioni e assegnando opportune condizioni sul dominio aperto
in cui il problema & formulato. Anche Pimpostazione del problema, che si
discosta da quella tradizionale, & in effetti la pill aderente all’interpretazione
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meccanica del fenomeno figsico. B infatti noto che spesso si traducono in
forma differenziale problemi che hanno la loro naturale schematizzazione
in relazioni del tipo integrale; e la prima richiede onerose ipotesi di rego-
laritd sui dati, spesso incompatibili con quelli fisici (*).

La trattazione & svolta nell’ipotesi di condizioni omogenee al contorno
perch® & possibile, con un noto procedimento (7), riportare il caso non omo-
geneo a quello omogeneo mediante sottrazione dall’incognita di una oppor-
tuna funzione.

1. Generalizzazione del criterio di stabilith [26].

Lo stato di equilibrio statico di un corpo elastico omogeneo e isotropo,
nell’ipotesi fondamentale della teoria lineare dell’elasticitd di poter trascu-
rare i prodotti nei gradienti di spostamento, &, in virti del teorema di
unicitd di Kirchhoff [13], uuivocamente determinato: ad una assegnata di-
stribuzione di forze esterne, superficinli e di volume, corrisponde cio® una
ed una sola configurazione di equilibrio.

La classe dei fenomeni di instabilitd & invece caratterizzata dalla non
validitd del teorema di Kirchhoff, circostanza questa che pud verificarsi
quando i gradienti di spostamento non siaho assimilabili a quantitd infini-
tesime. Tale ragione giustifica il fatto che Dinstabilitd & stata stericamente
studiata come un fenomeno specifico delle strutture «a grande deforma-
zione » come travi sottili compresse parallelamente all’asse (caso di Eulero
[13], Lagrange [13], Levy [13], Greenhill [13], Engesser [13],- Timoshenko
[13], Grammel |13], Bleich [13] ecc.), travi a sezione alta e strettu inflesse,
(casi di Prandtl [13], Michell [13], ecc.), oppure soggette a una distribuzio-
ne uniforme di carichi di origine aerodinamica (Reissner [13]) lastre piane
sottili caricate nel piano medio (Bryan [13], Reissner [13] ecc.) lantre curve
con carichi agenti nel piano tangente alla superficie media (Zoelly [13],
Foppl [13], Geckeler [13] ecc.).

A E. Trefftz [27] & dovuta la esposizione di una limpida teoria gene-
rale della stabilitd dell’equilibrio elastico, fondata sul concetto di « indiffe-
renza » dell’equilibrio stesso. Un corpo elastico si dice in equilibrio indif-
ferente se accanto alla configurazione equilibrata « fondamentale > esisté un
intorno di configurazioni « variate » tutte equilibrate: da tale criterio si
possono dedurre immediatamente [26] [27] le equazioni generali di indiffe-
renza dell’equilibrio elastico. Esse costituiscono un sistema differenziale

(1) v. [18], n. 4, nota (13).
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alle derivate parziali omogeneo aventi come coefficienti le componenti del
tensore degli sforzi dello stato fondamentale. I valori di tali funzioni che
siano autovalori del problema rappresentano notoriamente le cosidette ten-
sioni critiche del sistema elastico.

Le equazioni cosl ottenute sono lineari mnelle funzioni di spostamento
incognite in virth delle ipotesi che si possa trascurare linfluenza dello
stato di deformazione sullo stato di tensione dello stato fondamentale e che
le componenti dello stato di spostamento variato differiscano da quelle dello
stato fondamentale per infinitesimi del primo ordine: sotto questo aspetto
le equazioni di Trefftz costituiscono una linearizzazione [2] del problema
generale di stabilita dell’equilibrio elastico [20].

Le stesse equazioni di indifferenza (linearizzate o complete) possono
essere facilmente dedotte, per via variazionale, da un funzionaie avente il
gignificato meccanico di energia potenziale totale. La condizione di stabilita
impone all’energia totale di possedere un minimo effettivo (teorema di
Dirichlet [15]) e il limite di stabilitd & fornito dulPannullarsi della varia-
zione seconda. Se le forze applicate si intendono funzioni di un parametro
A, i valori delle forze esterne e degli spostamenti che rendono nulla la va-
riazione seconda dell’energia per A =1, costituiscono le autosoluzioni del
problema (criterio di Jacobi [2]). Allo stesso risultato si pud pervenire per
altra via, in base al criterio di Lagrange, considerando il problema di sta-
bilita come problema di minimo per la variazione seconda dell’energia po-
tenziale interna sotto la cohdizibne che la variazione seconda del lavoro di
deformazione delle forze esterne sia uguale a uno. L’importanza di tale
impostazione variazionale consiste nel fatto di permettere ’applicazione dei
metodi diretti di calcolo degli autovalori [25] (Ritz, Galerkin, Kantorovic,
ecc. [14]), nonch® di noti teoremi [7] sulle proprietd degli autovalori e delle
autosoluzioni atti a fornire importanti limitazioni quantitative sugli stessi (3).

Le equazioni di Trefftz costituiscono un sistema omogeneo in quanto
dedotte nel caso che le forze esterne, superficiali e di volume, non subisca-
no alterazioni nel passaggio alle configurazioni variate. Nel presente lavoro
si considerano tuttavia anche le variazioni delle forze esterne (3). Il vantag-
gio di questa generalizzazione & duplice: da una parte si ha una piu ade-
rente interpretazione del fenomeno fisico perchdé lo stato di indifferenza
viene in pratica raggiunto facendo crescere progressivamente le forze appli-
cate fino al valore critico delle tensioni; dallaltra & mnoto [21] [22] che

(?) V. Courant-Hilbert [7] v. 1, cap. VIL
(3) La oonsiderazione delle variazioni delle forze d suggerita da Trefftz stesso in
[27] come una possibile generalizzazione del problema.
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nella estensione della teorin al caso inelastico deve essere precisata la leg-
ge geometrica e temporale secondo cui vengono incrementate le forze dato
che lo stato finale & funzione del ciclo di trasformazioni seguito (%) [3].

Le equazioni di Trefftz in forma generalizzata sono equazioni di equi-
librio tra gli stati di forze esterne e di tensioni dei sistemi variati a par-
tire da una fondamentale configurazione equilibrata forze-tensioni. E si
presentano pertanto efficaci per lo studio delle configurazioni di equilibrio
in regime iperecritico.

3. Formulazione del problema al contorno in teoria delle distribuzioni.

In uno spazio euclideo R, a = dimensioni consideriamo un insieme
aperto Q limitato e connesso di frontiera 9. Su 692 si considerano due
porzioni 4, 2, 9, 2 disgiunte, cioé aperta la prima e chiusa la seconda, in
modo che 92 =9, 2+ 6, 2. Indicato con u (z, ... #,) un vettore di compo-
nenti {u, ,..., %}, gli operatori

W) =1 (g ug) G =Ty, ) (31).

rappresentano le componenti del tensore di deformazione nella teoria [12]
dell’elasticita valida per spostamenti e gradienti di spostamento infinitesimi.
I due vettori

Bt = [y ()y o € (W)} (3.2)
(k=1,..,n)
Drw = (g y ooy Upie) (3.3)

si possono allora definire rispettivamenre wvettore deformazione, e derivata
del vettore spostamento. [12]

Indichiamo ancora con Api=|| apx,sj|| (h, k,i,j =1 ,..., n) un sistema di ma-
trici cosi definite :

A+kpu se h=k=i=j

k—1)p se h=i, k=j, ma h=k
Qpkyij = (3.4)
u se h=Fk i=j, ma h=i;oppureh=j, k=1
ma bk
0 negli altri casi

(4) Per le considerazioni fisiche ohe giustiicano questa impostazione v. [21].
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e cou: Bpug= || buxyj || (hy %y iy =1, ..., n) il sistema di matrici cosi definite

s 0%, (@) s8¢ h=Fk=1i=j; oppure h=1i,k=j wa hk
by = (3.5)
f 0 negli altri casi

la (3.4), k= ———
dove nella (3.4), Tg—

elasticitd tangenziale, e nella (3.5) (%) il tensore doppio simmetrico o}, rap-
presenta lo stato di tensione dello stato fondamentale.
In queste ipotesi si consideri in £ operatore differenziale autoaggiunto

con » coefficiente di Poisson, x4 & il modulo di

A W)= — Dy (dnx Dxn) — Dy (Bpx D) + An (y ke =1,..,n) (3.6)

che si dira del tipo di « stabilita ». Nella (3.6) 4 & un parametro complesso
e i coefficienti o}, () si suppongono funzioni misurabili (secondo Lebesgue)
e limitate in Q. La circostanza che lo stato fondamentale & equilibrato con-
sente di istituire fra le of, (x) la seguente condizione

D, o), (®) = 0. (hyk=1,...,n) (3.7)
Le derivazioni indicate nelle (3.1) e segg. si intendono come derivate co-
varianti, nel seuso della Teoria delle Distribuzioni, in @’ (2) spazio duale
forte di D (L) (®).

L’operatore A (u), definito per ogni u € (2), & uwapplicazione lineare
e continua di QD (Q) in @’ (Q).

Secondo lu teoria svolta in [17] [18], gli operatori si intendono definiti
su distribuzioni appartenenti ad una certa classe, o in elementi del « com-
pletamento » rispetto a un’opportuna norma di uno spazio di vettori suffi-
cientemente regolari; & necessario perd precisare gli operatori elementari
in cui-si intende decomposto A (u). La scelta della decomposizione dipende
dalle ipotesi che si fanno suni coefficienti di Az e Ba, in particolare se
i o), () sono indefinitamente derivabili in £, A (u) & definito per ogni di-
stribuzione u € @ (2). Inoltre a diverse decomposizioni di A4 (mn) corrispondo-
no diversitd sia mnella clusse in cui si cercano le soluzioni, sia nelle pro-
prietd rvichieste sullaperto 2, al fine di applicare la teoria.

(3) Con x si d indiocato il complesso delle variabili indipendenti (x, g e By
(6) 2(£2) ® Pinsieme delle funzioni complesse infinitamente derivabili e a supporto
compatto contenute in 2 (v. [5] pag. 2:8).
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Nel problema in questione assumiamo come operatori elementari le
singole derivate parziali Dy u; delle componenti di u, con che si intende
ricercare la soluzione nello spazio H1 () delle funzioni u di quadrato som-
mabile insieme alle derivate prime nel senso della Teoria delle Distribuzioni.

All’operatore A (u) resta associata la forma sesquilineare

a(m, V)= f[(A;.k + Bu) Dyu.Dpu + A u - v] de, (3.8)
]

dalla quale, mediante integrazione per parti, si pud dedurre la seguente
« formula di Green » :

fA(u);dw=;(u, V)—I—f(Ahk —I— Bhk) Vi Dkue;do, (3.9)
9 X!

essendo »;, il coseno direttore della normale interna a 6£.
La (3.9) consente di formulare i seguenti problemi al contorno (ben po-
sti) relativi all’operatore A4 (u):

3.I; problema di Dirichlet: trovare una fanzione u € D (£2) tale che
1) Au)="*~ in Q (f vettore assegnato)
2) u=0 su 0Q.

3.II; problema di Neumann : trovare una funzione u € Q) (£) tale che
1) du="f~ in Q
2) L(M@u=F su 9@ (F vettore assegnato).

3.11I; problema misto: trovare una funzione u € (£2) tale che
1) A(w)y="~ in Q
2) u=20 su 9, 2

3) L =F su42=92—060.

(") con L (u) si indioa l’operatore matriciale di frontiera (4,, + B,;)», D, u.
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3.IV; problema di trasmissione: Detti £, e £, i due sottoinsiemi aperti,
limitati, disgiunti tali che Q = 2, 4+ 2,, sia § una varietd (n — 1) dimen-
sionale comune a 9,2 e 9,5. Posto §; = 8:2— 8 (i=1,2), il problema
congiste nel trovare due funzioni u® €@ (92) tali che

1) A9[uo) = fO in 2
2) ud=0 su 8N & Q2
3) LYY = F® su 8;Na, 2
4) ul) =u® su 8

6) LW[u®W]=L® [u®] su §.

I problemi 3.I; 3.II; 3.III; 3.1V si possono ulteriormente generalizzare
(v. [18], n. 5) quando si ammette che sulla frontiera {2, o su una sua por-
zione, non sia dato soltanto ’operatore L (u) che proviene dall’applicazione
della (3.9), bensl un generico operatore di frontiera B (u), lineare e continuo
nello spazio (8! (9£2)" duale di 8!(8£2) (%), In queste ipotesi si definisce Ia se-
guente forma sesquilineare :

((u, V) = a'(u, v) 4 (Bu, yv), (3.10)

dove il simbolo { ) designa Ia ddalita tra (8! (69)) e 8! (69).

4. Formulazione debole del problema al contorno.

Rinviando ai lavori [5], [17], [18] citati per quanto riguarda le defini-
zioni e le proprietd di teoria degli spazi lineari topologici e di teoria delle
distribuzioni, esponiamo alcune proprieta delle classi vettoriali in cui si ri-
cerca u o 8i intendono appartenere i dati del problema. In  indichiamo
con H1(2)* lo spazio dei vettori m tali che u€ L (2)*, Dyuc€ L?(2)* e mu-
nito della norma

| g = lwlly + llullf, (4.1)

(8) 8i rinvia a [18] per la definizione di «traccia» yu di una funzione vettoriale m
sulla frontiera 32 o analogamente delle derivate y,u (¢#==0,.., k— 1) di u. L’insieme
delle tracce, vale a dire il condominio dell’applicazione u—yu 3 un ocerto spazio lineare
852 (3Q) sottospazio di 12 (99).
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dove

”n
lulf =2 Il Diwllzgm-

Siano poi dati:

1) Un sottospazio V(Q)* chiuso di H*'(Q)* tale.che HYQ)"c V(Q)'c
CH'(Qr.

2) Uno spazio normale di distribuzioni ¢}, localmente convesso e se-
parato, tale che V < @, Piniezione di V in ¢ essendo continua. Il duale Q'
di @ & uno. spazio normale localmente convesso.e separato.

3) Lo spazio V delleu€ V tali che 4 (n) = f€ Q' munito della norma

lally=lwl + 1€ (4.2)

4) (F, v), un funzionale lineare e continuo su V (2)", nullo su H ().
Allora si dice che ue V(Q)" & soluzione debole del problema al contorne
se, asseguati f e F vale la

(u, V) =<f, v) +<F, v (4.3)

per ogni YE V(Q)".

Infatti se la u verifica la (4.3) essa risolve l'equazione A (u) = f nel
senso della teoria delle distribuzioni, inoltre fornisce in senso generalizzato
1e condizioni al contorno (cfr. [18] n. 96). Precisamente detto V (9£2)" il sot-
tospazio lineare e chiuso di L?(9Q)" delle tracce su 92 dei vettori di V (2,
nel suo duale (V (02)") esiste un elemento Tu tale che

(Tu, yv) + (Bu, yv) =(F, v) (4.4)

per ogni VEV (Q).

Il problema al contorno & cosl rioondotto alla soluzione dell’equazione
funzionale (4.3) che in particolare coincide con la formula di Green (3.9)
quando i dati (f, F, Q) e i vettori u, v sono sufficientemente regolari.

Nella presente impostazione si possono configurare i fondamentali pro-
blemi al contorno 3.I, 3.II, 3.III, 3.IV, una volta assegnata la decomposi-
zione di A (m), semplicemente facendo variare V (2)* e B (u). Precisamente :

4.I; Problema di Dirichlet: si deduce dal problema generale quando
V(Qr= H}(£). 8i pud allora supporre Bu =0 perche il problema non di-
pende nd da Bu nd dalla decomposizione di A (u). Le condizioni al contorno
consistono nella: yu=0 su 9,2 = 9%,

4.II; Problema di Neumann: trovare un vettore soluzione della (4.3)
quando V(Q*=H!(Q)* ¢ Bu=0.
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4.I11; Problema misto: trovare un vettore u soluzione della (4.3) quando
V(2 & la chiusura rispetto alla norma (4.1) di D, (f))“, sottoingieme di
D ()" costituito dai vettori che si annullano in un intorno (%) di 4,02.

Si rinvia a [18] (n. 5) per una classificazione sistematica dei diversi
problemi al contorno.

5. Teoremi di esistenza in domini limitati.

Alla base dell’esistenza della soluzione generalizzata sta la seguente
definizione di V-ellitticita della forma (3.10): .

Definizione 5.1.: La forma (3.10) & V-ellittica se esiste una costante
o> 0 tale che, qualunque sia m € V (2)* risulti

l ((u’ u)) I 2a " u “311(0)” . (5.1)

Se & verificata 1a (5.1) si pud, secondo un noto ragionamento (v. [18] n. 6)
stabilire il seguente teorema di esistenza e unicita:

TEOREMA 5.1: Se la forma & V-ellittica, esiste uno ed an solo vettore
ne V(2" che risolve la (4.4).

Tuttavia, per ricercare condizioni di risolubilitd di pia immediata veri-
fica, sono importanti le eveutuali condizioni algebriche necessarie e sufficienti
(o almeno soltanto sufficienti) che assicurano la validitd della (5.1) (per 4
sufficientemente grande) in termini degli operatori A (u), B(u) di V() e
di Q.

Rinviando a [18] (n. 7) per quanto riguarda lo studio delle condizioni
algebriche atte ad assicurare la V-ellitticitd della forma ((u, v)), esaminiamo
gotto quali condizioni la (5.1) & equivalente alla seguente :

[(yu) | Zelfulf, (5:2)

con a costante > 0 per ogni ue V(2)". A tale scopo si possono utilizzare
i due seguenti lemmi di immediata dimostrazione :

LeMMA 5.I: Per A sufficientemente grande la (5.2) equivale alla (5.1)
qualunque sia 2 e V (2)*. [5]

(?) Ciod in un aperto che contiene 9.

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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LEMMA 5.II: Se 1 & zero e 2 & tale che, per ogni m€ V(Q), vale la
seguente maggiorazione (di tipo Poincars):

lullo<e ffull, (5.3)

dove ¢, & una costante dipendente solo da 2 e da A (u), allora la (5.3) im-
plica 1a (5.1).

La condizione del lemma 5.1 & particolarmente utile per rlsolvere il
problema di Neumann (v. [24|, n. 2), mentre la verifica della (5.3) & ovvia
nel caso del ‘problema di Dirichlet. Infine, per il problema 4.III in [5] ()
(cap. I) sono studiate le condizioni geometriche relative a Q che assicurano
la (5.3).

Supposto dunque che siano verificate le condizioni richieste dai lemmi
5.1 o 5.JI & facile dare una condizione algebrica sufficiente per la validita
della (5.2), foudata snlla seguente definizione, del resto ben nota [5]:

Definizione 5.I1: L’operatore A () si dice uniformemente fortemente el-
littico in £ se, per quasi ,tutti gli x€ 2 e per ogni n—?» di vettori com-
plessi {A} (i =1,...,n), si ha:

ﬂuc;.klk-i"=ﬂle(Ahk+Bhk)lk:—lh2a|l;fi;':], (5.4)

con a costante > 0 indipendente da .
Si vede allora che la validitd della (5.4) & condizione sufficiente affin-
ché valga la (5.2) qualunque sia la classe V (2)* del tipo I, II, III.

6. Teoremi di esistenza in domini non limitati.

T/estensione dei risultati ottenuti al caso in cui 2 sia un aperto non
limitato si compie, sulla base dei risultati di [5], modificando opportunamente
In classe delle funzioni in cui si intende ricercare la soluzione del problema.

(19 In [5] (cap. I) ci introduce una olassificazione degli insiemi in primo, secondo,
terzo tipo secondo che valgano le seguenti disuguaglianze (¢, ,cs,c5 costanti > 0):

lallo<elllulll, lujlo<esllully, lully<ecsllfulll,

per ogni we V(2" avendo designato con ||| u ||| «Vintegrale dell’energia ». Gli insiemi che
si considerano sono pertanto di « secondo tipo » nella olassificazione di [5]. I teoremi 2.I,
2.1I, 2.III, 2.IV, 2.V oltre alle condizioni geometriche su 2 mettono in evidenza le rela-
zioni tra la classificazione adottata e le nozioni di aperto di Friedrichs [10] e di Sobolev [17].
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Assunti come operatori elementari le singole derivate parziali Dyu di
u, designano con B! ()" 1o spazio dei vettori u tali che u € L3 (), Dyue LI(Q2)"
e munito della norma

Ju "B‘(.Q)" =|u "LQ(.Q)” + |uf, (6.1
dove

q=n_n2 ge n>2 e g=-+ oo se n =2,

Indicato con Bj(R2)" il sottospazio di B'(£) costituito da vettori wu,
aventi traccia yil = 0, la soluzione del problema al contorno si ricerca in
un sottospazio chiuso W (2)" di B'(£2)" tale che B, (2)"c W(Q)"c B' (Q).

La sostanziale differenza fra gli spazi B' (2)", B} @), W()" e gli ana-
loghi spazi H' ()", H} (L), V(2)" & che i primi non sono spazi di Hilbert
ma di Banach, onde & necessario, nello svolgimento della presente teoria
esistenziale, imporre all’aperto £ opportune limitazioni che permettano di
sostituire la (6.1) con una norma equivalente ma hilbertiana.

La condizione & che il dominio 2 sia tale che:

|u|%g < e |uly, per ogni we W(Q, (6.2)

condizione che risulta verificata sotto ipotesi alquanto generali su Q e su u (1!).

Anche in questo caso la scelta di W (2)" consente di inquadrare volta
per volta i pilt interessanti problemi al contorno. Per esempio si avra il
problema di Dirichlet avendo scelto W (2)" = B; (2)"; il problema di Neu-
mann con la posizione W (2)" = B'(2)"; e il problema misto quando B} (2)"
& la chiusura rispetto alla norma (6.1) di ), (2" e W) un sottospazio di
B' ()" tale che B} (2)" c W ()" c B'(Q)".

Esposto cosl il procedimento che permette di formulare il problema in
forma debole, ci proponiamo di esaminare sotto ’aspetto algebrico e mecca-
nico la condizione (5.4), che assicura la risolubilita sia nel caso di dominio
limitato,.sia illimitato. I risultati che andremo a trovare costituiscono dei
«criteri sufficienti di stabilitd» di un sistema elastico.

7. Criteri sufficienti di stabilith di un sistema elastico.

Ci limiteremo a rendere esplicite le condizioni sotto le quali la forma
quadratica simmetrica (5.4) risulta definita positiva nei due casi di interesse

(41) Sussiste in proposito il seguente risnltato: se £ gode della proprieta di cono
vale la (5.6).
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applicativo in cui n = 2, 3, essendo immediata ’estensione dei risultati ot-
tenuti al caso di n variabili indipendenti.
Introdotte per semplicita le quantita

i (1.1)
Mijp = — .
u

che diremo « tensioni ridotte », la forma (5.4) risulterd equivalente, a meno
della costante wu, alla forma

Re Op A% . AP (7.2)
dove le matrici ca, sono cosi definite :

1+4+%+4a; per i=j=h=k

14 ay per h=ki=j, ma h1

_ a per bk i=j

W= per  hkkh=i k=j (7.3)
1 per h*xkh=j k=1
0 negli altri casi

Per n = 2 risulta ad esempio

- [l-l—k-l-a“ 0 ] _ [a,z k—l]\ - [ag 1]
1 ’ ’

Cy = C9 = Coy =
11 0 1+a“ y Yig @y 21 k—1 gy

- [1-|-a” 0 ]
*=lo 1+ k+ag|

La matrice (7.3) quadrata, simmetrica a coefficienti reali & definita po-
sitiva se la matrice triangolare dedotta dalls (7.3) mediante un procedimento
ad eliminazione successiva ha tutti i termini ad indici uguali positivi. Per
esempio, applicando il metodo di Cholesky [28](!%) i termini della matrice
ridotta sono dati dalla seguente formula ricorrente

Thiodj == (Onketj — 716 T1j = oo = Tu—1,8 Y'u—1,j) ¢ Thicii (1.4)
2 - 3 3
Thic, 68 = Ok is = V16 = o0 = Tim18

(#?) v. Zirmtihl [28] II, pag. 70.
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e la condizione in questione @&
2 .
Thieii> 0, (i=1,..,n). (7.5)

Per n =2 la (7.5) diviene:

14+% +a,>0 (7.6),
1+ ay, >0 (7.6),
afz 1

Tt =TT, ita, " @9

14k +ap—@EF—1" (14 k4an) —alh (14 a,) —

2( k—1 1 aze 1

-1
o 1+k+“u+1+“’n) (l+a22—1+k+a“_l—|—a“) >0 (7.6),

e poichd la prima delle (7.6) & ovviamente implicata mnella seconda delle
(7.6), nel caso in cui ¥>10 si pud concludere :

TEOREMA 7.1: Se lo §tato di tensione di un sistema elastico bidimen-
gionale & tale che in ogni punto risultano soddisfatte le (7.6),, (7.6);,(7.6),
Pequilibrio & stabile. '

In particolare se a,, = 0 e in tal caso a,, e a,, sono tensioni principali,
la condizione di stabilitd si riduce alla

1+a,>0 )
14 ag > (1 + dy,)™" . (7.7)
L+ %4 ay) X4k -+ ay) >k — 1)2,

Le (7.6) non sono tuttavia di immediata verifica, onde, seguendo il criterio
di cercare condizioni sufficienti di stabilitd, conviene sostituirle con le se-
guenti, che si deducono da alcune maggiorazioni evidenti sfruttando la pro-
prietd che k>1>0:

14+a,>0

. (" (7.8)
(1 4 ay,)(1 + ag) > 1 + a1,

Pertanto si pud formulare il seguente criterio di stabilita dell’equilibrio di
un sistema elastico bidimensionale.
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CoroLLAR1O 7.I: Condizione sufficiente di stabilitd di un sistema piano
& che in ogni punto le quantitd (1 4 a,,), (1 4 ay,) risultino positive e il
loro prodotto sin maggiore di 1+ a?,. In particolare se a, =0, e in tal
CaRO @, , Gy, SONO tensioni primcipali, la condizione in questione diviene

14a,>0
A+a,)1+ay>1 ’

da cui si deduce che la presenza di tensioni principali tutte di trazione &
condizione sufficiente di stabilita.

L’estensione dei risultati al caso » = 3,4, da luogo a un insieme di
condizioni del tipo (7.5) alquanto complicate per una verifica immediata.
Quindi sempre nello spirito di istituire condizioni algebriche anche meno
restrittive delle (7.5), ma sempre sufficienti per assicurare il carattere defi-
nito positivo della forma (7.2), si pud enunciare il seguente teorema fondato
su una nota proprietd |23] delle matrici definite positive :

(1.9)

TeorEMA 7.I1: Condizione sufficiente di stabilita di un corpo elastico
& che in ogni punto tra le componenti del tensore degli sforzi intercedano
le condizioni :

1+k+a.'.~>§|a.~k|-|-(n—1)|k__.1|)
k=1
" y@GFE=1,..,n (7.10)
1+ aq > 2 |aw|+1 S

k=1

che, per n =3 e k>1>0 divengono

3 \
%> 3 |awx| + & —3
-1
. yeEFk=1,2,3) (7.11)
cag> 2 |a'ik|
k=1 !
dove si dovranno alternativamente imporre le prime o le seconde delle (7.11):
secondo che kzs In particolare, se ay=0 per ¢ =k e in tal caso le
a;; (¢ =1, 2, 3) sono teunsioni principali, le (7.11) si scrivono :
k—3 se k>3
a5 > (7.12)
0 se k<3
e quindi, poich® in generale nei solidi elastici k<3, si pud enunciare il
seguente :

CoroLLARIO 7.I1: Condizione sufficiente di stabilita di an corpo ela-
stico & che, in ogni punto, le tre componenti principali del tensore degli
sforzi siano di trazione.
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