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LE FUNZIONI MISURABILI DI ULTRAFILTRO
COME ELEMENTI DI UN RETICOLO
LINEARE NUMERABILMENTE COMPLETO

Nota di FERNANDO BERTOLINI (a Roma)

Sono noti parecchi teoremi di rappresentazione per reticoli lineari, tra
i quali uno dei piu significativi e il seguente :

1. Qualunque reticolo lineare archimedeo (in particolare, ¥,-completo)
e dotato d’unitd di FREUDENTHAL pud esser immerso, a meno d’isomorfismi,
nel reticolo lineare costituito dalla totalita delle applicazioni di un opportuno
insieme nell’insieme dei numeri reali impropri(1).
Nella presente nota, dopo aver osservato che:

II. Dato un reticolo booleano §N-completo (con N = N,), la totalita delle
JSunziont misurabili d’ultrafiltro « finite » relative ad esso costituisce un reti-
colo relativamente N-completo e dotato d’unité di FREUDENTHAL (reticolo
lineare generato dal dato reticolo booleano),

dimostriamo che, viceversa,

III. Qualunque reticolo lineare relativamente N-completo e dotato di
unitéa di FREUDENTHAL (con N =N, é isomorfo al reticolo lineare generato
da un opportuno reticolo booleano N-completo.

I due teoremi II e III rappresentano, assieme, un perfezionamento del
teorema I, e vanno confrontati con risultati di BIRKHOFF, PEIROE, GOFF-
MAN ed altri, relativi ad anelli o, pilt in generale a gruppi, dotati d’ordina-
mento reticolare (lattice-ordered rings, lattice-ordered groups)(®). Il teorema
II & dimostrato al n. 3, il IIT al n. 4; al n. 1 8i dimostra tra l’altro co-

(1) Cfr. [12], teor. 2.23 a pag. 515, e teor. 3.11 a pag. 519; altri teoremi di rappre-
sentazione sono dimostrati in [18], [13], [14], [1]; vedi anche [7], eap. IV, pp. 96-110.
Per reticoli lineari normati, vedi [11] e [10].

() ofr. [4], [8), [9]-
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me, introducendo una opportuna topologia nell’insieme & degli ultrafiltri
d’un reticolo booleano of N,completo, le funzioni misurabili « finite» d’ul-
trafiltro relative ad of risultano esser null’altro che le applicazioni conti-
nue dello spazio & nello spazio dei numeri reali impropri, per le quali
I’immagine inversa di 4= co & ovunque non densa (3); ai nn. 1, 2 si intro-
ducono nozioni sussidiarie.

1. Generalita sui reticoli booleani. Per reticolo booleano s’intende un
reticolo distributivo e complementato, dotato di minimo e di massimo ele-
mento. In un tale reticolo, come in qualunque altro, indicheremo con =< la
relazione d’ordine, con O Dlelemento minimo, con I I’elemento massimo,
con p e con A loperazione d’interferenza (= massimo comune minorante),
con v e con V1operazione di congiunzione (= minimo comune maggiorante),
con |_ l'operazione di complemento relativo, #1_y essendo un elemento 2
verificante le condizioni: 2Ay=0,2vy=avy(*); quando occorra distin-
guere tra reticoli diversi, questi simboli verranno contrassegnati con il nome
del reticolo cui si riferiscono, a guisa di indice. Dato un numero cardinale
N 2 N,, si dice che un reticolo  [relativamente] ¥-completo, o che & un
N-reticolo, quando risulta dotata d’interferenza e congiunzione qualunque fami
glia [limitata] d’elementi del reticolo, purché di potenza non superiore a N (5).

Per ultrafiltro d’un dato reticolo booleano s’intende un insieme a di
elementi del reticolo, verificante le condizioni seguenti :

Od¢a; I€a; se 8 A,€a ed Ay€a, allora & anche A, AA,€a, e vice-
versa; se & A €a od A,€a, allora & anche A,v A,€a, e viceversa (4,, 4,
essendo due elementi arbitrari del reticolo) (8).

Dato un reticolo boleano ¢f, indicheremo con & linsieme degli ultra-
filtri di o, con w V’applicazione w: A ~{a: A€a€} per A€ oA, con o A
la famiglia dei sottoinsiemi di @ descritta da w A al variar di A in o;
tale famiglia risulta ovviamente chiusa rispetto alle operazioni (binarie)
d’intersezione, unione e differenza: essa verra assunta come base d’aperti
per ambiente & . Si ha il classico teorema di STONE:

1.1. L’applicazione w é un isomorfismo della struttura (A ,<,0,I,A,
Vyl— ) sulla struttura (& A,c,Q ,q,n,v,—);Vinsieme & risulta uno

(3) Cfr. con [19].

(%) In un reticolo la relazione < @& transitiva, riflessiva, antisimmetrioca, le due ope-
razioni A e v sono commutative, associative, e verificano lidentita: zA(xvy)=2=
=2 v(ZAY); in un reticolo distributivo le due operazioni (binarie) v e A sono anche di-
stributive 1’una rispetto all’altra; in un reticolo booleano il complemento relativo tra
due elementi esiste sempre ed & unico.

(5) Un reticolo & detto completo, quando & N-completo quale che sia N.

(8) Cfr. [3], pag. 166.
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spazio topologico normale, compatto, totalmente sconnesso, nel quale w oA rap-
presenta la totalitd degli insiemi che sonmo simultaneamente aperti e chiusi ().

Dato un reticolo booleano ¢f , chiamiamo @ (s{) Vinsieme delle funzioni
a valori reali impropri, continue nell’insieme &, infinite al pit su un sot-
toinsieme ovunque non-denso di &; chiamiamo N () linsieme delle fun-
zioni a valori rea. impropri definite in & , © verificanti la seguente condi-
zione : per ciascuna di esse, f, e per ciascun numero reale 1, esiste un
elemento A;(A) di o tale che sia {a:f(a)<l} cw A;(A) c{a: f(a)<4}, con

0= A\ A;(— k), I=V As(k) [funzioni misurabili finite d’ultrafiltro]; &
k=1 k=1

chiaro che, se & f€ N (<), & pure, per ogni a€@ ,f (a) =inf (A: A;(2) € a} (8).
Tra le due classi di funzioni C () e WM (A) sussistono le relazioni
seguenti :

1.2. NM(A) € C(A).

Data una funzione f della classe W (s«{), per ogni numero reale 1 si

ha: CG wAf().—l)c G %a:f(a)gl—% = {a:f(a) <1} =:G d:f(a)<
-1

k=1 k k=1

<A— %% c U wdy (l — —Ilc'—) , da cui risulta che linsieme {a:f(a) <1} =
k=1

= U w4y (}. — %) ¢ aperto; c¢id dimostra che la funzione f & continua in
k=1

Q. In secondo luogo, se si ha A€o, wd cla:f(a)= — oo}, si avra

anche w A c N wAd;(—Fk), quindi 4 < Ay(—%k) per k=1,2,..., quindi
k=1

OZASA\NAi(— k) =0,w A= & ;ne segue che insieme {a:f(a) = — oo}

Fom1
non contiene aperti non vuoti, e quindi & ovunque non denso. In modo

analogo si vede che anche Vinsieme {a:f(a) = -} oo} & ovunque non denso,
e cid completa la dimostrazione (°).
Reciprocamente :

1.3. 8e il reticolo booleano A é N,-completo, allora é: C(A) € M (A).
(i) Sia una funzione f€C(«{) ed un numero reale A. L’insieme
{a:f(a)<4) & aperto, quindi & unione di certi elementi della famiglia w A,
i quali, comunque si fissi il numero naturale %k, costituiscono un ricopri-

(") Cfr. [16], pag. 155, teor. 18.6; in quel ocontesto vollkompakt, da me tradotto com-
patto secondo I'uso pid recente, ® equivalente al bicompatto di P. ALEXANDROFF e P, Ury-
SOHN, com’® dimostrato in [16], pag. 99, teor. 12.4.

(8) Cfr. [2], pag. 244, [3], pag. 172; cfr. anche Ortsfunktion, in [5].

(%) Questo risultato ®, sostanzialmente, dimostrato in [2], pag. 237, teor. VI.
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mento aperto dell’insieme ’a: f@=d— %%, ma quest’ultimo & compatto,

dunque & ricoperto anche da un numero finito di tali elementi di w <, la
cui unione sard ancora un elemento di o o{, chiamiamolo & A" (1), veri-

ficante la relazione: ja:f(a) <1 — %} cw A}k) (2) < {a: f (a) < 4} . Pertanto,

posto A, (1) =V AP (1), avremo: {a:f (a) <1} = U 0 AP (1) c w A;(}).
K1 K1
Analogamente, per ogni numero naturale k, si costruisce un elemento

B (1) di o, verificante la condizione : {a: fla)= 14 %— coBP @) cla:

f (a)> 4} ; pertanto, posto By (1) =kV BY (1), avremo {a:f(a)>4)= G wBP (1)e
] =1

cwB(3).

D’altra parte, dati ad arbitrio due numeri naturali » e k, si ha
& AP ) a0 BP () cla:f(@)<d)nla:f(a)>1) = &, quindi 47 (})AB (1)=0,
da cui A,(4) A By(A)= VvV [AP () A B (1)) = 0, e pertanto wA,(4) nwBs(1)=.

o1 k=1

Si conclude che & {a:f(a)<i} cwAs(1) c{a:f(a)<2}, ossia che f &

una funzione misurabile d’ultrafiltro.

(ii) Nell’insieme aperto w A As(— k) c N w As(— %) si avrad poi iden-
Tem=1 k=1

ticamente f (@)= — oo, e quindi dovrd essere w A A;(—k) = & (l'unico
k=1
insieme aperto e ovunque non denso & appunto Dinsieme vuoto), da cui
[=-] (-]
segue A A;(— %)= 0. In modo analogo si dimostra che & VA (k)=1, e
k=1 k=1

cid completa la dimostrazione del teorema (1°).

Aggiungiamo ancora le seguenti osservazioni, supponendo ¢ un reticolo
booleano ¥,-completo. In primo Juogo, se & f€ N (), & anche — f€ N (A),
con A_,(A)=T1I1— A;(— 2)(*). In secondo luogo, se & f€N (o) ed o & un
numero reale positivo, & anche ajf€ WM (), con Ay (A) = Ay (-:T) (12). In

terzo luogo, se & f, g € N (o), si ha anche f - g€ W (oA)fuvgeN (A,
SngeNM (), potendosi porre Ay, (4) ='+V [Af(r)A Ay (s)], ovvero anche
8<A

(19) Un risultato analogo ® enunciato in [17] a proposito degli « omomorfismi reali »,
a pag. 156.

(11) Cfr. [2], teor. IV (1), pag. 233.

(12) Dimostrazione immediata, in quanto af(a) <4 quando e solo quando f(a) < i/a.
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Afppg(A) = /\ [Af (r) v Ay (s)], dove glindici » ed s sono da prender razionali,
+
Afug (;') = A M) A Ay () Af"g ('1) = Af @) v Ag (4) (13)-

2. Gieneralita sui reticoli lineari. Per reticolo lineare s’intende un
insieme lineare sul corpo reale, che contemporaneamente sia un reticolo, e
verifichi le condizioni seguenti :

(i) se & <y, allora & anche x +2=<y -+ 2z, e viceversa,

(ii) se 8 20 ed >0, allora & anche az220, ‘
dove x,y,z sono vettori ed & uno scalare arbitrari. In generale indichere-
mo con 0 sia lo zéro scalare che il vettore nullo; inoltre, per ogni vettore =,
si pone: s+ =2v0, s~ =(—2)v0,|2|=at+ + &, risultando # = &+ — 2,
x#t Az~ = 0. Due vettori # ed y verranno detti tra loro ortogonali (in sim-
boli # | y) quando & |z |A|y| =0 (1%.

Per wunité di FREUDENTHAL, o semplicemente wunitd, d’un reticolo
lineare si intende un vettore positivo (ossia > 0) che sia ortogonale al solo
vettore nullo; una tale unitd verrd indicata con 1 (coerentemente, con uno
stesso simbolo s’indicherd sia un numero reale, sia il prodotto di questo
numero per la data unita (15)). Si chiama base d’un reticolo lineare dotato
d’unitd 1 Pinsieme dei vettori w verificanti la condizione: uA(l — u)=0;
& chiaro che tale condizione & verificata dai vettori 0 ed 1, e che qualunque
vettore u la verifichi dev’essere intermedio fra questi: 0 Su<1.

Sui reticoli lineari son ben noti i seguenti teoremi elementari :

2.1. Ogni reticolo lineare é un reticolo distribuitivo (16).

2.2. La base A d’un reticolo lineare L2, dotato d’unita 1, é sempre un
reticolo booleano, ove si assuma in o come relazione d’ordine < 4 quella

(13) Cfr. [2], teor. III e teor. IV (3), pag. 232-233. Da notare che direltamente 1a fun-
zione f 4 g » definita solo dove f e g non siano simultaneamente infinite e di segno
opposto, ‘quindi in un insieme denso su @ ed aperto; tuttavia, ponendo (f + g)(a)=

=inffd: V [A (r)AA (s)]€ a}, 1a definizione di f + ¢ si prolunga in modo coerente

r4s8<
sa tatto l’msneme @, ed invariante rispet¥o alle possibili scelte delle «soale » {A i,

[A (4)} . Notiamo che fu g[fn g] rappresenta la funzione che nel generico nltmhltro a
lm valore eguale al maggiore [al minore] dei due valori f(a) e g(a).

(14) Cfr. ad es. [6] — testo scolastico, a cui rinviamo per tutte le nozioni elementari
sui reticoli lineari — pag. 52 e sgg.

(15) 8i noti che V’applicazione @ —a . 1 d un isomorfismo dell’insieme dei numeri reali
(peusato ‘come reticolo lineare, in modo ovvio) sulla varietd lineare generata dal vettore
1, pensata anch’essa come reticolo lineare, immerso a quello dato: percid dalla identifi-
odzione tra « e « .1 non pud sorgere equivoco.

(18) Cfr. [6], pag. 55, teor. 2.1.6.
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subordinata dalla relazione <p definita in L; per il reticolo o{ si ha poi :

O0fg =04 Ig=1p, uAAV=UAL 0, UVAV =0V Il _fu=1;—u,
dove w e v sono due arbitrari elementi di of (17).

2.3. Due basi d’un medesimo reticolo lineare ¥N,-completo, relative a due
diverse unita, sono sempre reticoli tra loro isomorfi (!8).
Si ha inoltre :

2.4, La base d’un reticolo lineare relativamente N-completo e dotato
d’unita é un reticolo booleano N-completo.

Sia 2 il reticolo lineare in esame, 1 una sua unitd, of la base ad essa
relativa ; sia {v,) una famiglia d’elementi di o, avente potenza non supe-
riore a &, e poniamo v, =1 — u, per ogni indice :; ovviamente anche la
famiglia {v} & contenuta in of ed ha potenza non superiore a §. Ponendo
poxu—Vu,,»—/\v, avremo 0<uAv-—Vu.A/\v,, _V[u A/\v ]<V (uAv,)=0,

1>uvv—Vuv/\v,,—/\[v,,vVu]>/\(v,¢vu,,)_1 qumdl uAv_O u—|-

+v= uvv =1; ne segue u Eszf, vE,c{ Cio basta a provare l’asserto, in
quanto la relamone tra le due famiglie {u,} e {v} & simmetrica (16).

3. Il reticolo lineare generato da un N-reticolo booleano. Sia dato
ora un reticolo booleano of, linsieme dei suoi ultrafiltri &, linsieme
N (A) delle sue funzioni misurabili finite d’ultrafiltro. Si ha:

3.1. Se il reticolo booleano o é N-completo, con ¥ 2N, , allora la classe
di funzioni N (A) costituisce un reticolo lineare relativamente N-completo ¢
dotato d’unita.

Che N (A) sia un reticolo lineare & conseguenza immediata delle 1.2,
1.3, e delle osservazioni finali del n. 1; dimostriamo ch’esso & relativamente
N-completo. Sia {f,} una famiglia di funzioni della classe ¥ (), di potenza
non superiore a N, minorata dalla funzione f’ e maggiorata dalla f", entrambe
appartenenti ad 9 («); poniamo: B* (1) = /\ 4;(4), B,(A) = V 4, 4,

f¥(a)=inf{A: B*()€a}, f, (@) =inf {1: B, (4)€ a} , per ogni a €Q. Con queste
posizioni si ha B* (1)< 4, (A) per ogni ¢ e per ogni numero reale 1, da cui
segue f*(a)= f,(a) per ogni ¢ e per ogni a €& ; viceversa, detta g una fun-
zione della classe N (o) che maggiori la famiglia {f,}, avremo, per ogni ¢
e per ogni coppia 4, x di numeri reali con A<y, 4,(4)= Ay, (u), quindi
A, (A) £ B*(u), quindi ancora f*(a) < g (a) per ogni a € @ ; & banale infine che

(A7) Cfr. [6], pag. 106, teor. 1.1.3.
(18) Cfr. [6] pag. 109, teor. 1.2.2.
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sia {a: f*(a)<l)cwB*(})c{a: f*(a)<1). Analogamente si dimostra che
f. & la massima funzione misurabile d’ultrafiltro che minori la famiglia di
funzioni {f}; la limitazione f'<f, <f*<f" assicura poi che gl’insiemi
fa: ] f*@) | =+ o0} e {a:]|f,(a)| =+ oo} sono ovunque non-densi.

E poi immediato che la funzione identica ad uno in & sia una unitad
per il reticolo lineare M (<), e che la funzione identica a zero sia il vettore
nullo dello stesso reticolo; coerentemente, le indicheremo con 1 e 0, rispet-
tivamente ; diremo che I («{) & il .reticolo lineare generato dal reticolo boo-
leano o, ed indicheremo con <3 (¢{) la base di N (<) relativa alla unita
1. Si ha inoltre :

3.2. Qualunque N,-reticolo booleano é isomorfo alla base del reticolo li-
neare ch’esso genera (19).
Questa proprietd & conseguenza immediata della seguente :

3.3. QUi elementi della base 3 () sono tutte e sole le funzioni caratteri-
stiche, entro Vambiente & , degli insiemi della classe w A.
(i) Se u & la funzione caratteristica d’un insieme della classe w o,
1 — u risulta la funzione caratteristica dell’insieme complementare, anch’esso
della classe w {, e quindi u A (1 — u) = 0; dunque u € PV (A).
(ii) Sia, viceversa, u € B (s{), e poniamo v=1—u€B(«A); la con-
dizione u Av =0 si traduce nella seguente :

A,(Q)vA,(A)=0 per A<0, A,)vA,A)=I per 1>0,
mentre la condizione w 4 v =1 si traduce prima nella vvv =1, poi nella
Ay (A)AA4,(A)=0 per A<1l, A, (A)AA,()=1I per 1>1.

Da queste relazioni si deduce che: per 1< 0 si ha 4,(1)= 4, (1) = 0;

per A>1 si ha A, () =A,()=1TI; per 0<A<ls8i ha A, A =T1_ 4,4

e quindi, dovendo tanto A4, (1) che A,(1) essere non decrescenti rispetto a
1

Ay Ay(W)= A4, (7) . Si conclude che u & la funzione caratteristica dello

.. 1

insieme w 4, (-—2—) .

4. I1 teorema di rappresentazione. Sia ora .2 un reticolo lineare re-
lativamente N-completo, con ¥ =&,, e dotato d’unitd 1; sia of la base del

(19) Per il teorema 2.3, ® inutile speocificare di quale base concreta si tratti.
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reticolo .2, relativa alla unitd menzionata, & la totalitd degli ultrafiltri di
A, M (A) il reticolo lineare generato da of, B (o) la base del reticolo
M (o) definita al n. 3. In base ai lemmi 2.4 e 3.1, si ha:

4.1. Il reticolo lineare N () é relativamente N-completo.

In secondo luogo, dato un elemento & del reticolo .2 ed un numero
reale 1, consideriamo l’elemento L (z,1)= V [LAKk(1— x)t]€ 2, nonche
k=1

lelemento M (x,4)=1— L(x,4); in base alla dimostrazione del teorema
3.3 a pag. 13 di [15] si ha L(x,))AM(x,1) =0, e quindi L(z,l) €.
Perciod, ponendo

(tw)(a)=inf{l:;/o[lAk(l—w)'*']Ea,} per a€&,
k=1

si definisce una funzione rx misurabile d’ultrafiltro relativa ad o{. D’altronde,
in base alla dimostrazione del teor. 1.3.2. (1), (2) a pag. 114 di 6], si ha

L@, )SL®,u)peri<p, edinoltre 0 = A L(x,—h), 1=V L(z,h)®);
he=1 he=1
pertanto:

4.2, Dato in £ Velemento x, la funzione t x appartiene alla classe N (A),
(-]
con Ayp(A)= V [1LAKk(A — x)t] per ogni numero reale 2.
k=1
Dimostriamo ora che :
4.3 Dati in L2 gli elementi x e y, 8t ha: trx +r1y=1(x+ y).

(i) Dato ad arbitrio un numero reale 1, siano » ed s due numeri ra-
zionali aventi somma maggiore di 1. Avremo, successivamente,

A—z—ytsr+s—as—yt=[r—a)+c—yt=
={lr—2)A@—yl+r—a)viEe—ylt=2[r—a)vi—yt )

quindi
V[IAk@—o— 9ISV (1A% —o)vie— ¥,

(20) In base alla 1.3.1,, pag. 118, di [6], 'L(x,1) coincide con V’elemento ivi chia-
mato ¢} .

(21) In ogni reticolo lineare si ha:p 4+ g=(pArg) +(pVve),2 (pH=@pt; ofr.
[6], pag. 53, teor. 2.1.3 (3), e pag. 56, teor. 2.1.7 (5).
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quindi

VA —s—g)HS A VILA2K[r — 2l (s — 9)]H) =
k=1 r4s>1 k=1

— AV {IARr—av gt = A (V[1ARGr—a)H] v V [LAK (s—9)H]) (%2),
r48>4 k=1 r4a>i k=1 k=1
quindi o

Aty M) = r+/'\>l [A(r)v Ay (8)] = A gy ()
ed infine

v +rySt@—+y.

(ii) Dato ad arbitrio un numero reale i, siano r ed s due numeri
razionali aventi somma minore di 1. Avremo, successivamente,

[(r—@) A (s —y)IF< 2 [(r— ) A (s—Y)]T = {[(r—2) A (3—y)] + [(r—2) A (s—y)]}+ =
Sflr—a)As— Y+ [(r—Dv(s—ylt =[(r—2)+ 6 —y+ =
=@rt+s—es—yts@—z—y*+®),

quindi
VA —a—yH2 V [1rk[r— o)A — ),
quindi
ViakG—o—ytz V.V (1Aklr—a)al—yl) =
k=1 +8<4 k=1
- Vv V (LAl — )t A[LAak(s —yt]) =
r48<A k=1
=V V V(1akr—at]alabe—yi]) =
r48<h kel heml
= V { V [LA E(@r—a)t]A V [lAh(s—y"']} (*3),
r48<li k=1
(*2) In qualunque Nj-reticolo si hn:kvlpk v k‘\71 °° (Pk v q.); ofr. [16], pag. 6,
teor. 1.4.

(23) 8i tenga presente che in qualunque N reticolo distributivo, se le due succes-

oo o0
sioni { p,} e |g;} sono non decrescenti, si ha p, A ¢; =Py Ghgrr © quindi V Ph A V qk =

—-hV kV (Pprap) = V (p” Ag,), mentre d ovvmmentehv V (ph Ag) = > V (pn Ag,) 5
—] fom=1

pertantoéVpAVq=V(P/\Q)-
Bl ® k1 ¥ g1 MM
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quindi
Agryy M2 V [Adm(r)A Ay @)= Aty @),
r48<<i
ed infine

txfry2T(® 4y

4.4. Dato un elemento x di .Q ed un numero reale o Z, 8t ha: a(rx) =1(az).

+
(i) SeaépOSlthO,SlhaV[lAk(l—-aw'l'] [1Aka(“i— )
k=1

+
=V [1 Ak(% —_ ) ], quindi A,z () = A, (ai) , per ogni numero reale
k=1 )

A, ed infine la tesi.

(ii) Sia ora «=0. Poiché & V(1AkAt)= V(1 AKkA) =1 per ogni
k=1 k=1

valore positivo di 4, ed & V (1 Ak AT) = V (1 A 0) = 0 per ogni valore negativo

di 1, si avra (v 0)(a)=inf{4: V 1AkAt)€Eal =0 per a€d.

(iii) Se « & negativo, su ha t(@x)+7(| | 2)=170=0, quindi
ter)=—zt(|la|d)=—|a]|(z2)=a(za)

4.5. Dato un elemento x di L2, se é tox =0 & anche v = 0.

(i) Setx>0,alloradinf{d: V [LAk(A — 2)t]€a} = 0, per ogni a€Q;
k=1
quindi, per 1< 0, Velemento V [1A % (4 — 2)+] non appartiene ad alcun ul-
k=1 .

trafiltro di of; ne segue 0 S 1Al — )tV [1Ak(A—a)t]=0, quindi
k=1

(A — 2t =0, quindi #>21 per ogni 41<0; si conclude: x>0 ().
(ii) D’altra parte, dalla r#< 0 segue z(— &)= —x20, da cui
— 220, e quindi #<0.

4.6. Dati due elementi x ed y di 2, si ha o <ty quando e solo quando
e xz<y.
Dalla ipotesi # <y segue, per ogni numero reale 1,(1 — 2)t = (1 —y)t,

da cui V [LAR@A—a)t) 2 V [1 Ak (A —y)t], da cui v# <vy. Viceversa, dalla
k=1

xSty segue -z(y—-.v)_.ry—ta,g(), da cui y — 220 in virtd della 4.5
(i), e quindi y=a.

(*%) £ d arohimedeo, essendo N,-completo (ofr. [6], pag. 69, teor. 3.1.3), dunque dalla
condizione: z = — 1/k (che implica k(—2x) < 1) perogni k=1,2,..., si dedunce —z <0
(ofr. [6], pag. 51, teor. 1,2.19).
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4.7. Dato un elemento u di o{, vu & la funzione caratteristica dell’insieme
o u nell’ambiente .
(i) Sia 4 un numero negativo; allora si ha: A—w<0, quindi (A —u)*+=0,

quindi \°/° [LAk(A—u)t]=0¢a, quale che sia a€Q.

’Z;; Sia A un numero maggiore di uno, e ¥ un numero naturale mag-
giore di 1/A—1); allora si ha: k(A—u)yr=k(A—u)2k(A—1)>1, e
quindi V [1Ak( — uyH =1€a, quale che sia a€@.

l(cl_nl) Sia 4 'un numero positivo e minor d’uno, sia v == 1 — u; avremo

allora: v€o{,u Av=0,uvv=u-4v=1; percid: (A —u)t=[1l—1)u+Av]t=
Ov(A—1luviv=0viv=41v, da cui segue subito

€a per uta

V[1Ak(}.——u)+]=k.\!l(l/\7€lv)=” ¢a per uc€a(®).

k=1

In conclusione s8i ha

1 per ac€owu

0 per a¢awu e.d.d..

(tu) (@) =inf{1: V [LAk@A— u)*|€a) ={
k=1

4.8. Tutti quegli elementi di N () che sono « funzioni semplici » (ossia
combinazioni lineari di funzioni caratteristiche d’insiemi della classe w ) ap-
partengono a T L.

n
Sia f= X a fr, dove a; & un numero reale ed f; la funzione caratte-
k=1

”
ristica (entro 'ambiente &) dell’insieme w u;, con ux € of ; posto * = 3’ oy uy,
Fem1

n n
avremo tx = Saptuy = X ox frr = f, per i lemmi 4.6, 4.3, 4.4.
k=1 fe—1

4.9, Tutti gli elementi positivi di N (o) appartengono a t .2 (%)

(*5) Da notare che, per ¥ > 1/4, si ha 1Akdv=yv, in quanto d (1AkAv)— v=
N 00
=Q—0v)A[(Ak—1)v]=uA[(kA—1)v]=0, essendo % | v; quindi d v=V (1A kiv).
k=1

(26) Per elemento positivo s’intende, ovviamente, un elemento che maggiori quello
nullo, senza coincidere con esso; in questo caso, una fungione non negativa e non iden-
ticamente nulla.
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(i) Sia f un elemento positivo di (), sia {fi} una successione di
©o

funzioni semplici della classe N (), tali da aversi: 0=/, <f, f= V f.(*");
k1

sia 2 un elemento di .2 tale da aversi tx; = f; per k=1,2,..., (lemma

o0
4.8); sia x =V my, sia g = 2.
kel

(if) Si ha, per ogni numero naturale %, g =72 2 ta; = f;, e quindi

o
92 kylfk =/.

(iii) Supponiamo, per assurda ipotesi, che in un certo ultrafiltro &
sia f(d) < g (&), e quindi anche f(d)<a1<u<g(d), per due opportuni valori
reali 4, u. Allora esiste un elemento di «{, v, tale aversi v€d ed f(a)<
<d<pu<g(a)-per ogni a€wv(®*); di qui segue subito, per il lemma 4.7,
(p —4)tvSg —f<g— fri=124 — v, = (per il lemma 4.3) = 7 (v — x3),
e quindi, per il lemma 4.6 e 4.4, (u —A).-v<2 — 2, per ogni numero na-

turale k, ed infine (u —2)-v< A (#x —ax) =@ — V 2, =0, il che & assurdo,
k=1 K1

perche dalla v€i€&@ segue invece v == 0. Dunque dev’essere f(a)= g (a)
su tutto &, e cid prova che & f=rva.

4.10. Tutti gli elementi di W () appartengono a v L.

Sia f un elemento di N (A), f+ ed f— rispettivamente la parte positiva
e la parte negativa di f, anch’esse elementi di W («{), #’ ed 2" due elementi
di 2, tali di aversi 72’ = f+, 72" = f— (lemma 4.9); sia x = 2’ — 2", A-
vremo allora: w =@ —2")=w —w"=f+—f—=f, per il lemma
4.3, 4.4, e pertanto f €z L.

Il lemma 4.10 dimostra che r & un’applicazione di £ su N (A); i
lemmi 4.3 e 4.4 provano che tale applicazione & un omomorfismo lineare,
il lemma 4.5 che, di piii, & un isomorfismo lineare; cid premesso, il lemma
4.6 dimostra che ¢ & anche un isomorfismo reticolare: il teorema III &
provato.

(?7) Sia {4, una successione di numeri reali, densa nell’intervallo (0, 4 co), e po-
niamo f, (4) =0 per a€ o Af(lk), Ji(a)=14; per af w Af (4,); ® subito visto che la suc-
cessione { f;| soddisfa le condizioni enuneiate (ofr. [2], dimostrazione del teorema VII,
pagg. 237-238).

(*8) Teorema detto « della permanenza del segno », per le funzioni (continue) f e g.
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