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LE FUNZIONI MISURABILI DI ULTRAFILTRO
COME ELEMENTI DI UN RETICOLO

LINEARE NUMERABILMENTE COMPLETO

Nota di FERNANDO BERTOLINI (a Roma)

Sono noti parecchi teoremi di rappresentazione per reticoli lineari, tra
i quali uno dei più significativi è il seguente :

1. Qualunqite reticolo lineare archimedeo (in particolare, 
e dotato. d’unità di FREUDENTHAL pub esser immerso, a meno d’isomorjismi,
nel reticolo lineare costituito dalla totalità delle applicazioni di un opportuno
insieme nell’insieme dei 

Nella presente nota, dopo aver osservato che :

II. Dato un reticolo booleano S-completo (con 9 la totalità, delle

funzioni ntisurabili d’ultrafiltro «finite » relative ad esso costituisce un reti-

colo relativamente S S-completo e dotato d’unità di FREUDENT’HAL (reticolo
lineare generato dal dato reticolo booleano),

dimostriamo che, viceversa,

III. Qualunque reticolo lineare relativamente S-completo e dotato di

unità di FREUDENTHAL isomorfo al reticolo lineare generato
da un opportuno reticolo booleano N-completo.

1 due teoremi II e III rappresentano, assieme, un perfezionamento del
teorema 1, e vanno confrontati con risultati di BiRKHOFF, PEIROE, GOFF-
MAN ed altri, relativi ad anelli 0, più in generale a gruppi, dotati d’ordina.
mento reticolare (lattice-ordered rings, lattice-ordered groups)(2). Il teorema

II è dimostrato al n. 3, il III al n. 4 ; al n. 1 si dimostra tra l’altro co-

(1 ) Cfr. [12], teor. 2.23 a pag. 515, e teor. 3.11 a pag. 519 ; altri teoremi di rappre-
sentazione sono dimostrati in [18], [13], [14], [1]; vedi anche [7], cnp. IV, pp. 96-110.

Per reticoli lineari norniati, vedi [11] e [10].
(2) Cfr. [4], [8], [9].
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me, introducendo una opportuna topologia nell’insieme at degli ultrafiltri
d’un reticolo booleano A So.completo, le funzioni misurabili «finite» d’ul-

trafiltro relative ad A risultano esser null’altro che le applicazioni conti-
nue dello spazio 6ï nello spazio dei numeri reali impropri, per le quali
l’immagine inversa di ± oo è ovunque non densa (3) ; ai nn. 1, 2 si intro-

ducono nozioni sussidiarie.

1. Generstlità sui retieoli booleani. Per reticolo booleano s’intende un

reticolo distributivo e complementato, dotato di minimo e di massimo ele-
mento. In un tale reticolo, come in qualunque altro, indicheremo con ~ la
relazione d’ordine, con 0 l’elemento minimo, con I l’elemento massimo,
con A e con /B l’operazione d’interferenza (= massimo comune minorante),
con v e con V.1’operazione di congiunzione (= minimo comure maggiorante),
con 1- l’operazione di complemento relativo, x I- y essendo un elemento z
verificante le condizioni :  z Ay==0,vy==vyy); quando occorra distin-
guere tra reticoli diversi, questi simboli verranno contrassegnati con il nome

del reticolo cui si riferiscono, a guisa di indice. Dato un numero cardinale
S &#x3E; %4,o , si dice che un reticolo è [relativamente] S-completo, o che è un
i§-reticolo, quando risulta dotata d’interferenza e congiunzione qualunque fami
glia [limitata] d’elementi del reticolo, purchè di potenza non superiore a N (~).

Per ultrafiltro d’un dato reticolo booleano s’intende un insieme a di

elementi del reticolo, verificante le condizioni seguenti :
ed AI E a, allora è anche e vice-

versa ; se è A , E a od A2 E a, allora è anche ~ v A2 E a, e viceversa (As, y A2
essendo due elementi arbitrari del reticolo) (g).

Dato un reticolo boleano sIl, indicheremo con 6t l’insieme degli ultra-
filtri di A, con co l’applicazione 0): per con m A
la famiglia dei sottoinsiemi di a descritta da co A al variar di A in sIl;
tale famiglia risulta ovviamente chiusa rispetto alle operazioni (binarie)
d’intersezione, unione e differenza : essa verrà assunta come base d’aperti
per l’ambiente et. Si ha il classico teorema di S’l’oNE :

1.1. L’applicazione co è un isomorfismo della  , 0 , I, A ,
v, I- ) ~ ~ ^ ~ v ~ - ) ; l’insieme et risulta uno

(3) Cfr. con [19].
(4) In un retioolo la relazione  ô transitiva, riûessiva, antieimmetrioa, le due ope-

razioni A e v sono oommntative, associative, e verifioano l’jdentitl,: x n (x v y) = x =
x v (x n y) ; in un retioolo distributivo le due operazioni (binarie) v e A sono anche di-
stribntive l’ona rispetto all’altra; in un reticolo booleano il complemento relativo tra
due elementi esiste sempre ed è unico.

(5) Un reticolo è detto completo, quando è S-con1pleto quale che sia .
(1) Cfr. [3], pag. 166.
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spazio topologico normale, compatto, totalmente sconnesso, nel quale co ,A rap-
presenta la totalità degli insiemi che. sono simultaneamente aperti e chiusi (7).

Dato un reticolo booleano A , chiamiamo e (,~) l’insieme delle fanzioni
a valori reali impropri, continue nell’insieme a &#x3E; infinite al più su un sot-
toinsieme ovunque non-denso di 6t; chiamiamo 9K (,~) l’insieme delle fun-
zioni a valori rea:i impropri definite in 6t y e verificanti la seguente condi-
zione : per ciascuna di esse, f ~ e per ciascun numéro reale A y esiste un

elemento di A tale che sia (a : f (a) , c (a : f (a) _ } con
00 00 

" 

0 = A A f (- k) I = V [funzioni misurabili finite d’ultrafiltro] ; è
k-1 k-1

chiaro che, se è f E (d) , è pure, per ogni a Ea , f (a) = inf (1 : A f (~1) E a) (8).
Tra le due classi di funzioni e sussistono le relazioni

seguenti :

1.2. 

Data una funzione f della classe 9N per ogni numero reale l si

da cui risulta che Ilinsieme 10
°° / 1 B

= U W A f1- 1 è aperto · cib dimostra che la funzione f è continua in
xm f k
In seconde luogo, se si ha A c (a : f (a) = - si avrà

quindi

;. ne segue che l’insieme (a : f (a) = - 
rv-a

non contiene aperti non vuoti, e quindi è ovunque non denso. In modo

analogo si vede che anche l’insieme è ovunque non denso,
e ciô completa la dimostrazione (9).

Reciprocamente :

1.3. Se il reticolo booleano -c~ è allora è : C’ (-ç~) c 
(i) Sia una funzione ed un numero reale A. L’insieme

(a : f (a)  ~,~ è aperto, quindi è unione di certi elementi della famiglia ce Stl,
i quali, comunque si fissi il numero naturale k , y costituiscono un ricopri-

(7) Cfr. [16], pag. 155, teor. 18.6 ; in quel conteste vollkompakt, da me tradotto com-
patto seconde l’ueo più recente, b équivalente al bicompatto di P. ALEXANDROFF e P. URY-
soHN, com’è dimostrato in (16), pag. 99, teor. 12.4.

(8) Cfr. [2], pag. 244, [3], pag. 172; cfr. anohe in [5].
(9) Questo risultato è, sostanzialmente, dimostrato in [2], pag. 237, teor. VI.
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mento aperto delilinsieme {a : f (a)5 Â - 1 ;} ma questlultimo è compatto,( - 

k
dunque è ricoperto anche da un numéro finito di tali elementi di ro A. la
cui unione sarà ancora un elemento di ro chiamiamolo o (~) ~ veri-

ficante la relazione : i
1

. Pertanto,

poste Af (1) = V (A), avremo : a ; f (a)  A} = U w (k) (A,) c OJ Af (A,).p os f k-l AY (1) c CO Af (1).

Analogamente, per ogni numero naturale k, y si costruisce un elemento

(1) di ,~ ’ verificante la condizione : i
f (a) &#x3E; l) ; pertanto, poste B,f (A,) = V (1) , avremo (

Îrsi
" ’ °’ ’

D’altra parte, dati ad arbitrio due numeri naturali h e k , si -ha

e pertanto _ ~ .
?=-1

Si conclude che è (a : f (a)  1) c w Af (1) c fa f (a~ _ ~,) , ossia che f è
una funzione misurabile d’ultrafiltro.

(ii) Nell’insieme aperto (JJ si avrà poi iden-

, 
00

ticamente f (a) = - e quindi dovrà essere (- k) Q= (l’unico
. 

A:=i

insieme aperto e ovunque non denso è appunto l’insieme vuoto), da cui
00 00

(- k) = 0. In modo analogo si dimostra che è V AI (lc) = I , e

si A:2013i

ciô compléta la dimostrazione del teorema (10). 
k-1

Aggiungiamo ancora le seguenti osservazioni, supponendo K un reticolo
booleano So,-eompleto. In primo luogo, sue è f E 9N anche, - f E 9N (X),
con A_~ (~,) = I I~ Af (- ~,) ("). In seconde luogo, se a è un

numero reale positivo, ’è anche con . .. 1 In

terzo luogo, se è f, si ha 9K É cM (-c~) ,
potendosi porre ovvero anche

(10) Un risultato analogo è ennnoiato in [17] a proposito degli a omomortismi reali »,
a pag. 155.

(11) Cfr. [2], teor. IV (1), pag. 233.
(12) Dimostrazione immédiata, in quanto a f (a)  ~ quando e solo quando f (a)  
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gl’indici r ed s sono da prender razionali,

2. Generalita sui reticoli lineari. Per reticolo lineare s’intende un
insieme lineare sul corpo reale, che contemporaneamente .sia un reticolo, e
verifichi le condizioni seguenti :

(i) se è x _ y, y allora è anche x -~- z _ y -~- z , e viceversa,
’

sono vettori ed ce uno scalare arbitrari. In generale indichere-
mo con 0 sia lo zéro scalare che il vettore nullo ; inoltre, per ogni vettore x ,
si pone : 
x+ A x- = 0 . Due vettori x ed r/ verranno detti tra loro ortogonali (in sim-

y) quando è |x| n 1 = 0 (i4),
Per unità di FREUDENTHAL, o semplicemente unità, d’un reticolo

lineare si intende un vettore positivo (ossia &#x3E; 0) che sia ortogonale al solo

vettore nullo ; una tale unità verrà indicata con 1 (coerentemente, con uno
stesso simbolo s’indicherà sia un numéro reale, sia il prodotto di questo
numero per la data unità (15)), Si chiama base d’un reticolo lineare dotato

d’unità 1 l’insieme dei vettori u verificanti la condizione : u A (1 - u) = 0 ;
è chiaro che tale condizione è verificata dai vettori 0 ed 1, e che qualunque
vettore u la verifichi dev’essere intermedio, fra questi: 0 _ u _ 1.

Sui reticoli lineari son ben noti i seguenti teoremi elementari :

2.1. Ogni reticolo lineare è un reticolo distribuitivo (16).

2.2..Lâ d’un reticolo lineare 12, dotato d’unità 1, è sempre un

reticolo booleano, ove si assuma come relazione d’ordine quella

(13) Cfr. [2], teor. III e teor. IV (3), pag. 232-233. Da notare che direltamente la fun-
zione f + g à definita solo dove f e g nou siano simnltaneamente infinité e di segno

opposto, quindi in un insieme denso su a ed aperto ; tnttavia, poneiido ( f + g) (a) _
= inf il: V [d (r) (a)J E la definizione di f + 9 si prolnnga i ii modo coerente

9’ ’

su tutto l’ineieme a, ed invariante rispetto allé possibili soelte delle « soale » 

JA 9 (1)1., Notiamo che rappresenta la funzione ohe nel generioo tiltrafiltro a
ha valore egnale al maggiore [al minoreJ dei due valori f(a) e g (a) .

(14) Cfr. ad es. [6] - testo soolastico, a oui rinviamo per tntte le nozioni elementari
oui retiooli lineari - pag. 52 e sgg.

(15) Si noti che l’applioazione a -· a . 1 è nn iaomornamo dell’insieme dei numeri reali

(peneato ·oome reticolo lineare, in modo ovvio) salla varietà lineare generata dal vettoro

1, pensata anchlessa corne reticolo lineare, immerso a qtiello dato : percib dalla identifi-

oàzione tra a e ce , 1 non pub sorgere eqnivooo.
(16) Cfr. [6], pag. 55, teor. 2.1.6.
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subordinata dalla relazione ~ definita in 12; per il reticolo .~ si h,a poi :

dove u e v sono due arbitrari elementi di sIl (17).

2.3. Due basi d’un medesimo reticolo lineare relative a due

diverse unità, sono sempre reticoli tra loro isomorfi (18).
Si ha inoltre :

2.4. La base d’un reticolo lineare relativamente e dotato

d’unità è un reticolo booleano N-completo.
Sia L il reticolo lineare in esame, 1 una sua unità, sIl la base ad essa

relativa ; sia (u,) una famiglia d’elementi di sIl, avente potenza non supe.
riore e ,poniamo v, = 1 - u, per ogni indice i ; ovviamente anche la

famiglia (v,) è contenuta in sIl ed ha potenza non superiore Ponendo

C. x x i x

+ v = u v v = 1 ; ne segue u E Ciô basta a provare l’asserto, in
quanto la relazione tra le due famiglie e è simmetrica (t6).

3. Il reticolo lineare generato da un S-reticolo booleano. Sia dato
ora un reticolo booleano A, l’insieme dei suoi ultrafiltri et, l’insieme

9~ delle sue funzioni misurabili finite d’ultrafiltro. Si ha :

3.1. Se il reticolo booleano -c~ è No, allora la classe
di funzioni 9K (A) costituiqce un reticolo lineare relativamente S-.completo e

dotato d’unità.

Che sia un reticolo lineare è conseguenza immediata delle 1.2,
1.3, e delle osservazioni finali del n. 1 ; dimostriamo ch’esso è relativamente
N-completo. Sia (/J una famiglia di funzioni della classe di potenza
non superiore a 9, minorata dalla funzione f’ e maggiorata dalla f ", entrambe
appartenenti ad 9K (,A) ; poniamo : B* (Â) Af (Â.), B. (A) (A) 
- 

1. 
’ 

1. 
’

f ’* (a) = inf (Â : B* (A,) E a} f* (a) = inf (Â : B. (1) E a), per ogni a E et. Con queste
posizioni si ha B* (À) (~,)~ per ogni t e per ogni numero reale À , y da cui
segue f’~ (a) &#x3E; f,~ (a) per ogni t e per ogni a E et; viceversa, detta g una fan-
zione della classe che maggiori la famiglia y avremo, per ogni t

e per ogni coppia ~ , p di numeri reali con Â  /À, Ag (Â) ~ AIt (,u), quindi
(~,) _ B* quindi ancora ¡. (a.) _ g (a) per ogni a E è banale infine che
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Analogamente si dimostra che

f,~ è la massima funzione misurabile d’ultrafiltro che minori la famiglia di

funzioni if,) ; la limitazione f ’~~f,f*f" assicura poi che gl’insiemi
sono ovunque non-densi.

E poi immediato che la funzione identica ad uno in el sia una unità

per il reticolo lineare 9X (,s~) , e che la funzione identica a zero sia il vettore
nullo dello stesso reticolo ; coerentemente, le indicheremo con 1 e 0 , y rispet-
tivamente ; diremo che 9N (.A) è if reticolo lineare generato dal reticolo boo-
leano A, ed indicheremo ’la base di M (-A) relativa alla unità
1. Si ha inoltre :

3.2. Qualunque S0-reticolo booleano è isomorfo alla base del reticolo li-

neare ch’esso genera (19).
Questa proprietà è conseguenza immediata della seguente :

3.3. Gli elementi della base 03 sono tutte e sole le funzioni cara,tteri-
sticlze, entro l’ambiente et, degli insiemi della classe co 9i.

(i) Se u è la funzione caratteristica d’un insieme della classe w 9i ,
1 - u risulta la funzione caratteristica dell’insieme complementare, anch’esso
della classe y e quindi u A (1 - u) = 0 ; dunque u E 93 

(ii) Sia, viceversa, u E 3(A) e poniamo v = 1 - u E B (9i); la con-

dizione u n v = 0 si traduce nella seguente :

mentre la condizione + v = 1 si traduce prima nella u v v = 1, y poi nella

Da queste relazioni si deduce che : per À  0 si ha Au (~,) = Av (~) = 0 ;
per l &#x3E; 1 si ha Au (~,) = Av (~,) = I ; per 0  ~  1 si ha Au (A) = I l- (~)
e quindi, dovendo tanto Au (l) che A v (À) essere non decrescenti rispetto a

l, Au (A) = Au 2 . Si conclude che u è la funzione caratteristica dello’ B " /
insieme w Au 2 . °

4. Il teorema di rappresentazione. Sia ora 2 un reticolo lineare re-4. H teorema dî ï’appresentazione. Sia ora .6 un reticolo lineare re-

lativamente S-completo, dotato d’unità 1; sia sIl la base del

(19) per il teorema 2.3, è inutile specificare di quale base aonoreta si tratti.
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reticolo E, relativa alla unità menzionata, et la totalità degli ultrafiltri di

sfl, il reticolo lineare generato da sfl, la base del reticolo

M(A) definita al n. 3. In base ai lemmi 2.4 e 3.le si ha :

4.1. Il reticolo lineare (~) ~ relativamente 

In secondo luogo, dato un elemento .p del reticolo E ed un numero
00

reale À , consideriamo l’elemento L (x , Â) = V [1 A k (1 2013 .r)+] 6.6 ~ nonchè
k-l

l’elemento M (x , 1) = 1 2013 L (.x?, 1); in base alla dimostrazione del teorema
3.3 a pag. 13 di e quindi L (x ~ l) E d..
Perciô, ponendo

si definisce una funzione 1::» misurabile d’ultrafiltro relativa ad sIl. D’altronde,
in base alla dimostrazione del teor. 1.3.2. (1), (2) a pag. 114 di [6], si ha

00 00

L ((1) , ~,) _ L (ce , p) per 1  ,u ~ ed inoltre 0 L (x, - h), 1 = V L (x, h) (~°) ;
h-i h-l

pertanto :

4.2. l’elemento. x, la funzione -r x appartiene alla classe (~),
00

con (~,) = V [1 A k (1 - x)+] per ogni numero reatle ~.
k-i

Dimostriamo ora che :

4.3 Dati in E gli elementi x e y, si + i y = l’ (x -~- y).
(i) Dato ad arbitrio un numero reale Â, siano r ed 8 due numeri ra-

zionali aventi somma maggiore di 1. Avremo, successivamente,

quindi

(20) In base alla 1.3.1., pag. 113, di [6], coincide oon l’elemento ivi ohia-

(21) In ogni retioolo lineare si hua : j ofr.

[6], pag. 53, teor. 2.1.3 (3), e pag. 56, teor. 2.1.7 (5).
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quindi

quindi

ed infine

(ii) Dato ad arbitrio un numero reale A y siano r ed s due numeri

,razionali aventi somma minore di A. Avremo, successivamente,

quindi

quindi

(22). In qualunque So-roticolo si ha:

(23) Si tenga présente che in qualunqoe So-retioolo dietribntivo, se le due suoces-
fY) fY)

sioni sono non decresoenti,

mentre è ovviamente
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quindi

ed infine

4.4. Dato un elemento x ed un numero reale 
r-- -- r

(i) Se ce é positivo, si ha ’ 1

, quindi per ogni numero reale
._ 

, 
’ 

, 
. 

,

l, e ed infine la tesi. 
.. ,

1

(ii) Sia ora a = 0. Poichè é ’
k

per ogni

valore positivo di ~, ~ ed è
i

per ogni valore negativo

x-i

(iii) Se a è negativo, si (a x) + 1: ( 1 x) = 1: 0 = 0 , quindi

4.5. Dato un elemento -r x = 0 è anche x = 0.

00

quindi, per 1  0, l’elemento V (1 n k (1 = x)+] non appartiene ad alcun ul-
x-1 .

oo

trafiltro di ne segue 0 _ 1 A (Â - x)+ _ V [1 A k (~, -x)+J = 0, quindi
k=1

(1 - x)+ = 0, quindi x &#x3E;_ ~ per ogni  0 ; si 0 (24).
(ii) D’altra parte, 0. segue r (- x) _ - ~ x &#x3E;_ 0, da cui

2013 ~ ~ 0, &#x3E; e quindi x _ 0.

4.6. due elementi x ed y di E, si x _ ~ y quando e solo quando
è 

Dalla ipotesi x _ y segue, per ogni numero reale A , (1 - x)+ &#x3E;_ (Â. - y)+,
t’V’II "’"

in virtù della 4.5

(i), e quindi y &#x3E;_ x.

(24) X è arohimedeo, easendo So-aompleto (oïr. [6], pag. 69, teor. 3.1.3), dunque dalla
oondizione : x &#x3E; -1 ~k (obe implioa k (- x)  1) per ogni k =1, ~ , ... , si dednoe - x ~9 0
(ofr. [6], pag. 51, teor. 1.2.19).
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4.7. Dato un elemento u di 1: u è la funzione caratteristica dell’insieme
cou nell’ambiente 61.

(i) Sia ~, un numero negativo; allora si ha : ~, - u  U ~ quindi (~, - u)+ = U,

quindi quale che sia a E 61.

(ii) Sia 1 un numero maggiore di uno, e k un numero naturale mag-
giore d

quindi

(iii) Sia A un numero positive e minor d’uno, sia v =1- u ; avremo

In conclusione si ha

4.8. Tutti quegli elementi di cm (,~) sono (ossia
combina,zioni lineari di funzioni earatteristiche d’insiemi della classe ap-

partengono a z .C.
n

Sia 0153k f k , dove ak è Lln numéro reale ed fk la funzione caratte-
k=1

ristica (entro l’ambiente 6t) dell’insieme c con uk E ~ ;

avremo

4.9. Tutti gli elementi positivi di cm (s2é) appartengono a ~ .C~ (2g).

(25) Da notare ohe, per k ) ei ha 1 A k 1 v = v, in qnanto è - v =

-

(2g) Per elemento positivo s’intende, ovvia,monte, un elemento che maggiori quello
nullo, senza ooinoidere con esao ; iu qnesto oaso, una funzione non negativa e non iden-
ticamente nnlla.
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(i) Sia f un elemento positive di sia ( fk) una successione di

funzioni semplici della classe cA (9Í), tali da aversi :

sia xk un elemento di .6 tale da aversi 1: xk per k = 1 , y 2 , - . - , (lemma
00

4.8) ; = V sia g = 
k-1

(ii) . Si ha, per ogni numéro naturale le, ~==T.r~T~==j~~ e e quindi
co

(iii) Supponiamo, per assurda ipotesi, che in un certo ultrafiltro a

e quindi anche f (d)  ~  ,u  g (~), per due opportuni valori
reali l, ,U. Allora esiste un elemento di v, tale aversi ed f (a) 
 ~,  ,u  g (a) . per ogni a E w v (~8) ; di qui segue subito, per il lemma 4.7,

il lemma 4.3) = or (x - xk),
e quindi, per il lemma 4.6 e 4.4, (p - A,) . v __ per ogni numéro na-

- --

turale k, ed infine il che è assurdo~
..,-..

perchè dalla segue invece v =)= 0. Dunque dev’essere f (a) = g (a)
su tutto a, e ciô prova che è f === r x.

4.10. Tutti glz elementi di 9K appartengono E.
Sia f un elemento di ed f - rispettivamente la parte positiva

e la parte négativa di f, anch ’esse elementi di al ed x" due elementi
di .6. tali di aversi = f +, -c x" = f - (lemma 4.9) ; sia x = x’ - x". A-
vremo allora : , per il lemma

4.3, 4.4~ e pertanto f 
Il lemma 4.10 dimostra che t è un’applicazione di E su ~ (.~) ; i

lemmi 4.3 e 4.4 provano che tale applicazione è un omomorfismo lineare,
il lemma 4.5 che~ di più, è un isomorflsmo lineare; i ciô premesso, il lemma

4.6 dimostra che z è anche un isomorfismo reticolare : il teorema III è

provato.

(~7) Sia una suooessione di numeri reali, densa nell’intervallo (0 00) ~ e po-
niamo fk (a) = 0 per a E co (a) = Ak per a 9 co Af (Ak) ; è subito visto che la suo-
cessione(fk) soddisfa le condizioni ennnoiate (cfr. [2], dimostrazione del teorema wII,
pagg. 237-238).

(~_) Teorema detto a della permanenza del segno », per le fanzioni (oontinne) f e g .
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