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M O D U L I C A N O N I C I

E GRUPPI ANALITICI COMMUTATIVI

di IACOPO BARSOTTI (1)

lntroduzione. I gruppi analitici (commutativi), recen tem en te introdotti i

da J. Dieudonné, si sono dimostrati utilissimi nella investigazione delle

varietà gruppali commutative (cfr. per esempio il [14] della bibliografia
posta alla fine di questa memoria); manca però uua tratta,zione organica dei
gruppi analitici, ed è questa lacuna che ci proponiamo qui di colmare. Il

metodo seguito, che ora descriveremo brevemente, antepone ai gruppi stessi
certi moduli su un anello T definito al § 1, che già in [151 hanno dimostrato
di essere lo strumento più efficace per lo studio dei gruppi analitici ; i per

i nciso, la parola « modulo » significherà sempre « modulo unitario, sinistro »
salvo esplicita avvertenza in contrario.

Nel § 1 si trova la struttura di tutti i T*-moduli finiti a torsione (1.12);
il netodo è, con pochissime semplificazioni, quello di [7], ed i risultati di

questo paragrafo sono tutti noti ; principali fra essi sono FI.11 e 1’1.12.

Nel § 2 vengono introdotti i 1’-inoduli canonici per mezzo delle 2.1

e 2.2 ; quasi tutto ciò che si riferisce ai T moduli canonici è qui presentato
per la prina volta, benchè varie loro proprietà,, e principalmente il teorema

di struttura 2.11, siano già state usate nello studio dei gruppi analitici.

La proprietà che serve a definirli nei lavori di Dieudonné è qui presentata
come un teorema, precisamente il 2.8; i risultati più usati, fra quelli del
§ 2, sono il 2.8, il 2.5, e il 2.11; nel 2.12, ove si descrive l’anello degli
endomorfismi di un T-modulo canonico indecomponibile M , sono anche

stabilite esplicitamente le condizioni sotto le quali tale anello è una schiera

* Entrato in redazione il 18-5-1959.

(1) Dell’Università di Pittsburgh, e docente Fulbright presso la Scuola Normale

Supcriore di t’isn. 
,
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massima della propria algebra quoziente : oltre alla condizione dim 
già nota, si trova la condizione codim M = 1, che apparentemente era

sfuggita fino ad ora.
Il § 3 tratta di un argomento nuovo: anzitutto, nel 3.1 si dimostra

che un T-modulo canonico M che sia equidimensionale (ossia tale che

dim pM = dim M) è anche un K-modulo libero finito; tale proprietà era
stata enunciata senza dimostrazione in [16], ma limitatamente a quei
T-moduli che sono legati a varietà gruppali equidimensionali (cfr. anche

7.2 e 7.4 di [14])’; il 3.1 mostra invece che l’algebricità non ha nulla a che
fare con la proprietà in questione. L’essere M un K-modulo libero finito

suggerisce immediatamente una dualità 1 (rispetto a g) fra M ed un op-

portuno 77 modulo canonico equidirnensionale (II essendo l’antiisomorfo di T),
dualità che viene definita e studiata nei 3.2, 3.3, 3.4; essa è utilissima

nelle applicazioni alle varietà abeliane (cfr. [14]), ma non è né~ la più natu-
rale nè la più generale ; la dualità più generale (qui chiamata trasposizione
e denotata con o) richiede l’introduzione di un T-bimodulo sinistro e destro

9C; per una teoria generale di tali dualità vedasi [17] (la cui conoscenza

non è però presupposta per la comprensione del presente lavoro). La tra-

sposizione o vale per tutti i T moduli canonici, e la relazione di o con. è

assai semplice, ed è descritta nel 3.10.
Il § 4 introduce le iperalgebre, gli ipercampi, e i gruppi analitici

(commutativi) ; gran parte. dei risultati di questo paragrafo sono sparsi nella
letteratura (benchè la locuzione « ipercampo » sia nuova) ; si noti che i

gruppi analitici vengono definiti effettivamente (come nei miei precedenti
lavori) come insiemi di punti, e non come insiemi di leggi e coordinate.
Nel § 4 si insiste sul fatto che tanto le iperalgebre, quanto i gruppi ana-

litici, sono dei duali, opportunamente costruiti, degli ipercampi. Il 4.13,
infine, non è altro che una definizione, ridotta ai minimi termini, delle,
iperalgebre.

,Nel § 5 si affronta il problema della rappresentazione dei T-moduli’
canonici per mezzo di vettori di Witt «canonici », a componenti in, ipe-
ralgebre l’utilità di tali vettori canonici di Witt è stata menzionata nel-

l’introduzione del [18], e qualche loro proprietà è stata descritta, senza
dimostrazione, nel [16] ; si veda a tal proposito anche il [14]. I risultati

principali del § 5 sono i 5.2, 5.3, 5.7, 5.8. Nelle ultime pagine di questo
paragrafo si ritrovano, in maniera seinplicissima, le ben notef descrizioni
dei gruppi vettoriali, logaritmici, e di Witt (talvolta usate come definizioni).

Il § 6 interrompe la trattazione, e prepara uno strumento per il § 7,
con l~ introduzione di tre nuovi algoritmi sul tema dei vettori di Witt;
l’ultimo fra questi ha applicazione diretta al § 7, ma il più importante per
future applicazioni è l’operazione x log’~ , ove x è un vettore canonico di
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Witt di iperderivazioni, e 1 è un vettore di Witt (che nelle applicazioni
sarà del tipo (~, 0, 0, ...)) : come infatti è brevissimamente spiegato nel § 7
di [14], 1’operazione x log ~ permette di considerare ogni ciclo X~ di dimen-
sione massima su una varietà abeliana A come un omeomorfismo d, X
del T-modulo dei vettori canonici di iperderivazioni invarianti su A, sul

, 
T-modulo canonico delle iperclassi chiuse di ripartizioni su A, modulo

iperclassi esatte; la prima approssimazione d X (del tipo ~-1 d~) di d,,,, X
è studiata in [18], e la possibilità di costruire doo X è accennata nell’ in-

troduzione di [18]. La d X, oltre a rendere possibile l’enunciato di

Picard-Severi (sulle singolarità logaritmiche di un differenziale di terza

specie) in caratteristica p, da una relazione funzionale fra una varietà

abeliana e la propria varietà di Picard, relazione una cui prima approssi-
mazione (e precisamente la ha permesso a Cartier di dimostrare il

teerema di dualità [19] ; i cfr. anche il § 6 di [14] ; i e la stessa relazione fun-
zionale permette di verificare l’identità (o meglio, la dualità) del trattamento
di Serre [20] della coomologia su varietà abeliane (trattamento una cui

prima approssimazione è quella di [18], rielaborata in [21]), con quello che
si può ottenere usando le iperalgebre di Lie. Queste applicazioni, comun-

que, non vengono perseguite nella presente memoria.
Il § 7 descrive, per i lI-moduli canonici, una teoria della rappresenta-

zione analoga a quella svolta nel § 5 per i T-moduli canonici ; il metodo

è però più rapido, potendosi esso avvalere della trasposizione introdotta al

§ 3 ; essenzialmente, si riescono ad isolare nell’ipercampo R = k {G] legato al
gruppo analitico G, degli « elemeuti canonici » che si combinano in maniera

preassegnata (ossia mediante i covettori di Witt introdotti alla fine del § 6).
Una indicazione schematica delle relazioni fra T-moduli canonici, Il-moduli
canonici, iperalgebre, ipercampi, e gruppi analitici, può essere la seguente :

qui, M (risp. N) è un T-modulo (risp. il-modulo) canonico ; A è un’iperal-
gebra, R un ipercampo, G un gruppo analitico; le freccie orizzontali rap-

presentano relazioni di dualità ; o (risp. r) è uu isomorfismo di M (risp. di

N) sul T-modulo (risp. IT-modulo) canonico di tutti i vettori (risp. covettori
o anche elementi) canonici di Witt a componenti in A (risp. in R).

Nell’indice delle definizioni che segne, accanto ad ogni termine o sim-
bolo usato consistentemente in questa memoria, indichiamo la pagina in cui
esso è definito ; in tal modo possiamo evitare, nel corso delle dimostrazioni,
eccessivi richiami alle definizioni.
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1. I T~ - moduli. Sia p un numero primo (positivo), e sia .g’ un

corpo avente le seguenti proprietà :
1) g’ ha caratteristica 0 ;
2) .g’ è completo rispetto ad una valutazione discreta v di rango 1,

che supporremo normalizzata, tale che v (~) = e ] 0 ;
3) il corpo residuo k di ~’ rispetto a v, che ha certo caratteristica p ,

è algebricamente chiuso ;
4) esiste un elemento tale che onde v (w) =1.

Un K’ con tali proprietà è completamente individuato, a meno di iso-

morfismi, qnando siano dati e; indicheremo con g la schiera valutante di

v ; un g siffatto sarà detto una schiera valutante p-adica, di ramificazione e
(o non corpo k .

È noto che esiste un solo endomorfismo (di ax di K

tale cln col = a&#x3E; e che ,u (ax) = se ,u indica l’omomorfismo naturale di

K su k; inòlt -e x è un automorfismo di K. Detta t una indeterminata, co-
strniremo i K-moduli destri . t = T delle serie formali di

potenze in t, a coefficienti (a destra) in K, ad esponenti interi 2 0 nel pri ~ B
ino caso, o soltanto interi nel secondo, con la convenzione però che in ogni
elemento di T compaia solo un numero finito di potenze di t ad esponente
negativo. I K-modali T e T* saranno trasformati in campi d’integrità (non
,coinmiitativi) col porre at = tax se a E K; l’automorfismo x sarà esteso 
e T* col porre In questo paragrafo studieremo i T’-mo-
duli (sinistri unitari) a torsione, seguendo da vicino,la trattazione datane in [11.

B00

Se 0 # a = Ii ti ai E T con ai E ed an # 0 , porremo v (a) (a) ;
n .

porremo poi v (0) = oo ; si constata subito che a è una unità di T* se e
solo se v (a) = 0 ; invece a è una unità di T se e solo se v (a) = r~ = 0 ;
si ha poi sempre v (ab) = v (a) (b). Definiremo anche l’intero h (a) h 0
come il minimo i tale che v (an+i) C v per ogni j ; e porremo di nuovo

h (0) = oo ; è h (a) = 0 se e solo se a è divisibile, in T*, per (J)v(a); si ha

inoltre h (ab) = h (a) + h (b). .. ,

1.1 LEMMA. naturale di K su k ; sia fo (Xo, .,. ~ X~)
2cn polànomio, a coefficienti in K, lineare nelle indeterminate Xi, e pongasi

(X) = (X ) . Allo1’a per ogni ~o E k tale che (~o, ~~ ,..., = o , esi-
ste almeno un x E K tale che e che fo (X9 xh 9 ... = o ..
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DIM. O, chè altrimenti il risultato è banale. Se

xo E K è tale che = ~o’ si l~a fo (xo , ... , ’~ ~ ~ (mod quindi
con fl (X) E 

lineare non costante, ovvero nullo ; se cp1 (~Y) _ (X) E k ~X~ , esiste allora

un xl E K tale che, posto ~~ = ~Cx~ ~ si abbia 9’1 (~1, ~i , ... ; = 0 , ossia

fl (~ , ... , E w 8 ~ o infine/o (xo (xo + (Xo + 
00

(mod w2 K). Cos  proseguendo, si ottiene un x = tale che
o

fo (a? ~ ’U , O (mod cor K) per ogni r, C. V. D.

~ 

1.2 LEMMA. T*, con (a), è euclideo, 
1) v (ab) = v (a) + v (b) ;
2) se a, b E T~~ con b =1= 0 ~ esistono ri E T~ tali ohe

a = bq1 + ri = q2 b "i" r2, ove =11, o v  v (b) .
Oome conseguenza, ogni ideale sinistro (risp, destro) di 

00

DIM. La 1) è palese. Per dimostrare la 2), se a = Ai , Ai E K,
r

Ar # 0 ~ e se v (a) = n, y sia a la somma di tutti B i ti Ai tali che

v ¿ n; allora a è una unità di T, e a = + a’, óve a’ E T e
ogni termine ti Ai della serie di poteuze a’ è tale che v (Ai) ~ n . Analoga-
mente, se v (b) = m , si scriva b = + b’: Se m ~&#x3E; n, o se a = O,
gli elementi q2 = 0 ~ r2 = a soddisfano la condizione 2) ; i altrimenti, pongasi
ai = a - con-m tr-s b. Si ha v (at)  n ovvero ai = O; i nel primo
caso, il processo, si può ripetere y ecc., fino a trovare appunto
a = qz b + r2 ; analogamente per q1 C. V. D.

Dati ancora a e b come in 1.2, O =~= b, esistono iin massimo

comun divisore destro d di a, b tale che T*a + = T*d, ed un loro

minimo comune multiplo sinistro c tale che fl T*b = T c ; come indicato
in [2]~ d si trova col processo di divisioni successive

e c può essere scelto nel modo seguente :
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1.3 LEMMA. b sono elementi non n1tlli di T , e T*a + T*b = T*d,
= T~ c , allora v (a) -~- v (b) = ro (c) -~- v (d) ~ e h (a) -~- h (b) _

= h (c) + h (d). 
-

Si consideri un T*-modulo (sinistro unitario) ciclico generato da un
è ben noto che se T a 9 supposto * 0 , 2 è l’allnullatore di ,

allora inoltre è anche se e solo se b è simile ad

a [3, Cap. 3, § 4], ossia se e solo se esiste un tale clre 2’~a x =
= T*b f1 e T*b + = T*; allora, per 1.3, v(a) = v(b) ed’h(a) = h(b),
cosicchè gli interi positivi o nulli v(a), h(a,) sono degli invarianti di ltl , detti
rispettivamerrte la sua dimenisione e il suo ordine. Se invece M è un qual-
siasi T-modnlo finito a torsione (ossia ogni cui elemento abbia annullatore
non nullo), per la teoria dei divisori elementari [3, Cap. 3, § 8] 111 è somma

diretta di un numero finito di T*-modnli ciclici a torsione, che per il teo-

rema di Krull-Schmidt possono essere supposti indecomponibili e unicalmente
determinati a meno di isomorusmi ; pertanto la somma delle loro dimensioni
(risp. ordini) è un invariante di M, detto ancora la dimensione (risp. 1’ordi-

ne) si vede subito che la definizione è consistente (cfr. 1.5).

1.4 LEMMA, 11 sinistro .11 = 1’~‘~Z’~ ove r è un 

positi,’o ed a è una unità, di T, è -ge i plice (ossia privo di 
propri non e isomorfo al T*-modulo T ~~Z’~ (cor - t).

Dm. Un di M è del tipo T*xjT* (w’’-ta,), ove wr-ta =
yx per un y E T~ . Allora 1 = h (mr - ta) = h (y) -f- h (x), onde o x o y è una

00

unità di i 1.’*; quindi M è semplice. Si cerclri i poi una unità x di T,
Il; o

00

con Xi E g, tale che x - ta) = - x. Se a tale x esi-
o

i-1

ste se si possono trovare delle Xi E 2 con K , tali che Aj =° 
o 

(i = 1, 2, ...) ; e ciò è effettivamente possibile ’per 1.1. Allora l’ap-
plicazione z - xzx-1 è un automorfismo di T*, che t,rasforma 1,* ((Or - ta)
in T* - t). Pertaiito M 2t2 (cor - t), @ C. V. D..

Per comodità del lettore, dimostriamo il seguente risultato ben noto :

1.5 c sono elementi non nulli di T *, I il T* - modulo
M = somma diretta di N = 1.’* bc N e di uitlaltt-o

T* - modulo P se e solo se esistono elementi x , y E T* tali che xb + cy =1;
e in tcrl caso T* (1 - yc)~T’~ bc N c .

DIM. Sia ~ l’immagine di 1 in M ; allora l’annullatore di ~ è T’~bc , e

~ll = ’1~*~ , JV = T*c~; 1’aunullatore di c~ è onde N ~’ Se
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M = N E9 P, è = N -- p, con N E P perfettamente determinata .

e ~p = d~ per qnalclle d E T~; si vede subito che ~p genera P, e che inol-
tre = 0, con a E T*, se e solo se a~ E ]V, ossia se e solo se a E 1’*0 ;
quindi P ’" T*/1’*c . Da ~ = ~N -~- $p si ricava che esiste uu y E T* tale
che 1 - yc - d E T*be; ma d è determinato a meno di un elemento di 
onde si può. supporre d = 1 - yc ; ed allora c (1 - yc) ~ = 0, c (1 - yc) = xbc,
1 - cy = xb . Il ragionamento è invertibile, ossia : -. se xb + cy = 1, posto
d = 1 - yc, si ha intanto N + T*d~ = )1; poi, se zc~ = vd~ E N fl T’~d~ ,
è zc - vd = wbc, zc - v + vyc = wbc, v E T*c, onde vd E = T*(c-cyc) =
= T*xbc, e vd~ = 0, ossia N f1 T*d~ = 0, C.V.D..

Sia ora -- -f- ... (Xi E ) un elemento non nullo di T,
con Xo ~ 0 ; se h(x) ] 0 , definiremo gli interi r = &#x3E; 0, s = s(x) &#x3E; 0,
i = j(x~) ~ 0 nel modo seguente :

r ed s sono primi fra loro e  ~ ; j C I~ ;

se

se

1.6 LEMMA. Sia a elemento di T non divisibile T) nè per w nè

per t, e tale che &#x3E; 0 ed s(rr~) - esistono unità a, fJ di T tali

clre a sia divisibile, in ’1’, 9 a sinistra pei wr - ta e a destra per - 

avendo posto i- = r(a).

Dim. Posto h(a) = h~ sia j(a) = j, ec~ a = -~- t A1 -~- ..., con Ai E K ;
per i = O, 1, ,.. ~ h - 1 esiste un tale che Ai = w’’~~-c~ Bi; posto allora
c = Ah + tAh+1 + ..., per 1.1 esiste u tt unità x di T tale che

dato che v(Bj) = v(c) = 0. Posto ancora yo = xBo, y = yo + ... , 9

Yh-l = Yh-2 -i- X’ h-’ Bh-i, risulta Yh-1 = - onde, se y = yo +
-i- ro,’(h-2) th-1 si l~a (ror - t) y = xa, e pertaiito a = (wr - ta) b,
con a = x-x x e b = x-1 y. In modo analogo si opera a destra, C.V. D..

1.8 COROLLARIO. L’ele1nento a = (,,r - ta) (ros -- t~3), con 0:;, p uuità di

T, è divisibile a in T, per un elemento - ty) == (ros - con 1

unità di T ; qui, i-, s sono interi positivi.

Dm. Si ha a = wr+S - t (wsa -f - + onde h(«) = 2’ ; i inoltre,
s(a) = 1, ed è applicabile l’ l.n. Se 1"  s, è a(a, = i- , ed a è divisibile a
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destra per un certo diverso da Se invece r ) s, è r(a) = s,
onde a è divisibile a sinistra per con x unità di T ; allora
a = - tx) - t7), con y unità di T, e certo - ty # Sia

infine s = r ; allora si può trovare un divisore destro col’ di a, diverso
da mr se la 1.7, applicata ad a, ha almeno due soluzioni x, x, tali che

=~= ,u(xi x xl), ove ,u indica riduzione di T mod w’C’ -~- tT. Ora, nelle

notazioni di 1.7, e nel caso presente, si ha = 1, = - + fl),
= il polinomio (nell’indeterminata X) ,

ha la derivata 1, onde non ha radici multiple, e possiede quindi p2 &#x3E; p
radici tutte distinte ; se X =f= 0 è una di esse, ve ne è quindi un’altra, X, ,
del tipo X~ con ~ E k ma Pertanto # X-PX;
1’1.I completa la dimostrazione, C.V.D...

Nel seguito occorrerà considerare. prol un gam enti puramente ramificati di

più precisamente, se w è elemento di una chiusura algebrica di K, tale
’ 

che = w -(s intero positivo), e se ~’ === ~T[~] ~ ,anche .g’ è’ una schiera

valutante p-adica con corpo residuo k, e su si possono costruire 

e T’ = con la condizione x Indicheremo un cp siffatto sem-

plicemente con °

1.9 LEMMA. sia a = x (corl - - tah), ove x , ai , 9 ... ah sono

T, e gli r~ sono interi positivi ; allora è isomorfo alla somma
diretta dei T ~/Z’~ - t).

Dm. Dimostriamo che M = è totalmente deéomponibile, ossia

somma diretta di un numero finito di T*-moduli semplici ; ciò equivale a

dire che, per ogni sotto-T*-modulo N di M, M è somma diretta di N e di
un altro T*-modulo [3, Cap. 1, § 6]. Ora, tale asserzione è vera se h = 1,
per 1.4 ; suppostala vera per h - 1, sia, a norma dell’1.8, ty un di-
visore destro di a, diverso da Posto 

contiene T*(wq - e T*(corh - e ne è

la somma perché T*(roq - ty) e - tah) sono ideali massimali sinistri

(1.4) distinti. Poichè h e c sono fattorizzabili nello stesso modo di a, ma
con h - 1 fattori del tipo cor - e T /T c sono totalmente de-

componibili, e quindi tale è Una serie di fattori di una serie di

composizione di I~ è data dai N t) (cfr. 1.4), e
perciò il teorema di Krull-Schmidt dice appunto che gli addendi diretti di

~’~ sono isomorfl ai T ~/T ~(wri - t), C.V.D.

1.10 LEMMA. Il ove a E T* ma 
mentre decomponibile.
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DIM. Si può supporre anche a E T, a coT, ed escludere il caso

banale in cui h (a) = 0 , ossia in cui a è un’unità; $ = s (a) ; se a
viene considerato come elemento di è s (a) = 1, onde, per 1.6,
a = al - ed h(cr,1) = h(a) - 1 (computato in T o~ T chè non

fa differenza); il processo può essere ripetuto su al, e cos  via; dopo h (a)
volte, a assume, in per- un s opportuno, la forma e quindi

che è l’estensione su di hl = è comple-
tamente decomponibile. Per dimostrare che tale è anche M, a norma dell’1.5
basta dimostrare che se a = bo, con b, c E T*, esistono elementi x, y E T*
tali che xb + cy = 1 . Ora, tali x, y esistono certamente in per

s-1 s-1

esempio x = :¿i xi, y E T*. Ma allora C.V.D..
o o 

’

1.11 TEOREMA, Siano n~, r, s interi positivi, r ed s essendo primi fra loro.
Allora e (wr - ts) indecomponibili ; il se-

condo è, mentre@ l’unioa serie di. composizione del primo è data dai

per i = O, ..., in. Viceversa, ogni inde-

componibile , finito non) libero e non nullo è isomorfo ad uno dei tipi desciitti.

DIM. I sotto-T*-moduli di sono in corrispondenza biunivoca

cogli ideali sinistri di T~ che contengono se T*x -è uno di questi, sarà
= yx ; allora 0 = h(wm) = h(y) -j- h(x), cosicchè x, y sono prodotti di po-

tenze di co per unità di T*; ciò prova che ogni sotto-T*-modulo di 
è del tipo e prova anche che è indecomponibile.

Passando a considerare si ha intanto - ts) = - t8) = 8,
- t8) = r, - tS) = O, onde, in T wr - ts = - con

a1 unità di T e c~i E T (per 1.6) ; è ora h(a,) = s - 1, j(a~) = 0 .
s(a1) = 1, = r, ontie ai = - t22), e Cos  via ; in conclusione, e
per 1.9, l’estensione su di - ts) è somma diretta di

s I’* indecomponibili isomorfi a T* - t). Se
ts) non fosse semplice, si avrebbe per esempio wr - ts = bc,

con b, c E T e h (b), h (c) non nulli ; allora h = s (c)  h (wr 2013 ~ = 8 ; se

i = r (c), c è divisibile a destra, in T per qualche - onde,

un elemento di una serie di fattori di una serie di composizione di

_T* (wr_ts) è isomorfo a Per quanto
visto sopra, questo deve quindi essere isomorfo a (cvrls-t) ;
quindi t e - t sono simili. Ciò comporta, per l’osservazione che
segue = rls, ls = rh, impossibile perchè Ib  s ed r è primo
con s ; ciò prova appunto che ts) è semplice, e quindi inde-

componibile.
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Sia infine M # 0 1111 T*-modulo indecomponibile fiiiito non libero; t per
la teoria dei divisori elementari, deve essere M con 0 # a E T 
e si può supporre senz’altro -a E T Se a E coT, l’ endomorfismo

~ -+ m$ di M non è un isomorfismo, onde, per il lemma di Fitting, per un

opportuno n deve essere = 0, ossia wn E Ta; ciò prova, come al prin-
cipio di questa dimostrazione, che in tal caso a = romx (x unità di T), e
che perciò M ~ 

Sia dunque a ~ wT, e &#x3E; 0 (altrimenti M = 0) ; i se h = h(a), r = i-(a),
s = s(a), j = j(a), è h O, e l’estensione 1’ di M su èonsidera-
ta come T*-modulo, è somma diretta degli s indecomponibili
m"8M (i = 0 ... , s - 1 ). D’altra paite, per 1.10 e 1 .6, M’, come 
dulqg è somma diretta di uno dei quali è isomorfo a

- t). Nel caso particolare in cui a = wr - ts, ciò resta

vero, ed il teorema di Krull-Schmidt applicato a questo caso ci dice che
- t) è isomorfo? come a t8), ed

è quindi semplice. Tornando allora al caso di a arbitrario, e sfruttando
questo fatto, di nuovo il teorema di Krnll-Schmidt implica che ogni 
e in particolare M, è isomorfo, come T*-modulo, a C.V.D..

1.12 COROLLARIO. Sia M un finito a torsione; allora M è

somma diretta di un numero finito di T*-moduli dei tipi e

con r, s interi positivi, ed r, s prirni fra loro. È poi
- tZ), con r, s, h, 1 interi positivi, se e solo se

Dm. La prima asserzione è conseguenza di 1.11 e della teoria dei di-

visori elementari; 1’ultima asserzione discende dal fatto che se a, b sono
elementi simili di T*, allora, per 1.3, ’v(a) = v(b) ed h(a) = h(b), C.V.D..

Ricordiamo che, dati l’intero e (tale che coe = p), ed un intero s &#x3E; 0,
esiste un solo corpo F (a meno di isomorfismi) che goda delle se-

guenti proprietà: F ha caratteristica 0 , è completo rispetto ad una valuta-
zione v discreta normalizzata di rango 1, e contiene un elemento co tale che
we = p e v(co) = 1 ; inoltre [F : Rp] = e8, ove .~p indica il completamento
del corpo razionale R secondo la valutazione p-adica. Il corpo coincide

con w], ove Cs è una radice primitiva (ps - 1)-esima dell’ unità (in
caratteristica 0) i il corpo residuo di 1i’p,e,s, modulo la valutazione ro~ è 

ove Cp è il corpo fondamentale di’ caratteristica p, è una radice primi-
tiva (pS - 1)-esima dell’unità (in caratteristica p) i caratterizzato dal

fatto che aePs ogni suo elemento x, ma per qualche suo
elemento x. Il corpo Fr,e,s possiede un solo endomorfismo x (di 
su tale che (? P; l’endomorfismo x è un automorfismo, e genera il
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gruppo di Galois di sa Il corpo Fp,i,s si indicherà semplicemente
con 

Si consideri poi l’ libero A generato da s elementi z =

T19 T2, ... , A diviene un’algebra su contenente come sot-
. toalgebi-a, se si iuentifica con x (x E e si definisce ziz = _ 

se O  i C s - 1, = = ror (1’ iiitoro positivo), is = se .r 

l’algebra A non è altro che l’algebra ciclica (F~,e,s , x ~ che è semplice
normale (= centrale) su = Fp,e.1, di grado s (e ordine 82). Essa è

un’algebra divisoria se e solo se r è primo con s (cfr. [4, 5]).
Ciò premesso, si ha : 

’

1.13 TEOREMA. Sia M # 0 ciclico lt torsione, generato da~
un suo elemento ~ di annullatore ovvero - ts), a seconda dei
casi (1n, r, s inte1’i _positivi). Nel primo caso, l’anello degli di ~T

è isomo1fo a 8"(~}, ove K" = e 7: è una indeterminata su K" tale che

ir = E K" ; si ha precisamente c = t, e x = y se x E .K" e y è

un elemento di K la cui immagi11e è x. Nel secondo caso, l’aitello degli endo-
M è all’algebra (Fp,e,s, %i wr) = [z] , ove = cor,

ir = sxi se r E Fp,e,8; si ha precisamente z~ = t~, x~ _ .x~ se x E f1 g.

Dm. Sia A l’anello degli endomorfismi in questione ; per ogni z E A ,
z~ è elemento di M, ed è quindi della forma x~; si consideri dapprima il

caso dell’annullatore in tal caso ad ogni x E T* corrisponde uno z E A
tale che, per ogni a E T*, si abbia z(a) = ax; l’applicazione x - z è un
omomorfismo di gruppi addittivi, di nucleo ed è tale che se x - z e

z’, allora = = ax’x~, ossia x’x -~ zz’ ; se perciò t - i, si ha

A 2~2 ( z y con is = sxi quando x E fi

Si consideri ora il caso dell’annullatore T* (w?’ - ts) i se nuovamente

z E A, e se z~ = x~, si deve avere 
= = = pertanto (x’Xs - x) ts, e quindi X’X8 - x, è elemento
di i T * (wr - ts), per esempio xxs - x = a (wr - t,); i ma è certo a = y’Xs - y
per un opportuno E T* (per 1.1), onde, posto x’ = s - y (wr 
- a,-’ = 0, e x’~ = x~ = z~. Quindi ad ogni z E A corrisponde almeno un

x E T* tale che z~ = x~, e che = x ; se l’anello degli interi di

considerato come sottoanello di K, l’ultima condizione indica che

x E (t). Viceversa, dato un x E Ip,e,s (tl, ad esso corrisponde lo z E A tale
che z (a~) = ed è z = 0 se e solo se x appartiene all’idea,le bilatero

(t) - tS) di Ip,e,s (t). L’applicazione x -· . x è di nuovo un omomor-

fismo di gruppi addittivi, e se x -- z e x’ - z’, si ha ancora che x’x -- zz’ ;
pertanto A è isomorfo ad Ip,e,s (~(, ove T soddisfa la ir = zxi se x E 

D’altra parte, le = 1, Ti T22 ..., sono linearmente indipendenti su
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mentre zs = quindi ogni potenza ad esponente negativo di T è
combinazione lineare a coefficienti in ed è anzi

Fp,e,s 1Z~ ~ quindi (r) = fr] = (~p~e~s, x, wr), C.V.D.
In vista delle applicazioni è utile il risultato seguente :

1.14 TEOREMA. T ~/T ~ (wr - t2r) è alla 

T ~/T ~ (w - t2).

DIM. Posto wr -- ~2r = (a) = (a,) = r, r (a) = 1~, j (a) = O ;
pertanto, come nella dimostrazione di 1.ll, è isomorfo

alla somma diretta di 2r isomorfi a T~[~~]/T~[~~](D~2013~); i
questo, a sua volta, si è visto (nella dimostrazione dell’1.11) essere isomorfo,
come T*-modulo, a (o  - t2), che è indecomponibile. Quindi ogni
sotto-T*-modulo indecomponibile della estensione sn di 

è isomorfo a (w - t2), 
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2. T moduli canonici- In questo paragrafo, K, T, T*, ecc. manterranno
gli stessi significati che hanno nel § 1. Un 1’-Inodalo finito M dicesi

canonico se:

Il minimo intero n tale che M sia generato da n suoi elementi dicesi

la dimensione di M.

2.3 LEMMA. Un T-modulo finito M è se e solo se esso è un

un T ~-modulo, e soddisfa la 2.1 ; ed in tal caso il 
"o .

torsione, ed M soddisfa la fh, = o.
1

DIM. Si noti che con la notazione si indica l’estensione di M su

T~, ossia il prodotto tensoriale di T-moduli, considerato come

T *-modulo. Se M è canonico, la 2.2 implica che l’estensione T*M, conside-
rata come T-modulo, contiene un sotto-T-modulo isomorfo ad M. Viceversa
se M è sotto.T.modalo di un l’*-modalo M*, esso soddisfa la 2.2, ed è
quindi canonico se soddisfa la 2.1.

Posto n = t-1co E T* (notazione., che manterremo sempre nel seguito), ed,
M* = la 2.1 implica che n è un semiendomorfismo di 3 e che M è
un T [n]-modulo ; se non fosse a torsione, M conterrebbe un elemento x
con annullatore nullo ; detto g l’insieme degli a E T* tali che ax E M, H è
un T-modulo sinistro, finito perchè llàpplicazione a - è un isomorfismo

di H su M, e contenente T [n]. Quindi n è « interno su T », ossia :. per un
n-l ,

opportuno’ n &#x3E; 0 si ha n" = (ti E T ; ma allora = tnnn E tT, as-
o

surdo. Ciò prova che M* è a torsione.
00

Sia infine x un elemento di fli tim ; allora la catena ascendente Tx C
. l 

-

C Tt-1x C Tt-2x C ... C M deve essere tale che il segno = vale da un certo

punto in -poi: t-rx = t-r+lax, con a E T. Pertanto (1 - ta) x = O, e quindi
x = 0 perchè 1 - ta è unità di T, C.V.D..
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2.4 LEMMA. Sia ,l T-rraodulo canònico, e sia ,u il semiomomorfismo
naturale di M su tutto il gli X19 x, E 1V1 generano
M se e solo i generano 

,

Dm. Se gli Xi generano AI, i ,uxi certamente generano Viceversa,
suppongasi che i generino ,ul4Z , e sia y E M ; per opportuni cr~ E K è

py = Ii (,uai) ove ,u è stato interpretato anche come l’omomorfismo

naturale di K su k. Allora y - E e per esempio y = -~- tY1 ;
lo stesso ragionamento, applicato ad yl, dà y - ~i (lti + tbi) xi E t2M per

opportuni bi E K. Cos  proseguendo, si ottiene un elemento y’ = ¿i +
+ tbi + t2ci + ...) r; tale che y - y’ E trjl per ogni 1.; quindi, per 2.3,
y = y’, C.V.D.

Da 2.4 segue che la dimensione di coincide con l’ordine del k-mo-

dulo libero « ordine » di un modulo libero significa,, al solito, la

potenza di un suo insieme libero di geiieratori).
Un .semiomomorfismo a di nu T modulo M, tale che a (ax) - allax

(a E T, x E M ), dicesi canonico se l’applicazione a - a,,,, è un automorfismo di

l’ che lascia co e t invariati j si ha :

2.5 TEOREMA. Sia M un T-modulo canonico di dimensione e sia a

un semiomormorfismo canonico di M, di nucleo N ; allora :
1) è canonico se e solo se N n = tN, nel qual ca,so N è

canonico ;
2) se la 1) è soddiqfatta, allora dim N + dim = 

Se invece N è un qualsiasi sotto-T-modulo di tale che coN C tN, N è
canonico di dimensione C m, l’ = valendo se e solo CI N lJer qualche
intero positivo r.

Se aM è canouico, e se x EN f1 tM, e per esempio x = ty con yEllif,
si ha toy = t°Qy = a (ty) = ax = 0, onde oy = 0 , yEN j perciò N f1 tM = tN,
donde segue (per 2.1). che N è canonico. Viceversa, se = t N~
intanto N. è canonico ; se poi x E ¡lI, è wur = w°ox = a (wx) E otll = 
che è la 2.1 per uM; poi, se è a (tx) = 0, tx E N fl t M =
= tN, x E = 0, che è la 2.2 per oM. Quindi a31 è canonico, e la 1) è
dimostrata,.

Supposta verificata la 1), sia n = dim N, e sia (X, x,,1 un insieme
(li generatori di _Y; se p ha (per lkl) il significato del 2.4, dico intanto che
i sono linearmente indipendenti sa k. Se cos  non fosse, e se per esempio,

n-1 l -1

= 

° 

si avrebbe Xn = ¿i ai xi + x’, x’ E tN j allora x’=
1 1

n-l

bi + bn bi E Posto ai + bi t sarebbe Xu = cixi + b,, t.v,,9

-r (1 - t)-’ -Yi ci xí, contro l’i potesi che n = diin N.
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Visto allora che i sono linearmente indipendenti su k, ne segue,
per 2.4, che l’insieme ... , può essere completato in un insieme ...

..., di generatori di M ; allora i 
... , óxm generano dal che si

deduce elie h = dim D’altra parte, se i oy2 (i = 1 ~ ... , h) ge-
nerano gli Xt , ,.. , xn , 2/i ? generano M, onde n b In, e infine

n + h = m , che è la 2).
Sia infiiie N un sotto T-modulo di M tale che esso è cano-

nico per 2.1; posto si ha onde,
per 1) e 2), N’ è canonico di dimensione 1v’Ìil. Se dimostriamo che

n’ = dim N, l’ultima asserzione dell’enunciato resta dimostrata. Possiamo

quindi porci senz’altro nel caso speciale in cui N’ _ ossia tr M C N per

qualche r ; sia anzi il minimo per cui ciò vale. Sia lroi s il massimo

intero tale che N pongasi ~o = N, Si =
= ts+11~1 ), ... , = (N fl = se h = r - s. È

C ... se do = ord e di = ord Si - ord S;-i (i=1, ... , h),
siano ts xol, elementi di N tali che i pxoj formino una base di 

siano poi, per ... , ts+i Xidi elementi di N tali che i

..., formino una base di Si’ Dico che i ts xoj, ... , tr xhj
(iu numero di m) formano un insieme di generatori di N, il ,che proverà
che n G m, e che dato che tq NC trM per qualche q.

Se dunque y è un elemento di N ~ ed y E tr M , y è certo combinazione
lineare, a coefficienti in T, dei t’°ro; , ... , dato che questi, per 2.4,
generano trM. Se invece y appartiene ad non a ts+i+1 M (ove
0 ~ l  h), y è combinazione lineare dei ... , e deí ts+1+1 

... , ed è quindi somma di una combinazione lineare dei t8+lro; ,

..., ts+z xl~ e di un elemeiito di N~ ts+1+1 M ; la conclusione segue quindi
per ricorrenza sa 1 (cominciando da l 1 = h), C.V.D..

Si noti che quest’ultima parte della dimostrazione inplica il

2.6 TEOREMA. Sia 1Jl un canonico di dimensione m , e sia N
canonico di dimensione n. Esistono allora degli insiemai

di ... , ... , 1 di M, N ’rispettivamente, tali che, in
notazioni natriciali, y = Vx, ove V è una matrice di tipo n &#x3E; m della forma

ove 0  si  s2  ...  7 e ove h è la matrice identica di un certo ordine
sj , dj , v sono unicamente detei&#x3E;iinati, e si ha j dj = n .



320

Nelle notazioni di 2.6, se dim N = si chiamerà
la lunghezza di 

2.7 TEOREMA. Sia N un sotto-T-modulo canonico del T-modulo canonico

suppongasi dim N = dim ~1 = m. Sia i la, lunghezza di allora

ogni catena N = Uo c H1 c ... c H,. = M di T-moduli può essere raffinata
in una = l; ma nessuna catena può essere raffinata una

per cui r &#x3E; l ..E se la data catena. è tutta costituita di T-moduli canonici,
fra i suoi raffinamenti non n’è almeno uno tutto costituito da

canonici. 1

Dm.. Basta dimostrare che se l = 1 non vi è nessun T-modulo P tale

che N c P 9 e che se 1 &#x3E; 1 vi è un T-modulo canonico P, y con

N c P c M, tale che lungh [ l , lungh P/N 9 e lungh P/N +
+ lungh M/P = Z .

Sia dunque 1 = I ~ 9 sicchè si può trovare un ... , di ge-
neratori di M tale che ~tx1, x2 , ... , xm ~ generi N; allora MIN è un K-mo-
dulo, dato che tx E N per ogni ed è anzi un k-modulo, dato che

a&#x3E;M C tM C N ; esso è quindi un k-modulo libero generato dall’immagine di
che non è nulla. Perciò non vi è nessun P tale che _Y c P c M.

Sia ora l ] 1, e sia 9 ... un insieme di generatori di M tale

che un .insieme di generatori di N sia dato da ... , y con

SI s2 ... ¿ 8m ¿ O; sia, per esempio, 81 = S2 = 8 , mentre

, Sh . Essendo 1 &#x3E; 1, si deve avere o s ) 1, ovvero s=--1 

primo caso il T-modulo P generato da ts-1x1,..., t8mxm
è certamente canonico,  si ha N c P 9 lungh P/N -= h [ l~ lungh =

= 1 - h  1 , come richiesto. ,

Resta il caso in cui s --’ 1 , 1 nel qual caso Sh+1 8,. === O ed
1 = h ; y posto allora ~’ = M~N , e detto, a il semiomomorfismo naturale di

M sul definiremo = onx per x E M , 1 e distingueremo due
sottocasi :

Sottocaso 1: il semiendomornsmo 77 di 8 non è un semiautomorfismo ;
allora, per il lemma di Fitting, esiste un x E M tale che 0 ma 01
e tale x può essere supposto combinazione lineare di x~ ~ ... , a coeffi-

cienti ciascuno dei quali è o 0, o una unità di K. Non vi è quindi per-
dita di generalità nel, supporre x = ed allora, il P generato da x, ,
tx2 , ... , Xh+1 ... ~, Xm è canonico, e soddisfa le N e P lungh PlN =
= 1  1 , lungh = h ’- 1  l .

Sottocaso 2: il semiendomorfismo n di ,S è un semiautomorfismo; scelta
una combinazione lineare y1 1 delle xl, ..., xh tale che n, = oyi 0, y siano

~1 (i = 1 , ... , r) linearmente indipendenti su k , e sia invece
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ai E k ~ 9 ove certo ai # 0 per qualche i. Scelto un br E k

Esiste quindi una combinazione lineare y delle

X12 ... , coefficienti o nulli o unità di K, tale che = oy # 0 ; sup-
posto che xi abbia già tale proprietà, il P generato da x, , tx2 , ... , 
Xh+1 .., , xm è canonico, e gode delle proprietà N e P c M, lungh P/N =
=1[l, 1 lungh = h - 1  1 , C. V. D..

Si ha la seguente ulteriore caratterizzazione dei T-modnli canonici :

2.8 TEOREMA. byia M un -T-niodulo finito, e s1tppongasi che esistano un

insieme di ed una matrice O, quad,rata di ordine
n ad elementi in T, tali che : posto x = (Xi’ .. è ax = 0 (a = (ai’ .. an) ;
ai E T ) se e solo se a (tC - 0/) per un opportuno b = E T.

Allora M è canonico di dimnensione n, 1 e si ha nx = Ox.

Reciprocamente, se M è di dimensione n,, la proprietà descritta
vale ogni suo insieme di generatori ... , xn~ e per ogni 0 tale che

nx = Cx .

I - Siano x e C come detto; allora cox = tCx , onde coM C tM,
che è ’la 2.1. Poi, se y E M, per esempio y = ax con a ad elementi in T,
e se ty = 0 , I si ha tax = 0, onde, per un opportuno b , ta = b (tC - w) ;
quindi b = tb’, con b’ ad elementi in T, e a = b’ - ro), e perciò
y = ax = 0 ; i ciò dimostra la 2.2 e prova che M è canonico di dimensione

 n. ha lo stesso significato come nel 2.4, per dimostrare che

basta dimostrare che le sono linearmente indipendenti su
k. Ora, se (px) = 0, è anche ax = tdx per qualche d = ... dn) con
di E T ; allora (a - td) x = y

come annunciato.

II - Sia ora M canonico di dimensione n , e sia ... , un suo

insieme di generatori ; allora lx, 9 ... un insieme di generatori di
M* = T*M; e poichè T* è a ideali sinistri principali, esiste una matrice

A, ad elementi in T*, tale che ax = 0 se e solo se a = bA (a, b ad ele-

menti in T*) ; i la A può essere scelta ad elementi in -T, e precisamente
del tipo A = Ao + tA1 -’- t2A2 ~- ..., con Ai ad elementi in g ed 0.

La A’ ottenuta da A dividendo a sinistra una riga per tr (r intero non
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negativo), se ciò è possibile in T, gode della stessa proprietà; una tale
A‘ si dirà dedotta da A; della stessa proprietà di A gode anche una A’

del tipo UA , y con U matrice invertibile iii T ; una tale A’ si dirà equiva-
lente a sinistra A in T ; infine, della stessa proprietà di A , ma rispetto
ad un altro insieme di generatori di M, gode A’ = A U, con U come
sopra ; una tale A’ si dirà equivalente a destra ad A in T.

Indicheremó con So l’insieme delle matrici ottenute da A mediante a,p-

Plicazioni successive di deduzioni ed equivalenze in T ; per ogni A’ E So
esiste una B = Bo + tBt + ... , equivalente ad A’ in T, tale che

intendendosi che

com significhi 0 ; gli si sono univocamente determinati da A’, e saranno

quiudi indicati con si (A’). Sia allora A1 E So tale che s, (A’) per

ogni A’ E se 81 è l’insieme di tali sia A2 E Si tale che 82 (A2) 
C s2 (A’) ogni A’ E 81 , ecc.. La matrice A" sarà indicuta a,ncora con

A, e la si supporrà già taÌe che

Vogliamo dimostrare che Sn  oo ; supposto ciò falso, sia r il minimo

j tale che sj = oo , e sia (al , ... , l’r-esima riga di A 1. Vi è una B de-
dotta da A tale che

per la proprietà di i cui gode A , deve essere si C r (ai) (i = 1 , . ’.. , r - 1),,
ed ar = ... = an = 0 ~ cosicchè esiste una U1 ~ invertibile in K, tale che
$o = ~1 Ao i pertanto l’ r-esima riga di Ai - Bo = UIAo è nulla, ed

A è equivalente a sinistra in 
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nella quale ogni elemento dell’r-esima riga è divisibile a sinistra, in T, per
t2. Operando su (1- tU1) A come si è fatto su A (ma usando A2 in luogo
di A,), e cos  via, si ottiene una D =... (1 - (1 - t2U2) (1 - t 
equivalente a sinistra ad A, e la cui r-esima riga è nulla. Ma D è equivalente,
in T*, ad A, i e quindi fra i divisori elementari di A (come matrice ad ele-
menti in T*) ve ne è almeno uno che è nullo ; ciò, comporta che M* pos-

siede un elemento ad annullatore nullo, il che è impossibile per 2.3. Resta
cos  provato che, per opportuna scelta di si può supporre che
A sia tale che valga la 2.9, con sn  oo .

Poichè, per la 2.1, con C matrice ad elementi in T, si ha

(tC - = 0, onde tC - co = BA, con B ad elementi in 2’~ . Ma allora,
per la proprietà di A testè dimostrata, si deve avere B = Bo + tB1-~- ... ,
con Bi ad elementi in K e BOAO = - ro, donde sn C 1. Se fosse g, = O ,
la relazione (1 0 ... 0) Ax = 0 implicherebbe

,,

(1 t2a2 (ocie e (x,,. rn ) sarebbe un insieme
2 

i 

’

di generatori di M; assurdo. Quindi si = ... = 8~ =1, 9 A o = (o, ed

Si è cos  dimostrato che se M è canonico di dimensione it 9
esistono un suo insieme di generatori x1, ... , Xlt ed una matrice B, 9 tali

che = 0 se e solo se a = b (tB - co) (a , b, B ad elementi in T).
III - Sia, nelle notazioni precedenti, ( y~ , ... , y,.) un qualsiasi insieme

di generatori di .~I (di potenza n), e sia C una qualsiasi matrice tale che

ny= Cy ; é y - Yx , x = Uy, onde x = Upx , 1- co-

sicchè (mod e T~ è invertibile in T; i perciò y = Vx ed
Se ay = 0 , ove

e e reciprocamente. Poi, 
C - B’ = Z (tB’ - ro), tC - co = (1 + tZ) (tB’ - m) ; essendo 1 + inver-

tibile in T, ciò comporta che ay = 0 se e solo se a, = d (te per ’qual-
che d, 5 C.V.D.. 

’

Indicheremo con (7~ intero positivo, q intero non negativo oppure
q = oo) il canonico di dimensione r la ciii matrice C (nel1e --no-
tazioni del 2.8) è 

’ 
’ 

°

con C = tq se i’ = 1), ove to ~ 1 e t°° = 0. La tO - c~ ~

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - PÌ8a.
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equivalente in 1,* I a

ed a

e finalmente a

il che dimostra che

Sia M un qualsiasi T-modulo canonico; posto, in 2.6, N = coM, l’intero
Iisidi se dim M = dim N, ovvero 00 se dim M &#x3E; dim N, sarà chiamato

l’o1’dine di (= 0 per definizione se lkl = 0) ; M dicesi equidimensionale se
dim ,M = dim N, ossia se 11a ordine fiiiito. Si vede allora da quanto precede
che dim = r = dim e che ord Mr,q = r + q = orl T*mrq se
q =1= 00, mentre ord = oc = r -~- q se q = 00, ossia se ord T*Mr,q ’ 0.

2. 10 TEOREMA. Sia M ~ un T*-modulo finito a torsione; condizione 
saria e sufficiente acchè esista un. T-modulo, canonico M tale che M* = ’:1". M

. 
è che per ogni semplice N* di M * valga una delle condizioni
ord.Y* = 0 ovvero ord 1’V~ ~ dim N’~..E se è cos , si ha dim M = dim .M~~
ord ~1 = oo se M* possiede non nulli di ordine 0, ed

ord M = ord Se poi M è canonico, e a è un suo semiomomor-

fismo canonico di nuoleo N sul T modzclo canonico oM, è ord M = ord N +
+ ord oM ; se infine N è un qualsiasi sotto-T-modulo canonico di M, è ord N :::;:
~ ord M, l’ = valendo se e solo se trM C N per qualche intero positivo 1’.
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Dm. Escluderemo il caso 1~~ = U~ per il quale tutte le asserzioni sono
immediatamente verificabili. Sia -M* = T*M con M canonico, e sia x un
elemento di M che generi un sotto-Tmodulo semplice non nullo N* di Jl1*;
per 1.11, si può supporre che l’annullatore di x sia o -T*oi, nel qual caso

ord N~ = 0, ovvero T* (wr - con r, s primi fra loro. Nel secondo caso
è ts-rx = t-rcorx = nrx E M, onde ti(s-r)x E M per ogni intero positivo i;
qnindi, per 2.3, 8 &#x3E; r, ossia ord M* ¿ dim M*, richiesto.

Suppongasi ora che M* soddisfi la condizione enunciata ; allora, per

1.11 e 1.12, è somma diretta di 1’*-moduli indecomponibili dei tipi

(r, q primi fra loro), T*Mj,o; pertanto = T*M, ove 111

è somma diretta di T-moduli canonici dei tipi 
Se = per 2.5 la dimensione di M dipende solo da M*, e

coincide quindi con dim M* perchè ciò è vero quando M è somma diretta
di T-moduli dei tipi Mr,q. Lo stesso ragionamento vale per ord M se ’si di-

mostra che ord M dipende solo da M*. Sia quindi N un sotto-T-modulo

canonico di M, tale che T ~N = 111.* = T*M; se dim dim M, da
co segue dim coN [ dim N = dim ll ; quindi ord M =’ oo implica
ord N = oo, e reciprocamente. Se invece M è equidimensionale, è trM C N,
trmM C roN, onde N è equidimensionale; poi, per 2.7, lungh + ord N=

ordM+Iuiagh(»M/coN=ordM+IunghM/N, onde 
- ord M. Questo dimostra tutte le asserzioni dell’enunciato~ C.V.D..

L’espressione ord M - dim M si dirà la codimensione di M ; essa’ è 00

se M non è equidimensionale, mentre se M è equidimensionale la sua codi-
mensione coincide con lungh ed è finita ; in particolare, codim Mr,q= q;
M dicesi periodico se corM = 0, o, il che è lo stesso, = 0 per qual-
che intero non negativo r ; se s è il minimo tale r, 9 cos è il periodo di M ;

dicesi Logaritynico se codim M = 0, ossia se nM = Al ; dicesi radicale se
C tlVl per qualche intero positivo r ; dicesi semplice se non possiede

sotto-T-moduli canonici non nulli di dimensione  dim dicesi indeconi-

ponibile se tale è T*M. Due T-moduli canonici N sono isogeni se ciascuno
di essi è isomorfo ad un sotto-T-modulo dell’altro; per 2.5, M ed N sono

isogeni se e solo se dim M = dim N, ed N è isomorfo ad un sotto-T-

modulo di i1l.

2.11 TEOREMA. 1) Ogni T-modulo canonico diretta di uno lo-

garitmico ed radicale, unicainente determinati ;
2) un T-modulo canonico di dimeavsione r &#x3E; 0 è logaritimico se e solo

se è isomorfo ad Mr,o; in tal caso esso è somma diretta di r T-moduli iso-

morfi ad Ml,o ;
3) sia M un canonico 1’adioale; dette E, P le unioni di tutti

i sotto-T-moduli rispettivamente equidimensionali e periodici di M, E è equi-
dimensionale e P è periodioo; inoltre M è isogeno ad E EB P;



326

4) ogni T-modulo equidimensionale radicale non nullo è isogeno alla

diretta di T naoduli radicali eqitidimensionali semplici nulli; cia-
scuno di qitesti è isogeno ad uít íll,,12 , con r, q primi fra loro;

. 
5) ogni T ntodulo non nullo è isogeno alla somma diretta di

T-íitodítli del tipo 

1 

DIM. Per 1.12, J.11 e 2.10 M è isogeno alla somma diretta di T moduli-
dei tipi ove r, q soddisfano ad una delle condizioni seguenti: a) r = 1,
q = 0; i b) interi primi fra loro; c) r intero positivo, q = oo. Se indi-
chiamo con L, R le somme dirette degli Mr,q dei tipi a), e b) o c) rispetti-
vamente, si può supporre R. Pongasi L’ = LnM, R’ = R n ~VI ; 3
allora codim L’ = codim L = O, onde L’ è logaritmico ; invece, per r ele-

vato, C C tR’, onde R’ è radicale. Un x E M appartiene ad .R’ se e

solo se per ogni s &#x3E; 0 esiste un i tale che E invece _ ’ 
°

00 
.

= fl r infine, se x E ed X = XL + xR con XL E L, xR E R, per s ele-
o

v,ato si ha R’, onde = - E 111 = L’ ; quindi XL E L’,
xR E R’, ed M = L’ EB R’, che dimostra la 1).

Se M è logaritmico, ossia se, nelle notazioni precedenti, M = Z’~ e se
,u ha, per M, il significato attribuitogli nel 2.4, si può, come nella dimo-

strazione del sottocaso 2 del 2.7, trovare un insieme minimo di generatori
di 1111 tali che = poi si possono trovare facilmente

M

degli xi = xi (ai E K ; i = 2, ..., n) tali che E 2j cosicchè il
2

k-modulo S generato dalle soddisfa ancora (come la relazione
. ~S = S, e si può trovare con la proprietà 0 =~= = E ~’, ecc..

In conclusione, si può trovare un insieme di generatori (y1~ ... , Ynl di 111.

tale che ed allora si può applicare 1’1.1 per trova.

re delle combinazioni lineari zi degli y; , a coefficienti in K, tali che

n(y; + + tzi (mod t21~ ), ecc.; infine, si giunge a costruire un insieme
di generatori (zci, ... , un) di M la proprietà ~ui = ui, ed allora _

= ... Q l’u,,, con Tui = Mi,o ; i questo si applica in particolare ad

~l = y e dimostra la 2).
Le 3), 4), 5) si dimostrano analogamente, ma in maniera cos  semplice

che non vale la pena di esporla, C.V.D. 

2.12 TEOREMA. Nelle notazioni di 1.13, l’anello degli endomorfismi di
è isomorfo a .g" invece degli endomorfismi di M,,9

(q finito) è alla schiet-a di A = x, wr) generata, szclla schiera
S degli interi di Fp,e,r+q, da a e Se ~~, q sono primi fra loro, oppure
se r = 1 e q = 0, questa è nella schiera massima R di A scc S,
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e coincide con R se e solo se o r = 1, ovvero q = 1; nel primo caso è

R = S ~~~, e nel secondo caso è R = S 

Dm. Eccetto le asserzioni contenute nell’ultima frase, è tutto conse-

guenza di 1.13, e del fatto che Mr,q e sono T[n]-modnli ciclici;
basta quindi dimostrare le asserzioni contenute nell’ultima frase.

Posto F = è noto [4, 5] che .R è totalmente ramificata su S

(essendo A divisoria), cosicchè se w è la valutazione normalizzata di A che
estende la v di h’, 9 è w(co) = r + q, y e perciò = r. Si scelgano i minimi

interi non negativi tali che a (r + q) = #r + 1 ; i allora un elemento di

w-valore 1 è e quindi R = ,S [(»a z-~~ . Possono ora darsi tre casi :

1. r=l, nel qual caso a = 1 e ~ = q ; 
e quindi 

~ 

2. q =1 , nel qual caso a =1; allora R = S ~co w1J , che ugua-
glia appunto S’ ~~ , w~ ; -

3. r &#x3E; 1 e q &#x3E; 1 ; in tal caso si constata subito che a  r , 
a  ~  r -~- q ; dico allora che non contiene chè se in-

fatti = fosse combinazione lineare, a coefficieuti in

8 , 2 di 1 I T 9 T2 ... , 7 1-1 W, (T-~ ~)~ ~ ... , (r-1 co)r+q-1, esso dovrebbe
essere combinazione lineare di e di (z-1 -_ essen-

do r - a &#x3E; o ? ciò comporterebbe r - che si è visto

essere falso, C.V.D..
Da 1.14 si ha subito :

2.13 TEOREMA. Mr,r è isogeno alla diretta di r T-moduli canonici
isomorfi ad M,,,. ..

Vi sono alcuni invarianti che sono collegati ad un semiomomorfismo
canonico o di un T-modulo canonico M su un T-modulo canonico P ; intan-
to, per 2.5, il nucleo N di 6 , e il T-modnlo a M sono canonici ; è canonico
anche il T-modulo La dim N = dim M - dim a M sarà

chiamata la nullità di o; poi, dim Q = dim a M, e quindi esiste l’intero
l = lungh Qlo M; 1 l’elemento sarà detto l’inseparabilità di o; i esso è

1 se e solo se Q = a ?~ , ossia, per 2.5, se e solo se M è canonico.

L’intero dim P - dim 31 si dirà la conullità di Q . Se conull o = 0 , e 1: è

un semiomomorfismo canonico di P, 9 si ha null z o = null z + null o ; se in-

vece o è arbitrario, e t è tale che null z = 0 5 si ha conull z o = conull r-)-
-(- conull Q ; se infine entrambe le condizioni sono verificate, ossia se
conull o = null i = 0 , 5 si ha ins z o = (ins a) (ins o) . In generale, e per 2.7,
o può essere decomposto nel modo seguente :
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ove :

z sono omomorfismi ; e è un semiomomorfismo ;
null 99 = null y conull cp = 0 , ins g = 1 ;
null E = conull e = 0 i ins e = 1 ; i
null Ci = conull Ci = 0 , ins Ci = co ;
null 1 = 0 , conull T = conull a i ins r = 1 .
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3. Dualità. A questo punto è utile fare un’osservazione : ricordiamo

che nel § 2 si è definito ~c = t-’ w ; ~c soddisfa la relazione na = a’ n se

aEK. Si può quindi dare una traduzione di tutto ciò che si è fatto fin qui
dopo aver cambiato t in n , ~c in t, -e x in ,,-1; esiste perciò una teoria dei
lI*-moduli e dei Il-moduli canonici (sinistri) analoga a quella dei I*moduli
e dei T-moduli canonici ; qui, si è posto 11* = K II = K ci pro-

poniamo di sviluppare in questo paragrafo dei legami fra le due teorie.

3.1 TEOREMA. Sia M un T-modulo canonico di dimensione m e cod i7oe?i-

sione n ; allora :
. 

1) se n ’-- oo , ossia se Jl non è equidimensionale, M, considerato come
od anche come K [t]-modulo, non è nè libero nè finito;

2) se J.1l è equidimensionale, siano xm+n elementi di M (certo
esistenti) le cui immagini, in generano il k-inodulo allora 111

è un K-modulo un cui insieme libero di generatori è, 
3) nelle ipotesi di 2), M è generato da m elementi anche come K[t]-

modulo ;
4) M è anche, in naturale, un n-modulo canonico, se e solo se

è radicale equidimensionale; ed in tal caso esso è radicale equidimensionale,
ma di dimensione n e codimensione m, anche come canonico.

’ 

Dm. Se n = M contiene un elemento x =i= 0 tale che cox = 0 ;
quindi M non è libero, come K modnlo o coine K[tl-modulo, perchè wx = o;
poi, Tx è, come K-modulo, e quindi come k-modulo, la somma diretta com.
pleta dei (r = 0, 1, ...), e non è quindi fiuito nè come K-modulo, nè
come K [t].modulo ; ciò dimostra la 1).

Si consideri ora la 2); poichè n + m = lungh per 2.6 esistono

un insieme (Yi 9 ... di generatori di e degli. interi s1  8 2 ... ~ s~~
tali che un insieme di generatori di o)M sia ttSl y1 ~ y,.,1 ; e si 1a inol-
tre m + n 8; . Allora il k.modulo è generato dalle immagini dei
ti yi ( j ... , si - 1), e queste ne formano anzi una base, perchè altri-
menti come k-modulo, avrebbe lunghezza  m + n, il che contrad-
dirrebbe il 2.7. Visto cos  che gli x, , ... , con la proprietà richiesta

esistono, e sono anzi linearmente indipendenti su K, mod per un dato

zEM si trovino gli 9 ... am+,z EK tali che z - -Yi ai Xi = WZ1 EcuM; si operi
poi su zi nello stesso modo, ecc., col solito metodo di approssimazioni suc-
cessive. Il risultato è che z è combinazione lineare degli xi a coefficienti,
unicamente determinati, in l~; ciò dimostra la 2). Il fatto poi che si pos-
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sano scegliere in luogo delle xh mostra che le yi generano 31 come
e prova la 3).

Per dimostrare la 4), osserviamo anzitutto che M è certamente 
modulo ; l’essere esso, un Il-modulo « in modo ijaturale » significa che per

00

ed ha significato l’espressione x, ossia che la successione
o

r

dei Ii ni (r = 0, 1~ 2~ ...) c;onverge nella topologia naturale di M, che è
o

quella in cui i sono gli intorni dello 0 . Significa quindi che, dato j,
è M per i elevato ; e ciò vuol dire che M è radicale. Se poi M deve
essere non solo un Il-modulo, ma addirittura un H-modulo canonico, per
2’.2 si vede che nx = 0 deve implicare x = 0, e che quindi deve essere
equidimensionale (come T-modulo). Se tutto ciò è verificato, si vede subito

che allora ~2 è radicale equidimensionale anche come H-modulo. Quanto alla
dimensione di M come il-modulo canonico, per il 2.4 essa coincide con l’or-
dine del k-modulo libero ossia con la lunghezza di che è ap-

punto n ; ciò prova la 4), C.V.D..
rispettivamente un T-modulo canonico ed un n-modulo

canonico, e sia (x, y) -~ x e y yEN) un’applicazione dell’insieme prodotto
M su K, bilineare quando M, N vengono considerati come K-moduli ;
suppongasi inoltre che tale applicazione soddisfi le relazioni x e ny = 

(x. = nx. y. Se queste condizioni sono soddisfatte, e se inoltre è vero
che, dato un yEN (rispettivamente un xEM), si ha x 1 y = 0 per ogni 
(rispettivamente per ogni yEN) se e solo se y = 0 (rispettivamente x = 0),
allora l’applicazione « e » dicesi una dualità fra M ed N, e ciascuno di que-
sti dicesi duale dell’altro. Noi ci occuperemo esclusivamente del caso dei

T-moduli canonici equidimensionali ; si ha :

~3.2 TEOREMA. Sia M un T-modulo canonico equidimensionale, di dimen-
sione m e ordine q ; sia N il K-modulo duale del K-modulo M (osaia sia N
il .K-modulo degli omomor,fismi del K-modulo M su K); allora, con ovvie de-
fcnizioni, un canonico duale di M, ed ha dimensione m ed or-

q. Ogni Il-modulo canonico duale di M è isomorfo ad N; infine, la dua-

lità è eontinua, nel senso che ogni intero s &#x3E; 0 esiste un intero r &#x3E; 0
tale che x. yechs K ogniqualvolta xEt~’ M o yEnr N.

DIM. È (x = x 8ny+z 8ny; poi, se è ny = 

= a (tx e y), = a onde 1 ed analogamente tyEN.
Per 2.6, esistono un insieme ~x~ ~ ... , di generatori di M, e degli in-

teri positivi si S s2 ... 1 tali che un insieme minimo di generatori
di coll sia dato da (tsl ..., ed allora, per 3.1, un insieme libero di
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generatori del B-modulo M è dato con 0 C i  Sia y  l’ele-

mento di N tale che = ósl (O e si considerino gli
elementi ni-l Yj ove, per ogni j, i assume i valori 1 ~ ... , s; ; dico che i ni-1 y;
formano un insieme libero di generatori del I(-modulo Si consideri in-

fatti la matrice H déi ove gli s , h restano fissi in ogni
riga, e ove h , j variano fra 1 ed m, mentre 8 , i variano fra 1 ed sh , e 1

ed sj rispettivamente; in tale matiice, si ordinino le righe e le colonne se-
condo l’ordine lessicografico di (s , e di (t j) rispettivamente. Allora basta
dimostrare che H è una matrice invertibile in K. 

,

Ora, gli elementi diagonali di .g sono i

mentre quelli al di sotto della diagonale sono tutti nulli, in quanto o s ~ i~ y
ed allora = = 0 , ovvero s = i ed

h &#x3E; j, nel qual caso = y’)xs-1 = O . Pertanto H
è invertibile in onde i formano un insieme libero di generatòri
del K-modulo N.

Dato 1’intero esiste un r tale che trM C roS li!, 1 onde tr 111 

se y E N; perciò y è continuo, come annunciato. Se allora
00

a = ni E II, con ai E K, e se y E sia z l’elemento di N tale che, per
o

00 

tale z esiste per quanto precede ; se si pone,
, o

per definizione, z = ay, si vede che N diviene un 1I-modulo ; siccome poi i

generano N come K-modulo, si conclude che gli yi generano N come
II-modulo, anzi, addirittura come K[n]-modulo (cfr. 3.1).

Per dimostrare che N è canonico occorre verificare le analoghe di 2.1,
2.2 ; ora, da e dall’ovvia relazione t(ny) = n(ty) = coy se y E segue
WNC cbe è la 2.1. Se poi ny = 0, è anche roy = 0, o) y) = 0 per
ogni x E 111, ’onde = O, y = O, che è la 2.2.

La dimensione di N si è visto essere  m ; poichè M è ottenuto da N
come N da M (previo scambio di t con n), si deve avere m = dim M c
 dim N  m~ dal che si conclude che dim N = m, C.V.D..

Con dimostrazione ovvia si ottiene :

3.3 COROLLARIO. Notazioni come al 3.2 ; se M = L EB R, con L loga-
ritmico ed R radicale, allora, N = P EB Q, ove P (risp. Q) è l’insieme degli
y E II tali che x. y = O pe ogni x E R (risp. x E L) ; allora P è logaritmico, ed
è duale di L, mentre Q è radicale ed è duale di R. Inoltre, il duale di 

(0 C Ms,r, quando quest’ultimo venga considerato un H-modulo

canonico.
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Nel seguito, se III è un T-modulo canonico equidimensionale, il II-modulo
canonico duale di M sarà indicato con M_1; se a è un semiomomornsmo
canonico di M sul T-modulo canonico equidimensionale P, indicheremo con

a_1 il duale di o, ossia il semiomomorfismo canonico di P_1 su definito

da se x E IVI ed Si ha :

3.4 TEOREMA.. Sia o ura canonico del T-modulo cano-

nico. equidimensionale M sul T-modulo canonico equidimensionale P ; allora

conull o = nuli a-i, e ins a = ins o2013i; in un seiiiisomoifisiio
se e solo se conull o = 0.

Dim. Si decomponga a come al 2.14, ma scrivendo ei, Qi in luogo di
la corrispondente decomposizione di Q_1 è

ove sono omomorfismi, mentre E-1 è semiomomorfismo ; per di-
mostrare l’asserzione sulle nullità e conullità, occorre dimostrare che :

da queste seguirà anche null T-~ = null conull = conull 

conull o-i = null a, null a_, = conull a .

Ora, le asserzioni riguardanti 8-1 e sono palesi; i la seconda asser-

zione riguardante (per esempio si dimostra osservando che se

E y è certo non nullo perchè se fosse nullo si avrebbe

= 0 per ogni x E e1Qo, e quindi per ogni x E Q’, dato che trQi C e1Qo
per r elevato. Per dimostrare la prima asserzione riguardante 9 si os-

servi che se y E Q° 1, per r elevato si ha E con s elevato; quiudi
estensi bile a tutto Q1:) ossia nry E 

Le asserzioni riguardanti T-~ si dimostrano osservando che per 3.1

esiste un insieme libero X di generatori di Q (come K-modulo) tale che iX

può essere completato in un insieme libero di generatori di P; quindi T-~
è su tutto e perciò conull T-~ = 0 , null T-~ = conull z , ed anche

ins T-~ = 0 .
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Pertanto, per dimostrare che ins o = ins basta dimostrare le se-

guenti asserzioni :

Ora, e è un semiisomorfismo di .g su tutto Q°, onde la c) è palese ; la

a) è già stata dimostrata. Per dimostrare la d), si considerino un y E 77-i
ed uno .? E M_1 tali che ~cx = ,si ha, per x E M, = =

onde C wg, H e ty C 00[(, ty E E per-
tanto z E il che prova che n e che

perciò ins = 1, che è la d). ,

La b) sarà dimostrata, per esempio, nel caso i = 1 ; essendo ~01 l’iso.

morfismo di immersione di Q° in Q’9 ed avendosi lungh Q1/ QO = 1, per 2.7
è Q1 = Qo + l’v per un opportuno tale che tv E Q° . Un y E Q~~ ap-
partiene a se e solo se E wg; quindi isomorfo,
come K-modulo, a le ; ne segue lungh o ins e:’~ = w,
che è la b), G.Y.D..

La dualità « e » precedentemente introdotta, pur essendo la più natu-

rale per i T-moduli canonici equidimensionali, ha il difetto di non essere

estensibile a quelli non equidimensionali ; introdurremo pertanto un altro

tipo di dualità. Si osservi prima di tutto che ogni T-modulo canonico (sini-
stro) M può essere considerato, in modo naturale, come un II-modulo cano-
nico destro, qualora si definisca, per x E ed a E II, xa = aYx ; qui, y in-

dica la reciprocità (= antiisomorfismo) di 17 su T, od anche dei T su II, che
a Ii ai ni (ai E K) fa corrispondere si noti, a tal proposito, che per

generale (ax)b =~= a(xb). Se M ,ha l’insieme minimo di
generatori (X i? --- i x. 1, e se, a norma del 2.8~ I Cx_l, con x=(x, ... 
allora xt = xG’Y , ove CY è la trasposta della matrice ottenuta applicando y
ad ogni elemento di C . Lo stesso dicasi riguardo ai 11-moduli sinistri e
T-moduli destri.

Per n = 0, 1, ... , si indichi con kn l’algebra (bilatera) su K ;
in definito in modo naturale il semiendomorfismo x (di algebre) ; vi è
poi un omomorfismo naturale (di algebre) p di su tutto kn, con kó = 0
per definizione ; e vi è infine l’operatore 7: che ad un elemento di kn ~ 9 imma-
gine di a E K, fa corrispondere l’immagine, in ku+~, di $ esso è un

semiomomorfismo di K-moduli ; se a E kn e b E K, valgono le regole: 
= (ba)t = 

Indicheremo con cK l’insieme delle successioni
defininiremo
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Un = [ui, ... ~. Allora cK diviene, in modo naturale, un 1’ sini-

stro e destro ; le ui diconsi le componenti di u, e la somma viene definita

sulle componenti ; i si ha inoltre tnu = ntu = utn = unt = = uro, zct =

= (tu)x = tux, nu = = (bu) c = b(uc) se b, c E T [n]. Infine, è tu = O
(risp. ut = 0) se e solo se u = 0 ; porremo, per u E ,uu = Uo E ko = k.

~ :3.5 TEOREMA. Sia M un .T anodulo canonico (sinistro) di dimensione a~ ,
e sia N l’insieme degli onmororfismi (ossia ài - x per x E AI) di III sul

T-modulo sinistro cK ; con la definizione x a = (x o C) a (a E T), N è 2caa T-

modulo canonico destro di dinensione n. Si ha x = 0 se e solo se x = 0

per E N; inoltre IVI è isomorfo al T-modulo sinistro degli omomorfismi
del destro su K. Sia x ad una colonna) un insieme mi-
nimo di geazeratori di M, e sia 0 una iitati-ice quadrata ad elementi in T
tale che = Cx ; allora esiste un insieme (matrice ad una riga)
di generatori di N tale che ,u (x o C) = 1 e che Cn = Infine, gli ele-

menti E N (i = 1 , ... , n) generano N se e solo se det (xc, o =1= 0 ,
mentt’e è r~ E Nt se e solo se ~C (y o ~) = 0 per ogni y E M.

Dm. si ha, per x E M, 
= ty o ~ per un opportuno y E onde x o ~ m E = c)Ct; quindi N con-
tiene la q tale che x o 1’J = (x o t-’ , r e ciò prova la 2.1. Poi, se Ct = 0 ,
da segue r o C = 0 , ( = 0, che è la 2.2. Pertanto N~ è un T-
modulo canonico se è finito ; si noti che (x o Cn) = (x o ~) ~ .

Si indichi con (s , in = 0 , 1 , ... ; i s  ’In) l’immagine di m8 i~~ km i
se x, 0 sono legate come all’enunciato, sia O = G’o tC1 + t202 + ... ,
con Cí matrice ad elementi in K. Pongasi Uo = rog (matrice identità di or-
dine n ad elementi in k), e, per in &#x3E; 0, si indichi con Um la matrice che

è somma di tutte le espressioni

che soddisfano le condizion,i seguenti :

Con verifica diretta, e tenendo presente che = --- 
9 m m m 1

- (= 0 se s = m), si trova che le soddisfano le relazioni

ricorrenti seguenti :
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se si pone U = U1, .. ·J (scrivendo una successione di matrici anziché
una matrice i cui elementi siano successioni apparteuenti a le 3.6

significano rispettivamente nU = esistono quindi delle
tali che ed è e 

== Un = x o ossia Cn = come richiesto.

Dico ora che CH generano il T-modulo destro N : sia in-

fatti 8 E N, e pongasi x = w (matrice ad una colonna) ; è nW 
ossia, per ogni m ¿ O ,

Dobbiamo trovare un ,a = aò -~- + ... , coo ai matrice ad uua co-

lonoa con elementi in K , 9 tale che ~ _ ~a ~ 9 ossia tale che i
ciò significa trovare le ai in modo che, per m = 0 ~ 1 r ... ~ 9 sia

Ora, per iii = 0 la a0 esiste certamente, poichè Uo = supposto
quindi che ai sia stato trovato per i = 0 , ... , iii - 1 , y si potrà trovare

una a. che soddisfi la 3.8 se e solo se

ossia, per 3.7, se e solo se

Ma, di nuovo per la 3.8, il prino membro di quest’ultima diviene :

per la prima delle 3.6. Pertanto he ai esistono,’ é le ~1 ~ 9... 1 ~11 generano N.
Le ~1 , ... , ~n generano N se e solo se ~ _ ~A per una matrice A ad

elementi in T ed invertibile in T; e cioè se e solo se, fra le matrici A

(certo esistenti) tali o ~ = UA ve i 7è una invertibile ; ciò accade
appunto se e solo se o ~) =)= 0 ~ come richiesto.
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Se y E M è tale che y o q = 0 per da p (y o ~) = 0 segue
ora y E tlVl , e per esempio y = tz ; allora, da tz o ~ = 0 segue z o ~ = 0 ~ 9
onde z E tM, y E ecc. ; infine, y = 0 , come richiesto. Invertendo il

ruolo di M ed N si constata subito che M è isomorfo al T-modulo sinistro

degli omomórfismi del T-modulo destro N su 9C, c.V.D..’
Se si considera l’N del 3.5 come un il-modulo canonico (sinistro), e

se ~ è ora la matrice ad una colonna degli Ci, si ha t~ = C Yx--~1 ~ , e la

matrice - co = (tC- co)Y è legata a ~ come la tC - w è legata alla x
(cfr. 2.8). Per questo motivo, il lT.modulo canonico N sarà detto il t;aspo-
sto di i14 e indicato con M_i (cosicchè M_1 avrà, a seconda dei casi, il si-

gnificato di duale o di trasposto) ; in particolare, il trasposto di sarà

indicato con Nr,8; per elementi y E 1~ ~ ~ E y continueremo a scrivere

y o qnesta operazione bilineare gode delle seguenti proprietà (ove a E K) :

Se 6 è un semiomomorfisino, canonico del T-modulo canonico M sul

T-modulo canonico P, il t1’asposto di a, indicato ancora con a_I, è il semio-

momorfismo canonico di su definito da (x o 6_1 C)G ox o ~ ; qui,
significa [uò7, uía , ...] .

3.9 TEOREMA. Il 3.4 vale anche per M e P T-moduli canonici qual-
siansi, purchè Q_1 indichi il trasposto di a anzíchè il suo duale.

DIM. La dimostrazione del 3.4 puó essere ripetuta quasi parola per
parola ; le modificazioni meno evidenti da apportare sono le seguenti :

1. Per dimostrare le asserzioni riguardanti si completi un in-
sieme minimo di generatori ~x1, ... , del T-modulo zQ , in un insieme

minimo di generatori {xi , ... ~ zn) di P; se le Ci sono legate alle ... , xn
come al 3.5, le ~1, ... , Cm generano Q_i per 3.5, donde ~2013i = 

2. Nella dimostrazione di d), sostituire la formula = ... =

con cpx zt ;
3. Nella dimostrazione di b), sostituire la n (tv) e y E cog con la

(tv) C.V.D.. 
’

Nel caso in cai M sia equidimensionale, abbiamo cos  defirlito un suo

duale (con l’operazione o), ed un suo trasposto (con l’operazione o); essi

sono legati nel modo seguente :

3.10 TEOREMA. M un T-modulo canonico equidimensionale ; sia N il
suo duale, e sia P il suo trasposto ; allora esiste un unico isotnorfistno 6 r di

tN su ,tutto P tale che, E tN ed x E M, (x o ~~)y. sia in k,,
di (r = O , 1 , ...) .
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Dm. Il a cos  definito associa ad ogni ~ E tN una applicazione o~ di
M su $ occorre anzitutto dimostrare che o~ è un omomorfismo di T-mo-

duli sinistri. E infatti è intanto ((x + y) o (x o + (y o e

(ax o al)r = a (x o al)r per a E K. Poi, (tx o 6~)r. , per r &#x3E; 09 è l’immagine,
iu kr, i di = co e questa non è altro che (x o i
se invece r = 0, (tx o è l’immagine, in ko , di tx essendo ele-
mento di tN, ossia ~ = t~’ per uno ~’ E ~ 2 = tx e tl’ E onde

(tx o = 0 ; quindi tx o o~ = t (x o o~) . Pertanto o~ E P; è ovviamente
a (( + q) = a~ -~- a = ao~ se a E K; inoltre, (X o è l’immagine,
in k,., di i x 1 = OX g tr-1 e questa non è altro che (x o 1 (vali-
do, come prima, anche se r = 0) ; quindi ano = e a è un omomor-

fismo di Il-moduli.

Se = 0 , ossia se u e t’° 1 E cor+1 K per ogni x ed ogni r, y si ha in-

tanto x . E w g per ogni x, onde E m per esempio C - 
E m2 K, u e ~’E co K, ~’ E co N C E n2 N, ecc. ; quiiidi 1 = 0,

~ e ciò prova che a è un isomorfismo di tN su P. Infine, come si è visto

nella dimostrazione del 3.2, esistono un insieme minimo di i generatori
... , un) di M, ed uno {~1’ ... , ln) di N, tali che = ó~’ ~ od anche

ed allora, per 3.5, i generano P, C.V.D..
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4. Iperalgebre, ipercampi, gruppi analitici. In questo paragrafo rias-
sumeremo, con dimostrazioni schematiche, alcuni risultati che sono ormai

ben noti ai cultori di teoria dei gruppi algebrici. Il corpo k continuerà
ad essere algebricainente chiuso e di caratteristica p *_ 0; i indicheremo con
In il semigruppo addittivo dei vettori h = (h1 , 9 ... a componenti h~ interi

non negativi ; porremo h  1 se per ogni i, il  valendo per almeno

un valore di i; i porremo anche e (i) = ..., 9 bi,,). Se A è un’algebra commu-
tativa con identità su k9 una p-base di A significherà un insieme di ele-

menti di A tale che ogni elemento di A sia esprimibile in un sol modo come

polinomio, a coefficienti in k, negli elementi di X, di grado  p in ogni ar-
gomento ; la p-dipendenza è allora definita in maniera consistente con la pre-
cedente definizione. Se A+ è un’algebra su k, indicheremo con k EB A+ l’al,

gebra (con identità) su lc che, come k-modulo, è somma -diretta di k ed A+,
e in cui l’operazione di prodotto è definita mediante la (c + a) (c’ + a’) =

= cc’ -~- ca’ -~- c’a -~- aa‘, ove c~ c’ E k ed in tal modo A+ diviene

un ideale bilatero di k EB A+. Siano algebre commutative su k, dotate
di metriche determinate da successioni di ideali ~~~~, con Ro = R,
80 = S, R;+i C si, ni Ri = = O, e complete rispetto a tali me-

triche ; y indicheremo con il completamento del prodotto tensoriale

R (8) 8 (di algebre su k) rispetto alla metrica determinata in R (8) S dalla
successione di ideali 1 ~ Ri (X) 

Una ipera,lgebra (commutativa) su k è un’algebra commutativa A eu k,
possedente un omomorfismo P (di algebre) sull’algebra ~1 tale che :

4.1 esistono un intero positivo n, ed una base (Xhl di A, con h 
In, tali che xo =1, e che le xh con h &#x3E; 0 formino una base (come k modulo)
di un ideale A+ di A, che soddisferà pertanto la relazione A = k EB A+;

4.2 fra le basi (uh) introdotte al 4.1 ve n’è almeno una tale che Xuh =
(3) per ogni h E In.

r-~-s=h 
""

Il P (che si vede subito essere un isomorfismo) si dirà l’isomorfismo
strutturale di A’ ed ogni base (Xh) che soddisfi le 4.1, 4.2 si dira una base

strutturale di A; si vede subito che A+ è indipendente dalla scelta della base
strutturale, e che è quindi unicamente determinato ; lo stesso dicasi del sot-

to-k-modulo A* di A generato dalle (i =1 ~ ,.. ~ ~a) : un elemento y appar-
tiene ad A* se e solo se l’ordine di A* è n, il che

mostra che n è un iuvariante di A, detto la sua dimensione.
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Un ipercampo su k è un campo d’integrità locale regolare completo R
di dimensione finita positiva n e caratteristica p, con corpo residuo k, tale
che se R+ è il suo ideale primo massimo (onde esista un

omomorfismo P di l~ sul campo locale completo tale che:

4.3 commutatività: se rl E R, Pq è invariante rispetto allo scambio del primo
col secondo fattore di R x R _

4.4 c indica l’isomorfismo identico, allora

4.5 sia, o l’omomor, fismo naturale di R su RlR+ N k c R"; sia p la chiu-
sura (in R x R) dell’applicaziane (~, rl) -. ~’f} di R (5~) R su R ; allora

p (t x o) P = ~L (a X t) P = l.

Le 4.3, 4.4, 4.5 possono essere scritte, in modo più familiare, come se-
gue : intanto, R è un anello formale di potenze R = k {~1’ i *** mentre

R+ è l’ideale generato da ~ i , ... , ~n; se si pone

le 4.3, 4.4, 4.5 divengono :

essendo indeterminate. La 4.5 mostra che 1’R ha la stessa

dimensione di R, 5 e che pertanto P è un isomorfismo ; esso dicesi la legge
di R.

Indicheremo nel seguito con S~ un campo d’integrità contenente lc ed

avente le seguenti proprietà :
1) S~ è .completo rispetto ad una valutazione v stl k, di rango ly tale

che v (a) h O per ogni a E ,Q; -

2) se Q+ è l’ideale legato a v (ossia l’insieme degli a E tali che

v (a) &#x3E; 0) , 3 ..
3) il corpo quoziente di Q è algebricamente chiuso, e è arit-

meticamente chiuso in Q*; i
4) S2+ contiene una infinità di elementi analiticamente indipendenti

su k, rispetto alla topologia indotta da v . a

La v risulterà necessariamente non discreta ; y un tale S~ di può ottenere
nel modo seguente: z, essendo una iufinità di iudeter-

5. Annali della Scuola Norm. Sup.. PiBa
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minate; D* = chiusura algebiica di D = chiusura aritmetica di Do in

5~~; v = una qualsiasi delle estensioni ad Q (o Q*) della valutazione vo di

Qo tale per z E 9 vo (z) = grcrdo della iniziale di z nelle zi .

Se R è un ipercampo di dimensione sia G l’insieme degli omomor-
fismi dell’algebra R+ (su k) sull’algebra Q+, ciascuno di essi potendo esse-
re considerato anche come omomorfismo di R su gli elementi di G si

diranno. i puoi punti. Se P è un punto di G, PR è necessariamente un
sottoanello locale completo di 9 e perciò P è un omomorfismo continuo

rispetto alle topologie naturali di R e PR ; ora, se h = min (v (P ~)) &#x3E; 0

quando C varia in R+, PR possiede anche la topologia determinata dalla

successione di ideali ( Qr j ~ y ove Qo = PR, Q1 = PR+, e Qr = insieme dei

che v (PC) &#x3E; 1’h; tale topologia è quella indotta in PR
dalla topologia v di ed è ovviainente ~ della topologia naturale di PR,
in quanto (PR+)r C Qr; d’altra parte la topologia naturale di PR si sa es-

serie 2 di ogni altra topologia ; quindi P è continuo rispetto alla topologia
naturale di .R ed a quella di indotta dalla v di Q; d’ora in poi, se

in luogo di P~ .
Ij’insieme G è un gruppo commutativo rispetto all’operazioue di somma

cút ai punti P, Q E G associa il punto P + Q tale che (nelle notazioni
di 4.6) ~ (P + Q) = f~ 1P 1&#x3E; (P X Q)] , ossia ~z (P + Q) = gi (~ (-P) ; ~ (Q» .
Ínfatti le 4.6 dicono che P + ~ === ~ + P, P -~- ( Q -J- R) _ (P -~- Q) + ~ ,
e che P -~- 0 = 0 -f - P , se 0 è il punto tale (0) = 0 per ogni i ;
l’esistenza, per ogni P E G, del - P tale che - P -~- P = 0 discende fa-
cilmente dalle 4.6 (cfr. [6, 7], e cfr, anche le considerazioni che precedono
il 4.11). Ogni tale G si dirà un gruppo analitico (commutativo) di dimensione
n su (k, dato G, l’ipercampo R che lo determina si indicherà con k(G];
viceversa, dato, l’ipercampo R con la legge P, il gruppo analitico legato
ad esso si indicherà con G (I~ , 9 D) , e P si dirà la legge su G (R , Q).

Gli omomorfismi e semiomomorfismi (come algebre su k) delle iperalge-
bre e degli ipercampi sono definiti in modo ovvio (sono quelli che commu-

tano con P, e quelli degli ipercampi sono necessariamente continui) ; un
tale semiomomorfismo è canonico se induce un automorfismo di k; quanto
ai gruppi analitici, se G ~ 9 F sono due di essi (con lo stesso S~) , e 1: è una

applicazione di G su F, 7: è un omomorfismo ’analitico) di G sit F so, po-
sto R = k (G] , 8 = k { PJ , esiste un omomorfisno a di ,s su R (detto le-

gato a z) tale che (1: P) = (a (P) per ogni ed ogni P E G ; ogni tale
a determina, un 1:, y e ne è determinato ; il nome di « omomorfismo » dato a

z è giustificato dal fatto che z (P + Q) = aP + y come si verifica subito.

Se a è sn dicesi un isomorfismo (analitico), nome giustificato dal
fatto che in tal caso il nucleo di z si riduce all’elemento 0 di G ; questa
ultima condizione non è però sufficiente per asserire’ che 1: sia un isomorfi- .
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smo di gruppi analitici (benchè esso risulti certo un isomorfismo di gruppi).
Dico invece che z è su tutto F se e solo se a è un isomorfismo; i e infatti, se
z è su tutto F, si vede subito che da o C = 0 --- 0 per ogni
Q E F, e quiiidi 1 = 0 . Viceversa, sia o un isomorfismo, e sia Q E se

S= lc (9711***9 97in] , con gli 1]i analiticamente indipendenti, è = k c Q;
esistono elementi R tali che l’insieme 
sia un insieme di parametri di R ; se quindi 1 ~l ... , è un insieme

regolare di parametri di R , ogni Ci è intero su per la proprietà
di D, esistono allora elementi 1) tali che 1’applicazione Ci -+ C i induca

nn omomorfismo di R su tutto ossia ~ un punto P E G, con la
proprietà (P) (Q), y ~j (P) = 0 ; ed allora Q = z P, come richiesto.

Sia J un ideale primo di ,5~ , tale che

e che S/,1 sia locale regolare ; perchè 1’ultima condizione sia soddisfatta è

noto che occorre e basta che esista un insieme regolare ( ~1 , ... , di

parametri di S tale che J sia generato da, per esempio, ... , sia

a 1’omomorósmo naturale di S su tutto R = S/J ; se si definisce, 
diviene un ipercampo ; se G = G ( R , Q) , l’omomor-

fismo z di G su F, legato a 6 , è un isomorfismo, ed è tale che, per PE G,
« P è il punto di F per il quale (z P) = (o ~i) ( 1’) (i = 1,..., n), inien-

tre Ci (r P) = 0 (i = n + m) ; y esso può essere identificato con P,
cosicchè G diviene il sottoinsieme di P costituito dai P E F tali che

J (P) = 0 ; y un siffatto insieme dicesi un sottogruppo analitico di F. Dimo-

striamo, reciprocamente, il seguente risultato parziale : se J è un ideale di

S, e se G dei P E F tcrl,i che J (P) = 0 è un grul)po ( forvaale) 1"i-

spetto, alla legge su F, allora il radicale di J è un ideale prÏ1no che soddisfa
ltt 4.7. Intanto, è J (P) ‘= 0 se e solo se (rad J) (P) = 0 , y onde si può sup-
porr9 J = rad J , e dimostrare che J è primo; ora, se {~ ~ ... un

insieme regolare di parametri di S ~ e se J~ , J2 sono primi minimali distinti
di J, detto P, l’omomofismo naturale di S su si può supporre

e Q, il che è quanto dire che P, è un punto di G ; dennito analaga-
 mente P2 mediante J2 , , ma in modo che le ’i (P2) siano analiticamente in-

dipendenti dalle Cj (Pt) (il che vuol dire che (P1) , C.(P2)] ha dimensione
uguale alla somma delle dimensioni delle si consideri 

ove Q è un punto di (~ tale che ~c, {Q) = v ~2 (P1) ~ essendo v un iso-

morfismo di 8 (P,) su Q applicante le Ci (P1) su elementi analiticamente

indipendenti dall’insieme delle 1; (Pj) (j = 1 , 2); se si considera v

esteso a tutto k in modo da applicare ogni elemento di

kl ~( ~’1)~ ~( ~~2)~ 1 n sè, è y-l[Ci( Q - 1B +I&#x3E;2)1 = - Pt ’-~"- = ~i( ~2~ j 
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Q - P1 + P2 è nn punto di G, il cui nucleo N contiene quindi qualche
primo minimale J’ di J ; la relazione precedente dice allora che 
onde N=J2; ma se il nucleo di è J2, quello di Q=Q-0+0,
che è J1, contiene J2 , assurdo. L’asserzione resta pertanto dimostrata, dato
che J soddisfa evidentemente la 4.7. Questi risultati verranno completati
più avanti.

Passiamo ora a considerare le relazioni fra iperalgebre e ipercampi ;
anzittutto, è noto [6,7] che se R è un campo d’integrità (commutativo) di
caratteristica p, e sa r è un intero positivo, si chiama iperderivazione r-speciale
di R ogni endomorfismo x dell’Rpr-nlodulo R tale che x 1 = 0 (ove 1 E R) ;’
Pinsieme delle iperderivazioni r-speciali cli R è un’algebra su Rpr, ed è an-
che un R-modulo sinistro; appartengono ad esso, per ogni r, le derivazioni,
che sono quelle iperderivazioni x che soddisfano la x = r¡xC + Frq per

E Se in particolare R è un ipercampo di dimensione n , una iper-
derivaziolle r-speciale x di R dicesi illvariante se P = (c x x) X q =
= (x l’q per ogni se ... , ~~) è un insieme regolare di parametri
di R , e se si pone, per brevità, quando h = (h1, ..., h,z) E I’~,
si può esprimere, in un sol modo, la legge P di R nella forma

le Xh essendo endomorfismi del k-modulo R ; si dimostra allora facilmente

(cfr’. [6, 7, 8]) clre le Xh con 0 ~ h C (pt. - 1 , ... , p" - 1) formano una base
dell’algebra (R) , su k, delle iperderivazioni r-speciali invarianti di R ;
è poi xo = 1, e si porrà (R) = k EB (R), (R) = Ur QÒ (R) ,
CJ) (R) = U,. (R) = k (D (R). Le formano invece una base del

k-modulo delle derivazioni invariaiiti di R, indicato con (R) .
Se R è un ipercampo, chiameremo suo duale (debole) il k-modulo degli

omomorfismi x del k-modulo R su k, per ciascuno dei quali esiste un i tale

che x o 0 ; se iuvece A è un’iperalgebra,, chiameremo suo duale

( forte) il k-modulo degli omomorfismi del k-modulo A sn k.

4.9 TEOREMA. Sia R ipercampo di n, e sia A = 

A+ = (R); sia ... , 1tn insieme i-egolare di parametri di R, e sia

(Xhj la base di A definita da 4.8. Allora A è duale di R, con legge di dua-
x o q (0), ove x E A. , E R, e 0 è il punto 0 del anali-

tico G (R, A è di dimensione n, con base st’l’ut-

strutturale P è il trasposto dell’applicazione
bilineare -- di R R su R, rrzent7’e l’applicazionie (x , y) - xy di
A (x) A 8t1 , A è il ti-’s a.posto della legge P di R. Il duale di A è isoi or fo
ad R. ’
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4.10 TEOREMA. Sia A un’iperalgebra di dimensione n, con base 

turale allora il duale di A è un R di dimensione n, un c2ci

insieme regolare di parametri è costituito dalle ’i definite da xh o = 

La legge P di R è il completamento del ti-asposto dell’applicazione (x, y) - xy
di A A su A, mentre l’applicazioite (~ , r~)-~ d i IL x R su R è il com-

pletamento del trasposto strutturale P di A. Il duale di R,
costruito. come indicato 4.9, è ísol1lorfo ad A, ed anzi, vi è un sol modo

di definire (x, ri) -~ rq di A x R su R modo che

sia soddisfatta la relazione x o y97 = xy 

DIM. (schizzo). Le dimostrazioni di 4.9 e 4.10 si trovano, in maniera
concisa ma chiara, nelle prime pagine di [9] ; comunque si tratta di un

esercizio sulla dualità, nn cui schizzo è il seguente : dato R , 9 e costruita

A come al 4.9, dalla 4.8 segue subito clre xh o (1 = ~hi (h, 1 E I n) ; poi, A
è l’unione delle Ar (R) ; la Ar è caratterizzata ciall’essere x E Ar se e
solo se x o ~h = 0 ogniqualvolta h ::B:: (pr - 1 , ... , 1), ed ha per base
(come algebra su k) l’insieme delle xh con D’altra

parte, il duale di R è il limite diretto dei duali degli ciascuno dei

quali e isomomorfo al corrispondente Ar ? avendo lo stesso ordine. Quindi
A è tutto il dnale di R. L’isomorfismo strutturale P di A si ottiene os-

servando che la 4.8 dà appunto Xh (xr (xs Osservando poi
.

che xy o 97 = x o yn (il che servirà anche per il 4.10), la .relazione xy 
--- (x (X) y) o Prl è conseguenza dell’irivarianza di x e y .

Data invece A, il suo duale R è certo somma diretta completa dei
duali dei kxh ; se ~h è appunto definito da xi o Ch = ~ih , e se si definisce

il prodotto di elementi di R mediante la relazione o = Px o (~ (X) ~) ,
si verifica direttamente che lh = ’fl ... ’:11, , ove ’i sta per Pertanto R

diviene un campo d’integrità, e quiudi R = k ... , ’11]’ La legge .P di R
si i definisce mediante oq, e le 4.6 si verificano direttamente.

Infine, posto xh xi = ~ s chls Xs (Chls E k, note), ~~ _ ~s 
incognite), si trova esservi un solo modo di determinare le maniera

che Is xs o F"° = Xh o ~s ~s, e precisamente dlmh O.V.D..

Siano A ed R legati come nei 4.9, 4.10, e sia G = G (R, Q) ; sia ~x,~~
una base strutturale di A, e si denniscano le yi E A col porre I xr ys = 0 ; i si

- r-f -s-h

vede subito che tali yi sono unicamente determinate, e che è’ ma base

strutturale di A ; inoltre esiste un solo isomortismo e (di iperalgebre) di A
f . = . 1 f o è anche ,=x. 

Esiste pertant:o un trasposto e-~ clre è un isomorfismo (di ipercampi)
di R su tutto R , definito da x o = Qx Q-~ è continuo rispetto
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alla topologia naturale di R , ed è 1’uvico tale isomortismo che soddisfa la

ossia, nelle notazioni del 4.6, gi (~.; ~) = gi (e-~ ~; ~) = 0 . Il defini-

sce un isomorfismo analitico a di G su tutto G, che è precisamente il

6P = - P per P E G ; pertanto o , e-~, a diconsi le inversioni in, rispetti-
vamente, A, R, G.

4.11 LEMMA. Sia A una iperalgebra di di1uensione n e base strutturale
e sia, Ar (r = 1, 2, ...) il sotto-k-modulo di A generato dalle Xh con

o  h  ( pr - 1, - 1) ; allora, Ar è una sottoalgebra di A, indipen-
d ente da una cui p-base è data dall’insieme delle ( j = J, ... , n ;
a=0~...~r-1). . 02 ... , r 

- 1).

Dim. (cfr. Teor. 1 di [6J o (1.6) di [7]). Si è già visto nella dimostra-
’ 

zione dei 4.9 ’e 4.10 che Ar è un’algebra, indipendente da (xh~ ; posto

con 0 à h  (jp 2013 1, .,. , ~ - 1), si vede facilmente che r§0 o 11 = (l~!) ...

... (ln!) bhi = (onde xo = h! xh), cosicchè (per 0 ~ 1 ~ (p - 1, ... , ~ -1))
le formano una p-base di Suppongasi il risultato vero per r  m ;
per dimostrarlo nel caso r + 1, basta dimostrare che le xó° ... 

con 0 (p - 1, ... , p - 1), sono linearmente indipendenti su k. Si
indichino con yl, ... , le Xo ho ... xhm-1 distinte, e certo linearmente indi-

pendenti su k per l’ipotesi di ricorrenza, e con le Ch con

0 ( pm - 1, .... ~2013 1) ; per ipotesi, se g è la matrice (yz o è

0; se L è la matrice degli yi x:~ o r~3 (con h ed 1 maggiori o

uguali a 0, e à (p - 1, ... , ~ - 1)), ove i, h restano fissi in ciascuna riga,
occorre dimostrare che è anche det L # 0. Si considerino le h e le 1 ordi-
nate les sicografi cam ente; è .

dato che le restrizioni delle xh ad formano una base di qui, si»t

deve interpretare h = 0 se h2 per qualche i, , e in particolare se h

precede 1 (nell’ordine lessicografico). Ed allora si vede che L, di ordine

~~m+l~n~ consta di blocchi di matrici di ordine pmn, con i blocchi diagonali
tutti eguali ad H, ed i blocchi a destra della diagonale tutti nulli; pertanto
det L = det 0, C.VD.. ,
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4.12 LEMMA. Nelle notazioni del 4.11, sia (OChC( pr-1, ... , pr-1 ))
un di elementi di A, tale che yo = 1, che gli siano linear-

indipendenti s2r, k, e che PYh = k Allora è una base di

ed esistono degli yi E A, con ( p’°- 1 ,..., pr -1) _,~ l~( pr+1-1, ... , pr+1-1),
che, insieme con i dati yh, continitano a soddisfa1re le relazioni precedenti.

dei dati yh e degli yi trovati è una base dell’algebra 

DIM. Per un dato h, pongasi alt h hi; vogliamo dimostrare anzi-
tutto che i dati yh sono linearmente indipendenti; se cos  non fosse, sia m
il minimo intero tale che le yh con alt tc siano linearmente dipendenti;
è certo m &#x3E; 0. Se, per esempio, coyo -~- ,¿°hYh = 0, ove la ~ è estesa a

tutte le h ~ ( pr - 1, ... , ~r - 1), &#x3E; 0, e per le quali alt h e ove le

ch sono elementi, non tutti nulli, di k, si deve avere + PIChYh = 0,
ossia fX) 1 :¿ChYh (X) 1) + (col (x) 1 + :¿chl (8) Yh) + (- col (X) 1 +

o ; le prime due parentesi sono nulle, e si ha quindi
q,s&#x3E;oq,s&#x3E;0

- col (8) 1 + Zyq (8) ys = 0, ove ~ è estesa ai "" 

q 
"" 

s q , 

’

e pei quali alt q ~ ~rz (se ne esistono), e la ~ è estesa a quegli s ] 0
s

tali che q + 8 sia C (pr -1, ... , p’’ ‘ 1) e soddisfi la alt (q + s)  m .
Quindi e. = = 0, ossia Ch == O se h = 0 o se alt h &#x3E; 1 ; ina allora

m = 1 e co = 0, onde Ch = 0 per ogni h perchè le Ye(i) sono lineanmente

indipendenti. Pertanto le rlate yh sono linearmente indipendenti.
Come conseguenza, se R è 1’ipercompo duale di A, esistono elementi

E R (2 = 1,, ... , tali che e che yh = 0 se 0 

C (pr - 1, .., 1) e alt h =t= 1; la prima relazione implica, come è

noto, che {~i’ ... , ~u} è un insieme regolare di parametri di R. Posto per-

tanto $1 = ... risulta yh = óht per le date Yh e per queste
relazioni dicono intanto che le y~ appartengono ad A,., e che ne formano quindi
una base, e servono inoltre a determinare le yi con (pr - 1,..., pr - 1) z-: 1 -- 1~
~ (~ r+1- ~, _pr+1 1) ; come prima, ne segue che l’insieme delle date

yh e delle nuove yi è una base di Ar+i ; inoltre, ogni nuovo insieme è

ottenibile in tal modo per mezzo di opportuni C.V.D.
Dal 4. L2 si vede che la definizione di iperalgebra, data al principio di

questo paragrafo, è fortemente sovrabbondante ; si ha infatti :

4.13 COROLLARIO. Sia A un’algebra commutativa su k y come

un insieme (Yhl di suoi ele1nenti, con h percorre te suppon-

gasi che le seguenti condizioni siano vera cíy e :
’ 

1) yo = 1 .= identità di A ;
2) le Ye(i) (i = 1, ... , n) sone linearlltente indipendenti su k;
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3) esiste un omomorfismo P (di algebre) di A su A (X) A, tale che,
per ogni h, Xyh = Z yr (X) ys .

’ r+s=h

Allora A è un’iperalgebra di dimens one n, struttui-ale P,
e base sutturale 

Dm. La stessa dimostrazione data per il 4.12 mostra che. le yh sono
linearmente indipendenti, e °formano quindi una base di A i 1’ipercampo R
duale di A è allora costruibile, come nella dimostrazione dei 4.9 e 4.10,
senza nessun intervento di A+ ; ne segue pertanto che 1’A+ generato dalle
yh con 0 (come k-modulo) è un’algebra, e quindi un ideale di A, in
quanto x’E A+ se e solo so x o 1 = 0, C.V.D.,.

4.14 LEMMA. Siano A, R rispettivamente un’iperalgebra e un ipercampo
duali l’uno dell’altro r se Y1 , y. sono elementi di A, lincarmente indipen.
denti su le, gli interpretati come endomorfismi del k-modulo R, sono li-

near1nente indipendenti su R.

Sia (h E In) una base strutturale di A, e siano ... , Cm ele-

menti non tutti nulli di R tali che ~i ~i yi = 0 , ossia tali che 1; (yq) = o
per ogni 1J E R. Esiste un minimo intero r ¿ 0 tale che Xh o ~  =~= 0 per
qualche valore di i, 2 e per qualche h tale che alt h = r (cfr. la dimo-

strazione di 4.12 per la definizione di alt) ; allora 0 o ~i yi 97 =

(xu o Ci) (xv o Yi ~) = :2i (Xh o ~2) Yi il che dice che le yi sono
u+v=h

linearmente dipendenti su k, 7 C.V.D..
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5. Rappresentazioni dei T-moduli canonici. In tutto questo paragrafo
supporremo e = 1, ossià co = p (cfr. § 1) ; ricordiamo [10] che in tal caso

.g è isomorfo all’anello dei vettori infiniti di Witt a componenti in k ;
identificheremo perciò g con tale anello. Ricordiamo anche che vi sono tre

operatori fondamentali che si applicano ai vettori di Witt5 e precisamente:

essi commutano a due a due, e si ha t’1Cp = p = moltiplicazione per l’intero
p ; se n = oo, p diviene l’identità.

Sia A un’ algebra commutativa su indicheremo con l’anello

dei vettori infiniti di Witt a componenti in A ; se x E QV(A) ed a E lí,
1’espressione ax (prodotto di vettori di Witt) ha significato, ed è un vettore
di Witt a componenti in A ; nelle stesse notazioni, si 

00 

se allora b = tibi E T, con bi E K, è lecito definire bx = ti(bix); valgono
o o

le relazioni b(cx) = (bc)x, (b + c)x = bx + ex, b(x + y) = bx + by, lx = x .
Queste definizioni saranno mantenute fisse nel seguito, cosicchè sarà lecito

parlare di T-moduli di vettori di Witt ; si noti che un sotto-T-modulo finito

.~l di QV(A) è canonico non appena esso soddisfa la 2.1, od anche non ap-
pena soddisfa la ’1CM C in quanto la 2.2 è automaticamente soddisfatta. ,
Se M è un sotto-T-modulo di e se B+ è la minima sottoalgebra di
A che contiene tutte le componenti di tutti gli elementi di M, B = k + B+
(ovvero b = k E9 B+ se A non ha identità) si dirà l’ algebra inviluppante di
M ; diremo poi che B inviluppa M liberamente (od anche che è una sua al-
gebra inviluppante libera) se esiste un opportuno insieme minimo ..., }
di generatori di M, con xi = xi, , ... )~ tale che le formino una p-base
di B, naturalmente con la condizione x j =1 E k .

5.1 LEMMA. Sia sotto-T-modulo canonico di CW’ (A), e sia A algebra
inviluppante libera di M; se allora ... , zcn qualsiasi insieme minimo
di generatori di con Yi = (yio , :.. ), le yij formano una p-base di A.

DIM. Dalle relazioni ’1CYi = -yj ai/Uj E T) segue che ogni elemento di
A è esprimibile in almeno un modo come polinomio nelle di grado p
in ogni argomento, a coefficienti in k. Sia poi ... , 1 un insieme mi-
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nimo di generatori di M tale che le x2~ formino u~~a p-base di A ; se le y~~
non formano una p-base di A, sia r il minimo intero tale che le =

= 1, ..., = 0, ... , r) siano p-dipendenti ; allora esiste un polinomio
f (.Yly. , .., , $ 0 nelle indeterminate a coefficienti in H = k [... yij ...~ 1
(i = 1, m; j = 0, ... , r - 1), di grado  p in ogni argomento, e tale

che f ( ... y;,.... ) = 0. Esistono elementi E k, tali che det (cij) B 0, ed ele-

menti bi E H, tali che yz,. = :¿j + bi ; 3 posto allora g ( ... _

= f ... ~j Cij Xj,. + bi ... ) (le essendo indeterminate), g ha grado  p in
ogni argomento, ha coefficienti in H, è non nullo, ed è tale che g(... Xir ...)=0,
iinpossibile ; quindi le Yij formano uua p-base di A, C.V.D.. ,

Abbiamo usato fiu’ora i vettori di Witt, ma si potrebbe usare qualsiasi
tipo di « vettori » che si compongano secondo una, legge ricorrente soddisfa-
cente alle condizioni poste per la validità dell’(8) di [11]. Useremo nel se-

guito anche i vettori iperesponenziali, definiti in [121; esistono dei polinomi
Ei (xo , ... xj)  coefficienti nel corpo fondamentale G’p di ca-

ratteristica p, tali che i vettori iperesponenziali si compongono secondo la

legge (ove si usa, il segno di somma anzichè quello più solito di prodotto)
Xt , ...) + (yo , ... ) _ (zo ~ x1, ... ;, con zi _ ~ ~r (x) Es (Y); si ha poi

~ (x) = 1, ~i (x) (z) = ~ X~, xl, ...) xt~ ... ),p 
1’+s=i

da interpretare come 0 se ilp non è intero.
Il passaggio dai vettori di Witt agli iperesponenziali, e viceversa (cfr.

[13]~ [22], o si fa per mezzo di certi polinomi xi), hi(yo, ..., yi),
a coefficienti in Cp, tali che = ho (x) = xo. Più precisamente, se si ha

la somma ...) + (Yo, ..· ) = (zo, zl , ...) di vettori di Witt (risp. di
vettori iperesponenziali), allora la (ho (x) , h1 (x), ... ) + (ho (y) , h1 (y), ... ) =
= (ho(z), h1(z), ...) (risp. la 2~1(x),...) + UJ1(y), ...) = ...))
è una somma di vettori iperesponenziali (risp, di Witt); 3 i vettori (ho(x),
h1(x), ... ), ... ) saranno indicati rispettivamente con 
e W(xo , ... ). I sono ricorrenti, vale a dire wi (O, xo , .. , =

:.. , analogamente per le hi.
Il prodotto (xo, XI, ... ) y1, ... ) è in generale definito solo fra vettori

di Witt (benchè ciò che abbiamo chiamato « somma » di iperesponenziali sia
comunemente chiamata « prodotto ») ; $ poichè a noi occorrerà anche il pro-

dotto di vettori iperesponeuziali, e quello di un vettore di Witt per uno

iperesponenziale, daremo le seguenti definizioni : se x, y sono iperesponen-
ziali~ il loro prodotto è definito da xy = .H ~(W x) (W y)], ed è un vettore

iperesponenziale ; se invece x è di Witt ed y è iperesponenziale, il loro pro-
dotto sarà xy = (x Wy), che è iperesponenziale. Vale la legge distribu-

tiva, e l’associativa quando ha senso; y valgono poi le Wt, = Wx,
_



349

5.2 TEOREMA. Sia M ~?~ T.1nodulo canonico; allora esiste un T-modulo

canonico M’ di infiniti di Witt, isomorfo ad M, ad algebra inviluppante
libera.

Dm. Sia (y~ ~ ... , un insieme minimo di generatori di e sia 0

la matrice legata ad (y  nel senso di 2.8 ; è quindi ny = Cy. Siano Xij
(i = 1,..., m i j = O ~ 1 ~ ...) indeterminate su li , e pongasi Xi = XiI, ... )
(vettore di Witt) ; previa la solita identificazione di t con t con le

espressioni nX, CX (ove X è la matrice ad una colonna delle Xi) hanno
significato, ed ha significato la matrice OX i i cui elementi sono vet-

tori di Witt Zi = (Z;o , Zi, ...). Posto B = k [... ...~ , sia o l’omomorfismo

di B di nucleo N BZij; i se A = = = (xio , ...), si

constata facilmente che le Xij formano una p-base di A, e che A è 1’algebra
inviluppante del T-modulo M’ generat°o dalle xi. Essendo nx = Cx, ossia

nxz E M’, M’ è un T-modulo canouico, di dimensione al massimo m ; ma tale
dimensione è proprio m ~ per 2.4, dato che M’ /tM’ è isomorfo al k-modulo

generato dalle ... , che souo linearmente indipendenti su k in quanto
sono linearmente indipendenti su k mod N. L’applicazione

genera allora un omomorfismo r del T-modulo canonico M su tutto

il T-modulo canonico M’; poichè T ha nullità 0, esso è un isomorfismo, C.VD..
, Nel seguito, se x = (xo, ...) è un vettore di Witt, o iperesponenziale,
a componenti in A, 1 e se o è un semiomomorfismo di A ? 9 si porrà Qx =
_ 7 ox, ...) ; si indicherà poi con 1 il vettore (xo (X) 1 ~ x1 (X) 1, ...)
di i A (2,) A .

5.3 TEOREMA. sia M un sotto-T-modulo canonico di dimensione n di

con algebra. inviluppante libera A. Esiste allora u~z solo omomorfismo
l’ di A su A (8) A (come algebra) tale che P 1 = 1 (5~) 1 e che

per ogni x E M . La A, P come isomorfismo strutturale, diviene una ipe-
ralgebra di dimensione n.

Viceversa, sia A una iperalgebra di dimensione n e isomorfismo 
rale P, e sia M l’insieme di tutti gli elementi x E che soddisfano lcc

5.4. Allora M è un T-modulo canonico di dimensione n, ed è l’unico, fra i

propri sotto-T-moduli canonici, che abbia A come algebrlt inviluppante libera.

Dm. Invece di usare M, useremo HM, che è un T-modulo canonico

di vettori iperesponenziali, ad algebra inviluppante libera A . Siauo yi =

(i .lio , Yil, ...) JTxi gli elementi di un insieme minimo di generatori di
HM (i = 1 , ... , n); i vogliamo dimostrare che le relazioni Pxi = Xi (X) 1 +
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+ 1 (8) Xi definiscono effettivamente un omomorfismo di A . Essendo l’insie-

me delle una p base di A , per 5.1, ciò sarà vero se è vero che la rela-

zione E T) implica = Pxj; e la verifica della

verità di questa asserzione è immediata. Pertanto P è effettivamente defi-

nito, ed è un omomorfismn di algebre ; si ha quindi = HPxi =
= I~ ~x~ (X) 1 + 1 (5~) xil ù&#x3E;,1 + 1 (X~ Posto, per h = ..., E In,
Eh (y) _ ~’’hl (Y10’ y11, .·.).. · Ehn (y,zo , ·..) , y l a precedente si pnò scrivere:
PEh (y) (y) (x) E~; (y), che dimostra, per 4.13, che A, y con l’iso-

r~-s=h 
~’ ’

morfismo strutturale P, è un’iperalgebra di dimensione n e base strutturale

(Eh (y)) . La prima parte del teorema risulta cos  dimostrata.,

Per dimostrare la seconda parte, si consideri una base strutturale ~xh~
di A vogliamo trovare degli elementi (i =1, ... , n ; j = 0 ~ 1 , ...),
tali che le Eh (y) _ ~hl yl~, ... ) · . (yno , ...) siano un’ altra base

strutturale di A ; sceglieremo intanto supposto poi che delle yz9 siano
state trovate per jr, in modo che siano soddisfatte le (x) 

per il 4.12 assicura l’esistenza di elementi yi,. che rendono

le precedenti soddisfatte per h  ( pr , ·.. , pr) ; ed allora esse saranno automa-
ticamente soddisfatte per h  (p’’+1- 1, ... , pr+1 - 1). Pertanto, per 4.13~
le Eh (y), per h E I", formano una base strutturale di A .

Sia allora M’ il T-modulo dei vettori iperesponenziali z = (zo ~ ZA ...) ,
zi E A , tali che Pz = z (x) 1 + 1 (8) z; è evidentemente xm’ C M’ ; poi, i

vettori yi = Yil , .,.) (i = 1 , ..., y n) appartengono ad M’ ; se z E 3~~ esi.
stono certamente elementi aoi E T tali = z = tzi E tM’ ;
poi, esistono degli ali E T tali che Z1 - ~i ali yi E tM’, ecc.. Pertanto z =

onde H’ è finito, di dimensione  n, ed è canonico. Esso
ha dimensione n percliè le y~o sono linearmente indipendenti su k (cfr. 2.4).
Il secondo asserto dell’enunciato si dimostra allora subito applicando la tra-
sforinazione W agli elementi di H’, e ponendo WM’ = M. Se poi N è un
sotto-T-modulo canonico di M avente A come algebra inviluppante libera,,
deve essere (perchè le yzo debbono figurare come prime com-

ponenti di elementi di N) ; quindi, per 2.5, o N = M, o dim N  n ; il se-

condo caso è impossibile, e perciò N = M~ 5 C.V.D..
Nel corso di questa dimostrazione si è anche provato íl

5.5 COROLLARIO. Sia A un’iperalgebra di dimensione ii ; allora esiste

base strutturale (detta iperesponenziale) (Yhl di A tale che Yh =

z!n ‘ ·..) ... E hn ( z no , Zn~ , ...), ore z ji = .

Sia ora A un’iperalgebra, con isomorfismo strutturale P ; ogni x E (A)
tale che Px = x (X) (x) x si dirà un vettore canonico di Witt a 

A, od anche un elemento canonico di analogamente si defi-
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niscono i vettoi-i canonici iperesponenziali; l’insieme degli elementi canonici i
di CU9 (A) sarà indicato coi, e(A).

Siano A, B iperalgebre, e pongasi M e(B); sia o un

semiomomorfismo canonico dell’iperalgebra A sull’iperalgebra B ; allora

l’applicazione ...) - (0x01. ...), ove Xu ...) E è un semiomomor-

fismo canonico z di M su 1&#x3E;, che sarà detto Zegato a 6. Viceversa, sia r un
semiomomorfismo canonico di 111 su P, e sia (i = 1, ..., n), con xi =

= (xio, xzl, .·.), nn insieme minimo di generatori di M; siano poi gli i ele-

menti dei T tali che = Posto zxi = yil, ...) E P, è = =

onde esiste un unico semiomomornsmo a (di algebre) di A su B
tale che oxij = yij; tale a risulta poi essere un semiomomorfismo canonico

di iperalgebre. Vi è pertanto una corrispondenza biunivoca fra seniomomor-
fismi canonici di T-moduli canonici, e semiomomorfismi canonici di iperal.
gebre. In pnrticolare, esistono semiendomornsmi ’1C, t di A (legati ai x = n,
t = t di 1~ ) tali che = ;~~ se x E A, e che, nelle notazioni del 5.5,
tzio = 0, tzij = Zi,j-~ se j &#x3E; 0 ; t è sempre semiendomorfisno su tutto Â,
mentre è su tutto A se e solo se ~’~ è equidimensionale ; si noti che 

legato a nt = p, non è l’omomorfisino nullo p = 0 di A. Usando una base
iperesponenziale di A, si vede che il duale del semiendomorfismo t di A è

il semiendomorfismo ’1C, dell’ipercainpo R duale di A (4.9, 4.10), tale che

~P per ogni é E R ; si ha cioè (tx o ~)r= x o CP, e quindi anche

[(tx) ~~~ = x (-P). Ciò mostra, fra l’altro, che per qualsiasi base strutturale

di A si ha txh=xh/p, da interpretare come 0 se I,,. Analo-

gamente, il duale del x di A è il t di R tale che (x o xP o ~ ~
perciò xt~ = t 

* 

Consideriamo ora il gruppo analitico G = G (R, il); se z, z’ sono suoi

endomorfismi, legati agli endomorfismi o, o’ di R, r + z’ sarà Ileiidomor-

fismo di G legato al x o’) P di R (nelle notazioni del 4,5), ossia:

(r ~- z’) P = zP -~-~ z’P se P E G ; analogamente si definisce la somma di omo- ,

morfismi di G su un altro gruppo analitico. In tal modo, se n è un intero,
è definito nr (che è = 0 per definizione se n = 0), ed è definito nl = n

nel caso particolare in cui z = 1 = isomor, fismo identico; il - 7: è latnral-

mente definito da (- 7:) P = - (7:P).
Ora, i di R sopra definiti non sono legati a omomorfismi di G,

in quanto essi sono semiomomorfismi ma non omomorfismi; per renderli

interpretabili come omomorfismi, fisseremo una base strutturale di A,
e quindi tin insieme regolare di parametri (1;) di R ; indicheremo poi con

13 l’iperalgebra di base strutturale tale che, se xhsi = sia

YhYl = Yr (Chir E k) ; i denoteremo con iro l’omomorfismo di A su B tale
hlr

che ’1CoXh = yh . Il ’1Co ha un duale to, che è un omomorfismo su R dell’iper-
campo 8 duale di B. Definiremo invece un omomorfismo to di B su tutta
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A. col porre = tXh; il duale di to è un isomorfismo ~o di R su ~’ ;
se {1]i} è l’insieme regolaie di parametri di S che corrisponde ad (yp,,), si ha

Yh o = txh o ’Z = 8y~,pz, onde Il 1Cb definito mediante un’altra
base strutturale di A è tale che axó per un opportuno isomortismo (X,

su tutta B ; lo stesso dicasi per to.
Se G = G (R, fJ), F = G (S, s2), i ico, to di R su S e di S su R (rispet-

tivamente) sono legati, a norma del § 4, ad omomorfismi di F su

tutto G, e di (~ su F ; un rapido calcolo mostra allora che il prodotto 
è l’endomorfismo p di G ; si deve però tener presente che ciò è vero solo
se il to di B è costruito mediante la base legata alla usata per co
nel modo detto; quando questo è il caso si dirà che zo e to sono concomi-
tarcti. L’ordine di to può essere invertito, naturalmente con un’altra B,
ottenendo ancora p = to1Co’

5.6 TEOREMA. Sia A a un semioimomorfismo canonico di
A (come algebra) di nucleo C ; allora aA è un’iperalgebra (con la definizione
naturale di P) se e solo se PO C C (5~) A -~- A (X) C. Se la condizione è ve1’i-

ficata, e se a anche il 8eYnio&#x3E;iioinorfi8Yno canonico s ii

e(oA), indotto da a, si ha :

1. conull a = 0 ;
............. n «::z-- m)

formano degli minimi di generatori di 

tali che, secondo il 2.6, esistano interi 0 si C s2 G ... s,, con la pro-

axi = tsiy2 (i  n), oxi = 0 (i &#x3E; n), allora 0 è generato, come ideale, dagli
xij se i ~ n, e j qualsiasi se i ] n;

3. se vi = HXi, e zh = (v~o , VII, ...) ... Ehm ...) (h E I m),
C è generato, come k mo( ítlo, dalle Zh per le qua-li non ogni hi è divisibile

per il corrispondente pSi (i = 1, ... , na ; si = oo Sf3 i &#x3E; n ; poo = oo ; 0 divisi-

bile per- 00). 

DIM. Se aA è un’iperalgebra, la condizione PC C O (8) A 1 C è 
.

certo verificata. Viceversa, supl)ongasi che la condizione sia verificata" e
suppougasi anche che a sia un omomorfismo, il caso più generale essendo

una ~conseguenza immediata di questo più particolare; posto M = e(A),
.lll è un T-modulo canonico di dimensione 1 e a111 è un T-modulo canonico 9
per esempio di dimensione n, ogni cui elemento ax soddisfa h~ Pax =

= (o (2) 1’x = ox 1 + i (-X), ox. Se 1V è il nucleo dell’omomorfismo o di M,
per 2.5 esiste un insieme minimo di generatori lxil, con xi = (xio, Xit, ...)
(i = 1, ... , di ~~1 tale che gli ..., forinino un insieme miniino di

generatori di N. Sia si il minimo intero v tale che esistano elementi

y’ = (y’, ...) di aM, ma non di atM = talYh con yb = ... = 0,
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detto y, = .’..) un elemento per il quale v = si , sia s2
(certo ~ s, se esiste) il minimo intero v per il quale esistouo degli z di 
ma non di tali che zo = ... = = 0, e che zv sia linearmente indi-

pendente, su k, da detto Y2 uno z con tale proprietà, si costruisca
cos  una successione Y1’ Y21 ... Dico che, se p è il semiomomorfismo di oM

di nucleo (il nucleo di ~C in T essendo l’ideale generato da p e t), i
r

sono linearmente indipendenti su k. Se infatti li a,uy2= 0, ai E k, esistono
i

r

elementi ai = (ai, f3ï, ...) E K (ai? ... E k) tali che aiyi E tom ; se S1 = ..,
i

t.

... ! si+1, ciò dà intanto a1 = ... = ai = 0 ; allora E tOM9 il che
z+1

dà = ... = ah = 0 se ==== ... = sh  sh+l, e cos  via. Essendo i

linearmente indipendenti su k, il loro numero q è finito e  n = dim 
per 2.4.

Dico ora che gli yi generano oM , per il che basta dimostrare (per
2.4) che i generano Sia infatti pz, con z = (zo ~ z1, ...) E ~ll~ ~ 7 un

elemento di che non sia combinazione lineare dei sia zh la

prima componente non nulla di z ; allora, per la costruzione degli è

combinazione lineare, a coefficienti in k , degli ygs ; esistono quindi
, 

q 

elementi aq E K tali che (con ai = O se h sv)
1 

’

abbia come prima componente non nulla (se ne esistono) la Zk’ con h’ &#x3E; h; ,

resta vero che non è combinazione lineare dei onde su z’ si può
q

ripetere lo stesso ragionamento, ottenendo uno 

1

t h’-si a! yi = z (th-si az + la cui prima componente non
1 i

nulla è la z", con h" ~ h’~ ecc.. Posto + -~-- ... E T , , è
9 

, ,

z = assurdo. Ciò prova che gli yi generano CM,
i

e che di conseguenza q = n . Posto allora 1Iy; = gli

Eh (v) ...) ...) (h E I ~2)
generano, come k-modulo, la aA ; y essendo i Visi linearmente indipendenti
sn k, la aA è un’iperalgebra per 4.13. I vettori di Witt 

generano donde 1’asserzione 1.

Si vede ora subito che gli si introdotti in questa dimostrazione coin.

cidono con gli si dell’asserzione 2, e che quindi, nelle notazioni della 2,
l’ideale C’ generato dalle x2’ è C C. Se T indica l’omomorfismo di A di nucleo

C’, 1 essendo PC’ C C’ -f- A (8) O’, 7: è un omomorfismo di iperalgebre,
o di T-moduli canonici, e inoltre o = a’z per un o’ di nucleo zC. Poichè
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null z null 6 , deve valere 1’= i poi, ns z ins a , onde ancora vale 1’=,
e 0, è un isomorfismo, ossia O = 01~ che è la 2.

Infine, gli Zh indicati nella 3 sono certo elementi di C, poichè ozh = 0
(per la proprietà di ricorrenza degli Ehi); invece, i rimanenti Zh sono linear-

mente indipendenti su k, mod C, poichè si è visto che i GZh formano una

base strutturale di aM; ciò dimostra la 3, C.V.D..
Dal 5.6 segue, in particolare, che se a è un semiomomorfismo canonico

dell’iperalgebra A su un’iperalgebra .B, aA è certamente una sottoiperal-
gebra di B ; e dalla dimostrazione del 5.6 si deduce che se 1 = pl è
l’inseparabilità del semiomomorfismo canonico a di M su e(aA) , o anche
su e (B) per ogni sopraiperalgebra B di 6A ; tale pl si chiamerà pèrciò
l’inseparabilità del semiomomorfismo a di A ; la nullità di tale o è dim A -

- dim aA, e la conullità di tale a (quando B sia stata fissata) è dim B -

- dim 6A Due iperalgebre A , B sono isogene se C’ (A), e (B) sono isogeni i
ciò accade se e solo se dim A = dim B , 1 ed esiste un omomorfismo di A su
tutta B i od anche se e solo se ciascuna di esse è immagine omomorfa
dell’altra.

Se M è un T-nodulo canonico, ogni isomorfismo a di M su tutto un

e (A) , per qualche A, si dirà una rappresentazione di M; i 5.2, 5.3 assi-

c’urano che ogni M ha qualche rappresentazione ; ed il 5.6 dice che due

qualsiasi rappresentazioni cr, 1: di M sono equivalenti, nel senso che z = 7:’0
per un isomorfismo 7:’ dell’iperalgebra inviluppante di aM su tutta l’iperal-
gebra inviluppante di iM.

5.7 TEOREMA. Siano A, R uN’iperalgebra e urc iperampo duali l’uno

dell’altra; sia a un semiomonraorfismo canonico di A su tutta 

6A, e sia 0-1 il semiisomorfismo canonico duale, su R, dell’ipet’campo S duale
di QA ; gia () (ideale di A) il nucleo dio, e pongasi
. 1. J = (0-1 S +) I~ (ideale di R) ;
nelle notazioni del 5.6~ sia B la sottoalgebra ~li A come algebra,
dalle con i = 1 , ... , ~n , e j  sz , cosicchè una. base di B su k è datn

dall’insieme delle h - ( ps1-1, ..., -1) ; allora
2. 0-1 ~’ è l’insieme d~gli ~ E R tali che 0 o ~ = 0 ;
3. Cx è l’insieme degli x E A tali che x o 0-1 S = 0 ;
4. tB C B ;
5. se l’insieme t’egola’re ..., di parametri di R è legato a 

dalle Zh o’ Cl = è un insieme regolare di parame-
ti-i di 0-1 S r

, 
ti

6. se 1 = Si, onde pl = ins a , J è primario di lunghezza e di-
1

mensione m - n = null a ;
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7. se D è la sottoalgebi-a di A generata dalle i &#x3E; n, D è a,Yuclie

la massima fra le sottoalgebre di B che sono sottoiperalgebre di A ; è dimD=
= null a , D+=DnA+, 1, D+ A (1 B = D+ B e .BID+ B è un’algebra, di

pl su k ;
8. B è degli x E A tali che x o J = 0 ;
9. B è degli x E A tali che x per rl E R e ~’ 

10. J è E R tali che B o ~ = 0 ;
11. B è l’unica sottoalgebra H di A ta le che PH C H (p H e che H + =

= H n A+ genei-t G’ (come ideale) ;
12. 0-1 S è degli’ E R tàli che B+ ~ = 0 , o tali che

0;
13. 0 è l’insieme degli x E A tali che S = 0 ;
14. B è l’znsieme degli x E A tali che 1’x E (k -+- O) (2) (k + C);
15. 0-1 S è l’insieme degli’ E R tali che _P~ E (lc + (k + J); ,

. 16. 0-1 S è lliit-sieiite degli’ E R tali che x (’r¡) = per x E. B ed q E R ;
1~7, a-l S è l’unico sottoanello U di R tale che U+ = R+ generi

J, e che _PU C: U x U;

18. V = k {’i’ ’" è la cfiiusura algebrica di i~a R ; esso è un

sottoipercampo di R,* pui-amente insepa1’abile szc a-l S, e soddisfacente la

V+ R ’’ rad J.

DIM. Si può supporre, senza perdita di generalità, che a sia un oino.

morfismo, e che quindi a-l sia l’isomorfismo di immersione di S in R, co-
sicchè a-18 = S e R .

I. Le 2, 3 discendono dalla teoria della duulità di k-moduli la 4 è pa-
lesemente vera. La 5 discende subito, dualizzando, dalla 3 del 5.6. La 6 è

conseguenza della 5.

II. Ogni sottoiperalgebra, D’ di B genera, a norma del 5.6, il nucleo

di un omoinorfismo 1: di tale che a = 6’z per un a’ opportuno i il

nucleo di 1: come omomorfismo di è ~(D’)~ ed è contenuto nel nucleo

dell’omomorfismo a di ~(A) ; quindi D’ C D; i il resto del 7 è palese.
111. Se x, y sono elementi di A che soddisfano la condizione posta nel

9 per x, si vede subito che anche xy vi soddisfa; quindi la 9 definisce una

algeb~a B’. Se x E B’~ ~’ E S+, ed q E R, e se 0 è il punto 0 di Q), si

ha x o r=- (x (0) = x 1}) (0) = 0 ; quindi, per 1, x o J = 0, che è la
condizione 8. Viceversa, se x o J = 0, per ogni h E Im si ha Zh o x (~li) =
Zh X 0 ~ 17 = X o o ~ ma da 

r-i-s=h

segue 0 per 2, onde 0 Cz, o C O o ~ = ( 0 ) , e z,.~ E 8 i quiudi
« zr o 1 (mod S+), onde = x o I (zro’) = o ~)(Z., o =

r-E-s=h
= zh o (~ x il che prova che x _ ~ x ii, ossia prova che la condizione

6. Annali della Scuola Norm. Sup. ~ PÌ8a.
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8 su x implica la 9. Pertanto le 8, 9 definiscono la stessa algebra B’, e si

ha B C B’ perchè da - 

_ 

se ~ E S+, ossia zh o J = 0. Per ogni tale B’ (in luogo di B) vale evidente-
inente la 10.

IV. Essendo, per 111, B C B’, e B’+ C C per 8 e 3 , la B’+ genera 
.

1’ioeale C ; 3 è poi .P B’ C B’ (X) B’ ~ perchè segue

Quindi B’ è una delle H che .soddisfano la 11. Dico poi che ogni tale H,
e in particolare B, è C B’ : se infatti E S ed E R,* da x E H segue

= (nelle notazioni di 4.5), ossia x(rC) 
x coii w E H+ (X) H+. Ma = 0 (perchè Zh x = 0 per 3),

e a,nalogamente w (r x C) = 01 onde x (r¡C) = C che per 9 dà appunto
~ E B’, ossia H C B’. Si osservi infine che la ] 2, e di conseguenza la 13,
vale .per ogni g che soddisfi la 11, e in particolare per B e B’ : se infatti

C E R è tale che H+~=0~ 1 si ha,, per 1

C o ~ = 0, per 2 ; viceversa, se C E S si ha H+ ~ C B’+ ~ _ ~ 0 ~ ,
come si vede ponendo x E = 1 nel 9.

V. Vogliamo dimostrare ora che se H soddisfa la 11, è necessariamente
.~ = B’. Prima di tutto, una osservazione : il dire che PH C signi-
fica dire che l’insieme H* degli E R tali che g = 0 è un ideale di R ;
analogamente, se A(r) indica il k-modnl0 generato dagli zh con alt h S Il

(cfr. la dimostrazione di 4.12 per la definizione di alt), essendo 

C A(r) (5~) A(r), anche A (:.) è un ideale. Ma allora tale è B* + A(:.), e quindi
la H’ = H n A(,.) soddisfa la ’P H’ C H’ (8) .~’.

Ciò pnerrresso, si consideri dapprima il caso in cui n = m, e si sup-

ponga, per assurdo, H C B’; per 5, R è in questo caso un by-modnlo libero
di ordine pl, e di base, per esempio, r~1, ... , ~pi ~ ; questa è anche una base
del corpo quoziente Q di R su quello di S. L’ R-modulo Z degli endomorfi-
smi dell’S-modulo R ha una base (nel senso della dipendenza lineare su R)
di i potenza avendo B ordine pi, per 4.14 una base d i B (su lc) è anche
una base di R). Poichè, per 9, B’ C Z, e per III, di nuovo

per 4.14 si conclude che in questo caso è B = B’, e quindi H C B . Se

allora xr, ... , con q  pl, 2 è una base di H , 1 la matrice ha pi ~
colonne che righe, onde, per esenpio, le sue colonne sono li-

nearmente indipendenti su R, mentre ogni altra è loro combinazione lineare
a coefficienti in Q i se u  v siano 01 , elementi di Q tali che 

’

« .

-E- = 0 per ogni i, y e quindi xqj + xrw = 0 per
1

ogni x E H. Se x E B~+ n A(1) _ H+ O A*, 1’applicazione di x alla precedente
(xc’) (xz + [lj cj (xx2) + xxi = 0, ossia ~9 (xc;) e 

stante l’indipendenza delle prime u colonne; analogo risultato si ottiene, per
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ricorrenza su r, quando x E Quindi H+ Cj = O, onde, per 12 (che
si è visto al IV essere valida per deve appartenere al corpo quoziente
di S; questa essendo una contraddizione (perchè implica -~- rw = 0),
si conclude che 2T = B = B’ se n = m.

Si consideri ora il posto B; = B’ f1 Ar, Hr = H n Ar, B~
è finita, e B~+ C quindi, per qualche s, è 

Ora, per quanto precedentemente osservato, è onde Hfi A
è, per 5.6, il nucleo di un omomorfismo Og di A su tutta l’iperalgebra OgA ;
1’ ~S~ legato a Os (come S a o) soddisfa la ~~’S ~ RP8, cosicchè null 08 = O ;
quindi, per il caso precedente in cui n = m, H8 è, a norma dell’ll, unica-

mente determinato da 8s A ; e se J s = st R , Bs è legato a Jg dalla 8 .

Siano ora simihnente legati alla essendo è

(per 2), J:; (per 1), B§ (per 8) ; ma allora B’ =

= Ur Br C Us Hs = H~ e pertanto H = B’, e in particolare B = B’. È cos

dimostrata (per III e IV) la verità delle tesi 8, 9, 10, 11, 12, 13.

VI. Ogni x E B soddisfa la condizione 14 ; se poi x soddisfa tale condi-

zione, per C E E R si ha x o = P x o (l i q) = 0 per 13, onde
x E B per 8 ; ciò dimostra la 14. Analogamente, se C E R soddisfa la 15, è

= 0 per 8, onde C E S per 2 ; ciò dimostra la 15. Se C soddi-

sfa la 16, si ha xC = O , onde C E S per 12 ; ciò di-

mostra la 16.

VII. Per 15, S è il massimo U che soddisfa la 17 ; se poi U sod-

disfa la 17, e se a partire da U si costruiscono un Ou da 3, poi un Bu da
14, poi un JU da 10, si ha d, e d’altra parte U+ R=J u
per 1, contro l’ipotesi. Ciò dimostra. la 17. Quanto alla 18, V è legato a D" 

n

come S lo è a 13; quindi V è un ipercampo, e soddisfa la 
1

= rad J. Infine è ben noto che V è algebricamente chiuso in R, C.V.D..

5.8 TEOREMA. Siano R, A come al 5.7 ; si 

1. R è urc R se e solo se C

, 
2. è uac se e solo se xS C S

per ogni x E A ; in tal caso il duale 
R è dato restrizione ad S degli elementi di A ;

3. un J di R è il nucleo di un R

Sft tutto un ipercampo, se e solo se J = rad J; e

in tal caso l’isomorjismo di immersione irc A della B legata a J. dalla
8 del 5.7 ;

4. se J è un ideale di R tale che -+- esiste un,
solo sottoanello U di R legato a J eome crl 17 di 5.7 ; tale U è un sottoiper-
ca.mpo di R.
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DIM. Se S è sottoanello di R tale che PS C S x S, il C legato ad S
dalla 3 del 5.7 è un ideale di A, e soddisfa la + C perchè
g8 è un -anello; allora, per 5.6, C è nucleo di un omomorfismo a di A su

tutta aA, e dnalizzando si ottiene che S è isomorfo all’ipercampo duale di

oA. Ciò dimostra la 1.

Se invece ~S~ è tale che per ogni x E A, la definizione 4.8 delle

Xh di A dà che PSC R x S, e quindi ciò, e la 1, dicono che
S è un sottoipercampo di R ; il resto della 2 è palese.

Se PJC JxR+RxJ, per dualità si vede che il B legato a J dalla 8 di

5.7 è un’algebru, e soddisfa la PB C B (8) B; allora, per le 10, 1, e 5 di 5.7,
si

le Cf di 5 sono una baxe di J come ideale ; se J= rad J, J è generato dalle

... , ed allora si sa già (cfr. la dimostrazione della 4.7) che R/J è un
ipercampo. Nelle notazioni del 5.7, è anche B = 2), e il resto del 3 è’palese.

Infine, se si abbandona la condizione rad J = J, la 4 discende subito

dalle 17, 1 di 5.7, C.V.D..
Nelle notazioni del 5.8, pongasi G = G (R, Q) ; se J è un ideale di R,

ed F è l’insieme dei P E G tali che J (I’) = 0, la 3 dice che per assicurarsi

che F sia un sottogruppo analitico di G basta sapere che P+ Q E F ogni-
qualvolta P, Q E F; qnesta è una forte precisazione di quanto si disse nella

discussione del 4.7. La 3 dice pure che se a è un semiomomorfismo ’canoiiico

di R su un ipercampo, ~R è nn ipercampo. La 3 del 5.8, in congiunzione
con la 1 del 5.7, implica che il nucleo di (analitico) di G è
un sottogruppo (analitico) di G; infine, un caso particolare della 4 del 5.8

stabilisce che ogrci sottogruppo analitico N di G è il nucleo di urc omomo1"fi-
sno analitico separabile (ossia di inseparabilità 1; cfr. più avanti) di G,
unicamente deteriiiiitato cr meno di isormorfismi; l’immagine di G in tale

omomorfismo sarà indicata, al solito, con GIN.
Per ricapitolare, siano A, A’ iperalgebre, R, R’ gli ipercampi loro duali ;

~’ == ~’ (A’). G = G (R, Qj, G’ = G (R’, Q), e sia a un semio-

momorfismo canonico di A su A’ ; sia 0-1 (di .R’ su .R) il duale di a, e sia

z l’omoinorfismo di G su G’ legato a a_1 se a è un omomorfismo ; sia poi
a* il semiomomorf smo canonico di M su M’ definito da o*x =,ux per 
L’algebra B definita dall’ll del 5.7 si dirà il nocciolo di o, e l’ideale J de-

finito dall’l del 5.7 è il nocciolo di a_, ; la D definita dal 7 del 5.7 è il ra-

dicale di B, mentre D+ A è il i-adicale di C; i 5.7, 5.8 dicono, fra l’altro,
che il nocciolo e il nucleo di- o si determinano a vicenda, e che l’iminagine
e il nocciolo di o_1 si determinano a vicenda; che il nucleo di o* è legato al
nucleo di 7: come 3/1 a G; che il nocciolo di Q_1 è nucleo di qualche se

e solo se coincide col proprio radicale; che il nocciolo di a è l’immagine di

qualche a’ e solo se coincide col proprio radicale ; che z è su tutto G’ se e solo
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se connul o~ === 0 ; che i è un isomorfls o se e solo se a* è un isomorfismo

di inseparabilità 1. Definiremo quindi :
null 6_1= conull a = dimensione del nucleo i o_1= dim R’- dim o_1 R’ ;
conull o_i = null a = nucleo di a_, = dim R - dim R’ ;
ins 6_1= ins a ; null z = null a* = 

conull1: = conull o* = dim G’ - diin 1:G; ins z = ins a.

.R ed .R’ sono e tali sono G, G’, se e solo se tali sono A, A’ ; A,
R, e G sono, di volta in volta, radicali, periodici, equidimensio-

se tale lo stesso dicasi per le nozioni di codimensione e 

T/intero pl = ins o = ins z = ins a_, = ins o*, che è legato a B dalla 7 del

5.79 è caratterizzato dall’essere 1 anche la lunghezza di una catena non raf-
finabile di nuclei fra il nucleo di o e il L proprio radicale, o di noccioli fra il i
nocciolo di o e il proprio radicale.

In base ai risultati di questo panagrafo, le iperalgebre, gli ipercampi, i

gruppi analitici possono essere classificati secondo la classificazione 2.11 dei
T-moduli canonici ; interessa pertanto sapere la struttura delle iperalgebre A
tali che e (A) =1V1,.,8, con r intero positivo ed s intero non negativo ovvero

una tale iperalgebra sarà indicata con l’ipercampo duale di

Ar,s con R,.,s, mentre si porrà Or,s = G (Rr,s, I 9). Si vede allora subito dhe

unicamente determinata, a meno di isomorfismi, dal possedere una

base strutturale iperespollenziale (zh), con h E Ir, tale che con 1 =

_ (hr p-s, h1, h2 , ... , h~._1), ove zi = 0 se h, p-8 non è intero (h,p-°° si consi-

dera intero, ed = o, se e solo se h,. = 0). Le fornule corrispondenti per Rr,s
sono di scrittura algoritmicamente complicata, e verranno studiate nel § 7.

Ed allora, si vede che Gl,o e It1,o sono univocamente determinati

dall’avere dimensione 1 e ordine 1 ; la seconda richiesta significa che l’en-

domorfismo p di Gl,o ha nullità 0 e inseparabilità p; ciò è verificato

ponendo e .Pf=;xl+l~+~~, ossia (! i +~)(P-~~)= ,
quindi un gruppo analitico è logaritmico di dimensione 1

se e solo se è, come gruppo al moltiplicativo degli
che sono =1 (mod Q+). Anche il grnppo analitico

x ... X 01,00 (e i corrispondenti X ... x R1,00 e A 1,00 (8) ... cg) A 1,~) sono
univocamente determinati dalla dimensione (= numero dei fattori diretti)
e dal fatto che ÂP = 0, ossia che l’endomorfismo p di x ... X 

l’endomorfismo nullo ; pertanto = Ìc ... , con _

ossia: l ù)1 gruppo analitico è a (11,00 se e, solo se

è isomorfo, come gruppo astratto, al gruppo addittivo Q+. I X ... x 

ed i corrispondenti R ed A, diconsi vettoriali ; essi sono tutti e soli i pe-
riodici di periodo p.

Nello stesso modo si vede che un gruppo analitico è isogeno a Gr,oo se

e solo se, corrie gruppo è al a(],(Iittivo dei vettori di
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Witt ad r componenti in Q+; si è qui usata la parola « isogeno », anzichè

« isomorfo », perchè la proprietà di avere dimensione r e periodo pr è ca-

ratteristica di tutti i f-moduli canonici isogeni ad Si ha però un ri-

sultato più preciso, ossia : = k {’1 , ... , con P determinato, in no-

tazioni di vettori di Witt, da. (P~1,..., P~r) _ (~, X 1,.,., ~rx 1) -~- (lX ~~,..., lx~r);
questo risultato si dimostra subito osservando che Mr,oo si distingue, fra i

T-moduli canonici ad esso isogeni, per il fatto di essere generato, come
da un solo elemento ; quindi si distingue, fra le iperal-

gebre ad essa isogene, dal fatto che ha una base (come k-modulo) del
tipo x, XP x~2 , ... , con = 0 ; e l’iperalgebra duale dell’ 

sopra descritto ha appunto tale proprietà x essendo definito da x o ’h = 
Per quanto esposto, gli i Ar,oo, 9 diconsi di Witt. Per lo stesso ri-

sultato, m~~ nell’ambiente algebrico, vedasi [11].

5.9 TEOREMA. un’iperalgebra di dimensione r; sia R l’ipercampo
duale di A, y e == ~ (~). Allora :

1. A è ... (X) A~,~ (r fattori) se e solo se A*P = 0

e codim A .- r 1 nel quali caso codim A = r ; ,

2. isomorfo ad E9 ... EB M~,~ (r addendi) se e solo se nM = tM ;
3. R è isomorfo ad ~ ... X (r fattori) se e solo se, detto a

R legato all’endomorfismo p di G, è o R = .Rpa . 
_

Dm. Le condizioni poste sono evidentemente necessarie ; esse sono,
altrettanto evidentemente, equivalenti fra loro ; basta quindi dimostrare la

sufficienza della 2. Supposto allora ~M = tM , i si osservi che t-l n è un se-

miomomorfismo canonico di àl su tutto M ; quindi M si comporta, rispetto
a t-1 n, y come un T-modulo logaritmico si comporta rispetto a ~c ; ed allora,
come nella dimostrazione del 2) di 2.11, si possono trovare dei generatori
U-~, ... , ur di ~VI tali che = ui . Ciò fatto, è 1~ T- ... 

con Mi,i , C.V.D..
Chiudiamo questo paragrafo con una osserva,zione sul nocciolo B di

un omomorfismo a dell’iperalgebra A , quando B è di ordine finito, ossia

quando null a = 0 ; se pl è tale ordine, si vede che, per r abbastanza ele-

vato, B è generato, come algebra, dalle componenti degli elementi di un
insieme di generatori del T-modulo A dei vettori di Witt x = (xo , ... , xr) , 9
a componenti in A , 9 che soddisfano le relazioni o xi = 0 e Pxr) =
= (xo (X) 1 , ... , Xr (8) 1) + (1 (X) Xo, .... 1 (8) Xr); L1 è un T-modulo qualora
si definisca ax = q ar) (xo , ... , xr) per a = ...) E K, e tx = p 
se ciò vale già per r = 0 (ossia se 4 si riduce al sotto-k-modulo

di A* considerato nella teoria di Jacobson.
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6. Alcuni nuovi algoritmi. Sia I l’anello degli interi, e siano i

~.. , ~o , ~1 ... delle indeterminate su 1 i posto L = I ...], e fissato un

primo p, si consideri il vettore di Witt x = (xo, xi , ...) rispetto al primo
p, e si indichinó, al solito, con X(í) le sue componenti fantasma. Siano ho =1,
h1 , h2 , ... tutti i monomi monici nelle si introducano nuove indetermi-

nate come prodotti (con ho ~==~)~ e pongasi A = I [... , ...].
’ 

Vogliamo definire l’operazione di prodotto di un elemento di .L (a si-

nistra) per uno di d (a destra); tale operazione sarà univocarnente defi-

nita se porremo le condizioni che essa sia un’applicazione bilineare di 

su A (L e d considerati come I-mouuli), e che soddisfi le relazioni

ciò posto, si ha :

6.2 LEMMA. Sia un elemento di A, e sia 0 l’endomorfismo dell’algebra
L (su I) tale che Oxi = Xi+l (i = 0, 1, ...); si indichi con 8 anche un qual-
siasi endomorfismo di A algebra su 1) tale che (rnodp A), e che

0 (hi ~’) =-= (Ohi) (CP) (mod p A) per ogni i. Allora, per ogni ii E I [... , hi ~’ , ...] ,
si ha :

1) 8rl --_ (mod p d) ;
2) 0 yii) (Oy) 8rl (mod p A) per ogni y E L ;
3) (Oxi) 0 (xi (mod pr+1 A), se 

DIM. La 2) vale, per. ipotesi, se rl = i e y = hi , e quindi anche se
n = C e y E i ; i ma allora, O (yhi ,) _ (8 (yhi)) (6y) (Ohi) OC _ (Oy) 6 ,)
(mod p A), onde la ~) vale per rl = hi , .

Dimostreremo ora che, per ogni q E A, si lia
~

Sia L’ il prodotto tensoriale L (g) ;... (X) L, p volte, e sia analogamente
11’ = d (8) ’" (8) A ; si indichi con xij l’elemento 1 (X) ... 1 (X) (X) 1 %i&#x3E;

p P 

... 1, con xi nell’j-esimo fattore, e si ponga Z1 , ...) ...) ;
1

si faccia anche la convenzione XiI = Se ,u indica 1’applicazione mul-

tilineare Vt (X) ... (8) Vp - vi V2 ... VP di .L’ sa L, od anche l’analoga
di ~1’ su A, si ha [Zi+l (q (X) ... (X) 1])], dato che x(1*) =

,u [(r’°&#x3E; (E) 1 (8)... cx) 1-+- ... 1 (8) x(r)) ( j (x) 1])]. Sia A la permuta -
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zione ciclica (1 , ... , ~) -~ (2,..., p , 1) dei secondi indici delle od anche

delle Xij stesse.

Se g è un monomio nelle aeuj, che compare in e se Ag ~ g , il con-
tri bu to dei sia ad (r~~) , che a (px)i+, = è « 0 (mod o

(mod rispettivamente; se invece 2g = g, e se a E I è il coefficiente con
jo

cui g compare in zi+, , deve essere g 1 con i ii

= pi (dovendo g avere peso Pi+l se si attribuisce il peso pr ad xr) ; il

contributo dei Al g a quindi - axón° ... (mod pL). Poichè per
il teorema 2 di [10], si ha (px)i+1 (inod pL), è a - 1 (mod pI) se
no = ... = = 0 e n2 = 1 1 mentre = 0 (mod pI) negli altri casi. Per-
tanto xi+, (qP) = ,~ ~(~x~ (X) ... (x) x~) (q (X) ... (X) n)] = (xi n)P (mod p A), che è
appunto la 6.3.

Ciò premesso, e supposta ,la 1) valida per un dato q = h~ ~’, ~ si ha, te-

nendo presente che anche la 2) vale per tale q :
0 (x ti) = x 0 11 = à x (mod p A), y per 6.3 ; ciò dice che

la 1) vale anche per x; q ; quindi la 1), certo valida per ~ _ ~ , è valida

per ogni ii = Ma allora essa vale per ogni ii E I ...], y co-

me richiesto.

Tornando alla 2), si osservi che la 6.3 si può ora scrivere :

0q == (r~p) _ 0 (xi r~) (mod p A), che è la 2) per ogni ’Yj e per

y = xi ; supposta allora la 2) valida per y = ne segue 0 (xi hj q) ==
---(9xi)9(h~~)-(8xz)(~h~)9~=[8(xzh~)]9~ (mod p A), che è la 2) per

quindi i la 2) è valida per ogni y ed ogni q.
Resta da dimostra,re la 3); si costruiscano allora le L’, y A’, 

come prima,, ma con pr fattori anzichè p, e sia 2 la permutazione
(1~...~pr)-. (2,...,pr,1). Da 1) si ha (mod pA), onde (mod pr+1I1) f
quindi (9Xi) « xi+1 [Zi+l ... (8) (mod pr+1 A). Ora,
Zi+, = (o (8)... (X) 8) Zi + q, ove q è somma di quelli, fra i termini che

compaiono nel polinomio E I [..., ...] , che hanno grado positivo in
qualche ro; . í

Sia g un monomio che compare in zi+1 col coefficiente a E I, e sia ’8 il

minimo intero ~ 0 , 1 e certo C r, tale che Âps 9 = g ; allora contiene

ps elementi distinti tutti con lo stesso coefficiente a E I, e il loro con-

tributo ... (8) è pS a,u [g (8) ... (8) i d’altra parte, si
_ 

’ 

può supporre g del tipo TI m qui distingueremo due casi: se g
1

compare in q, ossia se hn contiene il fattore xo , da xo (qP) = p se-

gue (mod pA ), e perciò u (X) [hn 
(mod A), onde infine il contributo dei Alg [zi+1 (2) ... Si&#x3E; è

~ 0 (mod A). Se invece g compare in (0 (X) ... (X) 0) Zi, ossia se hn non
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contiene il fattore xo , 7 sarà hn = 0 hj , g = (0 (X) ... (8) 0) f , e, per 1) e

2), ly _ (0 hj) == O (hj (mod p 11) , onde A [g (i7P (x) ... l§&#x3E; =

(o [O (hj (mod pr-8+1 in tal caso,
il contributo dei a è quindi « (6 [o 
(mod p’°+1 A). D’altra parte, il contributo dei a xi (X&#x3E; ~~
é p8 a (hj donde la 3), C.V.D..

Se Q è il corpo razionale, l’estensione dell’algebra d su Q esiste; e

sarà indicata con QA ; in Qd introduciamo la metrica definita dalla suc-

cessione (Mn  di ideali, ove M è generato dalle ~, e indichiamo con ~1’ il

completamento di Q~1 rispetto a tale metrica. Se 1 è il vettore di Witt

(1,0,0,...), e ~~~) è il vettore di Witt ti (~i , 0 , 0 , ...) , pongasi
oo .0

é (1- ~y)) ; la serie (1 - ,)n ha per somma un vettore di
o 1

Witt a componenti in A’, vettore che sarà indicato con log e che
co

ha le componenti fantasma (log §)i&#x3E; = log ,(i) = - Zn n-1 (1 - _

, , 

1

= log [(1 (1- p’ Defiliremo allora il vettore di

Witt w = x log ~ mediante le w(i) = xi (log ~)~ ; le componenti di w

sono a priori in ~1’ ; se però si tiene presente che x(r) log (1 - p~ ~}u) =
- - pj [x(r) si vede che in realtà Wi può scriversi come
elemento dell’anello A(p) definito nel modo seguente : 4 è l’anello delle fra-

zioni con numeratore in d e denominatore nell’insieme moltiplicativamente
chiuso generato da 1 e dagli 1- pj ~pl~ , , ossia generato da elementi ciascuno
dei quali è congruo, mod p A, ad una potenza di 1- ~o ad esponente in-

tero ~ 0 i A(p) è l’estensione di A sull’anello dei numeri razionali del

tipo m pn, con m, n E I. Dico che :

6.4 TEOREMA. Nelle notazioni precedenii, x log ~ ha tutte le componenti
in d .

DIM. È ovviamente x log i = x log (1 1 - -~- x log (1 - ;(])) -~- ..~. !

e quindi basta fare la dimostrazione per 1 - ~(1) ; posto ~z = ~ ,

se ii &#x3E;- l. Se il 0 del 6.2, operaute ora su A’, è definito

mediante le 0 (hi ~~) =-(Ohi) (~~) ~ la 3) del 6.2 dà (non immediatamente, ma con
calcolo facile) :

(mod ~1~) , ove A’ è il com-

pletamento dell’estensione d~ di A sull’anello dei razionali che sono interi
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p-adici ~ tale congruenza deve perciò essere valida anche n 

= 4 : 
,

Suppongasi allora che sia vero che w(j) E L1 per j  n, dato che ciò è

vero per j  t ~ e si scriva, per &#x3E;i &#x3E; I 9

di 6.2 si ricava (mod J) per i =

= 0 , ... , n - 1 - 1 , onde pn w,1 « 0 (mod pn J) y ossia wn E d , 9 C.V.D..
Il 6.4 mostra che x log ~ ha significato (riducendo mod p i coefficienti

in Q che compaiono in esso) anche quando ~ sia un vettore di Witt a com-
ponenti in un’algebra R, commutativa con identità, su un anello k di ca~

ratteristica p, purchè (per 6.1):
1) ’o’ sia una unità di R ;
2) ~ sia del tipo (1 - ~(O)) (1 - ~(~)) ... , con ~~i) = ti (~i , 0, 0, ...) ;
3) x sia un vettore canonico di Witt di iperderivaxzoni di R szc k, ossia :
cr) gli xi siano elementi, fra loro commutativa dell’algebra A degli

endomorfismi del k-modulo R ;
. 

b) se P è 1’applicazione di A su A (X) A (prodotto tensoriale completo
su k) tale che, E R, y si abbia (Py) (8) X) = y (r¡x), allora

D’altra parte, si vede subito che la condizione 2) è sempre verificata
quando è verificata la 1), iii quanto esistono i vettori di Witt, a componenti
in R, 9 dati da

In tali condizioni, il vettore log ~ naturalmente non ha significato, 1ua
ha signiócato il vettore x log ~; esso ha componenti in R .

6.6 TEOREMA. Sia R commutativa con identità sull’anello k di

caratteristica _p &#x3E; 0 ; sia x un vettore canonico di Witt di iperderiva-
zioni di R s2c k ; = (~o , ’1 , ...) , r¡ = (no , r¡1 , ...) vettori di Witt a
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componenti in R, con unità di R (ossia, siano ’ , ii elementi invertibili

di cW (R)) ; sia a = (a , 0 , 0, ...), con a E k ; allora ;

Dm. Le 1) e 2) si dimostrano subito ricorrendo alle componenti fan.
tasma ; lo stesso dicasi per la 3), in quanto = apn Xn. Per la 4),
usando le componenti fantasma, e nel caso particolare in cui ~ =1- ~~l) ,
con ~)===~(;~0~0,...), dalla (c) di [ 10~ si ricava [t (x log ~~)~~’~+1) =
= p (X log «i&#x3E;"&#x3E; = pxn log (1 - pi = p (tx)n+1 log (1 - pl =

= p ~(~x) log onde t (x log x() = p [tx) log ~~ , e quindi x log ?t’ .-

[(tx) log ~]. Infine, la 5) deriva da 4) e 2) osservando che, in questo
caso, ~~ _ ~~ , 

B 

Tornando ora ai significati primitivi di .L e A, e ponendo =
(~o~ ~1~..·)~ definiremo il vettore di Witt x~ mediante le (x~)~n~ ~") ; dico
che x~ ha le componenti in A. Basta evidentemente dimostrarlo quando ~
è sostituito da ~) ==~(~~0~0~...) ~ in tal caso, posto ~l = r~ e w = ~~(Z) ,
è = se rc ~ ~ e = 0 se n  1 ; per la 3) di i 6.~ si ha

allora = (mod A), che è la stessa della 6.5 ; come per la

6.5, se ne deduce appunto wn E A, come richiesto. Per tal motivo, l’espres-
sione x~ mantiene significato sotto le ipotesi del 6.6, ove ora però non vi
è alcuna restrizione su o ed Si vede anzi che, formalmente x log è
ottenuto quando ~ = log ~ . Si osservi che non c’è pericolo di
confondere x, con un normale prodotto di vettori, di Witt, quest’ultimo
potendo essere definito solo se il prodotto fra componenti è commutativo.

6.7 TEOREMA. Siano R, k ~ 9 x ~ c~ , ~ ~ ~ come al 6.6, ma senza le restri-

zioní su ~o ed sia b un elemento di allora ;

Le 1), 2), 5) sono evidenti ; la 3) si dimostra come la 4) del 6.6 ;
per la 4), si ha, da 1) e 3) : p (rl) = xp~ = = 1C [(tx) (t~}~ , donde

t = (tx) (t~) , C.V.D...
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Nel seguito, la componente di indice n del vettore di Witt x~ (in ca-
ratteristica 1» verrà indicata con ~o i ... 9 ~ii) - ·

Le operazioni x~ e x log ~ godono di altre pi,oprietà,, che però riescono
più espressive nell’ambiente delle « iperclassi (per uno schizzo delle appli-
cazioni dell’operazioue « x log » ora introdotta, vedasi il § 7 di [14]). Passere-
mo invece ad altro argomento, che ha attinenza diretta con la presente

.. B

investigazione. 
’ "

Sia nuovamente Q il corpo razionale, I l’anello degli interi, e 1) un

numero primo positivo ; siano ~o , ~1’ 9 ... ~o ~ ’YJ1 9 ... indeteri inate su Q, ed
iu Q [..., ~ ... ; ..., ,qj , ...] si consideri la metrica determinata dalla suc-

cessione 111 di ideali, ove M ha la base (~o, ~1 , ...}; sia ~.~ il co~~~-

pletamento di Q ~~; ~J rispetto a tale metrica. Pongasi

ed analogamente per posto «il + le relazioni C(i) = Ci +
+ p-l C+ +... definiscono le i come elementi della chiusura 1 di I [; r]
in 1’ : infatti in notazioni di vettori di Witt9 la componente n-esima (n fisso
e  i) del vettore .. , o) differisce dalla componente n-esima del

vettore (~i, $;-1 , ... , ~o) + (ni, ~,-1 ~ ... , per elementi di Mi, ove j -- oo
quando i - 00. Scriveremo allora, simbolicamente, (..., 2 , 1  , o) +
+(...,1]2’ 1]u1]0)=("’,C2,COCO); è chiaro che esiste una 01(o915... ro,rl, ·.. ) E A
tale che i = 1&#x3E;’ (z , 2+1, ... ; ... ) ; gli enti ( ... , 2 , 8j , o) saranno

chiamati covettori di Witt, di , e componenti fantasma i; indi-
cheremo con P ciò che si ottiene riducendo i coemcienti che compaiono in
4Y’ modulo p.

L’insieme dei covettori di Witt a componenti in un anello R+
di caratteristica p, formano un gruppo abeliano additivo non appena in R+

sia data una metrica rispetto alla quale 0 abbia significato (ossia converga) ;
in particolare, ciò è verificato quando R+ sia il primo massimo di un anello
locale completo R di caratterislica p ; in tal caso, se k è un sottocorpo al-

gebricamente chiuso di R, 9 e H ha lo stesso significato che ha nel § 5 9
forma anche un 2f-modulo (sinistro o destro) qualora si definisca

l’operazione di prodotto nel modo seguente : per a = (ao , ... ) E K, e
~ = (... , ~l, ~o) E (R+), il covettore Ca = (..., q,, íio) E è

definito col porre anzitutto, per ogni i, (~~,2~ ... , = [z-i(ao, ... , ai)~ ... , ~0)
(vettori di Witt), e poi qn = lim che il limite esista si vede osservando

che, a norma del (14) di [10], nel caso particolare in cui a=(0..., 0, ar, 0,...) =
= 0, 0, ...), si ha elevato.
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Nelle notazioni precedenti (in caratteristica 0), ma partendo da Q [...~ ~z, ...~
i ii luogo di Q[..., 2 , ... ; ... , ..], siano xo, ... altre indeterminate su Q,
e si ponga L = Q [ ... , xi, ... ~ ; $ come al principio di questo paragrafo, si in-
troducano le nuove indeterminate hi ~j, si costruiscano L1 = Q [ ... , ~i , ... ] e

~1 = Q[..., ... ~, e siano J~ ~1’ i completaimenti di A7 d rispettivamente
nella metrica di A, M avendo la base ( ~o , ~1, ... ~ ; il prodotto y (
(y E .L, E 1’) è unicamente determinato dalle 6.1, e dalla condizione di bi-

linearità, e continuità. Si considerino x=(xo ... ), e _ (...1, o) come
un vettore e un covettore di Witt rispettivamente, e sia P l’isomorí smo

(di algebre su Q) di L su L (2) L definito da -Px(i) = x(i) 1 + 1 (X) x(i);
allora, per y E .L ed ii, E A’, è y ((q) _ (Py) (~ x ~), purchè si faccia la con-
venzione che (yi (x) zi) (~~ - = lij (yi ~~) (Zi ’Y)j)’ Si indichi con P anche

l’isomorfismo continuo di d’ su zf x L1’ definito da P = (i) X 1 + 1 - (i) ,
e sia N la chiusura dell’ ideale di ~1’ generato da tutte le espressioni

- (y z) (P ’Y)), con y, z E L ed ii E L1’; si ha M C N , y poichè
- (i) (11) - (1 1) e pertanto 6v = 0 se o è l’ omomorfismo
di A’ di nucleo N. Scriveremo y o q in luogo di a,(y se y E L ed q E L1’;
poiché 1 o q = 0 per q E M f1 L1’, per ogni y E L esiste un n tale che y o 97 = 0

E f1 L1’; quindi la topologia di oA’ indotta da quella di ~I’ è la to-

pologia discreta, e si ha Q [... , hi o ~~ , ...]. Riepilogando, valgono le
relazioni :

Ciò premesso, si fissi un intero oi &#x3E; 0, e si consideri il vettore di Witt

ro, nd m + 1 componenti in oA’, tale che

poiché come si deduce dalle 6.8, è x2 o cP Z = O se l &#x3E; i, si può anche scri-
vere ($f§/ + P~I~+ ... queste, co froiitate con la de-
finizione di éc) ~~el senso del 6.7, ci informano è esprimibile come po-
limomio nelle hj a coefficienti interi, e che anzi

Ciò resta vero quando le siano elementi di anelli di cara,tteristica

p, purchè valgano le 6.8.
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7. Rappresentazione dei ZT-moduli canonici e della trasposizione. , 

’

In questo paragrafo, k e g ritorneranno ad avere i significati che ave-
vano nei §§ 1, ... , 5 (con co = p) ; ricordiamo che se R è un anello locale com-
pleto contenente k come sottoanello, i covettori di Witt C = (... , C~ , ~o) ((i E R+)
sono definiti, e che il loro insieme ~’ (R+) forma uu K-modulo. Se si

definisce, al solito az (... , i, _ (... , Cf, (... , ’2’ lo) = (... , ’2’ ’1)’ si

vede che è ancora xt = p = moltiplicazione per p ; inoltre, per a E K

sono valide le x = at~ = t (a~~) ; pertanto (R+) diviene, in ma-
niera evidente, un H-modulo (sinistro), qualora si faccia l’identificazione

n _ . L’analoga di 2.2 essendo verificata per ogni sotto-II-modulo di

(R+), si conclude che ogni tale sotto-.U-modulo finito N è canonico, se e
solo se ossia se e solo se tN C N; se N è ancora un sotto-H-mo-
dulo di (R+), e se S+ è il minimo sottoanello di R che contiene tutte

le componenti di tutti gli elementi di 3Q diremo che k Q) ~+ _ ~’ è il campo
inviluppante di N; esso è certamente un anello locale; diremo poi che 8 in-
viluppa N liberamente, o che è un suo campo, inviluppante libero, se esiste

un insieme minimo di generatori {C 1 , 9 ... di N, con Ci = (... , ~íl, tale

che gli (io formino un insieme regolare di parametri di S.

7.1 LEMMA. Sia N un canonico di covettori di Witt a compo-
nenti nell’anello locale R k, e R il c(tiiipo inviluppante libero di N ;
allora,, per un insieme minimo {111,’’’’ di generatori di N, con l1i =
_ (... , l1iO), le nio insieme regolare di parametri di R.

DIM. Se le ... , Cn sono tali che le (io formino un insieme regolare
di parametri di R, dalla legge di composizione dei covettori di Witt si

vede subito che l’ideale R+, generato dalle contenuto nell’ideale

·w ~ nno) + (~R~’)~ ? i ciò comporta appunto che le ’YJjo generano R+, 
Come nel caso analogo dei vettori di Witt (§ 5), se ~ = (... , Ci, ~o) è un

covettore di Witt a componenti inell’aiiello locale R contenente k, e se o è

un semiomomorfismo di R (come algebra su k), indicheremo con o~ il covet-
tore (... ~ oC1 , indicheremo poi con C x 1 il covettore (..., Ci Co x 1), a
componenti in R x R. Se R è ,uu ipercampo con la legge P, e (R) deno-

terà il lI-modulo degli tali che P _ ’ x 1 + 1 Z ( ; esso

soddisfa evidentemente la gli elementi di e(R) saranno
chiamati i covettori canonici di Witt a componenti in R, od anche gli elementi
canonici di ~’ ( ~+). 

’

Avendo identificato .g con l’anello dei vettori (infiniti) di Witt a com-
ponenti in k, l’algebra kn su Il: (cfr. § 3) sarà identificata con l’algebra dei
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vettori di Witt ad n + 1 componenti in k i ed un elemento 1t = [uo, ul, ...]
E 9( sarà una successione di tali vettori di Witt.

7.2 TEOREMA. Siano A, 9 R rispettivamente un’iperalgebra e un ipercampo
duali l’uno dell’altro, e sia 0 il punto 0 di G (R, Q) ; allora N= C’(R) è ura

II nraodiclo canonico, trasposto di l’operazione di trasposizione es-

sendo data, da .r o = [(.y o (x o ) ...]9 con x o  ==== w , ... , ove

Wmi = ~wi 1 *** 5 xi; ~m 9 --* (o).
Inoltre R ,è il campo inviluppante libero di N.

è un JT-modulo canonico se è un H-modulo finito. P y o (q ==
e per e quindi le con-

siclerazioni che chiudono il § 6 sono applicabili pievia riduzione mod p (cfr.
6.8). Pertanto, come si vede passando alle componenti fantasma, è certo

(x o (~ + = (x o + (x o e ((x + y) o = (x o + (y o Poi, es-
sendo xi = 0 se i = 0) (o anche per la 3) di 6.7), la

componente di indice i di è 0 se i = 0, e ... , 9 xi-l;

~~~, ... , ~~_i)]~ (0) se i &#x3E; 0 ; i passando alle componenti fantasma, si vede

che questa uguaglia la ~~.1~1 ~ quindi (x o ~~)nz = (x o ~)m-1 , ossia

{~! o x o n( = (x o ~) t, come desiderato (cfr. § 3). Nello stesso modo

si vede Le 

dimostrano in modo analogo se si stabilisce prima che yP o Ci = (y o 
per ogni y E A. Ura, per qER si sa che essendo la

definizioue del t di R data nel § 5); basta quindi dimostrare che t’i = 
ossia che è proprio t( = (..., come vuole la nostra convenzione. , Se
allora Q E G ( R, Q), si sa essere (... -, 1CtC1 ( ~), ( ~)) _ (... , ~1 (pQ)) =

= p (... , ~1 (Q), ~o (~)), onde x (..., t~1 , = xt (... , C~ , ~o), ~ e quindi
= t (... , ~1, come richiesto.

00

Sia a E K , 1 e per esempio a = ~i ai pi , con ai = (ai, 0, 0, ...), ai E K ; i
o 

,

poichè, come si vede con verifica diretta sulle componenti fantasma, è
ai x o ( = a,i (x o ~’), e x o _ (x o ~) ai ~ per quanto precede anche le

ax o ~ = cr (x o ~) , x o aC = (x o () a sono verificate.
Se ~ è tale che per ogni ,x~ , è 

per ogni x , 1 onde xo o ~i = 0 ; se J è l’ideale, di R generato dalle Ci, si ha

e quindi, per- il 4 di 5.8, J è il nocciolo di un omo-

morfismo 0-1 di immersione di un ipercampo in R i poichè 0 per

ogni A~ , per la 8 di 5.7 il nocciolo di 6 contiene A~ , e quindi con-
tiene Ai; pertanto, per la 12 di 5.7, e perchè per

la 15 di 5.7. Si è cos  visto che se r o ( = 0 per ogni x, 

per uno 1’ E N i ma allora (x o ’) t = x ’ = 0 , onde x o ’ = 0 , il che,
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dà ~’ _ ~ ~’~ ~ ecc. ; in conclusione, ( = 0 , e ciò prova può essere

considerato come un omomorfismo del T-modulo M sul T-modulo sinistro

CJC, ossia come un elemento del trasposto di M; quindi N può esse-

re considerato come un sotto-II-modulo, certo canonico, di Per dimo-

strare che basta dimostrare che dim N = dim M: in tal caso,

infatti, sia {1’" . , 2 n) un insieme minimo di generatori di N, tali che esi-
stano interi sl 8n per i quali i n-Si i formino un insieme minimo di

generatori di M_~ (cfr. 2,6) ; se allora ;r;1, ... , è un insieme minimo di

generatori di A, e se, per esernpio, 81 &#x3E; O, è anche xi o ~1= (xi o 9

onde rio o per ogni i ed dal che segue, come si è visto

prima, assurdo. Resta quindi da dimostrare che dim N = dim M .

Suppongasi che ciò sia vero quando è isomorfo ad Rr,s ; allora re-

sterà vero quando R è il completamento di un prodotto tensoriale di vari

quindi anche quando I~ è isogeno ad un tale completamento, ossia

in ogni caso. Dimostreremo perciò che dim N = dim M = dírn R nell’ipotesi
che R ni Rr,8 .

S a R = k con le ni indeterminate (analiticamente indi-

pendenti) su k ; sia s un intero positivo primo con i- , ovvero sia s y

od anche s = 0 se r = 1 , e pòngasi

con se s=oo e j &#x3E; 0 ; sia (~ == 1 ~ ..., r). Se

(... , ~r ~ ... , ~1)’ y sia P l’omomorfismo (di algebre su k)
di R su tale che si constata subito che, con la legge .~P,
R diviene un ipercampo, certo di dimensione r; se poi N’ è il S-modulo

generato dalle N’ è canonico ed isomrfo ad poiché dim N’ = r ,
ed anche (come si è visto prima) 14’’ è isogeno a C (R) , e

e (R) ha dimensione r . Ma allora e (A) è isogeno ad Ms,r, A è isogeno ad
Ar,s , 9 ed .R è isogeno ad Rr,s; resta cos  dimostrato che = dim R

quando I~ è un particolare ipercampo isogeno ad e quindi anche
qnando R N 

Infine, R inviluppa N liberamente (nel caso generale) perchè 
e per il 3.5, C.V.D.. ,

Nelle notazioni dell’ultima parte della precedente dimostrazione, sia
~ z~ ~ (h E Ir) la base strutturale di A (iperalgebra duale di .R) legata a

ni - - nr) ; dall’e-ssere o í7j _ ~~’ segue, per il 3.5, che generano

~ (.R) , ossia che N-= e(R); i quindi ed i

pertanto le considerazioni sulla struttura di vari ipercampi, date alla fine

del § 51 sono tutte incluse uell’enunciato seguente :
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7.3 TEOREMA. ~r~1, ... ~ ~] ; poi

(i = 1 9 ... ’f), con la convenzione = 0 se j &#x3E; 0 ed s = oo ; sia P

l’ontomorfismo (di algebre su k) di R su R-R tale che P’i = ’i X 1 + 1 x ’il’orraomor fcsmo (di algebre su k) dz R su &#x3E; R tale clce Pz = 1-- x i
(esso esiste ed è unico) ; allora è isomorfo ad Nr,8 ed htt

( ’1 , ... , ~r ~ come insieme minimo di generatori.

Da 7.2, 5.2, e 5.3 segue :

7.4 TEOREMA. Ogni lT-Piodulo canonico è isomoy fo a e (R) per un op-
portuno ipercampo R.

Il 7.3 dice, in particolare, che se 0 ba il significato introdotto alla

fine del § 6, è = k {11], con la legge

Si noti che, per un qualsiasi ipercampo R, uno (.,. ~ ~’1, ~o) E C~ (.R) è
univocamente determinato da dato che un elemento ( E R
tale che (... , t2 ~o , ~o) sia un covettore canonico si dirà un elemento

canonico di Witt di R ; la trasposizione « o » introdotta al 7.2 può quindi
pensarsi come un’operazione fra vettori canonici di Witt a con1ponenti in. A,
e gli elementi canonici di Witt di R . Questi ultimi formano un II-modulo

canonico, isomorfo a rispetto alle operazioni + e - (prodotto sca-

lare) cos  definite :

La legge su si scrive ora semplicemente :

per un qualsiasi elemento canonico di 
C di i R.

La discussione sui semiomomorfismi canonici che segue la dimostra-

zione del 5.8 può ora essere completata coll’introdnrre il semiomomorfismo

di C~ (R’) su C R) che coincide con a_, quando gli elementi di e (R’) (e
di e(R)) vengono sostituiti coi corrispondenti elementi canonici di R’ (e di

R) ; tale è anche il trasposto di 0*..È dim = dim O!l, codim a-l =
= codim 9 ins = ins se H è il nucleo di ~_1 ~ .H è il nocciolo

di un oii y la cui immagine 8 ha la proprietà che e (~5) è il nucleo di 

Varie altre relazioni fra 6_1 e son evidenti.

7. A nnali della Scuola Norm, Sup. - Pisa
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