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MODULI CANONICI
E GRUPPI ANALITICI COMMUTATIVI

di Iacopo BARSOTTI (1)

Introduzione. I gruppi analitici (commutativi), recentemente introdotti
da J. Diendonné, si sono dimostrati utilissimi nella investigazione delle
varietd gruppali commutative (cfr. per esempio il [14] della bibliografia
posta alla fine di questa memoria); manca perd una trattazione organica dei
gruppi analitici, ed & questa lacuna che ci proponiamo qui di colmare. Il
metodo seguito, che ora descriveremo brevemente, antepone ai gruppi stessi
certi moduli su un anello 7 definito al § 1, che gia in [15] hanno dimostrato
di essere lo strumente piu efficace per lo stndio dei gruppi analitici; per
inciso, la parola «modulo » signiﬁchem sempre «modulo unitario, sinistro»
salvo esplicita avvertenza in contrario.

Nel § 1 si trova la struttura di tutti i 7*moduli finiti a torsione (1.12);
il metodo &, con pochissime semplificazioni, quello di [7], ed i risultati di
questo paragrafo sono tutti noti; principali fra essi sono 1'1.11 e 1’1.12.

Nel § 2 vengono introdotti i Z-moduli canonici per mezzo delle 2.1
e 2.2; quasi tutto cid che si riferisce ai 7'moduli canonici & qui presentato
per la prima volta, bench& varie loro proprieta, e principalmente il teorema
di struttura 2.11, siano gia state usate nello studio dei gruppi analitici.
La proprietd che serve a definirli nei lavori di Dieudonné & qui presentata
come un teorema, precisamente il 2.8; i risultati pil usati, fra quelli del
§ 2, sono il 2.8, il 2.5, e il 2.11; nel 2.12, ove si descrive lanello degli
endomorfismi di un 7T modulo canonico indecomponibile M, sono anche
stabilite esplicitamente le condizioni sotto le quali tale anello & una schiera

* Entrato in redazione il 18-5-1959.
(1) Dell’Universitd di Pittsburgh, e docente Fulbright presso la Scuola Nermale
Superiore di Pisa.
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massima della propria algebra quoziente : oltre alla condizione dim M =1,
gia nota, si trova la condizione codim M =1, che apparentemente era
sfuggita fino ad ora.

Il § 3 tratta di un argomento nuovo: anzitutto, nel 3.1 si dimostra
che un T-modulo canonico M che sia equidimensionale (ossia tale che
dim pM = dim M) e anche un K-modulo libero finito ; tale proprieta era
stata enunciata senza dimostrazione in [16], ma limitatamente a quei
T-moduli che sono legati a varietd gruppali equidimensionali (cfr. anche
7.2 e 7.4 di [14]); il 3.1 mostra invece che l’algebricitd non ha nulla a che
fare con la proprieta in questione. L’essere M un K-modulo libero finito
suggerisce immediatamente una dunalitd @ (rispetto a K) fra M ed un op-
portuno II'modulo canonico equidimensionale (I7 essendo Pantiisomorfo di T'),
dualita che viene definita e studiata nei 3.2, 3.3, 3.4; essa & utilissima
nelle applicazioni alle varietd abeliane (cfr. |14]), ma non & né la pit natu-
rale né la piu generale; la dualitd pit generale (qui chiamata trasposizione
e denotata con o) richiede Iintroduzione di un 7T-bimodulo sinistro e destro
K ; per una teorin generale di tali dualitd vedasi [17] (la cui conoscenza
non & perd presupposta per la comprensione del presente lavoro). La tra-
sposizione o vale per tutti i 7-moduli canonici, e la relazione di o con @ &
assai semplice, ed & descritta nel 3.10.

I1 § 4 introduce le iperalgebre, gli ipercampi, e .i gruppi anpalitiei
(commutativi) ; gran parte dei risultati di questo paragrafo sono sparsi nella
letteratura (bench® la locuzione «ipercampo» sia nuova); si noti che i
gruppi analitici vengono definiti effettivamente (come nei miei precedenti
lavori) come insiemi di punti, e non come insiemi di leggi e coordinate.
Nel § 4 si insiste sul fatto che tanto le iperalgebre, quanto i gruppi ana-
litici, sono dei duali, opportunamente costruiti, degli ipercampi. Il 4.13,
infine, non & altro che una definizione, ridotta ai minimi termini, delle
iperalgebre.

.Nel § 5 si affronta il problema della rappresentazione dei 7-moduli
canonici per mezzo di vettori di Witt « canonici», a componenti in ipe-
ralgebre ; Dutilith di tali vettori canonici di Witt & stata menzionata nel-
Pintroduzione del [18], e qualche loro proprietd & stata descritta, senza
dimostrazione, nel [16]; si veda a tal proposito anche il [14]. I risultati
principali del § 5 sono i 5.2, 5.3, 5.7, 5.8. Nelle ultime pagine di questo
paragrafo si ritrovano, in maniera semplicissima, le ben note descrizioni
dei gruppi vettoriali, logaritmici, e di Witt (talvolta usate come definizioni).

Il § 6 interrompe la trattazione, e prepara uno strumento per il § 7,
con l’introduzione di tre nuovi algoritmi sul tema dei vettori di Witt;
Pultimo fra questi ha app]icazion\e diretta al § 7, ma il pit importante per
future applicazioni & loperazione xlogl, ove # & un vettore canonico di
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Witt di iperderivazioni, e { € un vettore di Witt (che nelle applicazioni
sard del tipo (£ 0, 0, ...)): come infatti & brevissimamente spiegato nel § 7
di [14], Voperazione x log permette di considerare ogni ciclo X di dimen-
sione massima su una varietd abeliana A come un omomorfismo do, X
del T-modulo dei vettori canonici di iperderivazioni invarianti su A4, sul
T-modulo canonico delle iperclassi chiuse di ripartizioni su A, modulo
iperclassi esatte; la prima approssimazione d X (del tipo & 1df) di deX
8 studiata in [18], e la possibilita di costruire de X & accennata nell’in-
troduzione di [18). La d. X, oltre a rendere possibile l’enunciato di
Picard-Severi (sulle singolaritd logaritmiche di un differenziale di terza
specie) in caratteristica p, da una relazione funzionale fra una varieta
abeliana e la propria varieta di Picard, relazione una cui prima approssi-
mazione (e precisamente la dX) ha permesso a Cartier di dimostrare il
teerema di dualita [19]; cfr. anche il § 6 di [14]; e la stessa relazione fun-
zionale permette di verificare identitd (o meglio, la dualitd) del trattamento
di Serre [20] della coomologia su varietd abeliane (trattamento una cui
prima approssimazione & quella di [18], rielaborata in [21]), con quello che
si pud ottenere usando le iperalgebre di Lie. Queste applicazioni, comun-
que, non vengono perseguite nella presente memoria.

Il § 7 descrive, per i II-moduli canonici, una teoria della rappresenta-
zione analoga a quella svolta nel § 5 per i T-moduli canonici; il metodo
& perd piu rapido, potendosi esso avvalere della trasposizione introdotta al
§ 3; essenzialmente, si riescono ad isolare nell’ipercampo R = k {G] legato al
gruppo analitico G, degli «elementi canonici» che si combinano in maniera
preassegnata (ossia mediante i covettori di Witt introdotti alla fine del § 6).
Una indicazione schematica delle relazioni fra T-moduli canonici, II-moduli
canonici, iperalgebre, ipercampi, e gruppi analitici, pud essere la seguente :

M——N

() T
;Ll <——°——>%g<—-—>(; ; \
qui, M (risp. N) & un T-modulo (risp. II-modulo) canonico; A & un’iperul-
gebra, B un ipercampo, G un gruppo analitico; le freccie orizzontali rap-
presentano relazioni di dualitd; o (risp. ) & un isomorfismo di M (risp. di
N) sul T-modulo (risp. II-modulo) canonico di tutti i vettori (risp. covettori
o anche elementi) canonici di Witt a componenti in A (risp. in R).
Nell’indice delle definizioni che segue, accanto ad ogni termine o sim-
bolo usato consistentemente in questa memoria, indichiamo la pagina in cui
esso © definito; in tal modo possiamo-evitare, nel corso delle dimostrazioni,
eccessivi richiami alle definizioni.
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1. I 7* - moduli. Sia p un numero primo (positivo), e sia K’ un

corpo avente le seguenti proprieta :

1) K' ha caratteristica 0;

2) K' & completo rigpetto ad una valutazione discreta v di rango 1,
che supporremo normalizzata, tale che v(p)=1¢> 0;

3) il corpo residuo % di K'rispetto a v, che ha certo caratteristica p ,
& algebricamente chiuso;

4) esiste un elemento w € K’ tale che w*=p, onde v(w)=1.

Un K’ con tali proprieta & completamente individuato, a meno di iso-
morfismi, qnando siano dati k,p, e; indicheremo con K la schiera valutante di
v; un K siffatto sard detto una schiera valutante p-adica, di ramificazione e
(0 non ramificata se e = 1), con corpo residuo k.

E noto che esiste un solo endomorfismo (di Frobenius) a — a* di K
tale che w* = w, e che u(a*) = (ua)?, se u indica Yomomorfismo naturale di
K su k; inoltre x ® un automorfismo di K. Detta ¢ una indeterminata, co-
struiremo i K-moduli destri K{¢|=1T e K{t})=T* delle serie formali di
potenze in ¢, a coefficienti (a destra) in K, ad esponenti interi = 0 nel pri-
mo caso, o soltanto interi nel secondo, con la convenzione perd che in ogni
elemento di T* compaia solo un numero finito di potenze di ¢ ad esponente
negativo. I K-moduli 7 e T* saranno trasformati in eampi d’integrita (non
commutativi) col porre at = ta* se a € K; 'antomorfismo » sard esteso a T
e T* col porre (2;t'a) = 2, t ar. In questo paragrafo studieremo i 7'*-mo-
duli (sinistri unitari) a torsione, seguendo da vicino la trattazione datane in [1].

00
Se 0Fa=2;ta;€T*, con a; € K ed a,, & 0, porremo v (a) = v (a,);

porremo poi v (0) = oco; si constata subito che @ & una unita di 7* se e
solo se v (@) = 0; invece a & una unitd di 7 se e solo se v (a) =n = 0;
si ha poi sempre v (ab) = v (a) 4+ v (b). Definiremo anche ’intero A (a) = 0
come il minimo ¢ tale che v (anyi) << v (a;) per ogni j; e porremo di nuovo
h(0) =oc0; & h(a) = 0 se e solo se a & divisibile, in 7% per «*@; si ha
inoltre h (ab) = h (a) + & (b).

1.1 LEMMA. Sia p Pomomorfismo naturale di K su k; sia f) (Xgy ... y Xn)
un polinomio, a coefficienti in K, lineare nelle indeterminate X;, ¢ pongasi
Py (X) = pfy (X). Allova per ogni & €k tale che @ (& ,&8,...,E") =0, esi-
ste almeno un x € K tale che ux==§, e che fy (v, %, ..., 2") = 0.
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Dim. Supporremo f; (X) 2= 0, ché altrimenti il risultato & banale. Se
@) € K & tale che ux = &, si ha f, (@), &}, .., %) = 0 (mod wK); quindi
fi@y+oX, st oX ., +o0X)=o0fX), cn f(X)ecK[X]
lineare non costante, ovvero nullo; se ¢, (X) = uf, (X) € & [X], esiste allora
un x, € K tale che, posto & = uw,, si abbia ¢, (£ ,&,...,&") = 0, ossia
fi@ a7, ., 2" €w K, o infine £, (&, + o, , (z, + 0 )*, ..., (¥, 4 0@, )")=0
(mod w? K). Cosl proseguendo, si ottiene un x = 2; ' ; tale che

0

So@, 2%, .., 2") = 0 (mod w" K) per ogni r, C. V. D,

1.2 LEMMA. Danello T*, con VPapplicazione a —~ v (a), é euclideo, ossia :
1) v (ab) = v (a) + v (%) ;
2) se a,beT™* con b0, esistono elementi ¢;,r; € T* tali che
a=0"bg +r,=¢qbF7r,, 000 0,=0,0v(r)vd).
Come conseguenza, ogni ideale sinistro (risp, destro) di T* é principale.

Dim. La 1) & palese. Per dimostrare la 2), se a = 3; ¢ 4;, 4; € K,

A, 0, e se v(a)=mn, sian w"t" o la somma di tutti Ti t A; tali che
v(A;)=mn; allora « & una unitd di 7, e a = w" & o + t'+1 a’, ove a' €T e
ogni termine ¢ A; della serie di potenze a’ & tale che v (4}) << n . Analoga-
mente, se v (b) = m, si seriva b=cbmtsﬁ-}—t~"+1 . Se m>n,o0sea=0,
gli elementi g, = 0, r, = a soddisfano la condizione 2); altrimenti, pongasi
a,=a — o™ " tr=s (af~1)* ° b. Si ha v (a,) < n ovvero a, = 0; nel primd
caso, il processo si pud ripetere su a,, ecc.,, fino a trovare appunto
a =¢q, b | r,; analogamente per ¢, ed »,, C. V. D.

Dati ancora a e b come in 1.2, con a & 0 §= b, esistono un massimo
comun divisore destro d di a,b tale che T*a + 7*y = T*d, ed un loro
minimo comune multiplo sinistro ¢ tale che T*a N T*b = T*¢; come indicato
in |2], d si trova col processo di divisioni successive

a6 =q,b—+ 7,
b=g¢q,7ry + 1
Yo =Gy " + 73

Tn = q”+2 d;
e ¢ pud essere scelto nel modo seguente :

J— -1 —1 p—1 —1 —1 . "
c=r,d r r-tr, vl oworor7tbest a; pertanto
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1.3 LEMMA. Se a,b sono elementi non nulli di T*, ¢ T*a + T*b = T*d,
T*anT*b = T*c¢, allora v(a)+v@®) =wv()+v(d), ¢ h(a)+ k(d) =
=h(c) + h(d).

Si consideri un T*modulo (sinistro unitario) ciclico M, generato da un
elemento £; & ben noto che se T*a, supposto == 0, & Pannullatore di &,
allora M o2 T*/T*a ; inoltre & anche M 2 T*/T*b se e solo se b & simile ad
a [3, Cap. 3, § 4], ossia se e solo se esiste un x€T* tale che T*ax =
= T* N T* e T*b + T*x = T*; allora, per 1.3, v(a) = v(b) ed h(a) = M(b),
cosicche gli interi positivi o nulli v(a), k(a) sono degli invarianti di M, detti
rispettivamente la sua dimensione e il suo ordine. Se invece M & un qual-
giagi 7™-modulo finito a torsione (ossia ogni cui elemento abbia annullatore
non nullo), per la teoria dei divisori elementari [3, Cap. 3, § 8] M & somma
diretta di un numero finito di 7™*-moduli ciclici a torsione, che per il teo-
rema di Krull-Schmidt possono essere supposti indecomponibili e unicamente
determinati a meno di isomorfismni; pertanto la somma delle loro dimensioni
(visp. ordini) & un invariante di M, detto ancora la dimensione (risp. Vordi-
ne) di M ; si vede subito che la definizione & consistente (cfr. 1.5).

1.4 LEMMA, Il T*modulo sinistro M = 1*|T* (w" — ta), ove r & un intero
positivo ed a é una unita di T, ¢ semplice (ossia privo di sotto- T*-moduli
propri non nulli), e isomorfo al T*-modulo T*/T* (0" — t).

Dim. Un sotto-7*-modulo di M & del tipo T*x/T* (w*—ta), ove w"—ta =
yr per un y€T*, Allora 1 = h (0" —ta) =k (y) + h (x), onde 0 z 0 y & una

o
unita di 7'*; quindi M & semplice. Si cerchi poi una unita » = 3; 'X; di 7,
. 0
(o]
con X;€ K, tale che x (0" — ta) = (w" — §) x. Se a = 3; ' 4;, tale x esi-
0

i—1 :
ste se si possono trovare delle X; € K, con X ¢ K, tali che ZjX;‘fj’.'_ll A=
0

=X (t=1,2,..); e cid ¢ effettivamente possibile per 1.1. Allora Vap-
plicazione z — xzz~! & un automorfismo di T*, che trasforma T* (w" — ta)
in T* (™ — t). Pertanto M > T*/T* (™ — t), C. V. D..

Per comodita del lettore, dimostriamo il seguente risultato ben noto :

1.5 LEMMA. Se b,c sono elementi non nulli di T*, il T*-modulo
M = T*/T* be ¢ somma dirvetta di N = T*¢/T* be 2 T*/T*b ¢ di un’altro
T* - modulo P se e solo se esistono elementi x ,y € T* tali che b 4 cy =1;
e in tal caso P T* (1 — ye)/T* be 2 T*/T*¢.

Dim. Sia & Pimmagine di 1 in M ; allora annullatore di & & T*bc, e
M= T% , N = T*¢; Pannullatore di ¢£ & T*», onde N T*/T*h. Se
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M=N®@P, & &=¢&y-+ &p, con éy€ N, Epc P perfettamente determinati,
e &p = d& per qualche d € T*; si vede subito che &p genera P, e che inol-
tre afp =0, con a € T* se e solo se af € N, ossia se e solo se a € I%¢;
quindi P22 T*/T*¢. Da & = &y + &p si ricava che esiste un y € T* tale
che 1 —ye¢ — d € T*bc; ma d & determinato a meno di un elemento di T *be,
onde si puo supporre d =1 — yc¢; ed allora ¢ (1 — ye) § = 0, ¢ (1 — yc) = abe,
1 —cy=wab. Il ragionamento & invertibile, ossia: se #b 4 ¢y = 1, posto
d =1 — ye, si ha intanto N + T*d& = M ; poi, se z¢f = vdf € Nn T*d¢,
& z¢ — vd = wbe, z¢ — v + vye = wbe, v € T*¢, onde vd € T*ecd = T*(c—cyc) =
= T*xbe, e vd§ = 0, ossia N n T*df = 0, C.V.D..

Sia ora # =X, +}tX, 4+ t*X, + ... (X; € K) un elemento non nullo di 7,
con X, & 0; se h(x) > 0, definiremo gli interi » = r(®) > 0, s = s(x) > 0,
j = j(@) = 0 nel modo seguente :

r ed s sono primi fra loro e << h; j <h;

VX)) > —drfs se i <j;
(X)) = (b —j)r/s;
o X)=Mh —d)r/s se ji<h.

1.6 LEMMA. Sia a un elemento di T non divisibile (in T) né per w mné
per t, e tale che h(a) > 0 ed s(a) = 1. Allora esistono unita a, p di T tali
che a sia divisibile, in T, a sinistra per " — ta ¢ a destra per " — 8,
avendo posto r = r(a).

Dim. Posto h(a) = h, sia ja) =j, ed a = A, + tA, 4+ ..., con 4;€K;
per i =0,1,..,h — 1 esiste un B; tale che 4; = w'® B;; posto allora
¢c= Ay + tApy + ..., per 1.1 esiste una unita « di T tale che

1.7 @B, + @*B, + ... + " By + e =0,

dato che ®(Bj) = v(¢) = 0. Posto ancora y, = xB,, y, = y, + «*B,, ...,
Yn—t = Yn—2 + o™ By, rvisulta y,_; = — x*"¢, onde, se y = w1 y, +
+ 0Dy, 4 ... 4 P~ y,_y; 8i ha (0" — ¢) y = xa, e pertanto o = (w" — ta)b,
con « = x—*x ¢ b= x"1y. In modo analogo si opera a destra, C.V.D..

1.8 COROLLARIO. L’elemento a = (0™ — ta) (ws — tf), con a, B unita di
T, & divisibile a destra, in T, per un elemento (0" — ty) &= (w® — tf), con y
unité di T; qui, r, 8 sono interi positivi.

DiM. Si ha a = o't — t (0% + w"f) + t*a*f, onde h(a) = 2; inoltre,
s(a) = 1, ed & applicabile 1’1.6. Se r <s, & r(a) =r, ed a & divisibile a
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destra per un @" — ty, certo diverso da w® — tf. Se invece r > s, & r(a)=3s,
onde a & divisibile a sinistra per un w? — tr, con « unitd di T; allora
a = (w® — tx) (" — ty), con y unitd di T, e certo w" — ty &= w® — tf. Sia
infine s = r; allora si pud trovare un divisore destro w” — .ty di a, diverso
da " —'tf, se la 1.7, applicata ad a, ha almeno due soluzioni #, x, tali che
m@—"z) &= p@;™ @), ove u indica riduzione di T mod wT - tT. Ora, nelle
notazioni di 1.7, e nel caso presente, si ha uB; = 1, uB, = — u(x 4+ p),
po-= (ua)? uf ; il polinomio (nell’indeterminata X)

X — ple + B) X? + (pa)? (uf) X¥*

ha la derivata 1, onde non ha radici multiple, e possiede quindi p* > p
radici tutte distinte; se X == 0 & una di esse, ve ne & quindi un’altra, X, ,
del tipo X¢& con &€k ma &P &= £, Pertanto II—PXI =& PEX—PXY f XPX;
I1.1 completa la dimostrazione, C.V.D..

Nel seguito occorrerd counsiderare prolungamenti puramente ramificati di
K ; pit precisamente, se ¢ & elemento di una chiusura algebrica di K, tale
che ¢* = w (s intero positivo), e se XK'= K [p], anche K’ & una schiera
valutante p-adica con corpo residuo k, e su K’ si possono costruire 7'=1T"[¢]
e T'™ = T*¢|, con la condizione ¢* = ¢ . Indicheremo un ¢ siffatto sem-
plicemente con w!/®. :

1.9 LEMMA. Sia a = 2 (0! — ta,) ... (@™ — tan), 0V€ &, 0 ,.ny &) 800
units di T, e gli r; sono interi positivi; allora T*/T*a é isomorfo alla somma
diretta dei T*/T* (0" — t).

Dim. Dimostriamo che M = T*/T*a & totalmente decomponibile, ossia
somma diretta di un numero finito di 7*-moduli semplici; c¢id equivale &
dire che, per ogni sotto-7*modulo N di M, M & somma diretta di N e di
un altro 7*-modulo [3, Cap. 1, § 6]. Ora, tale asserzione & vera se h = 1,
per 1.4; suppostala vera per k — 1, sia, a norma dell’l.8, w? — ¢y un di-
visore destro di a, diverso da o™ —ta,. Posto a=b(wl—ty)= c(w ™" —ta), M
contiene T*w? — ty)/T*a = T*/T*b o T* ™ — tay)/T*a X T*/T*c, e ne &
la somma perchd 7*w? — ty) ¢ T*w"™ — ta;) sono ideali massimali sinistri
(1.4) distinti. Poicheé b e ¢ sono fattorizzabili nello stesso modo di a, ma
con b — 1 fattori del tipo w” — ta, T*/T*b e T*/T*c sono totalmente de-
componibili, e quindi tale 8 7*/T*a. Una serie di fattori di una serie di
composizione di M & data dai T*/T*w" —ta;) X T*/T*w" —t) (cfr. 1.4), e
percid il teorema di Krull-Schmidt dice appunto che gli addendi diretti di
M sono isomorfi ai 7*/ T* ™ —t), C.V.D.

1.10 LeMMA. Il T*modulo T*/T*a, ove a € T* ma a ¢ T*w, é completa-
mente decomponibile.
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Dim. Si puo supporre anche a € T, a ¢ ¢t1, a § wT, ed escludere il caso
banale in cui h(a) = 0, ossia in cui o & un'unitd; sia s, = s(a); se a
viene considerato come elemento di 7 [w!%], & s(a) = 1, onde, per 1.6,
a = a, ("% — ta,), ed h(a,) = h(a) — 1 (computato in T o T [w!/=], chd non
fa differenza); il processo pud essere ripetuto sau a,, e cosl via; dopo h(a)
volte, a assume, in T [w!/!] per- un s opportuno, la forma dell’1.9, e quindi
T* ')/ T*w'*]a, che & 1'estensione su T*w!®] di M = T'*/T*a, & comple-
tamente decomponibile. Per dimostrare che tale & anche ¥, a norma dell’l.5
basta dimostrare che se a = be, con b, ¢ € T*, esistono elementi «, y € T*

tali che @b 4 cy = 1. Ora, tali #, y esistono certamente in T*w's], per
8—1 8—1

esempio ¥ = 3; 0'* ®;, y = Z; 0¥l5 y;, w;, y; € T*. Ma allora xdb+cy,=1, C.V.D..
0 0

1.11 TEOREMA. Siano m, r, s interi positivi, r ed s essendo primi fra loro.
Allora T*/T*w™ e T*|/T* (w" — t5) sono T*moduli indecomponibili; il se-
condo é semplice, mentre Vunica serie di composizione del primo é data dai
T*w! T*o™ & T*/T*w™—* per i = 0, ... , m. Viceversa, ogni T*-modulo inde-
componibile finito non libero e non nullo é isomorfo ad uno dei tipi descritti.

Dim. I sotto-7*moduli di 7*/7*w™ sono in corrispoidenza biunivoea
cogli ideali sinistri di 7* che contengono w”; se T™*z & uno di questi, sara
o™ = yx; allora 0 = Mw™) = h(y) 4+ h(x), cosicch® #, y sono prodotti di po-
tenze di w per unitd di 7*; c¢id prova che ogni sotto-7*-modulo di T*/T*w™
8 del tipo T*w'/1*w™, e prova anche che T*/T*w™ & indecomponibile.

Passando a considerare "™ —t%, si ha intanto h(w” — #*)= s(w" — 18) =3,
r(w" — ) = r, j(* — *) = 0, onde, in T [w'/¥], " — t* = a,(w"* — ta,), con
a, unitd di T [w'®] e a, € T [w!] (per 1.6); & ora h(a,) =8 — 1, j(a,) =0,
8(a,) = 1, r(a,) = r, onde a, = ay(w"* — ta,),  cosl via; in conclusione, e
per 1.9, lestensione su T*w!] di T*/T*w" — t5) & somma diretta di
s T*[w!*]-moduli indecomponibili isomorfi a T [0!5]/T* [w!] (w"/* — t). Se
T*/T*w" — t) non fosse semplice, si avrebbe per esempio w" — & = be,
con byc€ T e h(b), h(c) non nulli; allora h = s(¢) < h(w" — t*) = 8; se
I =r(c), ¢ & divisibile a destra, in T [w'*], per qualche w'* — tf, onde
un elemento di una serie di fattori di una serie di composfzione di
T* [w/hs]/ T *{ew!/"s] (wr—t%) & isomorfo a T*[w!/hs]/T* w'/s)(w!h—t). Per quanto
visto sopra, questo deve quindi essere isomorfo a T*[cw!hs]/T*[w!/*¢](w"s—t);
quindi @' — ¢t e w'* — t sono simili. Cid comporta, per I'osservazione che
segue 1’1.3, l/h = r/s, I8 = rh, impossibile perch® % <8 ed r & primo
con s; cid prova appunto che T™*/T*w" — ) & semplice, e quindi inde-
componibile.
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Sia infine M == 0 un T*modulo indecomponibile finito non libero; per
la teoria dei divisori elementari, deve essere M 2 T*/T*a, con 0 %= a € T*
e si pud supporre senz’altro a € 7 ed a ¢ t7. Se a € wT, I’endomorfismo
&—~ w& di M non & un isomorfismo, onde, per il lemma di Fitting, per un
opportuno n deve essere w"M = 0, ossia " € Ta; cid prova, come al prin-
cipio di questa dimostrazione, che in tal caso ¢ = w™x (¥ unitd di T), e
che percido M o T*/T*w™.

Sia dunque a ¢ T, e v(a) > 0 (altrimenti M = 0); se h = h(a), r =1(a),
8 = s(a),j = ja), & B > 0, e Destensione M’ di M su T*w!?], considera-
ta come T*modulo, & somma diretta degli s 7*moduli indecomponibili
o'*M (i = 0, ... , 8 — 1). D’altra parte, per 1.10 e 1.6, M', come T* w!/}-mo-
dulp, & somma diretta di 7*wo'*]-moduli, uno dei quali & isomorfo =
T*w!/s)/ T*w"5](w"’* — t). Nel caso particolare in cui a = w" — #, cid resta
vero, ed il teorema di Krull-Schmidt applicato a questo caso ci dice che
T*w's)/T* '] (w?® — t) & isomorfo, come T*modulo, a T*/T*w" — t?), ed
8 quindi semplice. Tornando allora al caso di a arbitrario, e sfruttando
questo fatto, di nuovo il teorema di Krull-Schmidt implica che ogni w*M ,
e in particolare M, & isomorfo, come T*modulo, a T*/T*w" — t3), C.V.D..

1.12 COROLLARIO. Sia M un T*modulo finito a torsione; allora M &
somma diretta di un numero finito di T*moduli dei tipi T*/T*w™ e
T*|T*w" — t°), con m, r, s interi positivi, ed r, s primi fra loro. B poi
T*/T¥w" — t5 2 T*/T*wh — tY), con r, 8, h, I interi positivi, se ¢ solo se
r=n"hed § =1

Dim. La prima asserzione & conseguenza di 1.11 e della teoria dei di-
visori elementari; 1’ultima asserzione discende dal fatto che se a, b sono
elementi simili di 7% allora, per 1.3, v(a) = v(b) ed k(a) = k(b), C.V.D..

Ricordiamo che, dati Iintero e (tale che w®= p), ed un intero s > 0,
esiste un solo corpo F = F,,, (a meno di isomorfismi) che goda delle se-
guenti proprieta: F ha caratteristica 0, & completo rispetto ad una valuta-
zione v disereta normalizzata di rango 1, e contiene un elemento w tale che
o’ =p e v(w) = 1; inoltre [F : R,)] = es, ove R, indica il completamento
del corpo razionale R secondo la valutazione p-adica. Il corpo F ., coincide
con Ryl w], ove {; & una radice primitiva (p* — 1)-esima dell’unitd (in
caratteristica 0); il corpo residuo di F,.,, modulo la valutazione v, & Cp[L;],
ove O, & il corpo fondamentale di caratteristica p, e {; & una radice primi-
tiva (p* — 1)-esima dell’unitd (in caratteristica p); Cp|Cs) @ caratterizzato dal
fatto che x° = x'per ogni suo elemento x, ma #* " 4= & per qualche suo
elemento x. Il corpo F,., possiede un solo endomorfismo x (di Frobenius)
su Ry[w], tale che {; = (% ; 'endomorfismo » & un automorfismo, e genera il
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gruppo di Galois di Fp,, su Ry[w]. Il corpo F,; si indicherd semplicemente
con Fy,.

Si consideri poi I’ Fy,,modulo libero A generato da s elementi % v =
=1, 7% ..., 771; A diviene un’algebra su R,w], contenente F,,, come sot-
toalgebra, se si identifica x:° con x (x € F,,,), e si definisce 7'z = 77¢ = 7i+1
se 0 <i<{s— 1, lr =111 = " (r intero positivo), wr = 27 8e T € Fy,;
Palgebra A non & altro che Valgebra ciclica (Fyes, %, "), che & semplice
normale (= centrale) su Ry[w] = Fp,.;, di grado s (e ordine s?). Essa &
un’algebra divisoria se e solo se r & primo con s (cfr. [4, 5)).

Cid premesso, si ha:

1.13 TEOREMA. Sia M == 0 un T*modulo ciclico a torsione, generato da
un suo elemento & di annullatore T*w™, ovvero T*w" — ), a seconda dei
casi (m,r, 8 interi positivi). Nel primo caso, Vanello degli endomorfismi di M
¢ isomorfo a K"{z}, ove K" = K/Kw™ ¢ v & una indeterminata su K" tale che
w = a"tr s¢ x € K"; 8t ha precisamente 1& = t£, ¢ wf = y& se x € K" ¢ y ¢
un elemento di K la cui immagine é x. Nel secondo caso, Vanello degli endo-
morfismi di M ¢é isomorfo all’algebra (Fpeg, %, ©7) = Fp,s[t], ove ° = 0",
w=2x"t 8¢ £ € Fy,,; st ha precisamente 1& = t&, v — x& se x € Fp,, N K.

Diu. Sia A Vanello degli endomorfismi in questione; per ogni z€ 4,
2& & elemento di M, ed & quindi della forma x£; si consideri dapprima il
caso delPannullatore T*w®: in tal caso ad ogni # € T* corrisponde uno z € A
tale che, per ogni a € T*, si abbia 2(af) = axf; applicazione x — z & un
omomorfismo di gruppi addittivi, di nucleo T*w™, ed & tale che se x — z e
x' — 2’y allora 22'(af) = 2(ax'é) = ax'xf, ossia o'z —~ 22’ ; se percid ¢t — 7, si ha
A > (K/K™){z}, con ww = x*r quando = € K/Ko™.

Si consideri ora il caso dell’annullatore T* (w" — ¢*); se nuovamente
2€ 4, e se 2f = xf, 8i deve avere x*°t°f = t50f = t%2f = 2t° = 2" = "2k =
= o"rf = po'é = xt°¢, e pertanto (#*° — ) t*, e quindi 2’ — x, & elemento
di T* (o™ — ), per esempio #** —x = a (0" — #*); ma & certo a =y~ —y
per un opportuno y € T* (per 1.1), onde, posto &' = & — y (0" — ), si ha
o — = 0, e #'f = xf = 2£. Quindi ad ogni 2z € A corrisponde almeno un
x € T* tale che 2& = x£, e che ' =wx; se L s © DPanello degli interi di
Fp.s, considerato come sottoanello di K, 'ultima condizione indica che
x € I, {t}. Viceversa, dato un « € I, {t}, ad esso corrisponde lo z € A tale
che z (af) = axé, ed & 2= 0 se e solo se # appartiene all’ideale bilatero
Ipes {t} (0" — #) di L, {t}. T’applicazione x — 2z & di nuovo un omomor-
fismo di gruppi addittivi, e se x -2z e &' — 2/, si ha ancora che x'w — 22’ ;
pertanto A & isomorfo ad I, {t}, ove v soddisfa la ¢ = "t 8e x € Ip,,.
D’altra parte, le ° =1, 7, 7% ..., ! sono linearmeute indipendenti su
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I,.s, mentre * = w"; quindi ogni potenza ad esponente negativo di z &
combinazione lineare delle 1,7, ..,7~! a coefficienti in F,,,, ed & anzi
Fpes SIpes {v); quindi 4 X I, {t} = Fpos [1] = (Fpes, %, @), C.V.D.

In vista delle applicazioni e utile il risultato seguente :

1.14 TEoREMA. T*/T* (w" — t?") & isomorfo alla somma dirvetta di r
T*-moduli isomorfi a T*/T* (w — t?).

DiM. Posto w" — 2*=a, & h(a) =2r,8(a)=1r,7r(a)=1, j(a) =0;
pertanto, come nella dimostrazione di 1.11, T* [@'2]/T* [w'?] a & isomorfo
alla somma diretta di 2r T*w!?]-moduli isomorfi a T*[w!2]/T*[w!/?] (w!/? — ?);
questo, a sua volta, si & visto (nella dimostrazione dell’1.11) essére isomorfo,
come 7T*modulo, a T*/T* (w — t?), che & indecomponibile. Quindi ogni
sotto-T*-modulo indecomponibile della estensione su 7™* [w!/2] di T*/T*(cw" — t27)
¢ isomorfo a T*/T* (v — t?), C.V.D..
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2. T-moduli eanonicj. In questo paragrafo, K, T, T*, ecc. manterranno
gli stessi significati che hanno nel § 1. Un T-modulo finito M dicesi
canonico se:

2.1 oM CtM;
2.2 s¢e €M e to = 0, allora x = 0.

Il minimo intero »n tale che M sia generato da n suoi elementi dicesi
la dimensione di M.

2.3 LEMMA. Un T-modulo finito M & canonico se ¢ solo se esso é un
sotto-T-modulo di un T*modulo, ¢ soddisfa la 2.1 ; ed in tal caso il T*-modulo

T*M ¢ a torsione, ed M soddisfa la Qi t*tM = 0.

DiM. Si noti che con la notazione 7*M si indica V’estensione di M su
T*, ossia il prodotto tensoriale 7*X)M di T-moduli, considerato come
T*.modulo. Se M & canonico, la 2.2 implica che 'estensione T*M, conside-
rata come T-modulo, contiene un sotto-T-modulo isomorfo ad M. Viceversa
se M & sotto-T-modulo di un T*modulo M* esso soddisfa la 2.2, ed &
quindi canonico se soddisfa la 2.1.

Posto n = t—1w € T* (notazione. che manterremo sempre mel seguito), ed,
M* = T*M, la 2.1 implica che = ¢ un semiendomorfismo di M, e che M &
un T [n}modulo; se M* non fosse a torsione, M conterrebbe un elemento x
con annullatore nullo; detto H 1’insieme degli @ € T* tali che ax € M, H &
un 7-modulo sinistro, finito perch® V’applicazione ¢ — ax & un isomorfismo

di H su M, e contenente T [n]. Quindi » & «intero su 7'», ossia: .per un
n—1 -

opportuno n > 0 si ha n* = Z; awn’, ¢; € T; ma allora w" = t"a* € tT, as-
0

surdo. Cid prova che M™* & a torsione.
(e}
Sia infine # un elemento di flli t'M ; allora la catena ascendente TxC

CTt 2 CTt 2 C.. €M deve essere tale che il segno = vale da un certo
punto in poi: ¢~z = t—rtlax, con a € T. Pertanto (1 — ta) x = 0, e quindi
# = 0 perché 1 — ta & unita di 7, C.V.D..
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2.4 LEMMA. Sia M un T-modulo canonico, e sia u il semiomomorfismo
naturale di M su tutto il k-modulo M/tM ; allora (/li Lyy e y Xy € M generano
M se e solo se i ux; generano uM.

Dim. Se gli #; generano M, i uw; certamente generano uM. Viceversa,
suppongasi che i uw; generino uM, e sia y € M; per opportuni a; € K &
ny = 2 (ua;) (ux;), ove u & stato interpretato anche come Vomomorfismo
naturale di K su k. Allora y — Siau; € tM, e per esempio y = Zam; | ty, ;
lo stesso ragionamento, applicato ad y,, da y — 3 (a; + tb;) o; € *M per
opportuni b; € K. Cosi proseguendo, si ottiene un elemento y' = 3 (a; 4
+ tb; + t?0; 4+ ...) x; tale che y — y €t*M per ogni r; quindi, per 2.3,

=y, C.V.D.

Da 2.4 segue che la dimensione di M coincide con Vordine del %-mo-
dulo libero M/tM («ordine» di un modulo libero significa, al solito, la
potenza di un suo insieme libero di generatori).

Un semiomomorfismo ¢ di uun 7T-modulo M, tale che o (ax) = a’ox
(@ € Ty x € M), dicesi canonico se Vapplicazione a — a° & un automorfismo di
T che lascia w e t invariati; si ha:

2.5 TEOREMA. Sia M un T-modulo canonico di dimensione m, e sia o
un semiomomorfismo canonico di M, di nucleo N ; allora:

1) oM é canonico se e solo se N NtM = tN, nel qual caso N ¢&
canonico ;
2) se la 1) é soddisfatta, allora dim N + dim ¢l = m.

Se invece N ¢ un qualsiasi sotto-T-modulo di M, tale che o N & tN, N @&
canonico di dimensione << m, l' = valendo se e solo se t'M © N per qualche
intero positivo r.

Dim. Se oM & canonico, e se x€ENNtM, e per esempio x =ty con yeM,
8i ha toy = t°oy = o (ty) = ox = 0, onde oy = 0, yeN ; percid NN tM = tN,
donde segue (per 2.1) che N @& canonico. Viceversa, se NNtM =tN,
intanto N & canonico; se poi x€ M, & wor = w%r = o (wx) € otM = toM ,
che & la 2.1 per oM; poi, se tex =0, & o(tr) =0, txE NNtM =
=1tN,x € Nyox = 0, che & la 2.2 per oM. Quindi oM & canonico, e la 1) &
dimostrata,

Supposta verificata la 1), sia n =dim N, e sia {x,,...,#,} un insieme
di generatori di N; se u ha (per M) il significato del 2.4, dico intanto che

i uxz; sono linearmente indipendenti su k. Se cosi non fosse, e se per esempio
n—1 n—1

puen = 2 (uai) (ua;), a;€T, si avrebbe x, = 3 a; »; + &, ' €tN ; allora o'=
1 1

n—1

= 3 b; tw; 4 by tx,, b€ T. Posto a; 4 b;t = ¢;, sarebbe x,, = Z;c;%; + b, Ly,

1
x, = (1 — b, )71 Z; ¢; ;, contro Pipotesi che n = dim N.
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Visto allora che i uwx; sono linearmente indipendenti su k, ne segue,
per 2.4, che Pinsieme {,, ...,,} pud essere completato in un insieme {2, , ...
ey Tm} Qi generatori di M; allora i o®,4q,..,0%, generano oM, dal che si
deduce che h = dim ¢M << m — n. D’altra parte, se i oy; (i = 1,...,h) ge-
nerano oM, gli @, ,...,%,,Y,,.... Yr generano M, onde n 4 h =m, e infine
n + h = m, che & la 2).

Sia infine N un sotto T-modulo di M tale che w N € tN; esso & cano-
nico per 2.1; posto N'=MNT*N, si ha N'ntM=tMn T*N = tN’, onde,
per 1) e 2), N' & canonico di dimensione n'<<m. Se dimostriamo che
n' = dim N, Dultima asserzione dell’enunciato resta dimostrata. Possiamo
quindi porci senz’altro nel caso speciale in cui N =M, ossia " M C N per
qualehe #; sia anzi 7 il minimo per cui c¢i0 vale. Sia poi & il massimo
intero tale che N Ct M, cosicché s << r; pongasi §, = ut—* N, 8§, =
= put—"L(NAtH M), .., S, =ut" (N N t*'M) = puM, se h=r—s. &
8, 8, C..C8: se dy=ord §,, e d;=ord §; —ord 8, (i=1,..., h),
siano * @, ... , * 4q, elementi di N tali che i uwy; formino una base di 8,;
giano poi, per 0 << i<<h,tstimy,.., 57 oy, elementi di N tali che i
Uoj y U1j 5 ooy piby; formino una base di 8. Dico che i 3y, 51wy ..., 1 ap;
(in numero di m) formano un insieme di generatori di N, il che provera
che n << m, e che quindi m << n dato che t2 NC "M per qualche q.

Se dunque y & un elemento di N, ed y€ ¢t M, y & certo combinazione
lineare, a coefficienti in T', dei '@y, ..., t"rs;, dato che questi, per 2.4,
generano t*M. Se invece y appartiene ad NN ¢*+! M ma non a s+ Y (ove
0 <1 < h), y & combinazione lineare dei t*+ uy; , ..., ts+! m; e dei t++H1 gy, ;,
wey B3l gy ed & quindi somma di una combinazione lineare dei t5+! g,
woy 8ty e di un elemento di NN#++! M; la conclusione segue quindi
per ricorrenza su ! (cominciando da ! =h), C.V.D..

Si noti che quest’ultima parte della dimostrazione implica il

2.6 TEOREMA. Sia M un T-modulo canonico di dimensione m , e sia N
un suo sotto-T-modulo canonico di dimensione n. Esistono allora degli insiems
di generatori {@,, .., ®p ), (Y, ,yn} di M, N rigpettivamente, tali che, in
notazioni matriciali, y = Vx, ove V éuna matrice di tipo n > m della forma

T,
tn T,
I,

ove 0 <5, < 8 < ... < 8, € 0ve I 8 la matrice identica di un certo ordine
dj. @li interi s;, d; , v sono unicamente determinati, e¢ si ha Z; dj = n.
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Nelle notazioni di 2.6, se dim N = dim M, Vintero 3; s; d; si chiamera
la lunghezza di M/N . .

2.7 TEOREMA. Sia N un sotto-T-modulo canonico del T-modulo canomnico
M, ¢ suppongasi dim N = dim M = m. Sia 1 la lunghezza di M/N ; allora
ogni catena N = H, c H, c ... ¢ H. = M di T-moduli puo essere raffinata
in una per la quale r = l; ma nessuna catena pud essere raffinata in una
per cui v > 1. H se la data catena é tutta costituita di T-moduli canonici,
Jra i suwoi raffinamenti non raffinabili ve n’é almeno uno tutto costituito da
T-moduli canonici. .

DiM. Basta dimostrare che se [ = 1 non vi & nessun 7-modulo P tale
che NcPc M, eche se I >1 vi & un 7'-modulo canonico P, con
NcPcM, tale che lungh M/P < !, lungh P/N < 1, e lungh P/N +
~+ lungh M/P = 1.

Sia dunque ! = 1, sicche si pud trovare un insieme {z,,..., z,,} di ge-
neratori di M tale che {tw, ,&,,.., Ln | generi N; allora M/N & un K-mo-
dulo, dato che tx € N per ogni x€M, ed & anzi un k-modulo, dato che
oM C tM € N; esso & quindi un k-modulo libero generato dall’immmagine di
%, , che non & nulla. Percio non vi & nessun P tale che Nc Pc M.

Sia ora I >1, e sia {®,,...,2,} un insieme di generatori di M tale
che un .insieme di generatori di N sia dato da "z, ,t"®,,..., t™z, , con
8 =8,=..=>8, = 0; sia, per esempio, s, =8, = ... = §, = §, mMentre
8p4+1 < 8y . Essendo 1> 1, sideve avere 0 s > 1, ovvero s=1ed s >1;
mel primo caso il T-modulo P generato da £ 'u,,..., " ‘as, tPHiay ..., t*7z,,
& certamente canonico, € si ha N ¢ P c'M, lungh P/N =h < I, langh M/P =
=1 —h <1, come richiesto.

Resta il caso in cui s =1, nel qual caso sp4; = ... = 8,, = 0 ed
I = h; posto allora § = M/N , e detto, 0 il semiomomorfismo naturale di
M sul k-modulo §, definiremo nox = onx per x € M , e distingueremo due
sottocasi :

Sottocaso 1: il semiendomorfismo = di § non & un semiautomorfismo ;
allora, per il lemma di Fitting, esiste un x € M tale che ox 3= 0 ma nox =0,
e tale z pud essere supposto combinazione lineare di z,, ..., x, a coeffi-
cienti ciascuno dei quali & o 0, o una unitd di K. Non vi & quindi per-
dita di generalitd nel: supporre ¥ = #,; ed allora, il P generato da z,,
t0g y ooy B®h 5 Tpp1y oo 5 Ty, & canonico, e soddisfa le N ¢ P < M, lungh P/N =
=1<1, lungh M/P=h —1<L1.

Sottocaso 2: il semiendomorfismo = di S & un semiautomorfismo ; scelta
una combinazione lineare y, delle #,, .., %, tale che 7, = oy, & 0, siano
le = a""1n, (i=1,..,r) linearmente indipendenti su k, e sia invece

~
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r

g, = 3 a; 9y a; €k, ove certo a; &= 0 per qualche ¢. Scelto un b, €k
- .
non nullo, tale che b, = b" ap' ™" 4 b a?" " + .. +bPa,, e posto b, =

. . . M r .
=br'ar T P T e T L p bR (i =1,..,r— 1),y = 12‘ b7, , si
r r—1 r r
ha an’ = ;0 oy = S bf pips + b7 3 ai’?i—_—brpaq’h‘l'%‘i by + bF @)y =
1 1 1

=b, 9, + Zibini=1n’. Esiste quindi una combinazione lineare y delle
2

%,y ... , ¥y, & coefficienti o nulli o unitd di K, tale che ony = oy 5= 0 ; sup-
posto che x, abbia gid tale proprieta, il P generato da x,, tx,, ..., toy,
®py1y - 5 Ty © canonico, e gode delle proprieta N ¢ P c M, lungh P/N =
=1<l,lmwghM/P=h—1<1, C.V.D..

Si ha la seguente ulteriore caratterizzazione dei T-moduli canonici:

2.8 TEOREMA. Sia M un T-modulo finito, ¢ suppongasi che esistano un
suo ingieme di gemeratori {®, , ..., ®,} , ed una matrice O, quadrata di ordine
n ad elementi in T, tali che : posto x= (2, ... #,)—1, é ar=0 (& = (ay ... ay,) ;
a; € T) se e solo s¢ a = b (tC — @) per un opportuno b=(b,...by), b;eT.
Allora M & canonico di dimensione n , ¢ 8i ha nx = Cx.

Reciprocamente, s¢ M é canonico di dimensione n. la proprietd descritta
vale per ogni suo insieme di gemeratori {x,,..,x,} e per ogni C tale che
nx = Cx.

DiM. I — Siano «# e ¢ come detto; allora wx = tCx , onde wM S tM,
che & 'la 2.1. Poi, se y € M, per esempio y = ax con & ad elementi in T,
e se ty =0, si ha tax = 0, onde, per un opportuno b, ta = b (10 — w);
quindi b = tb’, con b’ ad elementi in T, e a = b’ (1€ — w), e percid
y = ax = 0; cid dimostra la 2.2 e prova che M & canonico di dimensione
< n. Se u ha lo stesso significato come nel 2.4, per dimostrare che
dim M = n basta dimostrare che le ux; sono linearmente indipendenti su
k. Ora, se (ua) (ux) = 0, & anche ax = tdx per qualche d = (d, ...d,) con
d;€T; allora (@ —td)x =0, a —td =b(t0 — w), a;€tT+ 0T, ua; =0,
come annunciato.

II — Sia ora M canonico di dimensione n, e sia {x, , .., #,} un suo
insieme di generatori; allora {,,..,#, & un insieme di generatori di
M* = T*M ; e poiché T* & a ideali sinistri principali, esiste una matrice
A, ad elementi in T*, tale che ax = 0 se e solo se @« = b4 (a, b ad ele-
menti in 7% ; la A pud essere scelta ad elementi in T, e precisamente
del tipo 4 = A, + tA, + *4, + ..., con A; ad elementi in K ed A4,=0.
La A’ ottenuta da A dividendo a sinistra una riga per ¢ (r intero non
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negativo), se cido & possibile in 7, gode della stessa proprieta ; una tale
A’ si dird dedotta da A ; della stessa proprietd di A gode anche una A’
del tipo UA, con U matrice invertibile in 7T'; una tale 4’ si dird equiva-
lente a sinistra ad A in T ; infine, della stessa proprietd di A , ma rigpetto
ad un altro insieme di generatori di M, gode A’ = AU, con U come
sopra; una tale A’ si dird equivalente a destra ad A in T.

Indicheremo con 8, Pinsieme delle matrici ottenute da A mediante ap-
Plicazioni successive di deduzioni ed equivalenze in T'; per ogni A'€ §,
esiste una B = B, -} tB, } ..., equivalente ad A’ in T, tale che

B,= . , ove 0 << s, < s, << ..<8,<< oo, intendendosi che

wsn
w® significhi 0; gli s, sono univocamente determinati da A’, e saranno
quindi indicati con s; (4’) . Sia allora A€ 8, tale che s, (A!)<<s,(47) per
ogni A'€ §,; se 8, ¢ Vinsieme di tali A, sia A€ S, tale che s,(4% <<
< s,(A’) per ogni A’ € 8,, ecc.. La matrice A" sard indicata ancora con
A, e lasi supporra gid tale che

w®

w*

[

2.9 AO 5 8 — §; (A") .

o'
Vogliamo dimostrare che s, < co; supposto cido falso, sia » il minimo
Jj tale che s;=oc0, e sia {a,,..., a,} I'r-esima riga di 4,. Vi & una B de-
dotta da A tale che

wh

w1
Ay v oo Upg Gp o oo Ay

)

per la proprieta di cui gode 4, deve essere s;<<w(a) i=1,...,r—1),
ed a,=...=a, =0, cosicche esiste una U,, invertibile in K, tale che
B,= U, A,; pertanto 1’r-esima riga di 4, —By= A4, — U,;A, & nulla, ed
A & equivalente a sinistra, in 7', alla (1—tU)A=A,4 4, —U,A)+ ...,
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nella quale ogni elemento dell’ r-esima riga & divisibile a sinistra, in T', per
t*. Operando su (1 —tU,) A come si & fatto su A (ma usando A, in luogo
di A,), e cosi via, si ottiene una D=...(1—83U,)(1 —*U,)(1—t U) 4
equivalente a sinistra ad 4, e la cui r-esima riga & nulla. Ma D & equivalente,
in T* ad A, e quindi fra i divisori elementari di A (come matrice ad ele-
menti in 7% ve ne & almeno uno che & nullo; ¢id comporta che M* pos-
siede un elemento ad annullatore nullo, il che & impossibile per 2.3. Resta
cosi provato che, per opportuna scelta di {«,,..., #,}, si pud supporre che
A sia tale che valga la 2.9, con s, << co.

Poiche, per la 2.1, wx = tCx, con ¢ matrice ad elementi in T', si ha
(tC — w)x =0, onde tC — w = BA, con B ad elementi in 7*. Ma allora,
per la proprietd di A testé dimostrata, si deve avere B= B, tB, 4 ...,
con B; ad elementi in K e Bj4)= — w, donde s, <<1. Se fosse 8, =0,
la relazione (1 0...0) Ax = 0 implicherebbe

”
(1 4 toe, + Py + .. )2, € Z;tTw; (i€ K), e {ay,..., ®,} sarebbe un insieme
" .
di generatori di M, assurdo. Quindi s, =...=3s,=1, 4,= w, ed
A=w-{|tA’. Si & cosi dimostrato che se M & canonico di dimensione =,
esistono un suo insieme di generatori {#,,...,®,}, ed una matrice B, tali

che ax =0 se e solo se a =b (tB— w) (@, b, B ad elementi in T').

III — Sia, nelle notazioni precedenti, {y,,...,¥,} un qualsiasi insieme
di generatori di M (di potenza n), e sia ¢ una qualsiasi matrice tale che
ny=0y; e y= Ve, x="Uy, onde x=UVx, 1 — UV=2Z%(tB— w), co-
sicché UyV;=1 (mod wK), e V & invertibile in T'; percid y = V& ed
r=V"1ly.Seay=0, & aVx=0, aV=0>0(B—w), a =0>b"(tB — w), ove
b=>bV-1l, e B=V*BV~-1l, e reciprocamente. Poi, Cy=ny= B'y,
C—B =Z(@#B — ), tC( —w = (1 +tZ)(tB' — w); essendo 1 -} tZ inver-
tibile in 7', cid comporta che ay = 0 se e solo se a = d (tC — w) per qual-
che d, C.V.D..

Indicheremo con M, , (r intero positivo, ¢ intero non negativo oppure
¢ = o0) il T-modulo canonico di dimensione  la cni matrice C (nelle no-
tazioni del 2.8) & ‘ '

01 0...0
0 0 1...0
c=| .........
0 0...1 ‘
4 0 0

(tipo r><r, con C=12 se r=1), ove ®=1¢ *=0. La t( —w &

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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. . *
equivalente, in 7%, a

t 0 0 0 —w
— t 0 0 0
0 —ow t 0 0
------------------- ’
0 0 0. t 0
0 0 o — tat1
ed a
1 0 0...0 —owt!
01 0...0 — 2
0 0 1 .0 — w33
----------------- ’
0 0 O — @™l

U |
0 0 0...0 t2—at—

e finalmente a

o — e

il che dimostra che
lv*Mr,q g T*/lnlr ((0" — tr+q),

Sia M un qualsiasi T-modulo canonico; posto, in 2.6, N = wM, Vintero
Zi8id; se dim M = dim N, ovvero oo se dim M > dim N, sara chiamato
Pordine di M (= 0 per definizione se M = 0); M dicesi equidimensionale se
dim M = dim N, ossia se ha ordine finito. Si vede allora da quanto precede
che dim M, , = r = dim T*M, ,, e che ord M, , = r 4 ¢ = ord T*M, , se
q ¥ oo, mentre ord M,,= oc =7r + ¢ se ¢ = oo, ossia se ord T*M,,=0.

2.10 TEOREMA. Sta M* un T*-modulo finito a torsione; condizione neces-
saria e sufficiente acché esista un T-modulo canonico M tale che M* = T'*M
é che per ogni sotto-T*modulo semplice N* di M* valga una delle condizioni
ord N* = 0 ovvero ord N* > dim N*. E se ¢ cosi, 8 ha dim M = dim M*,
ord M = co se M* possiede sotto-T*-moduli non nulli di ordine 0, ed
ord M = ord M* altrimenti. Se poi M é canonico, ¢ 6 & un suo semiomomor-
Jismo canonico di nucleo N sul T-modulo canonico oM, é ord M = ord N -
-+ ord oM ; se infine N é un qualsiasi sotto-T-modulo canonico di M, é ord N <<
< ord M, ! = valendo se¢ ¢ solo se trM © N per qualche intero positivo .
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Dim. Escluderemo il caso M* = 0, per il quale tutte le asserzioni sono
immediatamente verificabili. Sia M* = T*M con M canonico, e sia  un
elemento di M che generi un sotto-Tmodulo semplice non nullo N* di M*;
per 1.11, si pud supporre che Vannullatore di # sia o T*w, nel qual caso
ord N* = 0, ovvero T* (w" — ¢, con r, s primi fra loro. Nel secondo caso
&ty = t—"w"x = a"x € M, onde t{—"x € M per ogni intero positivo i;
quindi, per 2.3, s =r, ossia ord M* = dim M*, come richiesto.

Suppongasi ora che M* soddisfi la condizione enunciata; allora, per
1.11 e 1.12, M* & somma diretta di 7'*moduli indecomponibili dei tipi
T*Myooy T*M,q (r, ¢ primi fra loro), T*M,,; pertanto M* = T*M, ove M
¢ somma diretta di 7I-moduli canonici dei tipi M, o, Mygqy My,

Se M* = T*M, per 2.5 la dimensione di M dipende solo da M¥* e
coincide quindi con dim M* perch® cid & vero quando M & somma diretta
di T'moduli dei tipi M, . Lo stesso ragionamento vale per ord M se si di-
mostra che ord M dipende solo da M*. Sia quindi N un sotto-T-modulo
canonico di M, tale che T*N = M* = T*M; se dim wM < dim M, da
o NS w M segue dim o N << dim N = dim M ; quindi ord M = oo implica
ord N = oo, e reciprocamente. Se invece M & equidimensionale, & t"M C N,
t'oM S wN, onde N & equidimensionale; poi, per 2.7, lungh M/N 4 ord N =
=1lungh M/wN = ord M +- lungh o M/wN = ord M + lungh M/N, onde ord N=
= ord M. Questo dimostra tutte le asserzioni dell’enunciato, C.V.D..

L’espressione ord M — dim M si dird la codimensione di M ; essa & oo
se M non & equidimensionale, mentre se M & equidimensionale la sua codi-
mensione coincide con lungh M/zM, ed & finita; in particolare, codim M, ;= ¢;
M dicesi periodico se w™M = 0, o, il che & lo stesso, n*M = 0 per qual-
che intero non negativo r; se s & il minimo tale r, w®* & il periodo di M;
M dicesi logaritmico se codim M = 0, ossia se nM = M ; dicesi radicale se
a*M ©tM per qualche intero positivo r; dicesi semplice se non possiede
Sotto-T-moduli canonici non nylli di dimensione < dim M; dicesi indecom-
ponibile se tale & T*M. Due T-moduli canonici M, N sono isogeni se ciascuno
di essi & isomorfo ad un sotto-T-modulo dell’altro; per 2.5, M ed N sono
isogeni se e solo se dim M = dim N, ed N @& isomorfo ad un sotto-7-
modulo di M.

2.11 TEOREMA. 1) Ogni T-modulo canonico ¢ somma diretta di uno lo-
garitmico ed uno radicale, unicamente determinati;

2) un T-modulo canonico di dimensione r >> 0 & logaritmico se e solo
se ¢ isomorfo ad M,q; in tal caso esso & somma diretta di r T-moduli iso-
morfi ad My, ;

3) sia M un T-modulo canonico radicale; dette E, P le unioni di tutti
i sotto-T-moduli rispettivamente equidimensionali e periodict di M, E ¢é equi-
dimensionale e P ¢ periodico; inoltre M é isogeno ad E & P;
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4) ogni T-modulo equidimensionale radicale non nullo é isogeno alla
somma diretta di T-moduli radicali equidimensionali semplici mon nulli; cia-
scuno di questi é isogeno ad un M,gq, con r, q primi fra loro;

5) ogni T-modulo periodico non nullo é isogeno alla somma diretta di
T-moduli del tipo M, .

DiM. Per 1.12, 1.11 e 2.10, M & isogeno alla somma diretta di 7-moduli

dei tipi M, q, ove r,q soddisfano ad una delle condizioni seguenti: a) r =1,
= 0; b) r,q interi primi fra loro; ¢) r intero positivo, ¢ = oco. Se indi-
chiamo con L, B le somme dirette degli M, , dei tipi a), e b) o ¢) rispetti-
vamente, si puo supporre MC LD R. Pongasi L' =LNM,R =RN M;
allora codim L' = codim L = 0, onde L' & logaritmico; invece, per r ele-
vato, n"R' S a"R S tR', onde R’ & radicale. Un o € M appartiene ad R’ se e
solo se per ogni s> 0 esiste un +» tale che =a'w € t*M; invece L =

oo
= f(;l, a*M ; infine, se x € M, ed * = z;, + xp con xr € L, xp € R, per s ele-

vato si ha n*xp € R, onde n*r;, = n°x — n*wp € M N L = L' ; quindi #, € I,
zp€ R, ed M = L' P R, che dimostra la 1).

Se M & logaritmico, ossia se, nelle notazioni precedenti, M — L', e se
p ha, per M, il significato attribuitogli nel 2.4, si puo, come nella dimo-
strazione del sottocaso 2 del 2.7, trovare un insieme minimo di generatori
{#yy ... y xa) di M tali che mux, = px,; poi si possono trovare facilmente

n
degli #; = x; 4 aw, (a; € K; i = 2, ..., n) tali che mux; € 3; kuwxj, cosicchd il
2

k-modulo 8 generato dalle ux; soddisfa ancora (come uM) la relazione
a8 = 8§, e si pud trovare un x; con la proprietd 0 I muxy = uwy € 8, ece..
In conclusione, si pud trovare un insieme di generatori {Ugy ey Uu} di M
tale che ny; = y; (mod tM); ed allora si puo applicare 1’1.1 per trova-
re delle combinazioni lineari 2z; degli y;, a coefficienti in K, tali che
n(y; + t2;) = y; -+ te; (mod t*M ), ecc.; infine, si giunge a costruire un insieme
di generatori (wu,, ..., #,) di M con la proprietd nu; = u; ed allora M =
= Tu, @ ... » Tu,, econ Tu; = M,,; questo si applica in particolare ad
M= M,y, e dimostra la 2).

Le 3), 4), 5) si dimostrano analogamente, ma in maniera cosl semplice
che non vale la pena di esporla, C.V.D.

2.12 TEOREMA. Nelle notazioni di 1.13, Panello degli endomorfismi di
M, & isomorfo a K" (1] [v~1w]; invece U'anello degli endomorfismi di M, ,
(q finito) é isomorfo alla schiera di A = (Fp.ryq, %, @") generata, sulla schiera
8 degli interi di Fp,,iq, da © e 7w, Se 7, q sono primi fra loro, oppure
se r=1 e q =0, questa é contenuta nella schiera massima R di A su S,
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e coincide con R se e solo se o r = 1, ovvero ¢ = 1; nel primo caso é
R = 8 [z], e nel secondo caso é R = 8§ [+~ w].

Dim. Eccetto le asserzioni contenute nell’ultima frase, & tutto conse-
guenza di 1.13, e del fatto che M,, e M, sono T [n]—moduli ciclici;
basta quindi dimostrare le asserzioni contenute nell’ultima frase.

Posto F= Fp,riq, & noto [4, 5] che R & totalmente ramificata su §
(essendo A divisoria), cosicch® se w & la valutazione normalizzata di A che
estende la v di F, & w(w)=1 -} ¢q, e percid w(r) = r. Si scelgano i minimi
interi non negativi a, § tali che a(r 4 ¢q) = fr 4 1; allora un elemento di
w-valore 1 & w*z—#, e quindi R = 8[w*7—f]. Possono ora darsi tre casi:

1. r=1, nel qual caso a=1 e f=g¢; allora R=S[wt =
= S[wrw ] =28[7], e quindi R=8[r, v w;

2. ¢=1, nel qual caso a = f=1; allora R= S[wr"!], che ugua-
glia appunto S[r, 7! w];

3.r>1e ¢g>1; in tal caso si constata subito che a <7,
a < f<Lr-+ ¢q; dico allora che S[r, v—! w] non contiene w*:—#; ché se in-
fatti w®1—F = @~ ¢7+9—F—1 fosse combinazione lineare, a coefficienti in
8,di1,7z,22,...,7 1 1w, lw?,..., T tw)yti1, esso dovrebbe
essere combinazione lineare di 7t9—f-1 e di (! w)f = wf—" v"+1—F-1; essen-
do r —a >0, cid comporterebbe r —a<<r—f, a =f, che si & visto
essere falso, C.V.D..

Da 1.14 si ha subito:

2.13 TEOREMA. M, , é isogeno alla somma diretta dir T-moduli canonici
isomorfi ad My, . ‘

Vi sono alcuni invarianti che sono collegati ad un semiomomorfismeo
canonico ¢ di un T-modulo canonico M su un T'modulo canonico P ; intan-
to, per 2.5, il nucleo N di o, e il T-modulo ¢ M sono canonici; & canonico
anche il T-modulo @ =PNT*(cM). La dim N=dim M — dim o M sara
chiamata la nullita di o; poi, dim @ =dimo M, e quindi esiste ’intero
Il =1lungh Q/c M ; V’elemento '€ K sard detto 1’ inseparabilitd di o; esso &
1 se e solo se Q=0 M, ossia, per 2.5, se e solo se P/oc M & canonico.
L’intero dim P — dim M si dird la conullitd di o. Se conullo =0, e 7 &
un semiomomorfismo canonico di P, si ha nullto = nullz -+ nullo; se in-
vece ¢ & arbitrario, e v & tale che nullz =0, si ha conull t ¢ = conull 7z 4
+ conullo; se infine entrambe le condizioni sono verificate, ossia se
conullo =nullz =0, si ha ins70 = (ins7)(inso). In generale, e per 2.7,
¢ pud essere decomposto nel modo seguente :

2.14 M—+M/N=H——>Q0=0MQ—>Q1—>...——>QZ—_—Q_>p,
P & 1 2] e, T
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@, 0iy, T S0n0 omomorfismi; ¢ & un semiomomorfismo ;
null g =nullo, conullg =0, insp =1

nulle =conulle =0, inse=1;

null g; =conull p; =0, ins g; = w ;

nullz =0, conullz =conullo, insz=1.
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3. Dualita. A questo punto & utile fare un’osservazione: ricordiamo
che nel § 2 si & definito # = t—! w; n soddisfa la relazione na = a* n se
a€K . Si pud quindi dare una traduzione di tutto cid che si & fatto fin qui
dopo aver cambiato ¢ in m,n in ¢t,-e x in »~1; esiste percid una teoria dei
IT*moduli e dei II'moduli canonici (sinistri) analoga a quella dei 7*-moduli
e dei T-woduli canonici; qui, si & posto II* = K {n} , I = K {n]; ci pro-
poniamo di sviluppare in questo paragrafo dei legami fra le due teorie.

3.1 TEOREMA. Sia M un T-modulo canonico di dimensione m e codimen-
sione n; allora :

1) se n = oo, o0ssia se M non & equidimensionale, M, considerato come
K-modulo od anche come K [t]-modulo, non é né libero né finito;

2) s¢ M ¢ equidimensionale, 8iano x, ..., %y, elementi di M (certo
esistentt) le cui immagini, in M/wM, generano il k-modulo M/wM ; allora M
¢ un K-modulo un cui insieme libero di generatori é (@, , ..., @pmiy};

3) nelle ipotesi di 2), M ¢é generato da m elementi anche come K([t|-
modulo ;

4) M ¢é anche, in modo naturale, un II-modulo camonico, se e solo se
¢ radicale equidimensionale ; ed in tal caso esso é radicale equidimensionale,
ma di dimensione n e codimensione m, anche come II-modulo canonico.

DiM. Se m = oo, M contien¢ un elemento z == 0 tale che wzx = 0;
quindi M non & libero, come K modnlo o come K[t}-modulo, perché wxr = 0;
poi, Tx &, come K-modulo, e quindi come k-modulo, la somma diretta com-
pleta dei Tt"z (r = 0,1,..), e non & quindi finito n® come K-modulo, neé
come K [t]-modulo; cid dimostra la 1),

Si consideri ora la 2); poiché n 4 m = lungh M/wM, per 2.6 esistono
un insieme {y,,..,¥,} di generatori di M, e degli interi 8, <8, <<..<s,,
tali che un insieme di generatori di wM sia {ty,, .., "™ y,}; e si ha inol-
tre m + n = 3Z;8;. Allora il k-modulo M/wM & generato dalle immagini dei
Yy (j=0,..,8 — 1), e queste ne formano anzi una base, perchd altri-
menti M/wM, come k-modulo, avrebbe lunghezza < m -+ n, il che contrad-
dirrebbe il 2.7. Visto cosi che gli «,, .., x,4, con la proprietd richiesta
esistono, e sono anzi linearmente indipendenti su K, mod wK, per un dato
2€M i trovino gli @, .., @y, €EK tali che 2 — 3 a;4; = we, EwM ; 8i operi
poi su 2, nello stesso modo, ecc., col solito metodo di approssimazioni suc-
~cessive, Il risultato & che z & combinazione lineare degli x; a coefficienti,
unicamente determinati, in K; cio dimostra la 2). Il fatto poi che si pos-
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sano scegliere le ¢ y; in luogo delle x; mostra che le y; generano M come
K[t]-modulo, e prova la 3).

Per dimostrare la 4), osserviamo anzitutto che M & certamente un K [r]-
modulo; l’essere esso un /I-modulo «in modo naturale» significa che per

(o]

x€M ed a;€ K ha significato I’espressione 3; 7! a; , ossia che la successione
0

-
dei Z;nta; 2 (r = 0, 1, 2,...) converge nella topologia naturale di M, che &
0

quella in cui i ¢ M sono gli intorni dello 0. Significa quindi che, dato j,
e aix€t M per i elevato; e cid vuol dire che M & radicale. Se poi M deve
essere non solo un II-modulo, ma addirittura un II-modulo canonico, per
2.2 gi vede che nx — 0 deve implicare # = 0, e che quindi M deve essere
equidimensionale (come T-modulo). Se tutto cid & verificato, si vede subito
che allora M & radicale equidimensionale anche come II-modulo. Quanto alla
dimensione di M come II-modulo canonico, per il 2.4 essa coincide con l'or-
dine del %k-modulo libero M/xM, ossia con la lunghezza di M/zM, che & ap-
punto »; cid prova la 4), C.V.D..

Siano M , N rispettivamente un 7T-modulo canonico ed un II-modulo
canonico, e sia (r,y) — r @y (v€M, yeN) un’applicazione dell’insieme prodotto
M > N su K, bilineare quando M, N vengono considerati come K-moduli;
suppongasi inoltre che tale applicazione soddisfi le relazioni = @ ny = (tx @ y)*,
(x @ty = nx @y. Se queste condizioni sono soddisfatte, e se inoltre & vero
che, dato un yeN (rispettivamente un €M), si ha x @y = 0 per ogni x€M
(rispettivamente per ogni yeN) se e solo se y — 0 (rispettivamente x = 0),
allora l’applicazione « @ » dicesi una dualité fra M ed N, e ciascuno di que-
sti dicesi duale dellaltro. Noi c¢i occuperemo esclusivamente del caso dei
T-moduli canonici equidimensionali; si ha:

3.2 TEOREMA. Sia M un T-modulo canonico equidimensionale, di dimen-
sione m e ordine q; sia N il K-modulo duale del K-modulo M (osgia sia N
il K-modulo degli omomorfismi del K-modulo M su K); allora, con ovvie de-
finizioni, N é un Il-modulo canonico duale di M, ed ha dimensione m ed or-
dine q. Ogni II-modulo canonico duale di M & isomorfo ad N; infine, lo dua-
lita é continua, mel senso che per ogni intero s > 0 esiste un intero r >0
tale che x ® yEd® K ogniqualvolta x€tr M o yen' N.

Dim. B (& 4-2) @ 7y =2 @iy} 2 @ 7y ; poi, se ac K, & (ax) @ ny = (tax @ y)*=
=a (tr@y)* = a (r ® ny), onde nycN , ed analogamente fyeN .

Per 2.6, esistono un insieme {x,,..,#,} di generatori di M, e degli in-
teri positivi 8, << s, <<..<s,,, tali che un insieme minimo di generatori
di wM sia dato da {t" «,,..,t"™x,]; ed allora, per 3.1, un insieme libero di
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generatori del K-modulo M & dato dai #*#;, con 0 <<i<Ts;. Sia y; Vele-
mento di N tale che ¢t ° z;@y; =i ;1 (0 < s <), e si considerino gli
elementi n*—1y; ove, per ogni j,i assume i valori 1,...,s;; dico che i i1 y;
formano un insieme libero di generatori del I{-modulo N. Si consideri in-
fatti la matrice H dei ¢»~° »), @ 7! y;, ove gli s, h restano fissi in ogni
riga, e ove h,j variano fra 1 ed m, mentre s,¢ variano fra 1 ed 8, e 1
ed s; rispettivamente; in tale matrice, si ordinino le righe e Je colonne se-
condo Vordine lessicografico di (s, k) e di (i , ) rispettivamente. Allora basta
dimostrare che H & una mutrice invertibile in K.
Ora, gli elementi diagonali di H sono i

tsh-—s @ ns—l yp = (tsh—l z, @ yh),,s—l — 1’

mentre quelli al di sotto della diagonale sono tutti nulli, in quanto o s >4,
ed allora "z, @ 2" Ly = (g, @y =0, ovvero s =i ed
h>j, nel qual caso ¢ °u;, @ n* ' y; = (t** " a; @ y;* " = 0. Pertanto H
& invertibile in K, onde ¢ #*~! y; formano un insieme libero di generatori
del K-modulo N .

Dato lintero s> 0, esiste un r tale che t"M C w*)M, onde t*Mey<
Cow'Mey € w” K se y € N; percid y & continuo, come annunciato. Se allora

o= Z;a;n €Il con a;€ K, e se y € N, sia z elemento di N tale che, per
0

xeEM,x@z = 2;a; (tiw.y)"i; tale z esiste per quanto precede; se s8i pone,
0

per definizione, 2 = ay, si vede che N diviene un II-modulo; siccome poi i
n'y; generano N come K-modulo, si conclude che gli y; generano N come
IT'modulo, anzi, addirittura come K [r]-modulo (cfr. 3.1).

Per dimostrare che N & canonico occorre verificare le analoghe di 2.1,
2.2; ora, da tN C N e dall’ovvia relazione t(ny) = n(ly) = wy se y € N, segue
oNC nN, che & la 2.1. Se poi ny = 0, & anche wy = 0, w (r@y) = 0 per
ogni x€ M, onde xr@y = 0,y = 0, che & la 2.2.

La dimensione di & si & visto essere <<m; poiché M & ottenuto da N
come N da M (previo scambio di ¢t con =), si deve avere m — dim M <<
< dim N < m, dal che si conclude che dim N =m, C.V.D..

Con dimostrazione ovvia si ottiene:

3.3 COROLLARIO. Notazioni come al 3.2; se M = L @ R, con L loga-
ritmico ed R radicale, allora N = P & @, ove P (risp. Q) é Vinsieme degli
y €N tali che -y = 0 pe ogni x € R (risp. x € L); allora P ¢ logaritmico, ed
¢ duale di L, mentre Q é radicale ed é duale di R. Inoltre, il duale di M, g
(0 < 8 << 0) é Ms,, quando quest’ultimo venga considerato come un II-modulo
canonico.
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Nel seguito, se M & un T-modulo canonico equidimensionale, il II-modulo
canonico duale di M sard indicato con M_;; se o & un semiomomorfismo
canonico di M sul T-modulo canonico equidimensionale P, indicheremo con
o, il duale di o, ossia il semiomomorfismo canonico di P_; su M_, definito
da (x@o0_1y)° = ox ey, se v €M ed y€ P.,. Si ha:

3.4 TEOREMA. Sia o un semiomomorfismo canonico del T-modulo cano-
nico. equidimensionale M sul T-modulo canonico equidimensionale P; allora
conull 6 = nnll 6_;, ¢ ins 6 =ins o_;; in particolare, o_; é un semiisomorfismo
se ¢ solo se conull ¢ = 0.

Dim. Si decomponga o come al 2.14, ma scrivendo gf, @ in luogo di
0iy Qi; la corrispondente decomposizione di o—; &

i -1 0
Py—Q= Q—1—1>Q-1 l—* > Qo —>H  — M,
—1 1
T re, ey e, e P
ove ¢_j, Q‘_l, 7_, sono omomorfismi, mentre &_, & semiomomorfismo ; per di-
mostrare Passerzione sulle nullitA e conullitd, occorre dimostrare che :

conull =_; = 0, null 7_; = conull 7;
conull éf_l =null ¢! =03
conull ¢; = nulle_; = 0;
null p_; = 0, conull p_; = nullp;

da queste seguira anche null 7_; = null 6_,;, conull ¢_; = conull ¢_, ,
conull 6_; = null ¢, null 6_; = conull 6.

Ora, le asserzioni riguardanti ¢_, e @_; sono palesi; la seconda asser-
zione riguardante 9‘_1 (per esempio o' ) si dimostra osservando che se
04yeQ ,o  y & certo non nullo perché se fosse nullo si avrebbe
r@y = 0 per ogni x € 0'@Q° e quindi per ogni x € @', dato che Q! C o'Q°
per r elevato. Per dimostrare la prima asserzione riguardante @' , si os-
servi che se y € Q° , per r elevato si ha x@a"y € 0K con s elevato; quindi
ay & estensibile a tutto Q' 2 o!Q°, ossia n'y € o1 Q' .

Le asserzioni riguardanti z_; si dimostrano osservando che per 3.1
esiste un insieme libero X di generatori di @ (come K-modulo) tale che 7.X
pud essere completato in un insieme libero di generatori di P; quindi z_,;
® su tutto Q_;, e percid conull 7_; = 0, null z_; = conull z, ed anche
inst_; =0.
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Pertanto, per dimostrare che ins ¢ = ins o_;, basta dimostrare le se-
guenti asserzioni:
a) ins 7_, = 1; b) ins ¢ | = w;
*
¢) ins ¢, = 1; d) insp_; =1.

Ora, ¢ & un semiisomorfismo di H su tutto @° onde la ¢) & palese; la
a) & gia stata dimostrata. Per dimostrare la d), si considerino un y € H_;
ed uno z € M_; tali che ne = @_,y; si ha, perx € M, 79 @0y = nr® ¢_y =
=nx @ nz=(wxr e z)*, onde nHOyC wkK, HetyC ok, tye¢ wH_,, y € nH_,; per-
tanto 2 € ¢_;H_,;, il che prova che M_,nII*e¢_H_,) = ¢_;H_;, e che

percid ins ¢_, = 1, che & l1a d).

La b) sara dlmostram, per esempio, nel caso i = 1, essendo p! 1’iso-
morfismo di immersione di @° in @', ed avendosi lungh Q!/Q° = 1, per 2.7
¢ Q' = @° + Tv per un opportuno v ¢ Q° tale che tv€ @°. Un y€ @° ap-
partiene a o' Q' se e solo se n(tv)@y € wK; quindi @°, /ol @' & isomorfo,
come K-modulo, a K/wK I ; ne segue lungh @° /o! @' =1, o ins o! = o,
che & la b), C.V.D..

La dualita «@» precedentemente introdotta, pur essendo la pii natu-
rale per i T-moduli canonici equidimensionali, ha il difetto di non essere
estensibile a quelli non equidimensionali; introdurremo pertanto un altro
tipo di dualita. Si osservi prima di tutto che ogni 7-modulo canonico (sini-
stro) M pud essere considerato, in modo naturale, come un II-modulo cano-
nico destro, qualora si definisca, per # € M ed a € I, xa = a*x; qui, y in-
dica la reciprocitd (= antiisomorfismo) di IT su 7T, od anche di 7 su II, che
a Z;a;n (a; € K) fa corrispondere ;¢ a;; si noti, a tal proposito, che per
a€ T, be [l x€M ® in generale (ax)b &= a(xb). Se M ha ’insieme minimo di
generatori {x,,...,%, ]},  8e, a norma del 2.8, ax_,=C0x_,, con =(x, ... ®y,),
allora xt = x(r, ove C? & la trasposta della matrice ottenuta appliéando Y
ad ogni elemento di 0. Lo stesso dicasi riguardo ai II-moduli sinistri e
T-moduli destri.

Per n =0, 1, ..., si indichi con k, V’algebra (bilatera) K/Kw"+! su K;
in k, & definito in modo naturale il semiendomorfismo » (di algebre); vi &
poi un omomorfismo naturale (di algebre) o di k.4, su tutto k,, con ki =10
per definizione; e vi & infine Poperatore z che ad un elemento di k,, imma-
gine di a € K, fa corrispondere immagine, in k,4;, di wa*'; esso & un
semiomomorfismo di K-moduli; se a € k, e b € K, valgono le regole: (ba)y =
= b a*, (ba)e = bae, (ba)y = b* 'ar.

Indicheremo con K linsieme delle successioni u = [ug, u,, g, ... ], u; € k;;
se b € K, defininiremo bu = [buy, bu, , ... |, ub = [buy, b* uy, 0* uy, ... ],
w* = [ug, wy, )y b =[0, ufy ul, .. ] = [ugx, ugr, L., ut = [0, ury, uir, ..,
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um = [ug, ug, ...]. Allora ) diviene, in modo naturale, un 7'[x]-modulo sini-
stro e destro; le u; diconsi le componenti di v, e la somma viene definita
sulle componenti; si ha inoltre tru = ntu = utn = unt = wu = uw, ut =
= (tuy* = tu*, nau = (un)* = wm, (bu) ¢ = b(uc) se b, ¢ € T [n]. Infine, & tu = 0
(risp. ut = 0) se e solo se w = 0; porremo, per u € N, uu = u, € k, = k.

3.6 TEOREMA. Sia M un T-modulo canonico (sinistro) di dimensione n,
e sia N Uinsieme degli omomorfismi { (0ssia —x ol per x€ M) di M sul
T-modulo sinistro °X ; con la definizione x ol a = (xol) a (a€T), N & un T-
modulo canonico destro di dimensione n. Si ha € = 0 se ¢ solo s¢ x ol = 0
per ogni £ € N; inoltre M é isomorfo al T-modulo sinistro degli omomorfismi
del T-modulo destro N su K. Sia x (matrice ad una colonna) un insieme mi-
nimo di generatori di M, e sia C una matrice quadrata ad elementi in T
tale che nx = Cx; allora esiste un insieme minimo { (matrice ad una riga)
di generatori di N tale che p(vol) =1 e che tn = £C* . Infine, gli ele-
mentt £, € N (i=1,...,n) generano N se ¢ solo se det u (x; o §) == 0,
mentre é n € Nt se e solo se u(y o n) = 0 per ogni y € M.

Dim. Se (€N, si ha, per €M, zolw=@o)o=w(@ol)=wxo =
=1ty o ¢ per un opportuno y€ M, onde o { w€t = Kt; quindi N con-
tiene la 7 tale che x o y = (x o {w)t~!, @ cid prova la 2.1. Poi, se {t =0,
da (xol)t=0 segue x o =0, { = 0, che & la 2.2. Pertanto N & un 7-
modulo canonico se & finito; si noti che (x o fn) = (® 0 &) m.

Si indichi con w? (8, m=0,1,...; s<<m) "immagine di o® in &k _;
se ¥, C sono legate come all’enunciato, sia ¢ = C, 4 t0, 4 30y, 4+ . . .,
con C; matrice ad elementi in K. Pongasi U, = w) (matrice identitd di or-
dine n ad elementi in k), e, per m > 0, si indichi con U, la matrice che
¢ somma di tutte le espressioni

—1 —1
* *
it 0

che soddisfano le condizioni seguenti :

=i 1, =i iy +2,...,bb=d,Fig+...40+r=nm;
i b =s.

. . ) . i ;
Con verifica diretta, e tenendo presente che (w?) = w? , (@f)” = w,jﬂ,

(%) = s _, (=0 se s=m), si trova che le U soddisfano le relazioni

ricorrenti seguenti :

ox m gl " L —m—1
3.6 Upt1=2:0C Up—1; U1 = 2 UnZ; C; ;
0 0
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se si pone U=|U,, U,,...] (scrivendo una successione di matrici anziche
una matrice i cui elementi siano successioni appartenenti a <), le 3.6
significano rispettivamente nU = CU, Un = UC*"; esistono quindi delle
Cyyeny Cn€N tali che o {=U, ed & p@ol)=pU=U,=1, e xol{n=
=Un=00""=zgo CC"_I, ossia (= CO’"—I, come richiesto.

Dico ora che le {,,..., (s generano il T-modulo destro N : sia in-
fatti £€ N, e pongasi ¢ o £ = w (matrice ad una colonna); & nw = Cw,
ossia, per ogni m >0,

3 ox = On—i zi
N W1 = 2; O wp—i .
0

Dobbiamo trovare un a = a, 4 ta, + ..., con a; matrice ad una co-
lonna con elementi in K, tale che &={_a, ossia tale che w=a o {a = Ua;
cio significa trovare le a; in modo che, per m = 0,1, ..., sia

—nt

m
3.8 = 3; UL~ .:‘
0

Ora, per m = 0 la a, esiste certamente, poiche U, = w{ ; supposto
quindi che a; sia stato trovato per ¢ =0,...,m — 1, si potrd trovare
una a, che soddisfi la 3.8 se e solo se

1 z+l x—m+1
- 2 U:n—z a; =0 )
ossia, per 3.7, se e solo se
m=l i i RS —m41
2 CF  wpm—i—g — UnZi % af =0.

Ma, di nuovo per la 3.8, il primo membro di quest’ultima diviene :

m—1 _; m—i—1 it i e—mtl fuitly  e—ml
Zi 01;” Zj U,,t,_iﬁl_j a,- -_ Uf,:,f_@ e (l; =
0 0
m—1 (m—i—1 AR “H —m+1
— z,-( 3 o UL — v Q)a, —0
0

per la prima delle 3.6. Pertanto le a; esistono, & le ¢, , ..., {, generano N.

Le & ,..,&s generano N se e solo se £ = (A per una matrice 4 ad
elementi in T ed invertibile in T; e cio® se e solo se, fra le matrici A
(certo esistenti) tali che # o £ = UA ve 1n’é& una invertibile; cid accade
appunto se e solo se det u (x o &) 5= 0, come richiesto.
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Se y€ M & tale che y o y = 0 per ogni € N, da u (y o {) = 0 segue
ora y €tM, e per esempio y = tz; allera, da t2 o = 0 segue 2z o (=20,
onde 2z €tM, y€t*M, ecc.; infine, y= 0, come richiesto. Invertendo il
ruolo di M ed N si constata subito che M & isomorfo al T-modulo sinistro
degli omomorfismi del 7-modulo destro N su X, C.V.D..-

Se si considera I'N del 3.5 come un II-modulo canonico (sinistro), e
se £ & ora la matrice ad una colonna degli {;, si ha ¢ = OV"_JIC, e la
matrice 707 ' — @ = (tC— w)* & legata a { come la tC — w & legata alla «
(cfr. 2.8). Per questo motivo, il II-modulo canonico N sara detto il ¢raspo-
sto di M e indicato con M_, (cosicché M_, avra, a seconda dei casi, il si-
gnificato di duale o di trasposto); in particolare, il trasposto di M, , sara
indicato con N,,; per elementi y ¢ M, € N, continueremo a scrivere
y o 5; questa operazione bilineare gode delle seguenti proprietd (ove a € K):
Won=a@on,yoap=yona,ayon=(yotyf (tyon=yoan.

Se 0 & un semiomomorfismo, canonico del T-modulo canonico M sul
T-modulo canonico P, il trasposto di o, indicato ancora con o_;, & il semio-
momorfismo canonico di P_; su M_,; definito da (x o 6_;{)° =02 o {; qui,
86 u = [uy , Uy, ...] €K, u’ significa [uf, u7, ..].

3.9 TEOREMA. Il 3.4 vwale anche per M e P T-moduli canonict qual-
siansi, purché o_; indichi il trasposto di o anziché il suo duale.

Dim. La dimostrazione del 3.4 pud essere ripetuta quasi parola per
parola ; le modificazioni meno evidenti da apportare sono le seguenti :

1. Per dimostrare le asserzioni riguardanti z_;, si completi un in-
sieme minimo di generatori {a,, .., ®,} del T-modulo z@Q, in un insieme
minimo di generatori {®,,..,xs} di P; se le {; sono legate alle x,,...,x,
come al 3.5, le 7_; {y, ..., 7—1 {,, generano Q_, per 3.5, donde Q_, =7, P_,;;

2. Nella dimostrazione di d), sostituire la formula npr @ y = ... =
= (x @ 2)* con @x o y =& o 2t;

3. Nella dimostrazione di b), sostituire la = (fv) ® y € K con la
(tv) o y €K, C.V.D..

Nel caso in cui M sia equidimensionale, abbiamo cosl definito un suo
duale (con l’operdzione ®), ed un suo trasposto (con loperazione o); essi
sono legati nel modo seguente :

3.10 TEOREMA. Sia M un T-modulo canonico equidimensionale ; sia N il
suo duale, e sia P il suo trasposto; allora esiste un unico isomorfismo o.di
IN su tutto P tale che, per (€EtN ed x € M, (x o of), sia Vimmagine, in k,,
di z@tf (r=0,1,..).
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DiM. Il o cosl definito associa ad ogni € ¢N una applicazione of di
M su K ; occorre anzitutto dimostrare che of & un omomorfismo di 7-mo-
duli sinistri. E infatti, & intanto ((® 4 y) o 6f), = (® 0 o), + (¥ 0 ol),, €
(ax o 6f), = a (x o of), per a € K. Poi, (tx o o)., per r > 0, & Vimmagine,
in k,, di tx @ ' = w (v ® t'12 ', e questa non & altro che (& o ol)_y5
se invece r = 0, (tx o of), ® Pimmagine, in k,, di tx o {; essendo { ele-
mento di £N, ossia { = ¥’ per uno [’ €N, d tr@ = tx @ t{’ € wK, onde
(tx 0o 0f); = 0; quindi ¢tx o ol = t (x o of) . Pertanto of € P; & ovviamente
6+ n =0+ on, o (al)=aol se a€ K; inoltre, (x o onl), & Pimmagine,
in k., di z @ t'al = wx @ "1 [, e questa non & altro che (x o of)i*, (vali-
do, come prima, anche se r = 0); quindi on{ = nof , ¢ ¢ & un omomor-
fismo di II-moduli.

Se of = 0, ossia se x @ t" { € w1 K per ogni « ed ogni r, si ha in-
tanto x @ { € w K per ogni x, onde { € w N S aN, e per esempio { = nl’;
poi, r@tnl’ c* K,z @ '€ w K, {'€ o NC nN, { €a? N, ecc.; quindi { =0,
e cido prova che o & un isomorfismo di tN su P. Infine, come si & visto
nella dimostrazione del 3.2, esistono un insieme minimo di generatori
{Zyy ey 2n} di M, ed uno {{,, ..., s} di N, tali che nx; ®(; = d;;, od anche
x; @ t{; = 0;; ed allora, per 3.5, i ot{; generano P, C.V.D..
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4. Iperalgebre, ipercampi, gruppi analitici. In questo paragrafo rias-
sumeremo, con dimostrazioni schematiche, alcuni risultati che sono ormai
ben noti ai cultori di teoria dei gruppi algebrici. Il corpo k continuera
ad essere algebricamente chiuso e di caratteristica p 9= 0; indicheremo con
I* il semigruppo addittivo dei vettori » = (h,, ..., h,) a componenti k; interi
non negativi; porremo h < 1l se h;<<l; per ogni ¢, il < valendo per almeno
un valore di 7; porremo anche & (i) = (i, ..., i) Se A & un’algebra commu-
tativa con identita su k, una p-base di A significhera un insieme X di ele-
menti di A tale che ogni elemento di A sia esprimibile in un sol modo come
polinomio, a coefficienti in k, negli elementi di X, di grado <p in ogni ar-
gomento ; la -p-dipendenza ¢ allora definita in maniera consistente con la pre-
cedente definizione. Se A+& un’algebra su %, indicheremo con %k @ A+Val.
gebra (con identitd) su &k che, come k-modulo, ¢ somma diretta di k¥ ed A,
e in cui operazione di prodotto & definita mediante la (¢ 4 a)(¢' 4 o) =
=cc' + ca’' -+ ¢’'a + aa', ove ¢,c’ €k ed a,a’ € At; in tal modo A7 diviene
un ideale bilatero di k@ At+. Siano R, § algebre commutative su k, dotate
di metriche determinate da successioni di ideali {R;, {8;}, con Rj= R,
8y =28, RipaC Ry 811C€ 8, N; B;=N; 5;=0, e complete rispetto a tali me-
triche ; indicheremo con R § il completamento del prodotto tensoriale
R(x)8 (di algebre su k) rispetto alla metrica determinata in R X) S dalla

successione di ideali { 3 R;(X) 8.
- j=r
Una iperalgebra (commutativa) su k & un’algebra commutativa 4 su %,
possedente un omomorfismo P (di algebre) sull’algebra A (X)A, tale che:

4.1 esistono un intero positivo n, ed una base {x,} di A, con h percorrente
In tali che xy=1, ¢ che le x, con h > 0 formino una base (come k modulo)
di un ideale Atdi A, che soddisfera pertanto la relazione A =k @ A+;

4.2 fra le basi {x,} introdotte al 4.1 ve n’¢ almeno una tale che Px) =

= I x,(X)x, per ogni h€In
r4-s=h X
I1 P (che si vede subito essere un isomorfismo) si dird 1’isomorfismo

strutturale di A, ed ogni base {r,} che soddisfi le 4.1, 4.2 si dird una base
strutturale di 4; si vede subito che A+ & indipendente dalla scelta della base
strutturale, e che & quindi unicamente determinato; lo stesso dicasi del sot-
to-k-modulo 4*di A generato dalle x,; (i =1,..,n): un elemento y appar-
tiene ad A* se e solo se Py=yX)1+ 1X y; Vordine di A* & =, il che
mostra che » & un invariante di A4, detto la sua dimensione.
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Un ipercampo su k & un campo d’integritd locale regolare completo R
di dimensione finita positiva n e caratteristica p, con corpo residuo k, tale
che se Rt & il suo ideale primo massimo (onde R =k @ R*), esista un
omomorfismo P di R sul campo locale completo R < R, tale che:

4.3 commutativita : se y € R, Py é invariante rispetto allo scambio del primo
col secondo fattore di R< R ;

4.4 associativitd : se ¢ indica l’isomorfismo identico, allora
((<xPYP=(Px<)P;

4.6 sia o Vomomorfismo naturale di R su R/RT* Xk c R; sia u la chiu-
sura (in R>< R) dellapplicaziane (£,m) — &y di RXR su E; allora

piit<o) P=pulox<)P=u

Le 4.3, 4.4, 4.5 possono essere scritte, in modo pilt familiaré, come se-
gue: intanto, B & un anello formale di potenze R =1 {&,, ..., &), mentre
Rt & Videale generato da &,,...,&,; se si pone

PE=ygi(Ei < 1yen, <1y 1< ,...,1<§)Ek{§<1; 1<é|=RxR,
le 4.3, 4.4, 4.5 divengono:
4.6 gi&;m=9in; &; 9:&; 95 m)=gi(9 (&5 )5 n); 9:(&5 0)=9:(0; &) =&,

le &, (i, 7; essendo indeterminate. La 4.5 mostra che PR ha la stessa
dimensione di K, e che pertanto P & un isomorfismo; esso dicesi la legge
di R.
Indicheremo uel seguito con £ un campo d’integritd contenente &k ed
avente le seguenti proprieta :
1) 2 & completo rispetto ad una valutazione v su k, di rango 1, tale
che v ()= 0 per ogni a € ;
2) se 2+ & l'ideale legato a v (ossia Dlinsieme degli « € 2 tali che
v(@)>0),8 Q=k@ Q+;
3) il corpo quoziente £* di £ & algebricamente chiuso, e 2 & arit-
meticamente chiuso in Q*;
4) Q1 contiene una infinitd di elementi analiticamente indipendenti
su %, rispetto alla topologia indotta da wv.
La v risulterd necessariamente non discreta; un tale Q 8i pud ottenere
nel modo seguente: Q,=kFk {z,,2,,...], le z, essendo una infinita di indeter-

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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minate ; Q* = chiusura algebrica di Q,; 2 = chiusura aritmetica di 2, in
Q%; v= una qualsiasi delle estensioni ad 2 (o %) della valutazione v, di
Q, tale che, per z € 2, v,(2) = grado della forma iniziale di z nelle z;.

Se R & un ipercampo di dimensione n, sia G l’insieme degli omomor-
fismi dell’algebra Rt (su k) sull’algebra Q+, ciascuno di essi potendo esse-
re considerato anche come omomorfismo di R su £2; gli elementi di G si
diranno. i puoi punti. Se P & un punto di ¢, PR & necessariamente un
sottoanello locale completo di £, e percio P & un omomorfismo continuo
rispetto alle topologie naturali di R e PR; ora, se h = min (v (P ) >0
quando ¢ varia in R+, PR possiede anche la topologia determinata dalla
successione di ideali { Q,}, ove @, = PR, @, = PR+, e Q, = insieme dei
P;, (€ Rt, tali che v (P{) = rh; tale topologia & quella indotta in PR
dalla topologia v di £, ed & ovviamente D della topologia naturale di PR,
in quanto (PRt) € @,; d’altra parte la topologia naturale di PR si sa es-
sere = di ogni altra topologia; quindi P & continuo rispetto alla topologia
naturale di R ed a quella di PR indotta dalla v di £; d’ora in poi, se
Pe@ e l€R, siscrivera {(P) in luogo di P{.

I’ingieme @ & un gruppo commutativo rispetto all’operazione di somma
che ai punti P, Qg G associa il punto P - ¢ tale che (nelle notazioni
i 4.5) L(P+ Q) = u[(P0) (P>< )], ossia & (P + Q) = g:(£(P); £(Q).
Infatti le 4.6 dicono che P+ Q=Q+P, P+ (Q+ R =P+ @ + R,
e che P+ O = 0 -+ P, se O & il punto tale che &;(0) =0 per ogni i;
Pesistenza, per ogni P € G, del — P tale che — P |+ P = O discende fa-
cilmente dalle 4.6 (cfr. [6, 7], e cfr. anche le considerazioni che precedono
il 4.11). Ogni tale @ si dird un gruppo analitico (commutativo) di dimensione
n su (k, £2); dato @G, Pipercampo R che lo determina si indichera con k{@G];
viceversa, dato Iipercampo R con la legge P, il gruppo analitico legato
ad esso si indichera con G (R, £2), e P si dira la legge su G (R, 2).

Gli omomorfismi e semiomomorfismi (come algebre su k) delle iperalge-
bre e degli ipercampi sono definiti in modo ovvio (sono quelli che commu-
tano con P, e quelli degli ipercampi sono necessariamente continui); un
tale semiomomorfismo & canonico se induce un automorfismo di %; quanto
ai gruppi analitici, se G, F sono due di essi (con lo stesso Q), e 7 & una
applicazione di G su F, v & un omomorfismo (analitico) di G su F se, po-
sto R="Lk{@G], 8§ =k {F], esiste un omomorfismo o di § su R (detto le-
gato a ) tale che £ (v P) = (0 () (P) per ogni £ € § ed ogni P € G ; ogni tale
o determina un 7, e ne & determinato; il nome di « omomorfismo » dato a
7 & giustificato dal fatto che 7 (P 4 @) = P + ©Q, come si verifica subito.
Se o & su tutto R, v dicesi un isomorfismo (analitico), nome giustificato dal
fatto che in tal caso il nucleo di = si riduce all’elemento O di G ; questa
ultima condizione non & perd sufficiente per asserire che 7 sia un isomorfi-
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smo di gruppi analitici (bencheé esso risulti certo un isomorfismo di gruppi).
Dico invece che v ¢ su tutto F se e solo se o é un isomorfismo; e infatti, se
Tt & su tutto F, si vede subito che da o{ = 0 segue (@)= 0 per ogni
QeF, e quindi { = 0. Viceversa, sia ¢ un isomorfismo, e sia Q€ I'; se
8=1I{n,yNm], con gli 5; analiticamente indipendenti, & S(Q)="F{n(Q)] c 2;
esistono elementi &,,41,...,5,€ R tali che Dinsieme {o7,,...,00ms &my1y.--,E&n}
sia un insieme di parametri di RB; se quindi {,,...,0.} & un insieme
regolare di parametri di R, ogni {; & intero su k{o# ,&]; per la proprieta
di Q, esistono allora elementi ; € Q tali che Vapplicazione ;-] induca
un omomorfismo di R su tutto k{i]jc 2, ossia un punto P€ G, con la
proprietd (o ;) (P) = 1:(Q), & (P) = 0; ed allora @ = v P, come richiesto.
Sia J un ideale primo di §, tale che

A7 PICI=S8S+8%d,

e che 8/J sia locale regolare; perché I’ultima condizione sia soddisfatta @
noto che occorre e basta che esista un insieme regolare {(,,...,({,} di
parametri di § tale che J sia generato da, per esempio, {ut1, ..., {m;. Sia
o Vomomorfismo naturale di § su tutto R = §/J; se si definisce, per (€8,
Pol = (0%0) Pl, R diviene un ipercampo; se ¢ = G (R, 2), 'omomor-
fismo v di @ su F, legato a ¢, & un isomorfismo, ed & tale che, per Pt @,
7 P & il punto di F per il quale {;(r P)=(c ) (P)(i=1,...,n), men-
tre ;(zP)=0(i=mn-41,...,m); esso pud essere identificato con P,
cosicche G diviene il sottoinsieme di F costituito dai P € F tali che
J (P) = 0; un siffatto insieme dicesi un sottogruppo analitico di F. Dimo-
striamo, reciprocamente, il seguente risultato parziale: se J é un ideale di
S, e se Uinsieme G det Pe F tali che J(P) = 0 é un gruppo (formale) ri-
spetto alla legge su F, allora il radicale di J & un ideale primo che soddisfa
la 4.7. Intanto, & J (P) = 0 se e solo se (rad J) (P) = 0, onde si pud sup-
porre J = rad J, e dimostrare che J & primo; ora, se {{,,..., {m} & un
insieme regolare di parametri di S, e se J,, J, sono primi minimali distinti
di J, detto P, lomomorfismo naturale di § su S/J, si pud supporre
8/J, € £, il che & quanto dire che P, & un punto di G; definito analaga-
‘mente P, mediante J,, ma in modo che le [;(P,) siano analiticamente in-
dipendenti dalle {;(P,) (i1 che vuol dire che k {{ (P,), {(P;)] ha dimensione
uguale alla somma delle dimensioni delle k{{(P;)]), si consideri Q — P, + P,,
ove @ & un punto di G tale che (;(Q)= v{;(P,), essendo » un iso-
morfismo di S(P,) su 2 applicante le {;(P,) su elementi analiticamente
indipendenti dall’insieme delle (;(P;) (j =1,2); se si considera »!
esteso a tutto & {£ (@), £ (P,), £ (Py)], in modo da applicare ogni elemento di
K{E(P), (Py)] in 88, @ v L@ — Py + Pyl = L(Ly — P, + Py) = L(Py); ora,
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@ — P, 4+ P, & un punto di @, il cui nucleo N contiene quindi qualche
primo minimale J’ di J; la relazione precedente dice allora che JJENEJ,,
onde N=4dJ,; ma se il nucleo di @ —P,+P, & J,, quello di Q=@—0-4-0,
che & J,, contiene J,, assurdo. L’asserzione resta pertanto dimostrata, dato
che J soddisfa evidentemente la 4.7. Questi risultati verranno completati
pit avanti.

Passiamo ora a considerare le relazioni fra iperalgebre e ipercampi;
avzitutto, & noto [6,7] che se R & un campo d’integrita (commutativo) di
caratteristica p, e se r & un intero positivo, si chiama iperderivazione r-speciale
di R ogni endomorfismo x del’Rr"-modulo R tale che x1 =0 (ove 1€R);
Vinsieme delle iperderivazioni r-speciali di R & un’algebra su R?", ed & an-
che un R-modulo sinistro; appartengono ad esso, per ogui r, le derivaziont,
che sono quelle iperderivazioni x che soddisfano la x (y) = ol - fxn per
n,E€R. Se in particolare R & un ipercampo di dimensione 7, una iper-
derivazione r-speciale x di R dicesi invariante se P (xn) = (1<) Py =
= (x < ¢) Py per ogni n€R ; se {{,, ... , {»} & un insieme regolare di parametri
di R, e se si pone, per brevitd, " =11 .. ¢kn quando h=(h,,...,h,) € I",
si puo esprimere, in un sol modo, la legge P di R nella forma

4.8 Pyp= 3 Px,n (L €R),
R hel?

le z;, essendo endomorfismi del k-modulo R; si dimostra allora facilmente
(cfr. [6, 7, 8]) che le @, con 0<lh<< (p*— 1, ..,p" — 1) formano una base
dell’algebra Q) (R) , su k, delle iperderivazioni r-speciali invarianti di R ;
® poi #y=1, e si porrd D, (R)=kP DS (R), DT (R) =U, D} (R),
DR)Y=U, D, (R)y=k P Dt (R). Le # formano invece una base del
L-modulo delle derivazioni invarianti di R, indicato con Q@*(R).

Se R & un ipercampo, chiameremo suo duale (debole) il k-modulo degli
omomortismi « del k-modulo E su k, per ciascuno dei quali esiste un 7 tale
che z o (Rt)) = 0; se invece A & un’iperalgebra, chiameremo suo duale
(forte) il k-modulo degli omomorfismi del k-modulo A su k.

4.9 TEOREMA. Sia B un ipercampo di dimensione n, e sia A = D(R),
At =Dt (R); sia (L, , ..., L) un insieme regolare di parametri di R, ¢ sia
{zn} lo base di A definita da 4.8. Allora A é duale di R, con legge di dua-
litd © o p = (wn) (0), ove x€ A, n€ R, e O éil punto O del gruppo anali-
tico G (R, Q). LD’algebra A & un’iperalgebra di dimensione n, con base strut-
turale {xy}; Visomorfismo strutturale P di' A é il trasposto dell’applicazione
bilineare (§,7n) -~ &y di R(X) R su R, mentre Vapplicazione (x ,y) — xy di
A A su. A & il trasposto della legge P di R. Il duale di A & isomorfo
ad R .
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4.10 TEOREMA. Sia A uw’iperalgebra di dimensione n, con base strut-
turale {ap}; allora il duale di A é un ipercampo R di dimensione n, un cui
insieme regolare di parametri & costituito dalle {; definite da @, o [; = 0p 4 -
La legge P di R & il completamento del trasposto dell’applicazione (x,y)— xy
di AX)A su A, mentre Vapplicazione (£,7n)~&p di R>< R su R & il com-
pletamento del trasposto dell’isomorfismo strutturale P di A . 1l duale di R,
costruito- come indicato nel 4.9, & isomorfo ad A, ed anzi, vi & un sol modo
di definire Vapplicazione bilineare (x,n) — oy di A < R su R in modo che
sia soddisfatta la relazione x o ynp = xy o 7.

DiM. (schizzo). Le dimostrazioni di 4.9 e 4.10 si trovano, in maniera
concisa ma chiara, nelle prime pagine di [9]; comunque si tratta di un
esercizio sulla dualita, nn cui schizzo & il seguente: dato R, e costruita
A come al 4.9, dalla 4.8 segue subito che @y o (' = dp (b, 1€ I*); poi, 4
¢ Vunione delle A, = D, (R); la A, & caratterizzata dall’essere x€ A, se e
solo se # o {* = 0 ogniqualvolta h ==(p" — 1,..,p" — 1), ed ha per base
(come algebra su k) l’insieme delle x;, con h << (p"—1,...,p" — 1). D’altra
parte, il duale di R & il limite diretto dei duali degli R/(R+)*", ciascuno dei
quali e isomomorfo al corrispondente A,, avendo lo stesso ordine. Quindi
A & tutto il duale di R. L’isomorfismo strutturale P di A si otfiene os-

servando che la 4.8 da appunto x (né) =+Z ;Ew, n) (x5 &) . Osservando poi
P18= -

che xy o y = x o yn (il che servird anche per il 4.10), la relazione xy o n=

= (# X)y) o Py & conseguenza dell’invarianza di z e y .

Data invece A, il suo duale R & certo somma diretta completa dei
duali dei kxz,; se {* & appunto definito da u; o {* =4dy,, e se si definisce
il prodotto di elementi di R mediante la relazione x o nf = Px o (X)),
si verifica direttamente che (* = d’l fﬁ”, ove (; sta per 9, Pertanto R
diviene un campo d’integritd, e quivdi R =% {{, , ..., {,] Lalegge P di E
si definisce mediante (x (X)y)o Pp=uxyon, ele 4.6 si verificano direttamente.

Infine, posto ay, 4, = Z; cpis %5 (Cauis € ky note), & 40" = 3 diys £ (Dims € &
incognite), si trova esservi un solo modo di déterminare le d;,, in maniera
che 3, cpis & 0 (™ =@y, o 2 dyms (3, © precisamente dj,;, = Cpim, C.V.D..

Siano 4 ed R legati come nei 4.9, 4.10, e sia G = G (R, Q); sia {x,}

una base strutturale di A, e si definiscano le y;€ A col porre X »,y, = 0; si
r4s=h

vede subito che tali y; sono unicamente determinate, e che {y,} & una base
strutturale di A ; inoltre esiste un solo isomorfismo ¢ (di iperalgebre) di A

= - 1 « o0& anche -=ux ossia *=1.
Esiste pertanto un trasposto g¢_; di ¢, che & un isomorfismo (di ipercampi)
di R su tutto R, definito da @ o o_; §p =% o 5 ; 0_; & continuo rispetto
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alla topologia naturale di R, ed & 1'unico tale isomorfismo che soddisfa la
Ult<g) P=plgmi <) P=0,

ossia, nelle notazioni del 4.6, g;(5;0-1&) = gi(0—1&; &) = 0. 1l o_; defini-
sce un isomorfismo analitico ¢ di G su tutto G, che & precisamente il
oP = — P per P € G; pertanto g9, o_;,0 diconsi le inversioni in, rispetti-
vamente, 4, R, G. '

4.11 LEMMA. Sia A una iperalgebra di dimensione n e base strutturale
{xn), e sia A, (r =1, 2,..) il sotto-k-modulo di A generato dalle x; con
O0<<h<<(pr—1,..,pr—1); allora A, é una sottoalgebra di A, indipen-
dente da {wy}, una cui p-base & data dall’insieme delle ;.\ (j=1,..,n;
it =0,..,r —1).

DiM. (cfr. Teor. 1 di [6] o (1.6) di [7]). Si & gia visto nella dimostra-
zione dei 4.9 e 4.10 che A, & un’algebra, indipendente da {x}; posto

= Tl By

con 0 <h<(p—1,..,p—1), si vede facilmente che v o (! = (1,})...
v (ln!) Oni= Udy (onde &} = k! xy), cosicche (per 0 << 1 << (p — 1, ..., p — 1))
le x,;) formano una p-base di A,. Suppongasi il risultato vero per r << m;
per dimostrarlo nel caso r = m 4 1, basta dimostrare che le P
con 0 <Ak <(p—1,..,p—1), sono linearmente indipendenti su k. Si
indichino con g, ..., Y mn 1€ ... wf'””gl distinte, e certo linearmente indi-
pendenti su k per Pipotesi di ricorrenza, e con 7y, .., nmn le (* con
0<h<(pm—1,...p"—1); per ipotesi, se H & la matrice (y; o %), &
det H &= 0; se L & la matrice degli y; «* o 5; (™ (con h ed ! maggiori o
uguali a 0, e << (p — 1, ..,p — 1)), ove %, b restano fissi in ciascuna riga,
occorre dimostrare che & anche det L == 0. Si considerino le h e le I ordi-
nate lessicograficamente; &

h
wm'",

" m A h\ .
y,-wﬁ‘ o 17] ClP = {v:'n o (Cll’ ylnj) = 3 . (1) (wm o Cme)(w:nyi o ')7’) = (l)w:'” l Yi © 15,

r4s=
dato che le restrizioni delle #* ad R#™ formano una base di D(R?™); qui, si

deve interpretare = 0 se h; < l; per qualche i, e in particolare se h

(
precede I (nell’ordine lessicografico). Ed allora si vede che L, di ordine
pmtin; consta di blocchi di matrici di ordine p™", con i blocehi diagonali
tutti eguali ad H, ed i blocchi a destra della diagonale tutti nulli; pertanto
det L = det H*" = 0, C.VD..
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4.12 LEMMA. Nelle notazioni del 4.11, sia {y,} (0<<h<<(p™—1,...,p"—1))
un insieme di elementi di A, tale che y,=1, che gli y.; siano linear-

mente indipendenti su k, e che Pyp= 2 y,,(x)y, Allora {y,} é una base di
t+j=h

A,, ed esistono degli y, € A, con (pr—1,.., pr—1) Iz I<<(prt'—1, ..., prH1—1),

che, insieme con ¢ dati y,, continwano a soddisfare le relazioni precedenti.

L’insieme dei dati y, e degli y; trovati é una base dell’algebra A,,.

Dim. Per un dato h, pongasi alt h = 3; h;; vogliamo dimostrare anzi-
tutto che i dati y;, sono linearmente indipendenti; se cosl non fosse, sia m
il minimo intero tale che le y; con alt << ' siano linearmente dipendenti;
¢ certo m > 0. Se, per esempio, ¢y, + Zcpyn = 0, ove la I & estesa a
tutte le h << (p"— 1,...,p"— 1), > 0, e per le quali alt h << m, e ove le
¢, sono elementi, non tutti nulli, di k, si deve avere Peyy, -+ PZcpy; = 0,
ossia (¢l X) 1 4 Zopyp X) 1) + (61 O 1 4+ Zepl X yn) + (— ¢l X1 +
+ Zep 2 yq(x)ys) = 0; le prime due parentesi sono nulle, e si ha quindi

q+s=h
q:3>0

— el X1 4 qu<x)2?cq+s ys=0, ove 2 ¢ estesa ai ¢>0,<(p"—1,...,p"—1),
e pei quali altq <m (se me esnstono) e la 3 & estesa a quegli s >0

,tali che ¢+ sia < (p"—1,..,p"— 1) e sosddisﬁ la alt (¢ + 8) < m.
Quindi ¢, = ¢44s = 0, o0ssia ¢, =0 se h =0 o0 se alth> 1; ma allora
m=1e ¢, =0, onde ¢, = 0 per ogni h perché le y,; sono linearmente
indipendenti. Pertanto le date y; sono linearmente indipendenti.

Come conseguenza, se K & l'ipercampo duale di A, esistono elementi
EER(i=1,..,n) tali che y,;) o & = d; e che y, o & =0 se 0 <h <
< (pr—1,..,pr— 1) e alt h &= 1; la prima relazione implica, come &
noto, che {£,, .. ,w} ¢ un insieme regolare di parawetri di R. Posto per-
tanto &= §i1 5#’7 risulta y, o & =4, per le date y, e per ogni &; queste
relazioni dicono intanto che le y; appartengono ad A,, e che ne formano quindi
una base, e servono inoltre a determinare le y; con (pr — 1,..., p* — 1)z 1<
< (prfl— 1, .., prtt — 1); come prima, ne segue che l'ingieme delle date
yr © delle nuove y; & una base di A,p;; inoltre, ogni uunovo insieme {y;} e
ottenibile in tal modo per mezzo di opportuni &, C.V.D.

Dal 4.12 si vede che la definizione di iperalgebra, data al principio di
questo paragrafo, & fortemente sovrabbondante; si ha infatti:

4.13 COROLLARIO. Sia A un’algebra commutativa su k, generata, come
k modulo, da un insieme {yp} di suoi elementi, con h percorrente I"; suppon-
gasi che le seguenti condizioni siano veri ca e:
1) y, = 1 = identita di A ;
2) le Yoy (1 =1, ..., n) sone linearmente indipendenti su k;
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3) esiste un omomorfismo P (di algebre) di A su A(X) A, tale che,
per ogni by, Py, = =2 ¥, X ¥s.
‘ r--s=h
Allora A & un’iperalgebra di dimensione n, isomorfismo strutturale P,

e base strutturale {yn)}.

Dim. La stessa dimostrazione data per il 4.12 mostra che. le y; sono
linearmente indipendenti, e formano quindi una base di A ; Vipercampo R
duale di 4 & allora costrunibile, come nella dimostrazione dei 4.9 e 4.10,
senza nessun intervento di A+ ; ne segue pertanto che 1’4+ generato dalle
yp con h >0 (come k-modulo) & un’algebra, e quindi un ideale di A, in
quanto £ € A+ se e solo sp #x 01 =0, C.V.D..

4,14 LEMMA. Siano A, R rispettivamente un’iperalgebra e un ipercampo
duali Duno dellaltro; se y, ,...,Ym S0n0 elementi di A, linearmente indipen-
denti su k, gli y;, interpretati come endomorfismi del k-modulo R, sono li-
nearmente indipendenti su R .

Dim. Sia {#,} (h€I"™ una base strutturale di A, e siano {,,..., ., ele-
menti non tutti nulli di R tali che 3; {; y; = 0, ossia tali che X; ; (yy) = 0
per ogni 7 € R. Esiste un minimo intero r = 0 tale che x, o {; 3= 0 per
qualche valore di i, e per qualche & tale che alt h = r. (efr. la dimo-
strazione di 4.12 per la definizione di alt); allora 0 = Zjx,0 (i y;i g =

=3; 2 @yo0l)@oyin) = (@ o0l)y;n, il che dice che le y; sono
utov=nh
linearmente dipendenti su k, C.V.D..
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5. Rappresentazioni dei T-moduli canonici. In tutto questo paragrafo
supporremo ¢ = 1, o8sia w = p (cfr. § 1); ricordiamo [10] che in tal caso
K & isomorfo all’anello dei vettori infiniti di Witt a componenti in k;
identificheremo percid K con tale anello. Ricordiamo anche che vi sono tre
operatori fondamentali che si applicano ai vettori di Witt, e precisamente :

@y g ey @) == (0y By s ver s B)5 T (Bgy ver y By) = (@ 5 v0vy Th);

P @y eeey @n) = @y eer y Tn—1) ;

essi commutano a due a due, e 8i ha trnp = p = moltiplicazione per Vintero
p; se n = co, p diviene lidentita.

Sia A un’algebra commutativa su k; indicheremo con 9 (4) Vanello
dei vettori infiniti di Witt a componenti in A; se # € W(A) ed ac€ K,
V’espressione ax (prodotto di vettori di Witt) ha significato, ed & un vettore
di Witt a componenti in A ; nelle stesse notazioni, si ha ¥ax)=(xa)lx=—a"tx ;

se allora b = 3¢, € T, con b; € K, & lecito definire bx = 3; #i{(bx); valgono
0 0

le relazioni b(ex) = (be)w, (b -+ ¢)r = dbx - ox, bw + y) = bx + by, lo = x.
Queste definizioni saranno mantenute fisse nel seguito, cosicché sara lecito
parlare di T-moduli di vettori di Witt; si noti che un sotto-7-modulo finito
M di 9 (A) & canonico non appena esso soddisfa la 2.1, od anche non ap-
pena soddisfa la *M © M, in quanto la 2.2 & automaticamente soddisfatta.
Se M & un sotto-T-modulo di W (4), e se BT & la minima sottoalgebra di
A che contiene tutte le componenti di tutti gli elementi di M, B=k -+ B+
(ovvero b =k ® B+ se A non ha identitd) si dird I algebra inviluppante di
M ; diremo poi che B inviluppa M liberamente (od anche che & una sua al-
gebra inviluppante libera) se esiste un opportuno insieme minimo {@,, ... ; %, }
di generatori di M, con ; = (@i, %, ... ), tale che le x;; formino una p-base
di B, naturalmente con la condizione ) =1¢k.

5.1 LEMMA. Sia M un sotto-T-modulo canonico di W (A), e sia A algebra
tnviluppante libera di M ; se allora {y,, ... , Y | & un qualsiasi insieme minimo
di generatori di M, con ¥i = (Yo , Yir 5 - ), l& ¥Yij formano una p-base di A.

DiM. Dalle relazioni =y; = 2 ayy; (a; € T) segue che ogni elemento di
A @& esprimibile in almeno un medo come polinomio nelle y;, di grado <p
in ogni argomento, a coefficienti in k. Sia poi {«, ..., #, ] un insieme mi-
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nimo di generatori di M tale che le x; formino una p-base di A; se le y,;
non formano una p-base di 4, sia » il minimo intero tale che le y; (i =
=1, ..,m; j=0,..,r) siano p-dipendenti; allora esiste un polinomio
S (X1 y ooy Ymy) &= 0 nelle indeterminate Yy, a coefficienti in H =Fk[... y; ...]
t=1,u.,m;j=0,..,r — 1), di grado < p in ogni argomeuto, e tale
che f(... ¥ ...) = 0. Esistono elementi c¢;; € k, tali che det (¢;) = 0, ed ele-
menti b; € H, tali che y;, = 3j¢;jwj, + b°; posto allora ¢(.. X ..)=
= f( .. 2je;5 Xjr + bi...) (le X essendo indeterminate), g ha grado < p in
ogni argomento, ha coefficienti in H, & non nullo, ed & tale che g(... x;, ...)=0,
impossibile ; quindi le y;; formano una p-base di 4, C.V.D..

Abbiamo usato fin’ora i vettori di Witt, ma si potrebbe usare qualsiasi
tipo di « vettori» che si compongano secondo una legge ricorrente soddisfa-
cente alle condizioni poste per la validita dell’(8) di [11]. Useremo nel se-
guito anche i vettori iperesponenziali, definiti in [12|; esistono dei polinomi
B (@y , .. @) (pF < i < p’t), a coefficienti nel corpo fondamentale C, di ca-
ratterigtica p, tali che i vettori iperesponenziali si compongono secondo la
legge (ove si usa il segno di somma anziché quello piu solito di prodotto)
@y @y g oe) + oy Y1y o) = (%5 2y o)y COD 2, = 3 B, () B, (y); si ha poi

r4-s=p*
By (x) = 1, B (%)= a;, E; () =rf,;—f)r(w) B(y), B0, xy, 2, ...) = Eyplx,, 24y .00 ),
da interpretare come 0 se i/p non & intero.

Il passaggio dai vettori di Witt agli iperesponenziali, e viceversa (cfr.
[13], [22], o [11]), si fa per mezzo di certi polinomi ww;(xy, ..., ), RYgy -.ry ¥i)»
a coefficienti in C,, tali che w,(x) = h, (x) = x,. Pill precisamente, se si ha
la somma (Ty, &, 5 o) + Wo s Yy y o) = (29 7y, --.) di vettori di Witt (risp. di
vettori iperesponenziali), allora la (h,(®), B, (%), ...) + By @), Py (Y)y .. ) =
= (hy(2), hy(2),...) (risp. la (wy(x), W (@),...) + (Wo(y), w,(¥),...) = (wy(2), w,(2),...))
¢ una somma di vettori iperesponenziali (risp. di Witt); i vettori (hy(z),
h(x), ...), (wy(x), w,(x), ...) saranno indicati rispettivamente con H (zy, x, ...)
e W(xy, 2, ..). I wi h; sono ricorrenti, vale a dire w; (0, %,,.., ;) =
= Wi (¢, +.. , ;i—1), © analogamente per le h;.

Il prodotto (xy, #,, ... ) (Yo ¥4y ... ) & in generale definito solo fra vettori
di Witt (benché ¢ido che abbiamo chiamato « somma » di iperesponenziali sia
comunemente chiamata « prodotfo »); poiché a noi occorrerd anche il pro-
dotto di vettori iperesponenziali, e quello di un vettore di Witt per uno
iperesponenziale, daremo le seguenti definizioni: se x, y sono iperesponen-
ziali, il loro prodotto & definito da vy = H[(Wx)(Wy)], ed & un vettore
iperesponenziale ; se invece # & di Witt ed y & iperesponenziale, il loro pro-
dotto sard xy = H (x Wy), che & iperesponenziale. Vale la legge distribu-
tiva, e 1’associativa quando ha senso; valgono poile tW = W¢, W = W,
tH = Ht,~H = H=.
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"

5.2 TEOREMA. Sia M un T-modulo canonico ; allora esiste un T-modulo
canonico M’ di vettori infiniti di Witt, isomorfo ad M, ad algebra inviluppante
libera.

Dim. Sia {y,,..,¥,} un insieme minimo di generatori di M, e sia C
la matrice legata ad {y} nel senso di 2.8; & quindi ay = COy. Siano X;;
(t=1,..,m;j=0,1,..)indeterminate su &,e pongasi X; = (X3 , Xu,...)
(vettore di Witt); previa la solita identificazione di ¢t con ¢ e = con =, le
espressioni nX , CX (ove X & la matrice ad una colonna delle X;) hanno
gigniticato, ed ha significato la matrice zX — CX, i cui elementi sono vet-
tori di Witt Z; = (Zy , Za, ...). Posto B = k [... Xj;...], sia o Yomomorfismo
di B di nucleo N = 3;; BZ;j; se A = oB, @iy = 0Xyj , & = (Bip o Tiy  »0n), Si
constata facilmente che le x;; formano una p-base di A, e che A & I’algebra
inviluppante del T-modulo M’ generato dalle x;. Essendo nx = Cx, ossia
;€ M'y, M’ & un T-modulo canouico, di dimensione al massimo m ; ma tale
dimensione & proprio m, per 2.4, dato che M'/tM' & isomorfo al k-modulo
generato dalle x,,, ..., %y, che sono linearmente indipendenti su & in quanto
X1py ey Xmo S0no linearmente indipendenti su k¥ mod N . IL’applicazione
y; — o; genera allora un omomorfismo z del T-modulo canonico M su tutto
il T-modulo canonico M’ ; poiché 7 ha nullita 0, esso & un isomorfismo, C.VD..

Nel seguito, se # = (x,, %, ,...)  un vettore di Witt, o iperesponenziale,
a componenti in A, e se 6 & un semiomomorfismo di A, si porrd oxr =
= (o, , 0%, ,...); si indicherad poi con x (X 1 il vettore (x, X) 1, X1, ...)
di 4X® 4.

5.3 TEOREMA. Sia M un sotto-T-modulo canonico di dimensione n di
W(A), con algebra- inviluppante libera A . Esiste allora un solo omomorfismo
P di A su AX) A (come algebra) tale che P1 =1 (X)1 e che

5.4 ‘ Pr=2X1+1X2

per ognt x€ M. La A, con P come isomorfismo strutturale, diviene una tpe-
ralgebra di dimensione n.

Viceversa, sia A una iperalgebra di dimensione n e isomorfismo strutiu-
rale P, e sia M UVinsieme di tutti gli elementi x€ W (A) che soddisfuno la
5.4. Allora M é un T-modulo canonico di dimensione n, ed é Vunico, fra i
propri sotto-T-moduli canonici, che abbia A come algebra inviluppante libera.

DiM. Invece di usare M, useremo HM, che & un 7-modulo canonico
di vettori iperesponenziali, ad algebra inviluppante libera A . Siano y; =
= (Yios Yiry ) = Hx; gli elementi di un insieme minimo di generatori di
HM (i =1,..,n); vogliamo dimostrare che le relazioni Pr; = x; (X) 1 4
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+ 1 X a; definiscono effettivamente un omomorfismo di 4. Essendo Pinsie-
me delle x;; una p base di A, per 5.1, cid sard vero se & vero che la rela-
zione ax; = 3 aij ; (a;; € T) implica nPr; = X ai; Pxj; e la verifica della
verita di questa asserzione & immediata. Pertanto P & effettivamente defi-
nito, ed & un omomorfismo di algebre ; si ha quindi Py; = PHx; = HPx; =
=H[r; X1+ 1Xax]=1yX®1+ 1 y. Posto, per b = (hy, ... , b,) € I,,,
By (y) = BEn; Yy05 Y119 )+ Bry Uno s Y1, -..), la precedente si pud scrivere:
PE,(y)= 3 E,(y) X E,(y), che dimostra, per 4.13, che 4, con Diso-
r+s=h

morfismo strutturale P, & un’iperalgebra di dimensione n e base strutturale
{Br (¥)}. La prima parte del teorema risulta cosi dimostrata.

Per dimostrare la seconda parte, si consideri una base strutturale {x}
di A (h€I™); vogliamo trovare degli elementi y;€ AT (i=1,..,n;j=0,1,..),
tali che le By (y) = Ep, (¥,0y Y14y ) -+ - Bhpy Uno 5 Y1, ...) siano un’altra base
strutturale di A ; sceglieremo intanto y;,=w,; ; supposto poi che delle y;; siano

state trovate per j<(r, in modo che siano soddisfatte le PE,(y)= 3 E,(y) X) Eyy)
r+s=h
per 0<<h<<(p"—1,...,p*—1)il 4.12 assicura esistenza di elementi y;. che rendono

le precedenti soddisfatte per b << (p", ..., p7); ed allora esse saranno automa-
ticamente soddisfatte per b << (p*t! — 1, ..., p"t! — 1). Pertanto, per 4.13,
le By, (y), per h € I, formano una base strutturale di 4.

Sia allora M’ il T-modulo dei vettori iperesponenziali z = (2,,2,,...),
Z €A, tali che Pz=2X% 14 1 () 2; & evidentemente zM' C M'; poi, i
vettori y; = (¥, Yar,..) (1 = 1, ..., n) appartengono ad M'; se z € M’, esi-
stono certamente elementi ay € 7' tali che 2’ =2 — X, ayy; = t2, € tM';
poi, esistono degli ay € T tali che 2z, — 3 ay; y; € tM’, ecc.. Pertanto z =
2i(@g; - ta; 4 ...) y;, onde M’ & finito, di dimensione <<, ed & canonico. Esso
ha dimensione n perche le y;, sono linearmente indipendenti su k (efr. 2.4).
I1 secondo asserto dell’enunciato si dimostra allora subito applicando la tra-
sformazione W agli elementi di M’, e ponendo WM’ = M. Se poi N & un
sotto-T-modulo canonico di M avente 4 come algebra inviluppante libera,
deve essere N NtM = tN (perche le y;, debbono figurare come prime com-
ponenti di elementi di N); quindi, per 2.5, o N =M, o dim N < n; il se-
condo caso & impossibile, e percio N = M, C.V.D..

Nel corso di questa dimostrazione si & anche provato il

5.5 COROLLARIO. Sia A un’iperalgebra di dimensione n; allora esiste
una base strutturale (detta iperesponenziale) {y,} di A tale che y, =
= B, (210y 241y o) o« By, (Bno  Zu1 5 o)y OVE 2 =Y o

Sia ora A un’iperalgebra, con isomorfismo strutturale P; ogni # € W (4)
tale che Pr =2 (X)1 4 1 X @ si dird un vettore canonico di Witt a compo-
nenti in A, od anche un elemento canonico di W (A); analogamente si defi-
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niscono i wvettori canonici iperesponenziali; Vinsieme degli elementi canoniei
di Y (A) sary indicato con C(A4).

Siano A, B iperalgebre, e pongasi M = C(4), P = C(B); sia ¢ un
semiomomorfismo canonico dell’iperalgebra A sull’iperalgebra Bj; allora
Papplicazione (x,, x,, ...) =~ (0%y, 02y, ...), Ove (%, ,,...) € M, & un semiomowmor-
fismo canonico z di M su P, che sara detto legato a o. Viceversa, sia = un
semiomomorfismo canonico di M su P, e sia {a} (i =1, ..., n), con x; =
= (®ig, ®i, ...), U insieme minimo di generatori di M ; siano poi gli a; ele-
menti di T tali che ma; = Zjaw;. Posto ww; = (yu, Yiry ...) € P, & n12; = ®vdg; =
= Zjazwj, onde esiste un unico semiomomorfismo o (di algebre) di A su B
tale che ox; = y;j; tale o risulta poi essere un semiomomerfismo canonico
di iperalgebre. Vi & pertanto una corrispondenza biunivoca fra semiomomor-
fismi canonici di T-moduli canonici, e semiomomorfismi canonici di iperal-
gebre. In particolare, esistono semiendomorfismi =, ¢# di A (legati ai # = =,
t =1t di M) tali che mx = «? se x € A, e che, nelle notazioni del 5.5,
tzy = 0, tz; =2;,j—; se j> 0; ¢ & sempre semiendomorfismo su tutto A,
mentre £ & su tutto A se e solo se M & equidimensionale; si noti che =¢,
legato a #t = p, non & 'omomorfismo nullo p = 0 di A. Usando una base
iperesponenziale di A, si vede che il duale del semiendomorfismo ¢ di A &
il semiendomorfismo =, dell’ipercampo E duale di A (4.9, 4.10), tale che
®f = (P per ogni (€ R; si ha ciod (fx o )P==x o [P, e quindi anche
[(¢x) £]» = @ (). Cid mostra, fra Paltro, che per qualsiasi base strutturale
{xn} di A si ha twp=wy)p, da interpretare come 0 se h/p=p~th ¢ I". Analo-
gamente, il duale del # di A & il ¢ di R tale che (x o #)? = &P o ;
percid xtl = t (x?f).

Consideriamo ora il gruppo analitico G = G (R, £2); se 7, 7' sono suoi
endomorfismi, legati agli endomorfismi o, ¢ di R, v+ 7' sard Pendomor-
fismo di G legato al u(o>< o) P di R (nelle notazioni del 4.5), ossia:
(t-+ 1) P =1P+4 P se Pt G; analogamente si definisce la somma di omo-
morfismi di @ su un altro gruppo analitico. In tal modo, se n & un intero,
¢ definito nr (che & = 0 per definizione se n =0), ed & definito nl =n
nel caso particolare in cui v = 1 = isomorfismo identico; il — v & natural-
mente definito da (— ) P = — (zP).

Ora, i =, ¢ di B sopra definiti non sono legati a omomorfismi di @,
in quanto essi sono semiomomorfismi ma non omomorfismi; per renderli
interpretabili come omomorfismi, fisseremo una base strutturale {x,} di A4,
e quindi un insieme regolare di parametri {{;} di R; indicheremo poi con
B Uliperalgebra di base strutturale {y,] tale che, se w1, = Z,cp,%,, sia
YpY = Z,c}flr—l Yr (cnir € k) ; denoteremo con x;, Pomomorfismo di A su B tale

che myx, = yP. Il =, ha un duale ¢, che & un omomorfismo su R dell’iper-
campo S duale di B. Definiremo invece un omomorfismo ¢, di B su tutta
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A col porre tyy, = txy; il duale di {, & un isomorfismo x, di R su §;
se {n;] & Vinsieme regolare di parametri di § che corrisponde ad {y}, si ha
Yn o WLl = tay, o ' = 0p,p1, onde w; = nP. Il =y definito mediante un’altra
basge strutturale di A & tale che amy, = %, per un opportuno isomortismo o
su tutta B; lo stesso dicasi per ¢,

Se @G =G (R, Q),F= G, Q),ix,t di B su Sedi § su R (rispet-
tivamente) sono legati, a norma del § 4, ad omomorfismi x, #, di F su
tutto G, e di @ su F; un rapido calcolo mostra allora che il prodotto ¢,
& Vendomorfismo p di G; si deve perd tener presente che cid & vero solo
se il ¢, di B & costruito mediante la base {y:} legata alla {a;] usata per x,
nel modo detto; quando questo & il caso si dird che =, e ¢, sono concomi-
tanti. L’ordine di =,, ¢, pud essere invertito, naturalmente con un’altra B,
ottenendo ancora p = ;x,.

5.6 TEOREMA. Sia A un’iperalgebra, ¢ un semiomomorfismo canonico di
A (come algebra) di nucleo C; allora cA é un’iperalgebra (con la definizione
naturale di P) se ¢ solo se PCCSCX A+ AX) C. Se la condizione & veri-
ficata, ¢ se o indica anche il semiomomorfismo canonico di C(A) su
C(04), indotto da o, si ha:

1. conull 6 =0;

2. 8¢ @y = (®igy Xizy ) (=1, 0., m), € Yo = Wio, Yi1,y...) 1 =1, c. , n <)
formano degli insiemi minimi di generatori di C(A) e C(cA) rispettivamente,
tali che, secondo il 2.6, esistano interi 0 << 8, << 8, << ... << 8, con la pro-
prieta om; = tVy; (i < n), ox; = 0 (i > n), allora O & generato, come ideale, dagli
@i con j < 8; se i < m, ¢ j qualsiasi se ¢ > n;

3. s¢ vi= Hux;, ¢ 21, = By (v10, V115 +) - - - Bhpp, Omioy Vmay o) (B € T™),
O ¢ generato, come kmodulo, dalle 2, per le quali non ogni h; é divisibile
per il corrispondente p*(i = 1,..,m; 8= 00 8¢ i >n; p*=o0; 0 divisi-
bile per oo).

\

DiM. Se oA & un’iperalgebra, la condizione PCC CX) A+ AX 0 @
certo verificata. Viceversa, supponguasi che la condizione sia verificata, e
suppoungasi anche che ¢ sia un omomorfismo, il caso pilt generale essendo
una conseguenza immediata di questo pilt particolare; posto M = C(4),
M & un T-modulo canonico di dimensione m, e oM & un T-modulo canonico,
per esempio di dimensione n, ognl cui elemento ox soddisfa la Poxr =
= (0 (X)6) Px =o0x(X)1 4+ 1(X) ox. Se N & il nucleo dell’omomorfismo o di M,
per 2.5 esiste un insieme minimo di generatori {w;}, con x; = (i, i, ...)
(t=1,..,m), di M tale che gli x,4,, ..., #,, formino un insieme minimo di
generatori di N. Sia 8, il minimo intero » tale che esistano elementi
¥ = (Yo, Y1, ...) di oM, ma non di otM = teM, con yj = ... =y, = 0,
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Y= 0; detto y, = (¥,0y ¥44, --) uUn elemento per il quale » = s, , sia s,
(certo = s, se esiste) il minimo intero » per il quale esistono degli z di o/,
ma non di teM, tali che z;, = .. =2, = 0, e che z, sia linearmente indi-
pendente, su k, da y;,; detto y, uno z con tale proprieta, si costruisca
cosl una successione y,, ¥,, ... Dico che, se y & il semiomomorfismo di oM
di nucleo toM (il nucleo di u in 7 essendo l’ideale generato da p e t), i

.
py; sono linearmente indipendenti su k. Se infatti Zi ouy;=0, a; €k, esistono
elementi a; = («;, fi, ...) € K (a;, i, ... € k) tali che Z., ay; € toM ; se s, = ...

= 8 < 84, ¢id da intanto «;, = ... = o; = 0; allora Zia,gy.- € toM, il che
+1

da oy =...=ap =0 se 84, = .. =8, <841, © cosi via. Essendo i
MY lmealmente indipendenti su k, il loro numero ¢ © finito e <n = dim oM,
per 2.4.

Dico ora che gli y; generano oM, per il che basta dimostrare (per
2.4) che i uy; generano ucM . Sia infatti uz, con 2 =(z,,2,,..)€cM, un
elemento di uoM che non sia combinazione lineare dei uy;, e sia 2z la
prima componente non nulla di z; allora, per la costruzione degli y;, 25 &
combinazione lineare, a coefficienti in &, degli g, , ..., ¥yg, ; esistono quindi

q
elementi a, ,..,a,€ K tali che 2’ =2 — 23; thsi a;y; (con a; =0 se h <Ts)
1

abbia come prima componente non nulla (se ne esistono) la z;,, con b’ > h;
resta vero che uz’ non & combinazione lineare dei uy;, onde su 2’ si pud

4 p—s
ripetere lo stesso ragionamento, ottenendo uno 2" =z —23; "% gy Y —
1

q g 9 —g: I—g: . .
— 2 s QY =z —2; (th % a; + s a;)y; la cui prima componente non
1 1
nulla @ la 2 con k> I, ecc.. Posto by=t"%a; + " “ial + ..€T, @
q
2= 20y, uz = 2; (ub;) py;, assurdo. Cid prova che gli y; generano oM,
1
e che di conseguenza q = n . Posto allora Hy; = (vy,%,...), gli
Eh (Iv) = Ehl (/vlsl 9 /vl,sl+l 9y "') oo Ehn (/vus" [} /”n,s”+1 9 "') (h € I“)
generano, come k-modulo, la ¢4 ; essendo i v;,; linearmente indipendenti
su k, la 6A & un’iperalgebra per 4.13. I vettori ai Witt (Yis;  Yiseq1 e
generano tutto C(sA), donde Passerzione 1.
Si vede ora subito che gli s; introdotti in questa dimostrazione coin-
cidono con gli s; dell’asserzione 2, e che quindi, nelle notazioni della 2,
Pideale ¢’ generato dalle x; & CC. Se v indica 'omomorfismo di A di nucleo

¢’y essendo PC'C ¢ XA + AX ¢/, © & un omomorfismo di iperalgebre,
o di T-moduli canonici, e inoltre ¢ = o't per un ¢’ di nucleo vC. Poiche
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nullz = null ¢, deve valere ’=; poi, ins z = ins 0, onde ancora vale I'=,
e ¢ & un isomorfismo, ossia ¢ = (’, che & la 2.

Infine, gli #; indicati nella 3 sono certo elementi di ¢, poicheé oz, = 0
(per la proprieta di ricorrenza degli Hy,); invece, i rimanenti 2; sono linear-
mente indipendenti su k, mod C, poiché si & visto che i oz, formano una
base strutturale di oM ; cio dimostra la 3, C.V.D..

Dal 5.6 segue, in particolare, che se ¢ & un semiomomorfismo canonico
dell’iperalgebra A su un’iperalgebra .B, A e certamente una sottoiperal-
gebra di B; e dalla dimostrazione del 5.6 si deduce che se I = 3;s;, p' &
Pingeparabilita del semiomomorfismo canonico o di M su € (04), o anche
su @ (B) per ogni sopraiperalgebra B di od; tale p' si chiamerd pércid
Vinseparabilita del semiomomorfismo ¢ di 4 ; la nullita di tale ¢ & dim 4 —
— dim 64, e la conullita di tale ¢ (quando B sia stata fissata) & dim B —
— dim 64 . Due iperalgebre A , B sono isogene se C(A),C(B) sono isogeni;
cio accade se e solo se dim A = dim B, ed esiste un omomorfismo di A su
tutta B; od anche se e solo se ciascuna di esse & immagine omomorfa
dell’altra.

Se M & un T-modulo canonico, ogni isomorfismo ¢ di M su tutto un
C(4), per qualche 4, si dira una rappresentazione di M; i 5.2, 5.3 assi-
curano che ogni M ha qualche rappresentazione; ed il 5.6 dice che due
qualsiasi rappresentazioni ¢,7 di M sono equivalenti, nel senso che 7 = 'o
per un isomorfismo 7’ dell’iperalgebra inviluppante di ¢M su tutta liperal-
gebra inviluppante di =M.

5.7 TEOREMA. Siano A, R uw’iperalgebra e un ipercampo duali Puno
dellaltra ; sia ¢ un semiomomorfismo canonico di A su tutta Uiperalgebra
oA, e sia o_; il semiisomorfismo canonico duale, su K, dell’ipercampo S duale
di 6A ; sia O (ideale di A) il nucleo di o, e pongast

1. J = (6_; ST) R (ideale di R) ;

nelle notazioni del 5.6, sia B la sottoalgebra di A generata, come algebra,
dalle x; con = 1,..,m, ¢ j <8, cosicché una base di B su k é data
dallinsieme delle z, con h < (p™ — 1,..,p"" — 1); allora:

2. 6_1 8 é Vinsieme degli € R tali che C o { =0 ;

3. C ¢ Uinsieme degli x € A tali che © o 61 § = 0;

4. tBC B;

5. se Vinsieme regolare {(C,,..,(n} di parametri di R ¢ legato a [z}
dalle zy o Cl = 0y, allora {Cfsl yror g é‘gs"} ¢ un insieme regolare di parame-
tri di o3 S

© 6.se l= g}- 8, onde p' =ins 6, J & primario di lunghezza p* e di-
1

mensgione m — n = null o ;
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7. s8¢ D ¢ la sottoalgebra di A generata dalle a5 con ¢ >n, D é anche
la massima fra le sottoalgebre di B che sono sottoiperalgebre di A ; é dimD=
=nulle, D¥* =DnA+, Dt AnB= D+B ¢ B/DtB ¢é uw’algebra di
ordine p' su k;

8. B ¢ Vinsieme degli x € A tali che x o J = 0;

9. B ¢ Dinsieme degli x € A tali che x ({n)=Cwn per € R e (€04 8;

10. J ¢é Vinsieme degli { € R tali che B o = 0;

11. B ¢ Vunica sottoalgebra H di A tale che PH C HX) H ¢ che HT =
= H n At generi O (come ideale) ;

12. 6y 8 é Vinsieme degli L € R tali che B+ = 0, o anche tali che
Ct=0;

13. C ¢ Pinsieme degli x € A tali che x6_; S = 0;

14. B ¢ Vinsieme degli x € A tali che Pr € (k + O)X(k + O);

15. 06—y 8 é Vinsieme degli £ € R tali che PL€(k + J) < (k + J);

16. o_; 8 é Vinsieme degli { € R tali che x ({n) = {xy per x€ B ed 5 € R;

17. 6, 8 é Punico sottoanello U di R tale che U+ = U N Rt generi
J, e che PUC U< U;

18. V="Fk{lyy ., Cn] & la chiusura algebrica di o_;8 in R; esso é un
sottoipercampo di R, puramente inseparabile su o_; S, e soddisfacente la
V+ R = rad J.

DiM. Si pud supporre, senza perdita di generalitd, che ¢ sia un omo-
morfismo, e che quindi o_; sia Pisomorfismo di immersione di § in R, co-
sicche 68 =SCR.

I. Le 2, 3 discendono dalla teoria della dualitd di k-moduli; la 4 & pa-
lesemente vera. La 5 discende subito, dualizzando, dalla 3 del 5.6. La 6 &
conseguenza della 5.

II. Ogni sottoiperalgebra D' di B genera, a norma del 5.6, il nucleo
D'+4A di un omomorfismo v di 4, tale che ¢ = o't per un ¢’ opportuno; il
nucleo di v come omomorfismo di C(4) & C(D'), ed & contenuto nel nucleo
dell’omomorfismo ¢ di G(4); quindi D'C D; il resto del 7 & palese.

II1. Se x, y sono elementi di A che soddisfano la condizione posta nel
9 per wx, si vede subito che anche ay vi soddisfa; quindi la 9 definisce una
algebra B'. Se » € B', [ € St, el neR, e se O & il punto 0 di G(R; Q), si
ha @ o {n = (®({n)) (0) = (2 %) (0) = 0; quindi, per 1,.r o J = 0, che & la
condizione 8. Viceversa, se # o J = 0, per ogni h € I™ si ha 2z, o x () =
=maoly=omoln=sonln=0oo 2 (0En; ma da LS

r8==
segue Col=0 per 2, onde Coz,{=02.0,C Co (= {0}, e 2,{ € §; quindi
2L = 2,0 (mod St), onde zpox(ln) =xo0 X ;z,.oé') (25m) = 2(2y 0 {)(zs 0 ) =

r4s=
= 2y, o ({x n), il che prova che x ({n) = (&7, ossia prova che la condizione

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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8 su x implica la 9. Pertanto le 8, 9 definiscono la stessa algebra B’', e si
ha BC B’ perche da h<<(p"'—1,..., p"m—1) segue zpoln= 3 (2,0() (2s0)==0

r+s=h

se £ € 8t, ossia 2, 0 J = 0. Per ogni tale B’ (in luogo di B) vale evidente-
mente la 10.

IV. Essendo, per III, BC B, e B+ C ( per 8 ¢ 3, la B't genera
Pideale C; & poi P B C B (X)B', perché da € B, (€J, n€ R segue
Pro({><n)=wxol{n=0 per 8 onde Pro(J <R+ Rx<J)=0, Px€ B (X) B
Quindi B’ & una delle H che soddisfano la 11. Dico poi che ogni tale H,
e in particolare B, & € B': se infatti (€8 ed € R, da x€ H segue
z (9l) = p (P x)(n><{) (nelle notazioni di 4.5), ossia x(yl) = nal 4+ Lxn+
+ pw(np <), con we Ht(x) Ht. Ma ¢ = 0 (perche 2z, o { = 0 per 3),
e analogamente w(y < {) = 0, onde x(yl) = (x5, che per 9 da appunto
x€ By ossia H S B’. Si osservi infine che la 12, e di conseguenza la 13,
vale per ogni H che soddisfi la 11, e in particolare per B e B’: se infatti
CER & tale che H+. = 0, si ha, per 2 € A, 2 Ht ol =2 0o H+*{ =0,
Col=20, e [€ES per 2; viceversa, se { €S si ha H+{C B'+{ = {0},
come si vede ponendo x € B'*,n =1 nel 9.

V. Vogliamo dimostrare ora che se H soddisfa la 11, & necessariamente
H = B'. Prima di tutto, una osservazione: il dire che PH C H (X)H signi-
fica dire che Vinsieme H* degli { € R tali che H o { = 0 & un ideale di R;
analogamente, se A indica il k-modulo generato dagli 2z, con alt h << »
(efr. la dimostrazione di 4.12 per la definizione di alt), essendo P A, C
C Ay (X) Ay, anche Afy & un ideale. Ma allora tale & H* 4 Af), e quindi
10 H = HN A, soddisfa la PH € H' X H'.

Cid premesso, si consideri dapprima il caso in cui n = m, e 8i sup-
ponga, per assurdo, H C B’; per 5, B & in questo caso un S-modulo libero
di ordine p%, e di base, per esempio, {7, ..., Nyl }; questa & anche una base
del corpo quoziente ¢ di B su quello di 8. I R-modulo Z degli endomorfi-
smi dell’S-modulo R ha una base (nel senso della dipendenza lineare su R)
di potenza p'; avendo B ordine p', per 4.14 una base di B (su k) & anche
una base di Z (su R). Poiche, per 9, B C Z, e B C B’ per III, di nuovo
per 4.14 si conclude che in questo caso & B = B’, e quindi H ¢ B. Se
allora {®,, ..., @,}, con ¢ < p', & una base di H, la matrice (x;7;) ha pit
colonne che righe, onde, per esempio, le sue prime w << ¢ colonne sono li-
nearmente indipendenti su R, mentre ogni altra & loro combinazione lineare
a coefficienti in @; se u < v << p', siano ¢, , ..., ¢, elementi di @ tali che

Zj¢jw;mj + ®;m, = 0 per ogni i, e quindi anche I;¢;xn; + @y, = 0 per
1
ogni # € H. Se x € H+n Ay = H+ N A*, applicazione di 2 alla precedente

da 3 (o)) (w; n;) + [Z) ¢; (was) n; + wa; 5,] = 0, ossia Ij(we;) (wa;)=0, e xe;=0,
stante ’indipendenza delle prime w colonne ; analogo risultato si ottiene, per



e gruppi analitici commutativi 357

ricorrenza su r, quando x € H+ N A,). Quindi H+¢; = 0, onde, per 12 (che
si & visto al IV essere valida per H), c; deve appartenere al corpo quoziente
di §; questa essendo uma contraddizione (perché implica X;¢;jn; + 5, = 0),
si conclude che H = B = B’ se n = m.

Si consideri ora il caso n << m; posto B,= B'n4,,H. = HnN A,, B,
¢ finita, e B,+C C=H+ A=U8H;"A; quindi, per qualche s, & B;.+§H3+A.
Ora, per quanto precedentemente osservato, & P H; C H,(X) H,, onde H ;"A
&, per 5.6, il nucleo di un omomorfismo o, di A su tutta I’iperalgebra 0,4 ;
IS, legato a o, (come § a o) soddisfa la §; 2 R, cosicchd null g, = 0;
quindi, per il caso precedente in cui n = m, H, & a norma del’l1, unica-
mente determinato da H, A; e se J; = S;"R, H; & legato a J, dalla 8.
Siano ora o, S,, J, similmente legati alla B,; essendo B,t 4 CHY4 , ©
anche 8, D8, (per 2), J, D J, (per 1), B, S H, (per 8); ma allora B =
= U, B, S U, H; = H, e pertanto H = B’, e in particolare B = B'. B cosi
dimostrata (per III e IV) la veritd delle tesi 8, 9, 10, 11, 12, 13,

VI. Ogni x € B soddisfa la condizione 14; se poi x soddisfa tale condi-
zione, per [ € 8t ed 7€ R s8i ha x o ({5) = Px o ({ < n) = 0 per 13, onde
2 € B per 8; c¢id dimostra la 14. Analogamente, se { € B soddisfa la 15, &
BtA ol =0 per 8 onde £ €8 per 2; cid dimostra la 15. Se { € R soddi-
sfa la 16, postovi y = 1, # € B+, si haal = 0, onde (€ § per 12; cido di-
mostra la 16.

VIIL. Per 15, 8 & il massimo U che soddisfa la 17; se poi U c 8§ sod-
disfa la 17, e se a partire da U si costruiscono un Cy da 3, poi un By da
14, poi un Jy da 10,8i ha CyD C, By D B, JyC J, e dlaltra parte UTR=dJy
per 1, contro Vipotesi. Cido dimostra la 17. Quanto alla 18, V & legato a D

N

come S lo & a B; quindi V & un ipercampo, e soddisfa la VTR=3,;R =

1
= rad J. Infine & ben noto che V & algebricamente chiuso in E, C.V.D..

5.8 TEOREMA. Siano R, A come al 5.7; si ha :

1.-un sottoamnello S8 di R & un sottoipercampo di R se e solo se PSC
C8=<8;

2. un sottoanello S di R é un sottoipercampo di R se e solo se xSCT S
per ogni x € A ; in tal caso il duale dell’isomorfismo di immersione di S in
R ¢ dato dalla restiizione ad S degli elementi di A ;

3. un tdeale J di R é il nucleo di un omomorfismo v dell’ipercampo R
su tutto un ipercampo, se e solo s¢e PJC J <R+ RxdJ e¢edJ =radd; ¢
in tal caso v_, & Uisomorfismo di immersione in A della B legata a J dalla
8 del 5.7;

4. s¢ J é un ideale di B tale che PJ S J < R + R J, esiste un
solo sottoanello U di R legato a J come al 17 di 5.7 ; tale U é un sottoiper-
campo di R.
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Dim. Se 8 & sottoanello di R tale che PSS 8 8§, il O legato ad §
dalla 3 del 5.7 & un ideale di 4, e soddisfa la PCC C(X) A + A (X) C perche
S & un anello; allora, per 5.6, ¢ & nucleo di un omomorfismo ¢ di A su
tutta o4, e dualizzando si ottiene che § & isomorfo all’ipercampo duale di
gA. Cio dimostra la 1.

Se invece § & tale che xSC S per ogni x€ 4, la definizione 4.8 delle
2y di A dA che PSC R 8, e quindi PSC 8 §; cio, e la 1, dicono che
8 & un sottoipercampo di R; il resto della 2 & palese.

Se PJC J><R-+RxJ, per dualitd si vede che il B legato a J dalla 8 di
5.7 & un’algebra, e soddisfa la PBC B(X)B; allora, per le 10, 1, ¢ 5 di 5.7,

le C?sz di 5 sono una base di J come ideale; se J = rad J, J & generato dalle
Ciy ey Cny ed allora si sa gia (cfr. la dimostrazione della 4.7) che R/J & un
ipercampo. Nelle notazioni del 5.7, & anche B = D), e il resto del 3 & palese.

Infine, se si abbandona la condizione rad J =J, la 4 discende subito
dalle 17, 1 di 5.7, C.V.D..

Nelle notazioni del 5.8, pongasi @ = G (R, 2); se J & un ideale di R,
ed F & Pinsieme dei P€ @ tali che J () =0, la 3 dice che per assicurarsi
che F sia un sottogruppo analitico di G basta sapere che P 4 Q€ F ogni-
qualvolta P, Q € F; questa & una forte precisazione di quanto si disse nella
discussione del 4.7. La 3 dice pure che se ¢ & un semiomomorfismo canonico
di R su un ipercampo, cR & un ipercampo. La 3 del 5.8, in congiunzione
con la 1 del 5.7, implica che il nucleo di un omomorfismo (analitico) di G é
un sottogruppo (analitico) di @ ; infine, un caso particolare della 4 del 5.8
stabilisce che ogni sottogruppo analitico N di G ¢ il nucleo di un omomorfi-
smo analitico separabile (ossia di inseparabilita 13 cfr. piu avanti) di @,
unicamente determinato a meno di isomorfismi; Pimmagine di G in tale
omomorfismo sara indieata, al solito, con G/N.

Per ricapitolare, siano A, A’ iperalgebre, R, R’ gli ipercampi loro duali;
sian M=C(4), M'=C(4"), @=G(R,Q2), G = G (R, Q), e sia o un semio-
momorfismo canonico di A su A’; sia o_; (di R’ su R) il duale di o, e sia
7 Pomomorfismo di G su G’ legato a o_; se 6 & un omomorfismo ; sia poi
o* il semiomomorfismo canonico di M su M’ definito da ¢*x = ox per x € M.
I’algebra B definita dall’11l del 5.7 si dird il nocciolo di o, e I'ideale J de-
finito dall’l del 5.7 & il nocciolo di o-; ; la D definita dal 7 del 5.7 & il ra-
dicale di B, mentre D+ A & il radicale di C; i 5.7, 5.8 dicono, fra Daltro,
che il nocciolo e il nucleo di ¢ si determinano a vicenda, e che I’immagine
e il nocciolo di o_; si determinano a vicenda; che il nucleo di ¢* & legato al
nucleo di v come M a @G; che il nocciolo di ¢_; & nucleo di qualche o.; se
e solo se coincide col proprio radicale; che il nocciolo di ¢ & I’immagine di
qualche ¢’ e solo se coincide col proprio radicale ; che 7 & su tutto G’ se e solo
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se connul ¢* = 0; che 7z & un isomorfismo se e solo se ¢* & un isomorfismo
di inséparabilita 1. Definiremo quindi:

null 6_; = conull 6 = dimensione del nucleo di ¢_; = dim R'—dim o_; R’ ;
conull 6_; = null 6 = dimensione del nucleo di 6_; = dim B — dim o_; R’;
ins o_; = ins 6; null r = null 6* = dimensione del nucleo di v ;

conull r = conull o* = dim G/ — dim G ; insv = ins a.

R ed R’ sono isogeni, e tali sono @, G’, se e solo se tali sono A, A"; A,
R, e @ sono, di volta in volta, logaritmici, radicali, periodici, equidimensio-
nali, se tale & M; lo stesso dicasi per le nozioni di codimensione e ordine.
I’intero p' = ins ¢ = ing v = ins 6_; = ins ¢*, che & legato a B dalla 7 del
5.7, & caratterizzato dall’essere ! anche la lunghezza di una eatena non raf-
finabile di nueclei fra il nucleo di o e il proprio radicale, o di noccioli fra il
nocciolo di ¢ e il proprio radicale.

In base ai risultati di questo paragrafo, le iperalgebre, gli ipercampi, i
gruppi analitici possono essere classificati secondo la classificazione 2.11 dei
T-moduli canonici; interessa pertanto sapere la struttura delle iperalgebre A
tali che C(4)= M,,, con r intero positivo ed s intero non negativo ovvero
§ = oo ; una tale iperalgebra sard indicata con A,;, e Vipercampo duale di
A, con R,¢, mentre si porrd @,,= G (R,;, ). Si vede allora subito che
A,s e unicamente determinata, a meno di isomorfismi, dal possedere una
base strutturale iperesponenziale {2}, con h € I", tale che 2P =2;, con | =
= (he =% hyyhyy ooy hp—y), OVe 2p=10 s¢ h,p—*non & intero (h,p—> 8i consi-
dera intero, ed =— 0, se e solo se h, = 0). Le formule corrispondenti per R,
sono di scrittura algorvitmicamente complicata, e verranno studiate nel §7.

Ed allora, si vede che @G;, e R;, sono univocamente determinati
dall’avere dimensione 1 e ordine 1; la seconda richiesta significa che l’en-
domorfismo p di G, ba nullith 0 e inseparabilita p; cid & verificato
ponendo Rio =5k (¢, e PL=C0x1+4+1<+Lx¢ ossia(l 4 ) (P+ @) =
[(A4+O(PIA4LXQ)] 5 quindi un gruppo analitico é logaritmico di dimensione 1
se ¢ solo se é, come gruppo astratto, isomorfo al gruppo moltiplicativo degli
elementi, di €2 che somo =1 (mod 2+). Anche il grappo analitico
G,00 >< oo X G0 (€ 1 corrispondenti Ry oo >< .o < By00 © A0 (X) .o (X) A1 00) SONO
univocamente determinati dalla dimensione » (= numero dei fattori diretti)
e dal fatto che AP =0, ossia che Vendomorfismo p di G > ... X G1c &
Pendomorfismo nauallo; pertanto R > ... < Ry =k {{, ..., (], con Pl;=
={; <141, ossia: un gruppo analitico é isomorfo a G, se e solo se
¢ isomorfo, come gruppo astratto, al gruppo addittivo Q+. I G o >< ... >< G100,
ed i corrispondenti B ed A, diconsi wvettoriali; essi sono tutti e soli i pe-
riodici di periodo p.

Nello stesso modo si vede che un gruppo analitico & isogeno & G, se

\

e solo se, come gruppo astratto, é isomorfo al gruppo addittivo dei wvettori di
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Witt ad r componenti in 2% ; si & qui usata la parola «isogeno », anziché
« isomorfo », perché la proprieta di avere dimensione r e periodo p” & ca-
ratteristica di tutti i Tmoduli canoniei isogeni ad M, . Si ha perd un ri-
sultato pilt preciso, ossia: R,oc =k {{,,...,], con P determinato, in no-
tazioni di vettori di Witt, da (P, ...y PL) = ({, <100y T < 1)+ (1< 45000y 1< 80) 5
questo risultato si dimostra subito osservando che M, si distingue, fra i
T-moduli canonici ad esso isogeni, per il fatto di essere generato, come
T[n]-modulo, da un solo elemento; quindi A,. si distingue, fra le iperal-
gebre ad essa isogene, dal fatto che A}, ha una base (come k-modulo) del
tipo %, x?, w?’ yoery, @1 con ¥ =0; e Diperalgebra duale dell’ R, o
sopra descritto ha appunto tale proprieta, x essendo definito da @ o (%= dj .3y .
Per quanto esposto, gli M, o, Arcw, RBro diconsi di Witt. Per lo stesso ri-
sultato, ma nell’ambiente algebrico, vedasi [11].

5.9 TEOREMA. Sia A un’iperalgebra di dimensione r; sia R Uipercampo
duale di A, e sia @ = G(R, 2), M =C(4). Allora :
1. A ¢ isomorfa ad Ay (X)...(X) Ay (r fattori) se ¢ solo se A* =0
e codim A << r, nel qual caso codim A =r;
2. M é cxomorjo ad Mi16D... D My (r addendi) se e solo se aM =1tM;
3. R ¢ isomorfo ad Riye<...>x< Ry1 (r fattori) se e solo se, detto o
Vendomorfismo di R legato all’endomorfismo p di G, é ¢ R = R¥,

Dim. Le condizioni poste sono evidentemente necessarie; esse sono,
altrettanto evidentemente, equivalenti fra loro; basta quindi dimostrare la
sufficienza della 2. Supposto allora #M = tM, si gsservi che t—1xz & un se-
miomomorfismo canonico di M su tutto M ; quindi M si comporta, rispetto
a ™17, come un T-modulo logaritmico si comporta rispetto a «; ed allora,
come nella dimostrazione del 2) di 2.11, si possono trovare dei generatori
Uygeooyty Ai M tali che t—1mu; =w;. Cido fatto, 8 M =Tu, H...P Tu,,
con Tu2 My;, C.V.D..

Chiudiamo questo paragrafo con una osservazione sul nocciolo B di
un omomorfismo o dell’iperalgebra A, quando B & di ordine finito, ossia
quando null 6 =0; se p' & tale ordine, si vede che, per r abbastanza ele-
vato, B & generato, come algebra, dalle componenti degli elementi di un
insieme di generatori del T-modulo A dei vettori di Witt # = (x,,..., #,),
a componenti in A, che soddisfano le relazioni ca; =0 e (Pxy,..., Pr,)=
=@ X1,..., 6@+ 1Xx,...,1X2); 4 & un T-modulo qualora
8i definisca ax = (ag,..., @) (X, ..., ¥r) PEr @ = (ag, a,,..) €K, e tx =pix;
se cio vale gid per r = 0 (ossia se BC A4,), 4 si riduce al sotto-k-modulo
di A* considerato nella teoria di Jacobson.
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6. Alcuni nuovi algoritmi. Sia I Vanello degli interi, e siano x,, x, ,
vy &gy &y e delle indeterminate su I; posto L = I [..., x;,...], e fissato un
primo p, 8i consideri il vettore di Witt x = (x,, #,,..) rispetto al primo
p, e si indichino, al solito, con z® le sue componenti fantasma. Siano hy, = 1,
Ry o hy o ... tutti i monomi monici nelle x;; si introducano nuove indetermi-
nate come prodotti formali h; & (con h, &=£¢;), e pongasi 4 = I [..., hj, ...].
* Vogliamo definire Voperazione di prodotto di un elemento di L (a si-
nistra) per uno di A4 (a destra); tale operazione sard univocamente defi-
nita se porremo le condizioni che essa sia un’applicazione bilineare di L><A
su A (L e A considerati come I-moduli), e che soddisfi le relazioni

b (hj §) = (hi hy) T
6.1 (&,0 €4).
o® (L) = La® &' - a9 ¢

Cid posto, si ha:

6.2 LEMMA. Sia { un elemento di A, e sia 0 Vendomorfismo dell’algebra

L (su I) tale che O0x; = x;41 (1 = 0, 1,...); 8i indichi con 0 anche un qual-
siasi endomorfismo di A (come algebra su 1) tale che B = (P (mod p A), e che
0 (h; £) = (Bk;) (CP) (mod p A) per ogni i. Allora, per ogni n€I [..,h,..],
8t ha:

1)  6p=q?(modp A);

2) 6 (yn) = (By) On (mod p A) per ogni y € L;

3) (0x;) OnP" = 0 (x; (y*")) (mod pr+1 A), se r = 0.

DiM. La 2) vale, per.ipotesi, se n = t e y=h;i, e quindi anche se
n=1CeyeL; maallora, 0 (yh; {) = (9 (yhs)) 62 = (0y) (Ohs) 6L = (6y) 6 (i {)
(mod p A), onde la 2) vale per y = h; {.

Dimostreremo ora che, per ogni € 4, si ha

|

6.3 @iy (nP) = (x; )P (mod p 4).

Sia L’ il prodotto tensoriale L (X):.. (X) L, p volte, e sia analogamente

A =A4X..% A; siindichi con x; Ielemento 1 (X) ... X 1 X) ;X1 (X)
P

.. X1, con x; nellj-esimo fattore, e si ponga (2y,2,,..) = Z; (@, %1j,...);
1

si faccia anche la convenzione x; = ;. Se u indica Dapplicazione mul-
tilineare v, (X) ... X)vp —> v, vy...v, di L su L, od anche Vanaloga
di A’ su 4, si ha 241 (9P) = p [2iq1 (p X ... X 9)], dato che ") (yP) =
2lZ"N 01X e T4 F 1000 01X 20) (%) . (X )] Sia 4 1a permuta-



362 Iacoro Barsorri: Moduli canonici

zione ciclica (1, ...,p) = (2,...,p, 1) dei secondi indici delle x;, od anche
delle x;; stesse.

Se g & un monomio nelle #,;, che compare in 2;;;, e se ig 3= ¢, il con-
tributo dei A'¢g sia ad @iy, (yP), che a (Px)iy; = p2it1, & =0 (mod pAd), o
(mod pL) rispettivamente ; se invece ig = g, e se a € I & il coefficiente con

p . .
cui g compare in 2,1, deve essere g = [ [; .0 ... 2.°, con n N, 4o -ping=
+1 7 %oj ij ! 0 1
1

= p' (dovendo g avere peso p;y; se si attribuisce il peso p" ad x,); il
contributo dei A'g a (pa)y; & quindi = axh™ ... 27" (mod pL). Poiche, per
il teorema 2 di [10], si ha (px)iy1 = @} (mod pL), & a =1 (mod pI) se
Ny = . =Mi—; = 0 e n;, =1, mentre a = 0 (mod pI) negli altri casi. Per-
tanto @iy (°) = p [(% X) o X) @) (7 X o (X) )] = (@ )P (mod p A), che &
appunto la 6.3.

Cid premesso, e supposta la 1) valida per un dato n =h;l, si ha, te-
nendo presente che anche la 2) vale per tale #:

0 (x;9) = @iy 0 1 = @iy (9?) = (@ 9)? (mod p A), per 6.3; cid dice che
la 1) vale anche per ;7 ; quindi la 1), certo valida per » =, & valida
per ogni # = h;{. Ma allora essa vale per ogni n€I[...,h(,...], co-
me richiesto.

Tornando alla 2), si osservi che la 6.3 si pud ora scrivere:

(0x;) Oy = @i 41 (yP) = (@) = 0 (w;n) (mod p A4), che & la 2) per ogni 5 e per
Yy =;; supposta allora la 2) valida per y = h;j, ne segue 0 (w;h; ) =
=0x)0(hjn)=Ox)Oh)0n=1[0(2x:h)]0n (mod p A), che & la 2) per
y = h;j; quindi la 2) & valida per ogni y ed ogni 7.

Resta da dimostrare la 3); si costruiscano allora le L', A', »,, 2;
come prima, ma con p* fattori anziche p, e sia 1 la permutazione
(1,000, P") = (2y21,p"1). Das 1) 8i ha Oy=n? (mod pA), onde Oy?"=n?" ' (mod p+14);
quindi (0x;) (69?") = @1 (P ) = p[2ip1 P R . .. R 7?)] (mod pr+! A). Ora,
Zie1=(0X...X0)2+q, ove ¢ & somma di quelli, fra i termini che
compaiono nel polinomio z;4;€I[..., ®y,...], che hanno grado positivo in
qualche ;. .

Sia ¢ un monomio che compare in #;; col coefficiente a € I, e sia 3 il
minimo intero = 0, e certo << r, tale che A?°¢g = g; allora z;; contiene
p® elementi distinti 1'g tutti con lo stesso coefficiente a € I', e il loro con-
tributo a [z (P X)... X 9P)] & pau (g (P @ ... X n?)]; d’altra parte, si

r—8
pud supporre g del tipo [, Amo®h, s qui distingueremo due casi: se ¢
compare in ¢, ossia se hnlcontiene il fattore x,, da x,(y?) = p 9?1z, 7 se-
gue h,(y?)=0 (modpA), e percid u[g(n? X) ... X n?)|=n?#"—2""")[h, (y?)]*" =0
(mod pr—2+! A), onde infine il contributo dei A'g a wu [z (np?X)...X) 7?)] &
= 0 (mod p™t! A). Se invece g compare in (6(X)...(X)0)z , ossia se h, non
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contiene il fattore x,, sard h, =0h;, ¢ =(0X...X0)f, e, per 1) e
2), Iy (n?) = (0 ) 0 n = 6 (b 5) (mod p A), onde ulgH*®...Rny?) =
= P27 [hy (g2)]P"" = (O m)?" 2" [0 (hy )]P" " (mod pr—t+1 A); in tal caso,
il contributo dei A'g a ()6« & quindi = p*a (09" —2"°[0 (hjn))?™°
(mod pr+! A). D’altra parte, il contributo dei A'f a a; (n?")= plz:(n X ... X 7]
& p*an?—?"""(h;n)?"~", donde la 3), C.V.D..

Se @ @& il corpo razionale, I’estensione dell’algebra A su ¢ esiste; e
sard indicata con QA ; in QA introduciamo la metrica definita dalla suc-
cessione {M"} di ideali, ove M & generato dalle £;, e indichiamo con A’ il
completamento di QA rispetto a tale metrica. Se 1 & il vettore di Witt
1,0,0,..., e & & il vettore di Witt # (&, 0, 0,...), pongasi

{=TT:ed —&;); la serie — 2, ! (1 — {)* ha per somma un vettore di
0 1
Witt a componenti in A’, vettore che sara indicato con log(, e che
ha le componenti fantasma (log )Y = log(® = — 3, n~1 (1 — (O =
1

=log[1 — &)1 —p & )...(1 —p' &)]. Definiremo allora il vettore di
Witt w = x log { mediante le w® = wx; (log £)¥; le componenti di w
sono a priori in A’; se perd si tiene presente che x) log (1 — p’ ‘f?“) =
= — pia® E7")] (1 — pi £2")~1, si vede che in realth w; pud seriversi come
elemento dell’anello A, definito nel modo seguente: A & V’anello delle fra-
zioni con numeratore in 4 e denominatore nell’insieme moltiplicativamente

chiuso generato da 1 e dagli 1 — pJ éf" , ossia generato da elementi ciascuno
dei guali & congruo, mod p 4, ad una potenza di 1 — £, ad esponente in-
tero = 0; A4, & Vestensione di A sull’anello I, dei numeri razionali del
tipo m p*, con m, n € I. Dico che:

6.4 TEOREMA. Nelle notazioni precedenti, x log ¢ ha tutte le componenti
in 4.

DiM. B ovviamente # log { = « log (1 — &¢) + « log (1 — &q)) + ..o,
e quindi basta fare la dimostrazione per 1 — £;; posto & =19,
e w=ualog(lL— &), & w® =0se n<l, ewW=ua,log (1 —pp"™") =

n—1l

=— @, Z;i"1p% n*""" ge n=>1. Se il O del 6.2, operante ora su A’, & definito
1

mediante le 6 (k; &) = (0h;) (5}”) , la 3) del 6.2 da (non immediatamente, ma con
caleolo facile) :

oo
Bw™ = — .y 3 i1 pli " = w+D (mod p+1 A;), ove Al @ il com-
1

pletamento dell’estensione A, di A sull’anello dei razionali che sono interi
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p-adici ; tale congruenza deve percio essere valida anche modulo p"+1 4, N 4=
= p"tl 4:

6.5 ew(") = w(”‘l"l) (“]Od p"-l-l A) .

Suppongasi allora che sia vero che w/ € 4 per j < mn, dato che cid @&
vero per j << !, e si scriva, per n > I,

P op" ™ A pH T T e p? w0, = 0™ = Gul) =

= p! Quwp" T L pit Owll":;l"2 + e Pt Ow, (mod p" A); dalla 1)
di 6.2 si ricava pH Gw{’_:i_l_i“l = phti wg’_:i—l_': (mod p™ A) per i =

=0,..,n —1—1, onde p” w, = 0 (mod p™ 4), ossia w, €4, C.V.D..
Il 6.4 mostra che x log { ha significato (riducendo mod p i coefficienti
in @ che compaiono in esso) anche quando { sia un vettore di Witt a com-
ponenti in un’algebra K, commutativa con identitd, su un anello k¥ di ca
ratteristica p, purcheé (per 6.1):
1) {, sin una unitd di E;
2) ¢ sia del tipo (1 — &g) (1 — &y) ..., eon &z = ¢ (&, 0,0, ...);
3) x sia un wvettore canonico di Witt di iperderivazioni di R su k, ossia:
a) gli x; siano elementi, fra loro commutativi, déll’algebra A degli
endomorfismi del k-modulo E;
" b) se P & Dlapplicazione di A su A (X) A (prodotto tensoriale completo
su k) tale che, per 5,y € R, si abbia (Py) (y X) x) = y (1), allora

(Pry, Pry,..) = (1, X 1,2, 1,..)+ (L& x,1Xaz,..).

D’altra parte, si vede subito che la condizione 2) & sempre verificata
quando & verificata la 1), in quanto esistono i vettori di Witt, a componenti
in R, dati da
{'= [1 —(1 _507070"")]_15=(1’Ci7Cé7"°)’
("=1—0,—10,0,0,.)]1=01,1,8,(3,..), ecc..

In tali condizioni, il vettore log { naturalmente non ha significato, ma
ha significato il vettore x log {; esso ha componenti in R.

6.6 TEOREMA. Sia R un’algebra commutativa con identita sull’anello k di
caratteristica prima p > 0; sia x un vettore canonico di Witt di iperderiva-
zioni di R su k; siano £ = (Lo, ,.)yn = (0, ny,..) vettori di Witt a
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componenti in R, con l,,n, unita di R (ossia, siano ,n elementi invertibili
di W (R); sia @ = (a,0,0,...), con a €k; allora:

1) (2" (xlogl), € R, e in particolare (xlogl), =Lt w L ;

2) xlog ({n) =wxlog L+ wlogy;

3) (ax)log{ = a (xlog () ;

4) wlog =f = = [(tz) log {];

5) (tx) log { =t (wlog {) se L =((,,0,0,..).

DiM. Le 1) e 2) si dimostrano subito ricorrendo alle componenti fan-
tasma; lo stesso dicasi per la 3), in quanto (ax), =a?"z,. Per la 4),
usando le compounenti fantasma, e nel caso particolare in cni { =1— &,
con &y =1(,0,0,..), dalla (¢) di [10] si ricava [¢(x log =)tV =
= p (@ log =L)™ = pwa log (1 — p' ") = p (ta)pq log (1 — p* 42"~
= p [(¢tx) log £tV , onde ¢ (x log =) = p [tx)log (], e quindi xlog =f =
= « [(¢x) log {]. Infine, la 5) deriva da 4) e 2) osservando che, in questo
caso, ®{ = (P, C.V.D..

Tornando ora ai significati primitivi di L e A, e ponendo & =
(&g £4ye-+), definiremo il vettore di Witt #£ mediante le (#£)*) = x,, £ ; dico
che & ha le componenti in 4. Basta evidentemente dimostrarlo quando &
& sostituito da &3 =1'(5,0,0,..); in tal caso, posto & =5 e w = a&y,
& wm =p‘xnnl”"—l se n>1,e w=0 se n<<l; per la 3) di 6.2 si ha
allora Ow( = w("+D) (mod p»+1 A), che & la stessa della 6.5; come per la
6.5, se ne deduce appunto w, € A4, come richiesto. Per tal motivo, 1’espres-
sione x{ mantiene significato sotto le ipotesi del 6.6, ove ora perd non vi
& alcuna restrizione su [, ed 5,. Si vede anzi che, formalmente, xlogl &
ottenuto come x£, quando & =log{. Si osservi che non c¢’¢ pericolo di
confondere #{ con un normale prodotto di vettori di Witt, quest’ultimo
potendo essere definito solo se il prodotto fra componenti & commutativo.

6.7 TEOREMA. Siano R, k, v, @, £, 5 come al 6.6, ma senza le restri-
zioni su Ly ed ny; sia b un elemento di W (k); allora :
1) #( +n)=aC +an ;
2) @ (bC) = b («0) ;
3) wml = = [(tx) L) ;
4) (tz) (8) =t (@0) ;
5) (ax) = a ().

Dim. Le 1), 2), 5) sono evidenti; la 3) si dimostra come la 4) del 6.6;
per la 4), si ha, da 1) e 3): p (@)= apl = axt{ = & [(tx) (t)], donde
t (x0) = (tw) (¢2), C.V.D.. .
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Nel seguito, la componente di indice n del vettore di Witt x{ (in ca-
ratteristica p) verra indicata con wn (X, ... , @, ; Loy .eny Cn) .

Le operazioni 2 e xlog{ godono di altre proprieta, che perd riescono
pitt espressive nell’ambiente delle «iperclassi » (per uno schizzo delle appli-
cazioni dell’operazione «axlog» ora introdotta, vedasi il § 7 di [14]). Passere-
mo invece ad altro argomento, che ha attinenza diretta con la presente
investigazione.

Sia nuovamente ¢ il corpo razionale, I D’anello degli interi, e p un
numero primo positivo; siano &,, & ,...,%,,7,,.. indeterminate su @, ed
in Q[.., &,yuus we sy, o] 8i consideri la metrica determinata dalla suc-
cessione {17} di ideali, ove M ha la base {&y, n,,&,, 79y, ..}; sia A7 il com-
pletamento di @ [£; ] rispetto a tale metrica. Pongasi

é(i) == 51: + p—l E':"’l'l +p_2 Ei‘_{z —I_ . € A,’

ed analogamente per #5®; posto [ = £O L @  le relazioni {® = {; +
+ p~1 1 + ... definiscono le {; come elementi della chiusura A di I[&;7]
in A': infatti, in notazioni di vettori di Witt, la componente n-esima (n fisso
e < t) del vettore (i, £i—y, ..., {,) differisce dalla componente n-esima del
vettore (£i, &igy .o s &¢) + (iy imay ooy o) Per elementi di M, ove j —~ oo
quando ¢ —~ oo. Scriveremo allora, simbolicamente, (...,& , & , &)+
A-(oeny Moy 519M0)==(oes5yC15C) ; & chiaro che esiste una D'(£,E . 5 9oy 7yy.e ) €4
tale che {; = D' (&, Eigay eoes Wiy N1y o) 5 gli enti (o) &5, &, &) saranno
chiamati covettori di Witt, di compenenti & e componenti fantasma &9 ; indi-
cheremo con & cid che si ottiene riducendo i coefficienti che compaicno in
@' modulo p.

L’insieme ' (R+) dei covettori di Witt a componenti in un anello R+
di caratteristica p, formano un gruppo abeliano additivo non appena in R+
sia data una metrica rispetto alja quale @ abbia significato (ossia converga) ;
in particolare, cid & verificato quando Rt sia il primo massimo di un anello
locale completo R di caratterislica p; in tal caso, se k & un sottocorpo al-
gebricamente chiuso di R, e K ha lo stesso significato che ha nel § 5,
W’ (RT) forma anche un K-modulo (sinistro o destro) qualora si definisca
Poperazione di prodotto nel modo seguente: per a = (a,,a,,..)€ K, e
C ="y lyy Lo) € W (RT), il covettore (a = al = (..., 5y, 7o) € W' (RT) &
definito col porre anzitutto, per ogni 4, (£iy ...y &) = [ gy oor y @3)] (Ciy ooy §o)
(vettori di Witt), e poi 5, = lim &;,; che il limite esista si vede osservando

1—00

che, a norma del (14) di [10], nel caso particolare in cui a=(0,...,0,a;,0,...) =

=" (a,, 0,0, ...), si ha & = ag‘"*’" e’ per i elevato.
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Nelle notazioni precedenti (in caratteristica 0), ma partendo da Q|...,&;,...]
in luogo di Qleee s Eiyoevsoeey Mjy o]y Siano x,, @, , ... altre indeterminate su @,
e si ponga L = Q[ ..., &; ...]; come al principio di questo paragrafo, si in-
trodueano le nuove indeterminate h;&;, si costruiscano 4= Q[.., &, ...] e
A= Q[.., & ..], e siano ', 4" i completamenti di 4, A rispettivamente
nella etrica { M*} di 4, M avendo la base {&;, & ,..}; il prodotto y{
(ye L, €A & unicamente determinato dalle 6.1, e dalla condizione di bi-
linearita e continuita. Si considerino x=(x,, ,,...), e £=(..., &, §,) come
un vettore e un covettore di Witt rispettivamente, e siu P P’isomorfismo
(di algebre su @) di L su LX) L definito da P2 = 20 (X1 4 1 X a?;
allora, per y € L ed g, € A, & y({n) = (Py) ({ < 7n), purchs si faccia la con-
venzione che ;i (y:(X) ) ({j < ;) = 2y ®: {;) (2i7;). Si indichi con P anche
Pisomorfismo continuo di 4’ su 4" A’ definito da P £V =051 4 13 &9,
e sia N la chiusura dell’ideale di A’ generato da tutte le espressioni
y2)n —(y X 2)(Py), con y,2¢€ L ed ned’; si ha MC N, poiche
— ) = (11 EH — (1(X)1) PED, e pertanto ¢&; = 0 se o & 1’omomorflsmo
di A" di nucleo N. Scriveremo y o n in luogo di o (yy), se y € L ed neAd';
poiché 1 o =0 per y € Mn A, per ogni y € L esiste un n tale che yoy = 0
se n € M"n A'; quindi la topologia di ¢4’ indotta da quella di A’ & la to-
pologia discreta, e si ha ¢4’ = Q[..., b; o &, ...]. Riepilogando, valgono le
relazioni :

(Pry, Pr;,..)=aX1+1Xez

(°-'7P517-P£0)=E->21+1;<—E
6.8 lol=11o0f=m01=0

yoln=Pyo ({<mn)

yz o p = (YX12) o Py.

Cid premesso, si fissi un intero m = 0, e si consideri il vettore di Witt
v, ad m -+ 1 componenti in oA’, tale che

o) = 2@ o E(m——i) — piwi ° E(m—-—i) = 2@ o Em—-i;

. 3 by l - . N .

poiche, come si deduce dalle 6.8, & x; o ¥ = 0 se ! > i, si pud anche scri-

) T—1, i 9 P

vere v = &, o (§£ - pt— ‘H4 ... + p'& ), e queste, confrontate con la de-

finizione di # nel senso del 6.7, c¢i informano che v; & esprimibile come po-
linomio nelle h; o & a coefficienti interi, e che anzi

V; = O[Wi (wo, e g Ly ‘Em’ ey fm—i)]-

Cio resta vero quando le w;, & siano elementi di anelli di caratteristica
p, purché valgano le 6.8,
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7. Rappresentazione dei /7-moduli canonici e della trasposizione.

In questo paragrafo, k¥ e K ritorneranno ad avere i significati che ave-
vano nei §1,..,5 (con w = p); ricordiamo che se K & un anello locale com-
pleto contenente k come sottoanello, i covettori di Witt { = (..., {,, () ({; € BY)
sono definiti, e che il loro insieme W (R*+) forma uu K-modulo. Se si
definisce, al solito, & (..., &y, o) = (o) TP EP) 8 (e s 85y &y 5 8o) = (oony G5y Ey)y sE
vede che & ancora =t = tx — p = moltiplicazione per p; inoltre, per a € K
sono valide le « (al) = a*xl, atl = & (a*{); pertanto W’ (R+) diviene, in ma-
niera evidente, un II-modulo (sinistro), qualora si faccia l’identificazione
nl = w{. I/analoga di 2.2 essendo verificata per ogni sotto-II-modulo di
W’ (RT), si conclude che ogni tale sotto-II-modulo finito N & canonico se e
golo se pN S nN, ossia se e solo se INC N; se N & aucora un sotto-II-mo-
dulo di W (R*t), e se 8+ & il minimo sottoanello di R che contiene tutte
le componenti di tutti gli elementi di ¥, diremo che & D S8+ = § & il campo
inviluppante di N ; esso & certamente un anello locale; diremo poi che § in-
viluppa N liberamente, o che e un suo campo inviluppante libero, se esiste
un insieme minimo di generatori {¢,,...,(,} di N, con ;= (.., , Cx), tale
che gli {; formino un insieme regolare di parametri di 8.

7.1 LEMMA. Sia N un Il-modulo canonico di covettori di Witt a compo-
nenti nell’anello locale R su k, ¢ sin R il campo inviluppante libero di N ;
allora, per un insieme minimo (,,..,7n,} di generatori di N, con ;=
= (eve y M1y Yio)y L€ Mg JOrmano un insieme regolare di parametri di R.

pIM. Se le {,,..,lx sono tali che le {, formino un insieme regolare
di parametri di R, dalla legge di composizione dei covettori di Witt si
vede subito che Pideale RT, generato dalle (p, & contenuto mnell’ideale
(101 «++ 5 Wng) + (RT)?; ¢id comporta appunto che le #;, generano R+, C.V.D..

Come nel caso analogo dei vettori di Witt (§ 5), se { = (..., ;, {,) & un
covettore di Witt a componenti nell’anello locale B contenente k, e se o &
un semiomomorfismo di R (come algebra su k), indicheremo con of il covet-
tore (..., ol,, o) ; indicheremo poi con { >< 1 il covettore (..., <1,{,><1), a
componenti in B> R. Se R ¢ un ipercampo con la legge P, C(R) deno-
tera il IT-modulo degli (€ W' (RT) tali che P{=(><1-4+13<(; esso
soddisfa evidentemente la tC(R)CS C(R); gli elementi di C(R) saranno
chiamati i covettori canonici di Witt a componenti in R, od anche gli elementi
canonici di W’ (K1) '

Avendo identificato K con V’anello dei vettori (infiniti) di Witt a com-
ponenti in k, ’algebra k, su K (cfr. § 3) sard identificata con Ialgebra dei
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vettori di Witt ad n 1 componenti in k; ed un elemento w = [u,,u,, ...]
€ X sard una successione di tali vettori di Witt.

7.2 TEOREMA. Siano A, R rispettivamente un’iperalgebra e un ipercampo
duali Uuno dellaltro, e sia O il punto O di G (R, Q); allora N = C(R) é un
II-modulo canonico, trasposto di M = C(A), Voperazione di trasposizione es-
sendo data da xol =1[xol)),(®0l),..]y, €ON (0 L) = (Wpig, .. y Wpam), OVE
Wi = [wi (xo’ ey Xy Cm, cey Cm—i)] (0).

Inoltre R .é il campo inviluppante libero di N.

DIM. N & un IT'modulo canonico se & un II-modulo finito. & Yyoln=
=Pyo(l<n), e yzoyn=(yX2)oPy per y,z€ A e {,n€ R; quindi le con-
siderazioni che chiudono il § 6 sono applicabili previa riduzione mod p (cfr.
6.8). Pertanto, come si vede passando ualle componenti fantasma, e certo
@0 &+ M= (@0 O+ @0, & (4 9) 0 D = @ 0 &) + (¥ 0 L)oue Poi €5
sendo x;09P = (x;_yon)P{(0 =0 se i=10) (o anche per la 3) di 6.7), la
componente di indice ¢ di (wonl), & 0 se i=0, e [w;(0,%y, ..., %}
Sy ooy Cm—i)]P (O) se > 0; passando alle componenti fantasma, si vede
che questa uguaglia la wh_;;;; quindi (& onl), = (o l)m—_1s ossia
2olt =wonl = (xol)t, come desiderato (cfr. § 3). Nello stesso modo
si vede che trol =t(wol). Le axol=a(xol),2oln=wnoctl = (®o{l)n si
dimostrano in modo analogo se si stabilisce prima che yP o {; = (¥ o {i41)?
per ogni y€ A. Ora, per n€ R 8i sa che my oy = (y o ¢yn)? (Questa essendo la
definizioue del ¥ di R data nel § 5); basta quindi dimostrare che #f; = {iy,
ossia che & proprio ¢ = (..., ¥, ¢{,) come vuole la nostra convenzione. Se
allora Q€ G (R, 2), si sa essere (..., ®tL, (@), Tl () = (..., £ (pQ), & (P Q) =
=p(..,5@),5(Q), onde = (...,8,,tl)==t(.., ,C) e quindi
(o 9 84y ELo) = (.., &4y Cp)y cOme richiesto.

Sia a€ K, e per esempio a,:——z'@- a;p*, con a;=(2;,0,0,...), x;€ K;

0
poiché, come si vede con verifica diretta sulle componenti fantasma, &
a;xol=a;(x0l), e xoa;{=(xol)a;, per quanto precede anche le
ax ol =ua(wol), xoal = (xol)a sono verificate.

Se ¢ & tale che # o { =0 per ogni x, & anche zot!{=(x o {)a* =0
per ogni x, onde x, 0 {;=0; se J & l'ideale di E generato dalle (;, si ha
PJCJ<R-+ R J, e quindi, per il 4 di 5.8, J & il nocciolo di un omo-
morfismo o_; di immersione di un ipercampo § in R; poiché x,0J =0 per
ogni x, € A*, per la 8 di 5.7 il nocciolo di o contiene A*, e quindi con-
tiene A,; pertanto, per la 12 di 5.7, SC€ R?, e {;€ R? perche {;€8 per
la 156 di 5.7. Si & cosl visto che se # 0 { =0 per ogni x, allora {==xn{
per uno '€ N; ma allora (x o)t =axon{ =0, onde o =0, il che
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da ' = =", ecc.; in conclusione, { =0, e cid prova che [ puo essere
considerato come un omomorfismo del 7-modulo M sul 7-modulo sinistro
X, ossia come un elemento del trasposto M_; di M; quindi N pud esse-
re counsiderato come un sotto-II'modulo, certo canomico, di M_;. Per dimo-
strare che N = M_;, basta dimostrare che dim N = dim M: in tal caso,
infatti, sia {&,..., &} un insieme minimo di generatori di N, tali che esi-
stano interi 8,,...,8, per i quali i a % & formino un insieme minimo di
generatori di M_; (cfr. 2.6); se allora {.x,,...,®,} & un insieme minimo di
generatori di A, e se, per esempio, 8, >0, & anche x;0 & = (x; 0o x4 &))",
onde xy o &, =0 per ogni ¢ ed ogni m, dal che segue, come si & visto
prima, & €z N, assurdo. Resta quindi da dimostrare che dim N = dim M .

Suppongasi che ¢io sia vero quando R & isomorfo ad R,,; allora re-
stera vero quando R & il completamento di un prodotto tensoriale di vari
R,s, e quindi anche quando R & isogeno ad un tale completamento, ossia
in ogni caso. Dimostreremo percido che dim ¥ = dim M = dim R nell’ipotesi
che R R,,.

Sia R=Fk{#n,...,7n], con le 7 indeterminate (analiticamente indi-
pendenti) su k; sia 8 un intero positivo primo con », ovvero sia s = oo,
od anche s =0 se r =1, e pongasi

28 28 & 8
Cl_(---a"?f yoooy ¥ 7"7,?’---"'711)7’7”"'7’71)7

con ng’”:O ge §s=o00 e j>0; sia poi =¢"1f (i=1,...,7). Se
Li<x14+1<8,=(..,&,...,&), sia P Pomomorfismo (di algebre su k)
di B su B> R tale che P, = &;; si constata subito che, con la legge P,
R diviene un ipercampo, certo di dimensione r; se poi N'& il II-modulo
generato dalle {;, N’ & canonico ed isomrfo ad N,,; poiché dim N' = r,
ed anche (come si & visto prima) dim C(R)<<r, N’ & isogeno a C(R), e
C(R) ha dimensione ». Ma allora C(4) & isogeno ad M,,, A & isogeno ad
Ays, ed R & isogeno ad R,;; resta cosl dimostrato che dim C(R)= dim R
quando R & un particolare ipercampo isogeno ad R,;, e quindi anche
quando R R, .

Infine, B inviluppa N liberamente (nel caso generale) perchd N=M_,,
e per il 3.5, C.V.D.. .

Nelle notazioni dell’ultima parte della precedente dimostrazione, sia
{#n) (h € I") la base strutturale di A (iperalgebra duale di R) legata a
{Nyyeeey m}; dall’essere 2oy 0 N = (3,7- segue, per il 3.5, che le {; generano
C(R), ossia che N’ = C(R); quindi M 2 M,,, A > 4,,, ed R R,,;
pertanto le considerazioni sulla struttura di vari ipercampi, date alla fine
del § b, sono tutte incluse nell’enunciato seguente :
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7.3 TEOREMA. Sia R=1"Fk{n ,...,n]; sia poi
i— 028 28 $ s
Ci=tz1('°'7’7f RERER k4 7"'377{}7’77"",771)

(t=1,...,7), con la convenzione nf’js= 0 s¢ >0 ed 8 =o00; sia P
Vomomorfismo (di algebre su k) di B su R>< R tale che Pl;=10<1-+1%{;
(esso esiste ed é unico); allora R R,;, ¢ C(R) é isomorfo ad N,, ed ha
{Ciy.evyCr) come insieme minimo di gemeratori.

Da 7.2, 5.2, e 5.3 segue:

\

7.4 TEOREMA. Ogni IT'modulo canonico é isomorfo a C(R) per un op-
portuno ipercampo R.

I1 7.3 dice, in particolare, che se P ha il significato introdotto alla
fine del § 6, & R;; =k {y], con la legge

Pp=D(nx1,7’x1, "7”28;1’ e 1y, L™y )

Si noti che, per un qualsiasi ipercampo R, uno (..,¢,,{) € C(R) &
univocamente determinato da (,, dato che {;=1%{,; un elemento {,€ R
tale che (...,#*¢&,, t{,,{,) sia un covettore canonico si dird un elemento
canonico di Witt di R; la trasposizione « o » introdotta al 7.2 pud quindi
pensarsi come un’operazione fra vettori canonici di Witt a componenti in A4,
e gli elementi canonici di Witt di R. Questi ultimi formano un II-modulo
canonico, isomorfo a C(R), rispetto alle operazioni + e - (prodotto sca-
lare) cosl definite :

¢+ 77=‘D(C,tCytzC,"-iﬂ,tﬂ,tzn,---)’

(@,0,0,..)-L=af (a€k).

7.5

La legge su @ (R, ) si scrive ora semplicemente :

7.6 (P4 Q) =C((P)4 (Q), per un qualsiasi elemento canonico di Witt
¢ di R.

La discussione sui semiomomorfismi canonici che segue la dimostra-
zione del 5.8 puod ora essere completata coll’introdurre il semiomomorfismo
c¥, di @(R’) su CR) che coincide con o_; quando gli elementi di C(R’) (e
di C(R)) vengono sostituiti coi corrispondenti elementi canonici di R’ (e di
R); tale ¢*, & anche il trasposto di ¢* B dimo; = dimo%*, codimo_, =
= codim ¢*, ins o_; =inso*; se H & il nucleo di o_; , H & il nocciolo
di un o/,, la cui immagine § ha la proprietd che C (8) & il nucleo di o¥*,.
Varie altre relazioni fra o_; e o* son evidenti.

7 Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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