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LA METHODE DES SINGULARITES
POUR LES EQUATIONS DU MOUVEMENT
EN RELATIVITE GENERALE ET EN THEORIE
DU CHAMP UNIFIE

par PHAM TAN HoANG (Paris)

INTRODUCTION

Ce travail concerne principalement la détermination des équations du
mouvement par la méthode des singularités. Il est consacré d’une part a
exposé de cette méthode, d’autre part & son application & la relativé gé-
nérale et & son extension A la théorie du champ unifié. En liaison avec le
probléme du mouvement, nous essayons de préciser les grandeurs que l’on
peut considérer comme métrique et comme champ dans la théorie du champ’
unifié. Nous étudions aussi les conditions de conservation pour le tenseur
d’impulsion-énergie que l’on extrait des équations du champ.

La propriété importante de Pinterdépendance entre- équations de champ
et équations de mouvement en relativité générale a ét6 montrée par KIN-
STEIN et GROMMER en 1927. Ces auteurs établirent que le principe des
géodésiques est une conséquence des équations du champ. Plus tard, le
probléme du mouvement pour des masses finies a été résolu par EINSTEIN,
INFELD ot HOFFMANN (1938) et indépendamment par Foox (1939). On con-
¢oit que le champ extérieur et le champ intérieur soient tous les deux ca-
pables de nous renseigner sur P’é6tat de mouvement des masses, puisque la
présence des masses modifie la structure de Punivers & intérieur des tubes
d’univers comme A Pextérieur. En fait les deux points de vue ont &té
considérés : EINSTEIN [25] et ses collaborateurs utilisent les équations du
cas extérieur, la matidre étant représentée par les singularités ponctuelles
du champ extérieur; la méthode de Fook [15] au contraire est basée
sur les équations du cas intérieur avec la représentation explicite de la
matidre par un tenseur d’impulsion-énergie. Cependant, siles deux méthodes
présentent certainement des relations, elles ne peuvent probablement pas
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se ramener tout a fait 'une & Pautre. Car le probléme dn prolongement
de Vintérieur vers l'extérieur existe et il est unique; mais cela n’est pas
vrai pour le probléme inverse: un ds® extérieur étant donné, il peut ne
correspondre & aucune distribution énergétique, on au contraire & une infi-
nité. On peut dire que la méthode du tenseur d’énergie, la plus directe, est
aussi la plus claire.

A) Le développement de la méthode du tenseur d’énergie a été amorcé
par les travaux de G. DARMO1S et de Th. de DONDER. Le caleul des solu-
tions nécessite des approximations qui ont été effectuées notamment dans
les travaux de V. A. Fock [15], de PETROVA [21], A’A. PAPAPETROU [20]
et de Mme F. HENNEQUIN [17].

Tous ces auteurs utilisent des coordonnées isothermes qui apportent
une indispensable simplification dans les équations approchées. Ils prennent
comme paramétre de développement 1/c® (¢, vitesse de la lumiére) et obtien-
nent des développements limités des solutions. Fock et PETROVA forment
alors les équations de mouvement en écrivant que les conditions d’isother-
mie sont vérifiées pour la solution approchée trouvée. PAPAPETROU les
tire des identités de conservation. On constate que les résultats sont équi-
valents 3 Papproximation obtenue, sans préciser les raisons profondes de
cette équivalence. Mme HENNEQUIN a montré que la vérification des iden-
tités de conservation & lordre p entraine automatiquement la validité des
conditions d’isothermie & cette méme approximation. En raison des identités
de conservation il existe donc une équivalence entre les conditions d’iso-
thermie et les équations de mouvement pour une solution approchée d’or-
dre donné.

La méthode du tenseur d’énergie a été appliquée récemment per L.
INFELD [18] & un modele d’univers (qu’on peut considérer comme un cas
limite) dans lequel les domaines intérieurs se réduisent & des lignes d’uni-
vers, le long de chacune d’elles le tenseur 7', ayant une valeur proportion.
nelle & la distribution de DirAo. L. INFELD pense que sa méthode permet
de faire la jonction entre les deux points de vue du champ intérieur et du
champ extérieur. En tout cas, les calculs des équations de mouvement sont
grandement simplifiés.

B) Les théories précédentes exigent l’introduction du tenseur d’énergie.
Pourtant EINSTEIN n’a admis la présence de ce tenseur qu’avec réticence:
11 a toujours pensé que le développement le plus souhaitable de la relativité
générale devrait éliminer des équations du champ le tenseur T,z relatif aux
sources, tenseur dont lorigine phénoménologique lui semble inconciliable
avec le principe d’une théorie du champ pur.
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EINSTEIN [25] et ses collaborateurs ont donc cherché & déduire les é-
quations de mouvement d’une partieule matérielle neutre des équations
du champ

Gup =0,
valables en dehors des singularités ou, plus exactement, en dehors de sur-
faces entourant les singularités, qui sont ponctuelles par hypothése. lls
prennent pour parameétre de développement A2 (qui n’est autre que 1/c?) et
font les approximations dans le cas quasi-statique.

Ces auteurs montrent ue dans la détermination des champs par ap-
proximation, Vintégrabilité des équations du champ n’est assurée que sous
certaines conditions, a partir desquelles les équations de mouvement peu-
vent précisément s’obtenir. Ces conditions consistent dans Pannulation,
d’aprés les équations du champ, de certaines intégrales. Celles-ci portent
sur une combinaison assez arbitraire du tenseur de Ricor; elles sont éten-
dues a une surface fermée a deux dimensions entourant une singularité.

Cette méthode est souvent appelée « méthode des singularités ». En
réalité, il s’agit du cas limite de modele d’univers dont nous avons parlé
tout & DIheure.

L. INFELD et 'P. R. WALLACE [29] ont étudié par la méme méthode
le cas matiére chargée en ajoutant au second membre un tenseur électro-
magnétique de type classique, la matiére restant représentée par des sin-
gularités du champ.

Enfin la méthode des singularités a ét6 appliquée, sans justification, &
la théorie unitaire par L. INFELD [35] et J. CALLAWAY [34]. Ces auteurs
arrivent au résultat négatif que le mouvement des particules chargées
n’est pas influencé par le champ électromagnétique.

*
* *

En nous inspirant des travaux d’EINSTEIN et ses collaborateurs, nous
exposerons une méthode générale, basée sur les équations du cas extérieur,
pour la détermination des équations de mouvement. Pour plus de généralité
ot pour 'extension éventuelle de la méthode & la théorie pentadimensionnelle
du champ unifié, nous counsidérons une variété différentiable 3 n dimensions
V., de classe (C?, C* par morceaux), sur laquelle est définie une métrique
riemannienne partout de type hyperbolique normal. La structure géométrique
de cette variété est supposée déterminée par des équations analogues anx
équations A’EINSTEIN de la relativité générale.

Notre point de départ est alors le suivant: Nous considérons le tenseur
conservatif S,5 et les équations du cas extérieur:

Sapg =0 (@,f=0,1,...,n—1)
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Sur une section W,_, déterminée (section 2° = const. de V,, 20 dési-
gnant la variable temporelle), le tenseur S,z induit un vecteur ;_87(.,) de com-
posantes Sye(i =1,...,n—1), Pindice a ayant une valeur fixée quelconque.

Nous supposons que les domaines intérieurs de ¥, sont représentés
dans W,_; par des domaines & (r — 1) dinensions connexes et bornés. Nous
prenons un domaine singulier déterminé de W,_;; mnous considérons des
(n — 1)-champs d’intégration quelconques de W,_, qui contiennent ce do-
maine singulier et nous étudions le flux du vecteur S’w A travers la frontidre
d’un tel (n — 1)-champ.

L’approximation des équations du champ permet d’obtenir les équations
de mouvement. Il faut admettre des développements limités du tenseur
métrique. A DPaide des identités de conservation du tenseur S,z et de I’hy-
pothése quasi-statique, nous montrons que le flux du vecteur §(a) posséde
les deux propriétés suivantes, qui semblent essentielles dans la méthode.
Le flux de S’Ea) d’ordre m :

— a une valeur indépendante du choix du (n — 1)-champ d’intégration ;

— ne dépend que des champs d’ordre (m — 1).

Grace a ces deux propriétés, les équations suivantes :

(i) flux S =0,

au lieu d’étre de simples conséquences des équations du champ, imposent
réellement des conditions A la solution approchée obtenue. De 1a vient la
possibilité de déduire les équations du mouvenent des équations (i).

La méthode précédente s’étend de facon immédiate & la théorie du
champ unifié A’EINSTEIN-SCHRODINGER. A la place du tenseur S,z , il suffit
de considérer maintenant le tenseur M. qui entre dans la formation des
identités de conservation en théorie du champ unifié. L’étude d’une inté-
grale portant sur une forme differentielle extérieure définie a partir du ten-
seur Mz , montre que cette intégrale posséde aussi les deux propriétés fon-
damentales du flux de S‘(’a). On en déduit que les équations qui expriment
la nullité de cette intégrale peuvent servir d’équations de définition du
mouvement dans la théorie du champ unifié.

Le sommaire de ce travail est done le suivant.

Le chapitre I rappelle les notions fondamentales de relativité générale
et précise les notations utilisées.

Au chapitre IT, nous étudions la déduction des équations de mouvement
a partir des équations du cas extérieur. Aprés avoir exposé la méthode
dans le cas d’une variété 4 » dimensions, nous Pappliquons & la relativité
générale. Les coordonnées isothermes sont employées en raison de leur si-
gnification physique importante. Les calculs sont effectués dans le cas simple
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du probléme de N corps (singularités du champ ponctuelles et & symétrie
sphérique). On peut alors prendre comme solution de I’équation de LAPLACE
la solution élémentaire 1/r. A la seconde approximation, nous obtenons le
méme résultat que celui A’EINSTEIN et de ses collaborateurs.

Les chapitres suivants sont consacrés i la théorie du champ unifié
d’EINSTEIN-SCHRODINGER. Nous commenc¢ons par rappeler quelques notions
sur les variétés & connexion affine, et la déduction des équations du champ
par le principe variationnel. Puis nous faisons quelques considérations au
sujet du tenseur métrique et d’un tenseur rotationnel lié a g“vp . Le probléme
de CAUCHY conduit 2 penser que le tenseur métrique est défini par gﬁ a
un invariant pres —%- Nous montrons comment les conditions d’isothermie

1 1

permettent de préeciser la valeur de cet invariant (—5 = V}T/_T;, T =dét(gﬁ)) .

1
Dans la métrique ainsi déterminée, le tenseur q“'g =—;7-gﬁ/ﬁ a une significa-

tion simple: il est Padjoint d’un tenseur rotationnel. Ces rappels et ces
développements font Pobjet du chapitre IIIL.

L’extension de la méthode des singularités & la théorie du champ unifié
est effectuée dans le chapitre 1V. Le principe de la méthode est exposé, et
le role de la partie antisymétrique R,z se trouve éclairci. On constate que

la théorie du champ unifié ne donne que les équations de mouvement des
particules non chargées. Toutefois il convient de noter que cette conclusion
négative n’est pas rigoureuse, car elle dépend en partie des approzimations
quasi-statiques habituellement considérées. Ce chapitre contient en outre une
étude du potentiel électromagnétique dans I’hypothése quasi-statique. Cette
étude fournit directement une solution des équations des champs anti-sy-
métriques. Elle nous permet aussi de montrer que ’interprétation du tenseur
qt,q comme tenseur champ électromagnétique est impossible au dela de la
premiére approximation.

Le probleme du tenseur d’énergie est esquissé au chapitre IV qui ter-
mine notre travail. Dans ce domaine il semble que rien de valable n’ait
encore 6t6 fait. Nous montrons comment les identités de conservation pour
le tenseur d’énergie extrait des équations du champ suggére justement la
métrique A laquelle le probleme de Cauchy et les conditions d’isothermie
nous ont déja conduit. Nous formons ensuite, par la méthode de Mme M.
A. TONNELAT, les équations approchées de la théorie d’EINSTEIN-SOHRODIN-
GER, et nous en déduisons une forme explicite du tenseur d’énergie.
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NOTATIONS ET SYMBOLES.

YV, : variété espace-temps.

(%) : systéme de coordonnées locales.

04y 0ap: dérivées partielles.

d : symbole de différentiation extérieure.
Ly : symbole de KRONECKER.

Convention d’EINSTEIN: Toutes les fois que dans un mondéme figure deux
fois le méme indice, nne fois en indice supérieur, une fois en indice infé-
rieur, on doit, sauf avis contraire, sommer tous les mondmes obtenus en
donnant a cet indice toutes les valeurs possibles.

Len indices grecs «,f, etc ... prennent les valeurs 0,1,2,3; les
indices latins i,j, etc ... prennent les valeurs 1, 2, 3.

VARIETE A CONNEXION AFFINE.

I'g,: connexion affine quelconque.

I, : vecteur de torsion de la connexion affine.

D, : opérateur de dérivation covariante dans la connexion affine.

R;, est le tenseur de Ricor de la connexion affine I', déduit du tenseur de
courbure :

R;»Mﬂ=’9ﬁrl¢74_‘9nr£9+ fpf&—Ffﬂfl':g,
par contraction des indices «, f:
R;,‘u-=‘ 3aF;,o;4—3MF;,z—I-F:;FAZ—F:”F;,Z.

gap: tenseur fondamental défini sur la variété a connexion affine.
Gop=9ap + 9op: le «_» est le symbole de symétrisation, le «._ » celui

d’antisymétrisation.
Les lettres gothiques représentent des densités tensorielles. Exemple:

6 =VTgl g, oMz=VTg[M;.
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VARIETE RIEMANNIENNE.
Forme quadratique fondamentale:
dsz = aaﬁ dax> dwﬂ.

aqp est le tenseur métrique fondamental ou tenseur de gravitation.
Oap : valeurs galiléennes.

Nag : ébcarts du tenseur métrique a,z aux valeurs galiléennes.
[# B,7]: symbole de CHRISTOFFEL de premidre espdce

1
(B, y] = ) (0a gy + 0p Moy — Oy Rap)-

{a);?} = ar®[ap, d]: symbole de CHRISTOFFEL de seconde espéce.

Les coefficients de la connexion riemannienne sont égaux aux symboles de
CHRISTOFFEL de seconde espéce.
Va: opérateur de dérivation covariante dans la connexion riemannienne.

Le tenseur de courbure et le tenseur de RiocI de la connexion rieman-
nienne sont désignés respectivement par G%,; et par G,.

sl

Par contraction de @, on obtient I’invariant G :

o

G = 0 %lﬂ

-

G = a*f Gaﬂ .

1
Sup = Gup — 5 Ga.p: tenseur A’EINSTEIN.
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CHAPITRE I.

NOTIONS SUR IYAXIOMATIQUE DE LA RELATIVITE GENERALE

1. — La variété espace-temps.

La relativité géhérale est d’abord une théorie de la gravitation 4 laquelle
viennent s’ajouter les théories de l’électromagnétisme. Dans toute théorie
relativiste de la gravitation, ’élément primitif est constitué par une variété
espace-temps V, & quatre dimensions, douée d’une structure de variété
différentiable.

Nous prenons pour variété espace-temps V, une variété A quatre di-
mengions donée d’une structure de variété différentiable de classe C2, et
satisfaisant en outre a ’hypothése suivante qui compléte 42.: dans lin-
tersection des domaines de deux systémes de coordonnées locales, les déri-
vées secondes du changement de coordonnées sont des fonctions de classe
C? par morceaux. C’est ce que nous traduirons en disant que la variété V,
est une variété différentiable de classe (02, C* par morceaux). (Cf. A. LicH-
NEROWIOZ [9], p. 3-B).

Sur la variété V, nous supposons définie une métriqne riemannienne
ds?® partout de type hyperbolique normal par la donnée d’un champ de
tenseurs covariants symétriques & deux indices a.z, appelé tenseur de gra-
vitation. L’expression locale de cette métrique est:

(1.1) Aas® = a,g (¢*) dxe dxf (@,8,A=0,1,2,3)

les coefficients a,s(x!) sont dits les potentiels de gravitation pour le syste-
me de coordonnées envisagées. Nous supposons que les a,; sont des fone-
tions de classe (!, et les 9, a,; des fonctions de classe C? par morceaux,
ce qui est strictement compatible avec la structure imposée a V,.

L’hypotheése faite sur le type de la wétrique revient a dire qu’en cha-
que point « de V,, le ds® peut se mettre sous la forme :

(1.2) ds? = (@) — (0')2 — (022 — (3)?

ol les w* sont un systéme de formes de Pfaff locales linéairement indé-
pendantes,
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2. — Orientations dans I’espace et dans le temps.

L’équations ds?> = 0 définit en chaque point ¥ de ¥V, un codne réal O,
de directions tangentes a V,. Ce cdne sera dit le cone élémentaire en x.

a) Une direction d_a}, tangente en x & V,, sera dite orientée dans le
temps ou dans Vespace selon qu’elle est intérieure ou extérieure au cone
Oy, ¢’est-a-dire selon que le signe de a,zda® daf est positif ou négatif.

b) Un k plan élémentaire (k=2 ou 3), tangeut en x & V, est dit
orienté dans Despace si toutes ses directions sont orientées dans lespace.
Il est orienté dans le temps s’il admet des directions orientées dans le temps.

Une hypersurface § a trois dimensions de V, est dite orientée dans
Pespace si ses éléments plans tangents aux différents points sont orientés
dans Vespace. Si S est localement définie par 1’équation :

f(x“):()’
on a alors en tout point de §:
A f=at05f0sf>0.

Si 4,f< 0, Phypersurface S sera orientée dans le temps.

3. — Temps et espace associé. Systémes de coordonnées physiquement
admissibles.

Sur Dlespace vectoriel T,, tangent en x a V,, la métrique ds® intro-
duite définit une structure d’espace-temps de MINKOWSKI c’est-d-dire une
structure d’espace-temps de la relativité restreinte.

A toute décomposition en carrés de la métrique :

ds? = (0" — 3 (oY i=1,2,3

(]

correspondent une base (w°, w?) pour les formes linéaires en x et un repeére
(®,e,,6) de T,, avec:
dr = w® e, .

Le repére (x,¢,,¢;) satisfait aux relations:

-

ea.;;g=0 pour o == f, (—50)2=—|—1, (;,-)2=—..1.
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Un tel repere sera dit un repére orthonormé en z; le vecteur ;; et le
3-plan des c_;; définissent un temps et un espace associés.

Linterprétation des grandeurs en x se déduit de la considération de
l’espacé-temps de MINKOWSKI tangent en x. Rapporté & un repére ortho-
normé, cet espace doit étre identifié A un espace-temps de la relativité
restreinte rapporté & un repére galiléen, ce qui fournit immédiatement, en
termes d’espace et de temps associés & ce repeére, les interprétations physiques.

Un systéme de coordonnées sera dit physiquement admissible ou inter-
prétable dans l’espace et le temps si:

1) les hypersurfaces a trois dimensions x°= const. sont orientées
dans Pespace (ce qui entraine a% > 0);

2) les lignes déterminées par les seules variations de x, sont orientées
dans le temps (ce qui entraine a,, > 0).

Dans un tel systéme de coordonnées nous dirons que z° est une va-
riable temporelle, x!, %, 3 désignant les variables spatiales correspondantes.
Les variétés x° = const. sont appelées sections d’espace. Nous les désigne-
rons par W,.

Considérons la décomposition en carrés du ds?, et faisons apparaitre
le carré correspondant a la variable z°, On a:

dx° s dai? : o ,
as® = (oo d j‘"o %) +(uq-%) da* dw? (i,j=1,2,3)
00 00

Il résulte de la condition ay,™>0 que les deux formes quadratiques associés
de coefficients :

Ay QA . .
___Ot 9 y a*l] = a¥

ey
ay = ag ™
sont définies négatives.

Les sections d’espace W; peuvent é&tre envisagées comme des variétés
différentiables satisfaisant aux mémes hypothéses de différentiabilité que V,
et formant un systéme homéomorphe aux R3 d’un R*. La métrique ds*? est
intrinséquement définie sur W, et nous pouvons choisir cette métrique dans
les sections W;.

4. — Le systtme des équations d’EINSTEIN.
Le cadre géométrique étant précisé, ’objet de la théorie relativiste de

la gravitation consiste A choisir un systéme tensoriel d’équations aux
dérivées partielles. Celui-ci permet de limiter la généralité du tenseur fon-
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damental de gravitation a,; et de relier ce tenseur aux distributions éner-

gétiques de Vespace-temps. Ces équations doivent généraliser ’équation de

LAPLAOE-POISRON qui détermine localement le potentiel newtonien.
EINSTEIN a proposé le systéeme d’équations :

(4.1) Sip =X Tog

dans lequel S5 et T,; sont deux tenseurs symétriques. X désigne un facteur
constant lié & la constante d’attraction universelle.

Le tenseur 7.z dont interprétation est purement physique doit décrire
au mieux, en chaque point de Despace-temps V,, Pétat de la distribution
énergétique (cas intérieur). Dans les régions de V, non balayées par I'éner-
gie T,z doit étre identiquement nul (cas extérieur). Ce tenseur sera appelé
tenseur d’impulsion-énergie ou, plus briévement, tenseur d’énergie.

Le tenseur 8,z de signification purement géométrique est astreint aux
deux conditions suivantes :

1. ses composantes ne dépendent que des potentiels et de leurs dé-
rivées des deux premiers ordres; elles sont linéaires par rapport aux déri-
vées du second ordre ; ,

2. il est comservatif, c’est-d-dire satisfait identiquement aux quatre
relations suivantes appelées conditions de conservation :

(4.2) Va S =0.

Les seules équations satisfaisant a ces conditions correspondent, a la
constante cosmologique pres, &

1
Salgz Gaﬂ _—— Gaa,;

2

ot G,s est le tensenr de Ricor de la variété riemannienne :

(4.3) Gaﬁ=ag§fﬁ§—3ﬂ{aggz+§f@%iaﬂ §_¥ogﬁ uoe}

G, Vinvariant a*f G,z.
Dans le cas extérieur les équations s’écrivent :

1
SaﬂE Gaﬂ—‘?(i aa/:=0 ou Gaﬂ=0°
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5. — Le tenseur d’impulsion-énergie et les identités de conservation.

La représentation de la matiére peut s’effectuer en relativité générale
par des schémas du type hydrodynamique. Un fluide relativiste est alors
considéré comwme un milieu matériel continu, déformable, doué des propriétés
suivantes :

1. il posséde une densité propre g ;
2. il est possible de définir un vecteur vitesse unitaire w pour cha-
que point du milieu.

Considérons dans la variété espace-temps V, un domaine D occupé par
un milieu fluide. Les trajectoires du vecteur vitesse unitaire ;, orientées
dans le temps, sont appelées lignes de courant. On appelle repére propre
en un point # du domaine D, un repdre orthonormé dont le premier ve-
cteur V(© coincide avec le vecteur vitesse unitaire ;, et dont les trois au-
tres vecteurs —77("), orientés dans l’espace, sont normés par la condition
(VO = —1. Le repére propre ainsi défini doit étre identifié & un repére
galiléen local. _

Le tenseur d’impulsion-énergie est destiné & assurer une représentation
aussi compléte que possible d’une distribution énergétique déterminée. Ce
tenseur contiendra ainsi différents termes correspondant au différentes sortes
d’énergie de la distribution et & leur interaction. La description de ces dif-
férents termes, leur importance relative, sont fournies par ’expérience.

Ainsi, le terme le plus important lorsqu’il existe, correspond toujours
a Vénergie pondérable. Si Pon néglige toutes les autres formes d’énergié,
on aura alors le schéma matidre pure avec:

(5.1) Top =0 Uq t1g.

On peut aussi considérer un état de la matiére dont la description peut
étre faite & Paide des grandeurs w ,0,p, les deux grandeurs scalaires étant
supposées liées par une relation fonctionnelle dite équation d’6tat o = ¢ (p):
c’est le schéma fluide parfait. Dans ce cas:

(5.2) T, = (9 + %) W Up _—c";— g -

S’il y a un champ électromagnétique, on introduit un tenseur d’énergie
supplémentaire :

1 (1
_ | Aw i
(5.3) Ty = ( - P F — Fm)
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ou F,; réprésente le tenseur champ électromagnétique défini sur 1’espace
tangent par induction du tenseur champ électromagnétique de la relativité
restreinte.

Soit T,z le tenseur d’énergie du schéma matériel considéré. Le tenseur
S.p 6tant conservatif, il en est de méme du tenseur T,z qui est astreint,
d’aprées les équations A’EINSTEIN, & n’en différer que par un facteur constant:

(5.4) Va T; =0.

On dédunit de (5.4) un certain nombre de propriétés de « conservation »
pour les éléments physiques qui figurent dans 'expression du tenseur d’é-
nergie considéré. Par exemple, dans le cas du schéma matiére pure, les é-
quations de conservation s’écrivent :

(5.5) Valou®) =0,
(5.6) U Paupg=0.

La premiére équation est 1’équation de continuité du milieu. Le systéme
(5.6) exprime que les lignes de courant sont géodésiques de la imétrique ds.

Dans le cas du schéma matiére pure-champ électromagunétique les lignes
de courant satisfont au systéme différentiel :

Ut o Ug = —’::— Fg, u®

ot u est la densité de charge électrique propre. L’introduction du tenseur
d’énergie électromagnétique z,; au second membre des équations A’EINSTEIN
constitue une théorie « naive» de I’électromagnétisme.

6. — Le probleme de Cauchy.

Le systéme des équations d’EINSTEIN est un systéme en involution et
présente le caractére hyperbolique normal. La structure locale des équations
du champ peut étre faite au mayen d’une analyse du probléme de Cauchy.
Ce probléme traduit le « déterminisme relativiste », et le fait que la gravita-
tion satisfait an schéma de la propagation par ondes résulte immédiatement
de son étude (1).

(!) Le probldme de Cauchy a 6té étudié par G. Darmols, Th. de DONDER, A. LICH-
NEROWICZ; l'unicité dans le cas non analytique a ét6 montrée par STELLMACHER, l’eXis-
tence et l'uuicité par Mme Y. FOURES.
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Considérons d’abord le probléme de Cauchy velatif au systéme d’équa-
tions A’EINSTRIN du cas extérieur, et a des données initiales (potentiels et
dérivées premiéres) portées par une hypersurface S quelconque. Si S n’est,
en aucum de 3es points, tangente a une variété caractéristique et si les données
de Cauchy satisfont & quatre conditions supplémentaires provenant des équa-
tions du champ, le probléeme de Cauchy admet relativement au systéme
G,z = 0 une solution physiquement unique.

Les variétés caractéristiques du systéme des équations A’EBINSTEIN
sont les variétés tangentes en chacun de lenrs points au cdne élémentaire
O, associé a ce point, qui est cdne caractéristique pour ces équations.
Elles jouent le rdle de surface d’ondes gravitationnelles. Les bicaractéri-
stiques des équations A’BINSTEIN, géodésiques de longueur nulle de la
variété riemannienne V,, son les rayons gravitationnels correspondants.

Le probléme de Cauchy pour un schéma champ électromagnétique pur
montre que les variétés caractéristiques que prévoient les équations d’EiN-
STEIN sont identiques A celles que définissent les équations de MAXWELL.
Ainsi peut étre démontrée en toute rigueur Pidentité des ondes gravita-
tionnelles et des ondes électromagnétiques et par suite ’identité des lois
de propagation des deux champs, tont an moins en l’absence d’induction.

Appliqué a l-étude du prolongement de l’intérieur vers l'extérieur (ou
inversement) le probléme de Cauchy permet de mettre en évidence les con-
ditions de raccordement de SCHWARZOHILD relatives a la continuité des
potentiels et de leurs dérivées premieres. Si l’on considére une masse
d’épreuve dans un champ de gravitation extérieur donné, la néeessité d’un
raccordement entre champ intérieur et champ extérieur fait que la masse
d’épreuve doit décrire une géodésique du ds® extérieur.

7. — Les coordonnées isothermes.

Au systéme des équations I’EINSTEIN on peut associer une équation
A une seule fonction inconnue f qui admet les mémes variétés caractéris-
tiques que ce systeme. La maniére la plus simple d’y parvenir est de con-
sidérer 1’équation de LAPLACE dans V,:

(1.1) Ay f= a8 (Qup f — ga‘-’ﬂ} 3,f)=0.

L’équation (7.1) admet les mémes caractéristiques et bicaractéristiques que
le systéme des équations A’EINSTEIN. Le premier membre A, f =y, (a* asf)
est la divergence du gradient de f et généralise ainsi le second paramétre
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différentiel de BELTRAMI. Les variétés a trois dimensions, solutions de
Péquation (7.1), généralisent les variétés isothermes de lespace ordinaire,
ou les hypersurfaces équipotentielles de la propagation des ondes. Elles
jouent dans la théorie un role important.

Un systéme (¥*) de coordonnées locales dans V, est dit isotherme si
les expressions
o

(7.2) Ayx* = — a Au

sont nulles pour tout «.
L’espace-temps étant rapporté aux coordonnées (xf), désignons par
f (@) une solution de Véquation (7.1). Si nous effectuons le changement
de variables
we = f (o)

o ayant une valeur déterminée d’ailleurs quelconque, la nouvelle coordon-
née x? est une coordonnée isotherme.

Quatre solutions indépendantes f<(xf) de 1’équation (7.1) dont l’une
est orientée dans le temps et les trois autres dans l’espace, constitueront
un systéme de coordonnées physiquement admissibles isothermes.

Prenons pour f*(xf) la solution du probléeme de Cauchy suivant :

(7.3) fe(@f) =0 et 9o f*(@®f)=1 sur la surface initiale x* = 0

(x=0,1,2,3; o' = a numériquement).

D’aprés un théoreme de Y. FoURrREs [36], il existe un voisinage
de Porigine dans lequel la solution existe et est unique pourvu que les
potentiels soient suffisamment différentiables. On voit donc qu’il existe un
voisinage de Vorigine dans lequel on peut définir des coordonnées isothermes.

Les quantités A, x* sont étroitement liées a la propagation du champ.
Aussi, elles interviennent d’une maniére simple dans les composantes du
tenseur de R1oci. Les équations d’EINSTEIN peuvent ainsi, dans le cas
général, se mettre sous la forme:

1 1
(7°4) Gl,u = — _2' a*t auﬂ Apye — _2‘ Aja aﬂ (A2 wa) -

1
— 5 Yua 05 (dy x%) + H;, = 0,

les H,, désignant des polyndmes par rapport aux aqg, a*/ et a leurs dérivées
premieres. Si les coordonnées sont isothermes (7.4) devient:

1
(7.5) Gyp=— 5 a*h 0up Uiy + Hp, =0

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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et la séparation des potentiels, en ce qui concerne les dérivées secondes,
est complete. C’est en mettant les équations A’EINSTEIN sous une forme
équivalente qu’est appuru primitivement le ecaractére de propagation du
champ, particulier & la théorie de la relativité.

Le groupe des équations (7.5) permet d’étudier les discontinuités pos-
sibles pour les dérivées secondes. Supposons que la surface de discontinuité
ait pour équation:

fla)=0.

On sait que si les dérivées premiéres sont continues, le saut brusque de la
dérivée seconde J,.pa;, est proportionnel & 9,/ dsf. Par conséquent si les
potentiels n’ont pas toutes leurs dérivées secondes continues, I’une au moins
des équations (7.5) aura pour conséquence:

A f=a*td,fpf =0

tout le long de la surface f= 0.

Done la discontinuité ne peut avoir lieu que suivant une variété carac-
téristique (3). L’introduction des surfaces d’ondes et des rayons gravifiques
se fait ainsi de la maniére la plus satisfaisante. En outre les coordonnées
isothermes éliminent automatiquement les discontinuités qui n’ont pas de
signification intrinséque.

La signification des coordonnées isothermes, les simplifications qu’elles
apportent paraissent en imposer ’'emploi dans beaucoup de questions physiques,

8. — Modéles d’univers et Problémes globaux.

Les résultats obtenus dans Pétude du probléme de Cauchy et les tra-
vaux de A. LICHNEROWICZ permettent de dégager la notion de « modele
d’univers ».

Un modele d’univers est une variété V, (de type et de différentiabilité
définis au paragraphe 1) munie d’une métrique partout réguliére satisfaisant
aux conditions:

a) Dans les domaines de V, balayés par une distribution énergétique
et limités par des hypersurfaces frontieres S, la métrique est réguliere et
saisfait aux équations A’EINSTEIN du cas intérieur.

(®) G. Darmors [4].



équations du mouvement en relativité générale et en théorie du champ unifié 441

b) Dans les domaines de V, qui ne sont balayés par aucune distri-
bution énergétique, la métrique est réguliere et satisfait anx équations
d’E1sTEIN du cas extécieur.

¢) A la traversée d’une hypersurface S, les potentiels et leurs déri-
vées premiéres sont continus conformément aux conditions de raccordement.

Quand il est possible de construire un tel modele d’univers le champ
extérieur peut étre considéré comme effectivement produit par les différentes
masses ou distributions énergétiques en mouvement et c’est le raccordement
des champs intérieurs des différentes distributions avec un méme champ qui
assure l’interdépendance des mouvements.

Dans .un tel modele d’univers, il doit étre impossible d’introduire de
nouvelles distributions énergétiques dont les métriques associées se raccor-
dent avec le champ extérieur. On doit done étudier en relativité générale la
validité de deux propositions suivantes dont la seconde est étroitement liée
a la premiére:

L’iptroduction de distributions énergétiques dans un champ extérieur
donné ne peut s’effectuer que dans des domaines ol ce champ n’est pas
régulier (Proposition A).

Tout ds? extérieur satisfaisant aux axiomes de la relativité générale et
partout régulier doit étre localement euclidien (Proposition B).

Ces propositions de nature globale sont extrémement importantes pour
la théorie. Elles ne sont pas valables sous les axiomes généraux de la
théorie. Mais elles ont été établies sous des conditions assez larges, d’inter-
prétation physique simple (stationnarité, sections d’espace complétes, com-
portement asymptotique euclidien) (%).

Nous allons rappeler cette derniére hypotheése, dont nous aurons besoin.

9. — Comportement asymptotique euclidien.

Considérons un espace euclidien 8; & trois dimensions, admettant une

—2
métrique définie négative ds. Nous rapportons &, & un systéme de coordon-
nées privilégié (y*) pour lequel:

-2
ds = 5,;]' dy" dyj

ol dj=—1s8ii=jet ;=0 8i i),

(3) A. LicuNErowICZ [9] et [38].
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Nous dirons que Despace-temps V, admet un comportement asympto-
tique euclidien sur W;, lorsque pour un point ¢ de W, et un nombre R
suffisament grand:

a. — il existe un homéomorphisme % de classe 02 du domaine
d(a,x) > R de Wy sur un domaine de §; homéomorphe au complémentaire
d’une boule fermée de 8;. d(a,x) désigne la distance de deux points a et »
de la variété riemannienne W ;

b. — si (y*) est un systéme de coordonnées privilégiées de V, défini
dans le domaine de V, qui correspond au domaine d(a,x)> R de W,, par
les (y) et la variable 2% nous avons dans ce domaine

M M
laap — 0ag| <— | 8yaap| < =

oi ,5=0 si a+p,0=-F1,r=d(a,x), M est un nombre positif fixe
et ol les potentiels a.s el leurs dérivées sont relatifs aux coordonnées
privilégiées (y*).

Dans la suite nous n’envisageons que des éléments de la section d’espace
W, de V,.

Soit #, un point de W; tel que r=d(a,2)> R, y, son image par
I’homéomorphisme % dans &; et g, la distance ordinaire de y, a Vorigine 0
dans &;. On démontre que:

0, < Kr,

K étant un nombre positif fixe.

Il en résulte que les points du domaine & Vinfini de W, ne sont autres
—2
que les points & Pinfini de &; muni de la métrique ds = d;; dy* dy/. Il est donc

équivalent de dire que les écarts des potentiels avec les valeurs galiléennes
8.5 se comportent comme 1/r ou 1/p.

10. — Champ quasi-galiléen.

Nous aurons 3 considérer un Univers (c¢’est-d-dire un domaine de
Pespace et un intervalle de temps) ol sont contenues de faibles masses;
cet Univers est quasi-euclidien et nous pouvons y prendre des variables
quasi-galiléennes. Rapportés a ces variables, les dix coefficients a,s du ds?
ont, en tout point de 'Univers considéré, des valeurs voisines des valeurs
galiléennes d.4 .
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D’une maniére plus préeise, nous supposerons l’existence des développe-
ments limités des potentiels jusqu’a un certain ordre, en fonction du para-
métre 1/¢%, ¢ désignant la vitesse de la lumidre dans le vide. Pour désigner
un champ présentant des développements Jimités de ce type et admettant
un comportement asymptotique euclidien, nous emploierons le terme de champ
quasi-galiléen. Pour un tel champ, les valeurs absolues des coefficients des
développements limités admettent toutes des majorations par M/r et les
valeurs absolues de leurs dérivées, des majorations par M/r?,

Etant donné un champ quasi-euclidien, on démontre qu’il existe toujours
des changements de coordonnées tels que dans le nouveau systéme les coor-
données soient isothermes tout en restant quasi-galiléennes (%). Nous avons
vu que pour des coordonnées isothermes, les potentiels se séparent dans
les équations A’EINSTEIN, du moins dans les dérivées secondes. Si I’on tient
compte dans les applications physiques de I’hypothése quasi-galiléenne, cette
séparation est effective. On peut alors déterminer les coefficients du ds?
satisfaisant aux équations d’EINSTEIN a ’aide des méthodes d’approximation.

'

(%) J. Crazy [3], p. 149-150.
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CuAPITRE II.

LA DETERMINATION DES EQUA‘TIONS DE MOUVEMENT
BASEE SUR I EMPLOI DU CHAMP EXTERIEUR

I. - PRINCIPE DE LA DETERMINATION DES EQUATIONS DE MOUVEMENT.

Nous allons développer ici une étude générale d’'un premier mode de
déduction des équations du mouvement. La méthode d’EINsTrIN, INFELD,
HoFFMANN s’en déduit immédiatement. Toutefois la présentation que nous
adoptons ici est plus générale et peut s’appliquer aisément & une théorie
pentadimensionnelle du champ unifié. D’autre part elle différe de la pré-
sentation A’EINSTEIN, INFELD, HOFFMANN par les points suivants: nous
partons du tenseur d’EINSTEIN au lieu du tenseur de Ricor et nous em-
ployons les coordonnées isothermes, ce qui apparaitra plus rationnel.

11. — Etude du flux du vecteur T?(.,).

Considérons une variété différentiable V, a n dimensions, de classe (C2,
C* par morceaux), douée d’une métrique riemannierthe de type hyperbolique
normal :

ds?® = a,g da* dxf (@, f=0,1,...,n—1).

Les a,z («*) sont des fonctions de classe (C!', 03 par morceaux). Pour n =4,
on a la variété espace-temps V, de la velativité générale.

G,s désigne le tenseur de Ricor de V, . Les équations qui déterminent
la structure géométrique de V, généralisent les équations dA’EINSTEIN dans
V,. Ce sont:

1 .
(11.1) Sop = Gop — 5 Qas=10, cas intérieur

1
(11.2) Sup = Gup — 5 Gap=0 cas extérieur,
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En étendant les résultats de 1’étude des problémes globaux en mécanique
relativiste, nous admettrons que le champ intérieur et le champ extérieur
sont réguliers dans leurs domaines respectifs, et que le champ extérieur ne
peut étre prolongé régulierement a V'intérieur des domaines de V,, ot O =0
(tubes d’univers).

Le tenseur S,; satisfait aux identités de conservation :

(11.3) Va 85 =10

Supposons que V, soit rapporté & un systéme de coordonnées dans
lequel «° joue le role de variable temporelle (a,,~>0) et les (), celui de
variables spatiales (% > 0). Soit W,_; une section déterminée x2° = const.
de V.. W,_, est supposée douée de la structure de variété riemannienne
définie par:

*¥2 . a* i dxi - _
as* = af da* dx) (,j=1,...,n—1)
avec
Qgi Goj
A 0 o4
00

a* = a¥ ' (a¥ désigue a%f pour (a, )= (i,J)),

en affectant d’une étoile toutes les quantités relatives a W,_,.
Le changement de coordonnées locales

20 = x ot = fi (wf)

conserve W,_;. Dans ce changement de coordonnées, les quantités S, ou
Pindice o est fixé, se transforment selon la loi tensorielle

Vo 4
Seyi = Ai S = A7 Sy

qui est la loi de transformation d’un vecteur de W,_;. A ce vecteur, que

nous notons ;57(@, on peut attacher la forme différentielle extérieure d’ordre
(n —2):

(11.4) Qo= (@17 8 ) A2 A L. A dant

*
(-n-:.——Z)—!ml"'l"—l
’72;---%—1 tenseur antisymétrique attaché a la forme élément de volume
de Wn—1°

Proposons-nous d’étudier le flux du vecteur Sy & travers la frontidre
d’un domaine simplement connexe de W,—_;. De cette étude, et en tenant



446 PaAN TAN HoaNG : La méthode des singularités pour les

compte des équations du champ (11.2) et des identités de conservation (11.3),
résultent des relations entre les a,z, moyennant quelques hypothéses qui
seront précisées.

Considérons dans W,_; un (» — 1)-champ C"—! homéomorphe A la boule
euclidienne & (»n — 1) dimensions. Désignons par ¢ C*~! sa frontiére, et posons:

Og = ﬂllx*aon_l S(a) .

Pour un champ C*—! quelconque extérieur aux sections d’espace des
tubes d’univers, il est évident, d’aprés le théoréme de STOKES, que la con-
dition nécessaire et suffisante pour que le flux o, soit nul est que la diver-

gence du vecteur §(a), calculée dans W,_,, soit nulle, ce qui s’écrit:
(11.5) pE (a* Sgy;) = 0

(la dérivation covariante ne doit pas porter sur l’indice o placé entre pa-
renthéses).

Prenons au contraire un champ O%—1 quelconque contenant dans son
intérieur la section d’espace d’un seul tube d’univers, le kéme par exem-

ple. Représentons ce champ par ()"—1, sa frontieére par 3()""1 et le flux de

P
S(a) correspondant par o,. En appliquant le théoréeme de STOKES au domaine

k k

compris entre deux hypersurfaces frontidres 90'"—1 et §C"*—1 dont 'une est

intérieure & l’autre, on voit que (11.5) est la condition nécessaire et suffi-
k

sante pour que le flux g, ait une valeur indépendante de la forme et de la

k

grandeur de 4C"—1. En particulier, on peut alors prendre pour valeur de ce
flux sa valeur calculée sur la frontiere de la section d’espace du k-eme tube
d’univers.

- k
Le flux de 8§, & travers 9("—! est, par définition, l'intégrale de la
k
(n — 2)-forme (11.4) sur le (n — 2)-champ constitué par 90"1:

. .
(11.6) O = / Dy -

Désignons par 4 le domaine représentatif de C"—1 dans I'espace eucli-

dien 8,_; a (n — 1) dimensions. La frontiére 94 de A a pour image gC"!.
Exprimons la forme O, & Paide des paramétres (11, ¢2,..., ¢"~2) auxquels
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est rapporté 04, nous avons

.Q(a) == f(a) dit AN ... N\ dtr—2

olt
1 * *i_ D (wil IRERE) "”in_z)
S = n—2y1 Tt (@ Say) D@, ..., 2
Le deuxiéme membre de (11.6) n’est autre que ’intégrale de la fonction
Jiw sur 64
f Qo = j_f'(a) de' AL A d2,
i
an—l bA
On sait que cette intégrale peut étre mise sous la forme
fS(a)i p Vm dtt N\ o N din—2
04
ol

k
(»") = normale unitaire a 40",

k
o’/ = déterminant de la forme quadratique fondamentale de 6 C"—1, rap-
portée aux parameétres (¢, ..., 2)(5).

12. — Lemme préliminaire.

L’espace euclidien &,_; étant rapporté & un systéme de coordonnées

k

rectilignes (y), choisissons comme application amenant 4 sur O %1, celle

qui fait correspondre les points de &, ; et de W,_; ayant mémes coordonnées.
LEMME. (5) Etant donné un systéme de fonctions F,q. .yq telles que

Flag. g = — Flaa..)ii

(%) Voir A. LICHNEROWICZ, Algébre et analyse linéaire, Masson, Paris (1947), pp. 192-194,

(®) Ce lemme, ainsi que le théoréeme du paragraphe suivant, a 6t6 établi par EIN.
STEIN, INFELD et HOFFMANN dans le cas de la variété V,. La démonstration que nous
donnons ici généralise celle de ces auteurs au cas d’une variété a n dimensions.
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8i 04 ne passe par aucun point singulier des fonctions F, on a

(12.1) (1=) f 8 Fgya A S =0,
o4

(nf) étant la normale unitaire & 0A et dX Vélément de surface de o4 .
(La convention de sommation des indices est étendue aux indices
répétés deux fois en bas:

n—1

01 Flog. o = 12 01 Flag..ym )
-1

Faisons d’abord une remarque préliminaire. Soit dans une variété diffé-
rentiable V, & p dimensions, un ¢-champ C? dont la frontiére est nulle et
une forme différentielle extérieure a d’ordre ¢, telle que « = df sur (7 (d,
symbole de différentiation extérieure). Alors on a:

(12.2) fa:O.

cl

En effet, en transformant par la formule de SToKES il vient :

[-foop

207

Par hypothése 607 =0. Il en résulte la formule (12.2).
Cela étant, on a au premier membre de (12.1) l’intégrale sur le
(n — 2)-champ 04 d’une forme différentielle extérieure d’ordre (n — 2):

(12.3) I=fm
04

1

= ! S 0t Flaa. g Ay A ... A dyn—2.

(12.4) @

La frontidre du champ 04 étant nulle, il suffit pour prouver le lemme de
montrer que cette forme « est la différentielle extérieure d’une autre forme

g. En posant
Flaa.. 0 = Ejyocjp_z Ajyoip—s
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on voit que la forme (12.4) peut s’écrire: °

1 . ) ,
o = m a, Ail"‘in—3 dyl A dytl A...A dy‘”—a
c’est-a-dire :
a=dp "
avec :
f=—1 4 AL A L. A dyns

(n—3)1 “ir-ins

La formule (12.1) généralise la formule classique de la géométrie é16-
mentaire selon laquelle Vintégrale d'un rotationnel sur une surface fermée
est nulle.

13. — Propriétés fondamentales du flux de :57(“).

Faisons maintenant les hypothéses suivantes :
a) Les potentiels a,s sont voisins des potentiels euclidiens

ap = Bap + Nap 5
les écarts 7,4 admettent des développements limités en fonction d’un para-
metre 1 (A =1/¢, ¢ vitesse de la lumiére):

q
Nap = 3 AP nap + 0 (A2F7) .
p=1 p

“En fait dans les développements que nous utiliserons, tous les coeffi-
cients de 17 ne sont pas différents de zéro (voir plus loin, paragraphe 18).
b) La dérivée 9, est petite devant les dérivées 9;. On peut alors poser

60 == lao
1

et 9, est du méme ordre de grandeur que 9;. b) est appelé hypothése quasi-
1
statique.

Si 'on substitue aux a,; leurs développements limités, il vient:

q
8op = P 8op + 0 (A2 H1),
=1 p

k q k k
00 = 3 WP 0, + 0 (ATH) aa=ff(a)dt‘/\.../\ a2,

=1 p p P
L4 . >4

. 9 "
V;]g (a,*@] S(a)J) = lep (V? (“"w S(a)j))p + 0 (q-l-l) .
p—
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(Dans le développement d’une quantité @, le coefficient de A7 sera désigné
indifféremment par ¢ ou (@),.)

p
On est amené pour déterminer les champs vérifiant S, =0, & intégrer
successivement les équations S,4=0 pour p=1,2,...,m...,q.
»

Nous allons établir le théoréme suivant:
THEOREME 1. — Les hypothéses a) et b) étant faites
1°) Pour que la condition de divergence d’ordre m soit vérifide

(13.1) (Vt* (“’*ii S(a)j))m =0

il suffit que Von ait Sez3 =0 pour tous les p <m — 1;
p

2°) La valewr de oa ne dépend effectivement que des valeurs de ’f]aﬂ
(p<m—1). Elle est 1ndépend<mte de naﬁ

1) Etudions la condition (11.5) en mettant en évidence la divergence
du vecteur 8, au premier membre des identités de conservation. Tenant
compte de a*¥ = a¥ et de

) ) o
Se = a” Sjo + a” 8pa

il vient

i i R i
7 (a* Say) = 8i S + %l i} S — p¥ (@ Swp) -

aa={a 5=

les identités de conservation peuvent donc s’écrire

En posant

i ;
s—{,' ) st vt s

(13.2) vp 8t = p@* Sa,) + 6088 + 4, = 0.

On voit que la condition (11.5) ne peut pas étre satisfaite identique-
ment. Cependant on tire de (3.2)

— (¥ (@ Sia)n= (B0 82+ (Aahm -

La dérivée partielle qui figure dans 9, S; est la dérivée par rapport 2
la coordounée 2° et A, ne contient que les produits de S,z par 7.,
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7% (= a*f — §%F) et par leurs dérivées partielles. Aussi la quantité (8089 Am
fait intervenir seulement les S5 (p < m — 1). On en déduit que les équations
»

Saﬂz':o (l’f_m_l)
»

entrainent (0, S? —+ A))m =0, donce
¥ (@* 8a)m =0.

2) Explicitons Pexpression de 8,; qui figure dans ’intégrale donnant
k

le flux o,.
On peut écrire

1
Bap = (Gaﬂ — 5 Oap &% G@) + Mg,
en pos‘ant

1 1
Mop = — < (ap e 4 8% ap) Grp — 5 ap 1™ G -

M.z ne contient que les produits de G,z par 74 et par #*£. Si I’on suppose

provisoirement 8,; =0 pour tous les p <m —1, on aura M,z =0, d’ou
p n

1
Sﬂﬂ = (Gaﬂ — 7 6aﬂ ot G}_e)m .

m

Ceci nous suggere de poser
1 A
(13.3) Nap = Tap — 5 Oug 3 s

et d’exprimer S,; en fonction de nss au lieu de 3,4. L’introduction des
quantités mn,s; n’est uuvllement indispensable, mais elle a ’avantage de sim-
plifier Pécriture des équations. Par multiplication contractée de (13.3) par
6°#, on obtient

n—

2
2 ot Nio -

0 g = —

La relation (13.3) est donc équivalente a

1 \
(13.4) Nap = nalg —_ 2 6,,/3 dte Nio «

n —
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Substituant a,p = dop + 74 dans 8,5, puis faisant le changement de
fonction défini par (13.4), il vient aprés calcul:

1
(13.5) Ya'g = ? dte (831 N —|— Our Nge — 8;,9 Nop — 3,1/3 o (9[,,;, nw) + A,’,ﬁ —I— Maﬂ y

1
ot Az représente les termes non linéaires de (Gaﬁ——?ﬁaﬁ dte G@) . On en
déduit () :

(13.6) Sai == Qa'i + Aai + Mai’
ol
1 a a
(13.7) Qm' - ? 01 (0 Nar — 01 Mg — 4 Oy Ny + 010y iy) ]
1 1 ,
(13.8) Ao = — = OsoMis + 5 81 a0 + Auiy

1 1 ; 1 1
(13.9) Ady= 5 Boi i 5 Boi o — 0; 0os Mos — 5 Goomij + Y 0 Bgo Moo + Aij -

Nous avons groupé dans D,; tous les termes linéaires de S, qui sont
soumis & des dérivées partielles dont auncun indice n’est égal a zéro, dans
Aq les autres termes linéaires de S, ainsi que les termes non linéaires de

(Gai"' % 8a: 0% Gze> .
On tire de (13.6)

8ui = Pui + Aui + M.

D’aprés Vhypothése b), les seuls termes de S, faisant intervenir 7,
m m
(= naﬁ——;— 0ap 0% nle) sont contenus dans Dg;.
m m m

k
D’autre part, le coefficient de 1™ dans le développement de o, est égal &

k
(13.10) 0a= | fry AL A ... A dtr=2
m m

04

(") Les notations Nap et Nop correspondent & haﬂ et Yap dans les travaux d’EINSTEIN,

1
INFELD et HOFFMANN. Les notations diaﬁ (a.u facteur —3 prés), Aaﬁ et A&ﬂ (au facteur

~— 1 pres) sont celles de ces auteurs.
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avec

m—1
Sai(”i' I (l/,' )0 + 21 Sai (/yil ' "/I )’m—p .
1 p=1p

./ia) =
m i

Pour justifier la deuxiéme partie du théoréme, il suffit par conséquent
de montrer que la contribution de D, dans Pintégrale (13.10) est nulle,
c’est-a-dire établir "

(13.11) f Do (v V| ])gdtt A . :. Adtm2=0.
m

o4
Si on pose

)
Foa= — 5 (8¢ Moy — 01 Ngi — 87 0y My 4 07 0y i)
m m m m

Pexpression D,; se met sous la forme
m

Dy = 01 Fiayu

m

ot les fonctions Fl,y; satisfont aux conditions énoncées dans le lemme,
Elles sont antisymétriques par rapport aux indices, ¢,j et elles n’ont
pas de singularités sur 6 4. Comme d’autre part

(13.12) Ve dtt Ao Adt—2=nid X,

on a d’aprés le lemme
f@pa,; (’Vil/l a’ I)O At AN ... N\ di"2=]g, Flya wd3=0.
o4 " o4

Une conséquence immédiate de ce théoréme est que l'on peut étendre
k
la définition de o, & la valeur m =¢q 4+ 1, si q est Pordre des développe-
m
ments limités de 7,4 .

k
Dans la suite, lorsque nous calculons o,, les équations S, =0 (p <<m — 1)
m P

k
sont supposées vérifiées. L’expression de o, se réduit a
m

k
0o = | 8ai WV | a” |)gdt* A .. A dtr—2
m m

o4
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et en tenant compte de (13.11) (13.12) elle devient

k
(13.13) O =f11a,- wd3.
m m
La formule (13.13) sera utilisée pour le calcul effectif du flux.

14. — Définition des équations de mouvement.

Comment obtient-on maintenant les équations de mouvement ?
Pour tout systéme de a,z solution des équations du champ S,=0,
donc a fortiori de S, =0, on a nécessairement

(14.1) 0a=| Qu=0,

k=1,2,...,N; N= nombre de tubes d’univers. Si les hypotheéses a) et
k
b) sont satisfaites, chaque a,,l d’une part est fonction des naﬂ(p <m—1),

d’autre part est mdependant du choix de 80"—1 Les condltlons nécessaires
(14.1), qui s’écrivent alors:

k q+1 k
(14.2) 0a =2 A" 0, + 0 (1912 = 0,

m=1 m

constituent des relations que doivent vérifier les a,; solution des équations
du champ. Ces relations ne dépendent que de la frontiére de la section
d’espace du k-8fe tube d’univers.

Supposons de plus que les tubes d’nnivers puissent é&tre considérés
comme des lignes d’univers. Alors la section d’espace du k-éme tube d’uni-
vers se réduit 3 un point dont mnous désignerons les coordonnées par

k k k %
(&,...,6% 1), et le flux o,, indépendant de §9C"—', ne peut dépendre que

k
des coordonnées (&) et de leurs dérivées par rapport & x0. Nous verrons,
lorsque nous ferons les calculs d’approximation dans le cas n =4, que les

k
nN = 4N relations (14.2) déterminent (n — 1) N = 3N fonctions & (2%), qui
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ne sont donc autre chose que les équations des N lignes d’univers. c’est-a
dire les équations de mouvement en relativité générale (8).

Généralisant ce résultat, nous allons postuler que les équations du mou-
vement sont eucore données par (14.2) dans le cas ol les sections d’espace
des tubes d’univers ne sont plus ponctuelles ni & symétrie sphérique.

Le théoréme précédent est important parce qu’il nous fait comprendre
pour-quoi approximation des équations du champ permet d’obtenir les équa-

k
tions du mouvement. En effet, si o, dépend effectivement de #«s, comme
m m

k
cela apparait & premiére vue, le calcul de o, sera lié & la solution de S, =0.
m m

k
La nullité de ¢, découlera simplement, comme une conséquence triviale, de

m
S, = 0. I’équation (14.2)

m
k q+1 k
Oa =3 A" 0 4 0 (19+2) = 0
m=1 m

ne peul conduire & aucun résultat utilisable. En effet, le premier membre
sera toujours identiquement nul.

Remarquons aussi le rdle joué par I’hypothése quasi-statique dans les
deux parties de ce théoréme.

15. — Application a la méthode d’Einstein, Infeld et Hoffmann.

I.a méthode que nous venons d’exposer comprend comme cas particulier
la méthode A’EINSTEIN, INFELD et HOFFMANN. Elle se réduit a cette der-
nidre pour n = 4 et si Von considére des singularités ponctuelles du champ
extérieur dans W,

En relativité générale EINSTEIN, INFELD et HOFFMANN déduisent les
équations du mouvement de:

k 1 1 ,
(15.1) Coq = E — 2 <Gai —_ 7 6,15 6;'9 GZQ) nd > = 0,
2k

k
(8) D’une manidre plus préeise, les équations du mouvement résultent de o, =0. La
k
condition ¢y=0 associée aux conditions de coordonnées, sert & fixer la valeur des fone-

tions harmoniques arbitraires qui interviennent dans la solution des équations du ehamp
(voir plus loin).

7. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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2y désignant une surface fermée quelconque de l’espace euclidien de repré-
sentation &;, surface entourant seulement la k-éme singularité. Par la mé-
thode d’approximation on a évidemment :

k k
(15.2) — 27 ¢, = 0, Bap=0, p<l—1)
. i i P
k k
les équations ¢, =0 et o, = 0 sont alors équivalentes.

k
Mais en appliquant les équations o, = 0 pour obtenir les équations de

mouvement en relativité générale, nos calculs different de ceux de ces au-
teurs par Pemploi d’un systéme de coordonnées isothermes.

16. — Role du temseur d’impulsion-énergie et des équations du eas
intérieur dans le problome du mouvement.

EINSTEIN et ses collaborateurs pensent que les équations de mouvement
doivent étre autant que possible déduites des équations du cas extérieur,
qui seules sont définies sans ambiguité, alors que toute représentation de la
matiére par un tenseur d’impulsion-énergie doit dépendre des hypotheéses
faites sur la constitution de la matiére. Cette conception est sans doute
née du fait que ’exposé théorique de la méthode ne fait intervenir & ancun
moment le tenseur d’énergie ou les équations du cas intérieur.

Mais, pour former effectivement les équations de mouvement, il nous
faut chercher une solution des équations S,z = 0, solution nécessaire pour

évaluer le fiux ’:;,, du vecteur 8, . Il nous semble que, si on calcule un
champ extérieur sans aucune supposition sur ce qui se passe a Pintérieur
des singularités de ce champ, la solution obtenue correspond difficilement
4 une réalité physique. Sans préciser tous les éléments d’une distribution éner-
gétique, certaines solutions extérieures dépendent cependant de certains ca-
racteres de cette distribution (par exemple la solution a symétrie sphérique).
La distribution énergétique manifeste sa présence aussi bien a 'extérieur
qua Pintérieur des tubes d’univers. Aussi croyons-nous qu’il n’y a pas lieu
d’isoler le champ extérieur et de le considérer pour lui-méme indépendamment
du champ intérieur. Tout ds? extérieur interprétable physiquement doit pou-
voir étre meublé dans ses domaines singuliers, en d’autres termes doit pou-
voir étre considéré comme effectivement produit par une certaine distribution
énergétique. De ce point de vue, pour construire un ds® extérieur interpré-
table physiquement, le plus simple serait de renverser le probléme en se
donnant un schéma de distribution énergétique, adapté a la structure plus
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ou moins fine qu’on désire avoir de ’Univers, et en déduisant par prolon-
gement le ds? créé & ’extérieur.

La représentation de la matiére par un tenseur d’impulsion-énergie nous
parait une tentative satisfaisante pour approcher la réalité ; les hypothéses
qu’on y fait, qui sont fournies par l’expérience, sont trés simplés. EINSTEIN
et ses collaborateurs enx-mémes, malgré leurs dires, n’ont pu éviter son em-
ploi et celui des équations du cas intérieur. En effet ces équations intervien-
nent implicitement pour établir, en premiére approximation, la propriété ®

(16.1) N — 05 mo0 =10

D’autre part elles se manifestent d’une maniére moins apparente lorsque
Pon calcule une solution des équations du champ extérieur « représentant
des particules matérielles ». EINSTEIN, INFELD et HOFFMANN sont obligés
en effet du supposer que les pdles des fonctions qui figurent dans la solu-
tion sont des poles simples, tandis que les pdles multiples doivent étre exclus

«comme n’ayant pas de signification physique ». C’est seulement avec cette
k
hypothése que les équations ¢, = 0, & une approximation donnée, imposent

réellement des conditions aux champs déterminés dans les approximations
précédentes, c’est-a-dire sont susceptibles de définir les équations de mou-
vement. Faire ’hypothése des pdles simples, c’est supposer que l'on a des
potentiels newtoniens, et cela revient a considérer le tenseur d’énergie d’un
systeme de points matériels. C’est ce qui apparait clairement lorsque L.
INFELD reprend le probléme du mouvement par la méthode du tenseur
d’énergie en introduisant des masses représentées par des distributions de
DiIrAc.

En définitive, la différence entre notre méthode et celle du tenseur
d’énergie n’est pas tellement dans Pemploi des équations de départ du cas
extérieur ou du cas intérieur. Elle réside essentiellement dans ’adoption
des équations ‘qui définissent les équations de mouvement : dans I'une des
méthodes, celles-ci s’obtiennent en annulant une intégrale portant sur le
premier membre des identités de conservation du tenseur d’énergie

(16.2) fV“ T7dvV =0,

ol lintégrale est étendue au domaine de Wy occupé par le k-8me corps ;
dans Pautre, elles sont données par la nullité du flux d’un vecteur lié au

(?) Cf. plus loin, page 463.
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tenseur S,
(16.3) fS(i)j vdS =0,

Pintégrale étant prise sur une surface fermée quelconque de W, entourant
geulement le k-éme corps, en particulier sur la frontiére de ce corps elle méme.

Il semble que ces deux méthodes puissent se ramener I'une a I'autre.
Pour un fluide parfait, par exemple, la méthode utilisant le flux doit pro-
bablement fournir dans les équations de mouvement un terme relatif a la
pression.

17. — Expression de S,; en coordonnées isothermes.

Avant de passea aux calculs d’approximation, cherchons Vexpression
du tenseur S,z lorsque le systéme de coordonnées employé est isotherme,
c’est-a-dire satisfait aux n relations

(17.1) Fr=— anv{ 4

{—o.
no

Portons notre attention sur les termes linéaires seulement. Si nous
représentons par F’* les termes non linéaires de F* les relations (17.1)
g’écrivent

(17.2) — 0w 8¢t [uy, o] + PP =0,
ou, d’aprés (13.4)
(17.3) — 0w 8t g, m,, + F'*=0.

A

D’autre part, on a
. .
(17.4) Sa'g = ~2— dhe (8ﬂ1 Nap + Oai Mgy — (9;,@ Nopg — 6(,,3 onr 3”;_ 1!,,9) -+ A;’g —]— Maﬂ.

Affectons de Vindice (J) lexpression que prend une quantité lorsque les
coordonnées sont isothermes. En transformant les termes linéaires de (17.4)
par (17.3), on obtient ’

1 1
7.8) 8 =— o [at +5 O oa F'* + 00285 F* — 8050 7% +

+ 49+ MG,
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en posant [ | = d*d;,. On voit que les termes linéaires de S(E;’? ) se réduisent

. 1
au dalembertien de —?naﬁ. D’on, la forme trés simple des équations
du champ
s —o

4 chaque ordre d’approximation, les termes non linéaires se comportant comme
une quantité connue en vertu des approximations antérieures (1°).

II. — APPLICATION A LA RELATIVITE GENERALE.

18. — Expression générale des équations approchées du champ.

Revenons & la variété espace-temps V,. Nous considérons un Univers
ol les masses sont faibles (hypothese a) et se meuvent lentement par rapport
4 la lumiere (hypothése b). Dans cet Univers quasi-galiléen il est toujours
possible, par un changement de coordonunées, de rendre les coordonnées a la
fois isothermes et quasi-galiléennes. Nous supposons que, rapportés & un
tel systeme de coordonnées, les potentiels de gravitation admettent des déve-
loppements limités en fonction du paramdtre 1/¢% et se comportent comme
des potentiels newtoniens dans le domaine & linfini de W:

/ 1
“00=1+’700=1+?;700+'--+2’700+0(1/°2p+2)a
)
(18.1) oy = =1, 1 ;- 0(1/c2p+3
. 01"770@_?;701+"'+02?12Z‘iﬁ' (/c )s

dij =“5}+W=—6;'+—c‘2‘;7ij+---+07pggj‘l'o(l/"”“)-

(19) L’expression classique

l' 14
G§§)= — ?a" Oy %up + 07 0% (0, a5, 0, a4, — [we, ] [v0, B))

ne convient pas au calcul du flux de S_(;) parce que la quantité 4 af n’y est pas en évidence.
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D’aprés D’hypothése sur les vitesses des masses, on a d,=(1/c)d,, ol
1

8o (= 0/0t) est du méme ordre de grandeur que les §;.

1

Nous verrons dans un instant pourquoi le développement de 7y, & la
différence des développements de 7, et 7;, commence avec un terme
en (1/c%).

Nous allons calculer, en coordonnées isothermes, une solution approchée
des équations

en admettant I’hypothése ou les singularités du champ extérieur dans W,
(c’est-a-dire les masses) sont ponctuelles et & symétrie sphérique. Cette hy-
pothese, qui n’est pas exigée par notre méthode, est employée uniquement
pour faciliter la recherche du ds®> extérieur. Elle est réalisée, en astronomie,
dans le probléeme des N corps.

Nous calculons la valeur approchée correspondante du flux :a, et nous
en déduisons les équations de mouvement en annulant ce flux. Les calculs
seront faits dans les deux premiéres approximations, dont la premiére permet
de retrouver les équations newtoniennes de la Mécanique classique, et dont
la seconde met en évidence la correction relativiste.

Ecrivons les relations dont nous aurons besoin pour former les équations
approchées du champ, les conditions d’isothermie et évaluer le flux du

vecteur 5’:,,). On a:

v

) 1 1 , ,
(18.2) 8@ =— 5 (% + 5 3p1 00 B + 8095 ' — 8ap 2 ') +

+ 4+ u,

(18.3) F* = — a°f

A ,
aﬁ§ = — 04 0 dungy + B,

1 1 1.
(18.4) /1((,57) = — 5 du i + -5 Bip oo — > 0 F" + Ao(ig)’

1 1 i 1
(18.5) Aff]) = ? 80j Noi + —5- (60,- Noj — 6]' Jos "03) — ? dg0 Ny —

1 , /
—I——2—6,~80F°+/1il(.3).
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Les différentes quantités figurant aux seconds. membres de ces relations
peuvent étre calculées a partir de:

1
(18.6) Aip = Glog— 5 dap 8% G,

, 1
(18.7) of =5 7% (82 Nap —+ Qo Npr — Oie Mapg — Oap Mie) + e e[ B, 4] —

=t 1=

y)
(18.8) | Fh= — b ga ‘3}"'"5“'9’77}' (@B, 7],
et
1
(]8.9) Nap == Nop — 7 6(1;3 [l Nyy -

Enfin pour avoir les écarts #*f par approximation, on se servira de la relation
(18.10) . a* agp = 8,

qui se transforme en

(18.11) 7 = — %4 §0F 5o — 8% 4o ypy .

Il est inutile de tenir compte de la quantité M.z, qui disparaitra dans
les équations approchées. Finalement, en posant pour simplifier

Fip=0p 8, F'* 4 801 8p F'* — dap o F'*

les équations du champ d’ordre I s’écrivent :

)

(18.]2) A Nop == 800 Nop — Faﬂ — 4 Aaﬁ y (Maﬁ = 0)
l 11 1—-2 [
ou, sous forme explicite:
) "d )
(18.13) 4 n,] = 8y My — Fij — 2 Ayj
11 2p—2 2p 2p
, ")
(18.14) A Ny = 300 Moo — Foo — 2 Aoo )
2p 11 2p—2 2p 2p
(18.15) Angi = 8y Mo — Fly —2 A,

2p+1 112p—1  2p+41 2p+1
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Les équations (18.13).(18.14) (18.15) constitunent ce que nous appelons le
gysteme d’équations du champ & la p-éme approximation. Les seconds mem-
bres de ces équations sont connus par les approximations antérieures; ce
sont done des équations de PoIssoN, qui se réduisent d’ailleurs dans la
premieére approximation & des équations de LAPLACE.

19. — Propriété des potentiels de gravitation en premiére approximation.

Les développements des potentiels que nous avons posés tout a I’heure
sont trds généraux. Pour un ds® interprétable physiquement, les a,z ne sont
pas quelconques. Pour déterminer leurs propriétés il est nécessaire de con-
sidérer Pexpression du tenseur d’énergie et les équations du cas intérieur.

Le terme prépondérant das un tenseur d’énergie est relatif & la matiére
pondérable et a pour valeur o u,uz. Pour les calculs qui suivent, il suffit
donc de prendre

Tap = oua ug,

les résultats resteront vrais si lon considére un tenseur d’énergie plus
général.
Les équations

(g .
Saﬁ) =y Top,

@ désignant la constante de D’attraction universelle, s’écrivent donc en pre-
miére approximatjon

\

167 @
Anyy = e e+ 0(1/ch y
(19.2) Ang = 1607; G o v* | 0 (1/c%), (v = dat/at)
166G . . 2 g
Ang == va_?AJj’-Fou/cﬁ).

Il résulte alors de la formule donnant la solution de I'équation de
Po1ssoN que 'on a

(19.3) ngy =0 (1/¢®), ng;=0(1/c3), ny=0(1/c).
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Etant données les relations entre n,s et n,z, (19.3) justifie les développe-
mens que nous avons posés en (18.1). On constate aussi, d’aprés (19.3) que
le ds?, aussi bien intérieur qu’extérieur, posséde la propriété

(19.4) n; =0,
2
qui se tradunit en fonction de 7%,z par
1 4
19.5) ;7,,;]-—76127 6/“ 127/‘4'.: 0 .
En multipliant par — é% et contractant, on obtient
1
Moo + 5 0 7y =0,
2 2 2
et (19.5) devient simplement
1
(19.6) ;71;]_?6] ’1720():0.

Tenant compte de (19.4) ou (19.6) on a done:

1 1
;700_—"7’2"00’ ;7»’1'=75}72‘00’
eb
1 1 6
a=—1—}—?(n88—7700) +T(7788_’700)+0(1/c)’
2 2 [t 4

S 1 1 )
V|a| =]_—?12700+§;(1Zoo—’i7ss—-'goo)—|—0(1/cs)’

1 1

1,
=1—'272/';’00_1—@(:"88—1:00_?200)_'—0(1/66)'

20. — Formule du potentiel newtonien.

Considérons en particulier I’équation approchée (19.2) ou les indices a,
B, ont la valeur zéro

(20.1) A =""—c.
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Y

Elle exprime que la fonction (1/4)ny, satisfait & ’équation de LAPLACE 3
2

Pextérieur des masses et a ’équation de Po1sSON & Pintérieur d’une masse
continue. Sa solution est donnée par la formule du potentiel newtonien

(20.2) noo=_4aﬁf—9—dv.
9 r

L’intégrale triple doit étre étendue dans l’espace euclidien de représen-
tation & tout le volume occupé par la masse. La quantité r désigne la dis-
tance d’un point de-ce volume au point ol lon calcule le coefficient n,
du ds?,

Si les masses se décomposént en N masses distinctes, ’intégrale triple
est une somme de N intégrales partielles. Quand on assimile ces N masses
4 des points matérigls, chaque intégrale se réduit a un seul élément, et le
produit gdV est, pour chaque élément, remplacé en premidére approximation
par la masse m, de la Mécanique classique (masse au repos relativiste).
L’intégrale (20.2) se réduit a

NE K
(20.3) Mgy = — 4 G Z my/r,
2 k=1
avec
(20.4) - l/(xi _ 21)2 T — 752)2 1 (2® — :;3)2

k
en désignant par (&) les coordonnées d’espace du k-8me point matériel.
k Kk
L’expression — G my/r représente le potentiel newtonien créé par le

k-éme point matériel sauf au point lui-méme. Pour avoir sa signification au

. k
point (¥* = &), il faut revenir. sur la détermination de la solution n,, de
2

I’équation (20.2) et sur le passage & la limite rédnisant un corps continu &
un point matériel de masse m . Si le point («f) est intérieur au k-dme corps,
selon des résultats classiques, l’intégrale relative & ce corps reste finie, et
méme tend vers zéro avec les dimensions de ce corps. Il en résulte que,

8i les N corps continus tendent vers des points matériels, la quantité (20.2)
k
a pour limite, au point (x°= &), Dexpression

(20.5) (Mog) ; k= (—4GZmyfr) , & .
3

g @=% sk @ =
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21. Premidre approximation des équations du champ.

Supposons que les potentiels de gravitation admettent les développe-
ments limités :

a’oo—l‘l" "700"‘0 (1/e%),
1
(21.1) = o o 0 1/,
i 1
wj=—0j+ i+ 0 (1/e%).

A la premiére approximation, seuls les termes linéaires sont différents
de zéro. On a le systéme d’équations:

(21.2) Ang =0,
2
(21.3) Adng=0,
3
(21.4) F0=a,«nro—ao’noo=0.
3 3 1

Quelle fonction harmonique faut-il prendre comme solution de (21.2)¢%
Puisque nous cherchons un champ extérieur, dont les singularités dans W,
supposées ponctuelles et & symétrie sphérique, représentent des particules
matérielles, nous adoptons comme en (20.3) la solution :

(21.5) "00 =—4@ Z' mo/r,
/ s=1

k
ol r est la distance du point () au k-éme point matériel, distance définie
par (20.4).

Les équations (21.3), (21.4) et ’hypothése sur le comportement des po-
tentiels & linfini, déterminent alors = :

3

N s s s 8 8

(21.6) ny =4 G 3 (my)r) &, (& = o8/at) .
3 s=1

Notons qu’on doit calculer les dérivées donap (3o = 0/0t) en considérant n,g
1 1

“ k
comme fonction de ¢ par I intermédiaire des coordonnées (£') des masses
données.
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Nous poserons dans la suite

N s
(21.7) U=‘£1 U,
8 8 8
(21.8) U=—Gm0/r,
d’ou :
ny =4U,
2
N 58
”Oi = — 4: 2 UE",
3 s=1
et

2U
a00=1—|-—;§——|-0(1/c4),
. 4o 5
i =—-—5 I UEEH0(1/e),
i 2U 3
(I,J=—6]+76]+0(|/04);

V|7|=1—2c—g—|-0(1/c4).

22. — Equations newtoniennes du mouvement.

k —
Nous calculons le flux o, du vecteur 8, :

k
Oy = f Sy ¥ dS
%
oC3

en prenaut dans l'espace euclidien de représentation &;, une petite sphére
2 ayant pour centre la k-8me singularité du champ. Dans Pintégrale

k
(22,1) O =fS(a)j nid> =fA.j wax,
1 1 i
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k k
seuls les termes d’ordre — 2 en r, lorsque r tend vers zéro, donnent une

contribution différente de zéro. La notation ~ signifie que nous omettons
d’écrire au second membre, des termes qui ne contribuent pas a lintégrale
k k

(22.1), soit parce qu’ils ne sont pas d’ordre — 2 en » (r—0), soit parce
quils ont la forme §; Fo, Fay étant antisymétrique en j, I (voir lemme
paragraphe 13). On a alors:

lc k k k

1 .
(22.2) A(g) = g omme =2 ay (1) (g = o/ 30)
12
d’otr :
E E
(22.3) 6y = 8nG m, .
3
L’équation
k
(22.4) 0, = 8" ¢, my -+ 0 (1/¢5) =

montre qu’en premiére approximation, les masses sont indépendantes du temps.
On a de méme:

J 1 1 i i g
(22.5) A( ) = 5 Qo s+ 58, (8% 6y m — 8 Gy o) + 45,
1 3 13 13 4
avec
(22.6) A =25, U6, U+ 4U6; U—388,U8,U,
4
d’ou

1 i
@221y 49 o By o+ 20: U 0 U+ 4U 0, U — 380, U 3, .
4 1 3

Au second membre de (22.7), il y a des « termes croisés », c’est-a-dire
des produits de U ou de ses dérivées par U (I k) ou par leurs dérivées.
En développant les fonctions harmoniques U (I &= k), analytiques en dehors

k

de leurs poles, en série de TAYLOR au voisinage du point (#* = &%, nous
avons :
l l k 2 k k l

22.8) U=TU+ (@ —&2)3, U+ %(w — EP) (@ — ) 8y U ... (IER).

1 1 1
Les symboles U %U 8,, U,... désignent les valeurs que prennent les

k
fonctions U(l =+ k) et leurs dérlvées partielles au point (; = &), Substituant
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(22.8) dans (22.7) il vient:

kk l k l
(22.9) A~ — 28, UF+ 2@ US T U+ 8, USHU)
4 =k 1733

1 ~ 1

k ko ., k
+40,US(ar— )5, U — 680,030, U.
Ik L=k

’ k
En remplagant U par sa valeur (21.8) et en intégrant, on trouve:

k E & Ul
(22.10) oi=—8nGmy(&F+ 2 6:U).
4 =k
“k
Les équations o; = 0 s’écrivent donec en premiére approximation :

8@ * ¥ ~
(22.11) ——— mE+ 25 U)+0(1/f5=0.
c =k

v
Ce sont les équations de mouvement en Mécanique classique, d’un systéme
de N points matériels soumis & des forces dérivant de la fonction de for-

ce — U.

23. — Deuxidme approximation des équations du champ.

Supposons maintenant que les potentiels de gravitation admettent des
développements jusqu’au sixidme ordre:

2U0 1
g =1 +7+'071700+0(1/06),

s 8

4 - 1
(23.1) dii=——53 U&+ —nu-+ 0(1/c7),
C C® 5
i 20U 4 1
(lij=—6j+76j+?17ij+0(1/06).

Nous trouvons d’aprés les relations du paragraphe 18:

Fi=4UT,
4

4 N sg.
FO=—2np, 9, U+ 4 U3 U, (mi=——53 UE)
B 3 1 3 Ce=1
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et:

4’<5> =200 U+4U8,U—3808,Ud,U,

{11’<;°{)> =30,U4, U,

/51’<g‘§> =— im0 Ut 10,05 U+ 68: U0y U

D’ou le s&stéme des équations du champ :
(23.4) Angj = 4 8; Uo;U+2688,U0, U, (ng = 0)
(23.5) Ang =400 U —20, U0, T,
(23.6) Ang; == oo Mgi 4 9imgs 8 U — 126, U 8, U,
5 1 3 3 1

avec les conditions de coordonnées:

(23.7) Fi= — 9, n,i+(90 ny + 4 U 0; U=0,
4 4 13

(23.8) F°=8rn,0—¢90)100—21&0,3,-U—|—4U60U=0.
5 5 14 3 1

Nous intégrons les équations du champ (23.4), (23.5), (23.6) en cher-
chant une solution particuliere des équations avec second membre. Il faut
ajouter & cette solution particulidre la solution générale des équations ho-
mogeénes. La solution générale est constituée par des fonctions harmoniques
qui seront déterminées par les conditions d’isothermie (23.7), (23.8) et par

k
la condition d’intégrabilité ¢, =0.
5

Les équations du mouvement sont ainsi uniquement déterminées par

les conditions
k
o;=0 (t=1,2,8).

La solution des équations du champ n’est déterminée qu’a des fonctions
harmoniques additives prés. Il en résulte que les conditions d’isothermie
n’ont quun role secondaire dans la méthode A’EINSTEIN, INFELD et HOFF-
MANN. Elles ne conduisent pas a elles seules aux équations de mouvement.
Elles interviennent alors par l'intermédiaire des fonctions harmonigues.
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L’équation (23.5) s’intégre sans difficulté. Mais (23.4) pour i =Fj et
(23.6) ne peuvent pas éire intégrées dans tout I’espace parce que leurs se-

. . 1
conds membres contiennent des termes croisés autres que 9, UagU(= ?AU) .

Cette circonstance toutefois n’a pas d’inconvénient si I’on ne considére que
q

le probléeme du mouvement; en effet pour le calcul du flux du vecteur ;§(a)
il est suffisant de connaitre les potentiels dans le voisinage des particules.
On obtient alors aisément une solution particuliére de (23.4), (23.6) dans le
voisinage de la k-éme palrticule, en remplagant au second membre de ces

équations les fonctions U (I &= k) par leurs développements (22.8) limités aux
termes utiles, et en utilisant les relations suivantes déduites de (21.8):

1 &k Kk k
A( WW—&%=&R

o
1% & &k 1 k. k k
(23.9) A(—TrzaanjU—l—TUsz)=¢9,-U8,U,
1 Kk K k
A(—-E—Gm“'):l].

1) Si Pon se place au voisinage de la k-éme particule, I’équation
(28.4) peut s’écrire :

kK .k k
(23.10)  An; =48, U0 U+2680,Ud, U+
4
o1 k o~ 1 ; Eo.o 1 k
446 TUZSH U+, US 8 U460, U338 U+ 0Qr).
Ik bk bk
L’intégration donne: (1)
E k& ko ko k1
(2811) wg=— 125U U+2 028+ 2(0 @ —& 25U+
4 e
k

k k- ~ L . F k ~ L k k
+ U@ —§) 20 U+6U@—8) 20, U+ 0+ oy U,
=k Ik

(1) EINSTEIN ne tient pas compte dans son texte ([27], p. 230) des termes
:t’”_lg'” : ko
0( k ) Néanmoins ces termes apparaissent dans le tableanu de l'intégrale f;'i (p. 240).

r
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E k
a;; U désignant la fonction harmonique arbitraire. Nous nous servons de cet

arbitraire pour satisfaire la condition d’isothermie (23.7). Portant (23.11) dans
Pexpression F¢, il vient:
4

Ek k & ! E k k
wm._ém
=),

(23.12) Fi=—46,UEE— 40, US U+ o 6, U—I—O( -
4 =k
r

d’olt -la valeur du coefficient oy :
k

" T
(23.13) ay=4 (&84 63 U).
=k

L]

2) Si Pon fait i =4 dans (23.4) on obtient ’équation
Adn, =100, U0 U,
4

dont la solution est:
Nk k
(23.14) Ny =50+ 2 aU,
4 k=1
La solution valable au voisinage de la k-eme particule doit étre en accord
avec la valeur de (23.11) pour ¢ =j, ce qui donne:

k k k 2

(23.15) a=4884+23T.
=k

3) On obtient de méme comine solution de (23.5):

N s 8 N s s 8
(23.16) Mgy =—2 @G Z mydgor — U?+ 4 3 (m/my) U.
4 §=1 11 8=1 2
N s s 8

la fonction harmonique 4 3 (m/my) U sera déterminée pour que la condition
8—1 2

13
(23.17) (o) =onj1ljd2=0
5 %, 5

goit satisfaite. On trouve apres calcul:

k k ; k o bl ik
op=—8aG[—m——my(Z s UEEA 29, U&).
5 2 2 2 ek Ik

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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En notant que
Uk !

l
80 U=3,U0 (& — &),
1

ko E ~ LR
(&2 &) =—220, U8 + 0(1/c?,
1 =k -

k
on peut mettre ’expression ¢, sous la forme:
5

k P k k l k k
(23.18) 0 =876 o [m— 5 mg (3 ST+ & &)
o =k
On tire de (23.17) (23.18):
k k k l k

¥ =
I—l

(23.19) =—m, (&r & + z U + 4),

k
A étant la constante d’intégration.

4) Enfin DPéquation (23.6) se réduit dans le voisinage de la k-éme
particule a:

8 s k l k i

(23.20) AM_“_42&MU9+4me23.(%m—4@y+

8=1

k 1 k

k l
+0:U 2 G U(— afm 4 35w 0 (1))
On obtient en l’intégrant:
] s 8 k k k k k k

(23.21) Ngi == z 2Gm, aoo(r B+r2oUsUk— UE+
6

g=1

k k i k 1

+ﬂmw—miamwu4M+

k k l k 1

+UW—Q£%U&4@+$W+

k k k
F+ 0]+ au U
k

k
Nous disposons de la fonction harmonique arbitraire ay U pour satisfaire
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la condition d’isothermie (23.8). Il vient
k k Ek kK k k ik l
FO=0yd; U+ 20; UG (& + A) —40; U2 U(EF—28) =0,
5 Ik

d’ou
k E kK k k l 1
~

(23.22) api=—2EFE A F4ES T8 ET.
Ik Ik

24. — Eqmuations du mouvement.

Il nous faut maintenant calculer la quantité A§j‘g), porter dans l'ex-
. 6
pression obtenue la solution des équations du champ, puis effectuer les
k

calculs d’intégration conduisant a la valeur de o;:
6

. ,
(24.1) o; = f AP nias.
6 %, 6

Tous ces calculs sont trés longs et sans intérét. Aussi donnons-nous seu-
lement les résultats. Des calculs analogues se trouvent dans les articles
d’EINSTEIN et de ses collaborateurs, articles auxquels le lecteur pourra se
reporter.

Nous obtenons (!?):

(24.2) A = 8,(9, Uny — 8 Unig) 4 85(U 8y — U 95 mig) +
6 4 4 4 4

+ 8, (8 8r Unry — 8,8, Un,)) + 8:(8) U 8, y — 8 U, n) +

: i 1 i i
—|— (93(6: (9]' U?,, - 6]’.83 U?rr) + ?‘ 33(63 U 8}’ 7:1'1' - 6]’ U 88?1‘1‘) +

(1) lJexpression (24.2) différe de l'expression obtenue par EINSTEIN avec les condi-
tions de coordonnées 8%/ Oa nﬂo_—_o, 0, M =0 par les termes:

0y (8} U2,y — 8 UD, 1) — 800, Uny,) + 23 2003y U) + 38, Udgy U +
1 1 11

+ 28}, U, UU.
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1 i : 1
+ o 05 (05 0o 1oj — 5;‘ 80 Mos) + e 05(Ngs 0; Noj — Ngj 05 Ngs) -
15 15 3 3 3 3

i i 1
+ 05 (0509 Ung; — 65 9o Ungs) 4 - 05 (195 0 Mo; — Ngj §s Ms) +
1 3 1 3 3 3 3 3

1 ; i 1 i i
+ - 03(6: Moy Oy Noj — 6]’ Mgy O Nog) + — 0 (6] Nop s Nop — O Moy aj Noy) +
4’ 3 3 3 3 2 3 3 3 3

+ 85 (0% 8; U ngy — 05 9, U nog) + 0 (05 U85m0 — 8; U 95 ngp) +
4 4 4

-+ % 32,' ’?oi — % 3(1)? ’fij — —;— 73003 Jij 7;03 (81 + By 4 Bl
+ 584 os s — 8704 (60 U mod + 09 (25 Umad) — [8y + B+ o
+ 89 (6 U moj) — 89 (U 5 1ai) — 89 (U s o) [By + Bs + Bl
+56§-0<1,U8(1)U—|— U i s [Bio + B4l
— 0; U 0; Z&ss —0j Uo: f:oo [Brs + Busl
— 85T 809 + 8 8, U 8, oo , (Bis =+ Bis)
+6Uaololvaj'-+svaiva,~v [Bs6 + Byd)
—9U8Ub, US;. ' (B3]

Nous avons effectivement vérifié sur cette expression que la condition
de divergence est satisfaite, comme il ressort de la premiere partie du théo-
réme 1 (voir paragraphe 13, formule (13.1).

Bornons-nous au cas de deux particules. Soit (!, %) une permutation des

indices (1,2), les contributions des divers termes de A(g) dans Pintégrale
. 6

k
o; sont groupées dans le tablean suivant.

Tableau des intégrales de surface de

ko .
! -1 Aijg)n’dz )
6

2k
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! Br kE
<6oot r="% & & &s -f") .
1 O HE BE

On trouve:
!
. [ k k Pl kol
BE g 1] s A
(24.3) gi = — 87G? my m, [(53 &4 - Esfs — 4 L8 f5 — G:no —

I
l k
—58m

8 (1 kot
" +A>—,;(7)+{4§s<si—si>+
o0&

Uk [’ E ok

bk S0 (1 1 83r s

+3539—4535’37(7)+“2‘W‘5’§r ,
’ o0& 0&° 9&" 08

olt r est la distance des deux particules. Les conditions:

1% 1k
(24.3) —0i+ 50+ 0(1/c8) =0,
C” 4 [’}
k k
ol o; et o; ont les valeurs (22.10) et (24.3) fournissent les équations de
4 6

mouvement en seconde approximation.

k l i
- J (1 1

&
&
Ek g 11 k1 anc Grlri No /1
><[(ssss+?esss—4ses—4—°—5—°+A)—k (—)+
r r aés r
E 1k k11l g (1
+{4£*<£‘—5")+3§°'53—4585')}3—51:(7)+
3 k k
+%—k"’,f . 5s5r}+0<1/c4)-
0&* BE O

1
Le terme A est nouveau, les autres termes sont les mémes que ceux
obtenus par EINSTEIN, INFELD et HOFFMANN. '
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25. — Influence de la masse.

Les équations (24.5) sont écrites avec la masse m,. Bien que la masse
myud Y— a soit 1a plus conservative le long des lignes de courant (!3), nous
ne l’employons pas ici. En effet, elle ne se présente pas d’une facon natu-
relle dans notre méthode (14).

La masse M = mgu® Y—a généralise celle de 1a relativité restreinte :

mouo}/:—a—=mo{1 —|—;12—(%2——3U)J + 0(1/ch.

Si VPon utilise cette masse, on aura en plus le terme suivant au second
membre de (24.5):
[ k
1 ésfs GM
i (22 12 9X),

-

1
ra

(13) F. HENNEQUIN. These, Paris (1956) p. 27-29.
(4%) EINSTEIN considére la masse:

1 1 1 (4T
m=m0—|—?12n+§?+...=m0[1 +_‘;2_(”'2|' )]+0(1/o4)

k
ol les m, m, ... sont déterminés par V’équation ¢,=20.
2 4

(La deuxiéme partie de ce travail paraitra

daus le premier fasc. 1959 de cette révue)



