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SPAZI A OCONNESSIONE AFFINE
E LE ALGEBRE DI NUMERI IPERCOMPLESSI

di G. VRANCEANU (Bucarest)

SuNTO. Nella prima parte di questo lavoro si mostra come nello studio degli spazi A, , che io
ho chiamato a connessione affine costante, si possono utilizzare risultati del campo delle
algebre di numeri ipercomplessi ed inversamente. Nella seconda parte 8i considera una ridu-
zione alla forma canonica degli spazi 4, (o delle algebre (‘37"), per cui il vetlore associato
non & nullo e il tensore covariante quadratico associato ¢ non degenere e 8i determinano
tutte le algebre @ aventi questa proprietd. Nella terza parte si mostra come 8i pud associare
ad uno spazio a connessione affine A4, qualunque una algebra generale, le cui unitd variano
da punto a punto.

I

B ben noto che si chiama spazio a counessione affine A,, uno spazio
a n dimensioni #!,... 2", che possiede un sistema di #3 funzioni F;ﬁk delle
variabili #!,..., #*, che hanno la proprietd che per una trasformazione
di coordinate '

(1) xi=t(wl,..., 2"
si trasformano secondo le formule ()

2) AR SRLA AT SN
oxd ox* oxJ du* ox®

dove I'? sono funzioni delle variabili 2, ..., 2™ e costituiscono le com-

ponenti della counessione affine dello spazio A, , nelle variabili «1,...,2™.

Diciamo che lo spazio A, & a connessione affine costante se esiste un

gistema di variabili per il quale le componenti della connessione sono delle

() Altri autori prendono le F;:k con segno cambiato.
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costanti e si mostra facilmente che una condizione necessaria e sufficiente
perche uno spazio A, sia a connessione affine costante & che esso abbia un
gruppo di trasformazioni in sé semplicemente transitivo ed abeliano.

Se le coordinate nelle quali la connessione & costante sono le variabili
xt,..., 2", dunque se le componenti ij sono delle costanti, allora lo
spazio ammette come gruppo di trasformazioni in se il gruppo delle
traslazioni

(3) " = a* 4 at.

Infatti se nelle formule (2) consideriamo Fﬂ: altresi costanti e uguali ri-
spettivamente alle ka e cioé consideriamo FJ',Z la connessione dello stesso
spazio 4,, le formule (2) ammettano come soluzioni le (3) qualunque siano
le at, cid che dimostra che le (3) costituiscono un gruppo di trasformazioni
dello spazio A, a connessione costante in sé stesso.

Inversamente se le (3) sono trasformazioni in sé di uno spazio 4,,
questo spazio & a connessione affine costante. Infatti tenendo conto delle (3),
le (2) diventano

T, @) = I, (@)
che non possono aver luogo che se le ka sono delle costanti.

Possiamo osservare che nelle variabili a',..., " lo spazio a connes-
sione affine costante & definito in tutto lo spazio euclideo E, (x',..., ") e
la proprieta si conserva per una trasformazione affine delle variabili
', ..., 2" Le variabili #!,..., 2" possono chiamarsi coordinate cartesiane
dello spazio a connessione affine costante. Per una trasformazione affine di
coordinate

4 « S . . .
(3) ¥t =w e 4 o
le quantita ka si trasformano come un tensore perche le (2) diventano
0 Iiea="ryd

Possiamo altresl considerare uno spazio a connessione affine costante rea-
lizzato non solo nello spazio euclideo B, (x!,...,2") ma anche in spazi
toroidali e ciod nei quali una o pilt delle vaviabili ' sono degli angoli, e
percid determinate a meno di un multiplo di 2n. Questo fatto equivale a
considerare come spazio un prodotto diretto di un certo numero di refte e
un certo numero di cerchi. In particolare possiamo considerare lo spazio a
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connessione affine costante definito sopra il toro a » dimensioni per il quale
tutte le variabili sono definite a meno di un multiplo di 2 x.

Restando alla prima interpretazione e cio® dello spazio 4, a connes-
sione costante I’;'k realizzato in tutto lo spazio euclideo B, (z!,... 2",
possiamo associare allo spazio A, DPalgebra &, di numeri ipercomplessi

(5) z=uxte +...F "¢,
dove ¢, ,...,¢, sono delle unitd ipercomplesse dell’algebra &, , la loro
legge di moltiplicazione essendo data dalle formule

(6) =1TI%e

] ;kt

Iufatti una trasformazione di nnita ipercomplesse
(7 e. =ale

dove ai sono dei numeri reali a determinante |a3| non nullo & equivalente
ad una trasformazione lineare e omogenea delle variabili dello spazio 4,

(7%) x'8 = as &'
1

con le stesse costanti a? e le quantita ka 8i trasformano secondo le for-
mule (4), sia che teniamo conto dalle (7) nelle formule (6), sia che teniamo
conto dalle (7/) nelle formule (2).

Abbiamo cosl il teorema :

A qualunque spazio A, a connessione costante si pud associare uw’algebra
G, di numeri ipercomplessi e inversamente.

Ne risulta dunque che le proprietd dello spazio A, a connessione co-
stante I; e dell’algebra & dipendono come c¢i mostrano le (4), da ‘un
tensore I; costante contravariante nell’indice i e covariante negli indici i,k.

Una prima osservazione che possiamo fare & che lo spazio A, & senza
torsione se Dalgebra &, & commutativa ed inversamente. Infatti le compo-
nenti del tensore di torsione dello spazio 4, sono date dalle formule

[
Ty= 1T — I
* ik kj

Ne risulta che T‘ sono nulle se I"' sono simmetriche in i,k ossia se il
" prodotto ¢; e; @ eguale A e e, ossm se Dalgebra @, & commutativa. Ab-
biamo evidentemente le formule

(e, ¢) ¢, — e (6 6) =I5 Iy — I Th)e
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Ne risulta che Palgebra &, & associativa se abbiamo le formule
Fs‘kI;;—Fl‘s fk=0-

Tenendo conto altresi delle formule che ¢i forniscono le componenti del
tensore di curvatura dello spazio A4,, ne risulta che questo tensore & nnllo:

) I‘sikpj"i_FsizFf;a:O

se lalgebra &, & nello stesso tempo commutbativa ed associativa.

Abbiamo cosl il teorema:

Se &, é commutativa ed associativa lo spazio A, é localmente euclideo
ossia tl suo tensore di torsiome e di curvatura sono nulli. Inversamente se
A, é localmente euclideo, la €&, & commutatira e associativa.

Si sa che tra le algebre piu studiate, vi sono quelle che possiedone un
modulo e ciod nelle quali esiste un numero (%)

e=¢e +...4+ e,

che ha la propriéta
’ xe=2

per qualunque numero # di &, . Abbiamo dunque
xe; & 6j = a" e, ,
formula che possiamo scrivere tenendo conto dalle (3)
g Ir e =uae
W or r

dunque dobbiamo avere le condizioni

(=1, r=i
@ re=uZy 5

Se facciamo 7 =i e sommiamo, otteniamo le formule
dL=n (=TI},

\

(® E. StupnY et E. CARTAN, Nombres complexes, Encyclopédie des sciences math. ed.
frangaise, 15, 1908 o B. SEGRE, La teoria delle algebre ed alcune questioni di realtd. Rend. di
Mat. e delle sue applicazioni, Roma 1954, 13, 157-169.
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dove I & quello che si chiama la connessione contratta, o il vettore di
connessione. Abbiamo dunque il teorema :

Una condizione necessaria perché Valgebra &, abbia un modulo é che la
connessione contratta I'; mon sia nulla.

Che la condizione non & sufficiente lo mostra Pesempio di una algebra
@, avente le formule di struttura
(10) e ==¢e,,¢66=0, =0
la cui connessione contratta & data da Iy'=1, [, = 0, ma Palgebia (10)
non ha un modulo percheé le formule (9) non hanno soluzioni. Ne risulta
che le algebre per cui I; non & nullo contengono tutte le algebre con modulo,
ma non inversamente e ciod esistono delle algebre con I; non nullo e che
non hanno un modulo.

Si pud dimostrare (3) che un’algebra commutativa ed associativa per
la quale le I sono tutte nulle & un’algebra nilpotente e cio® un’algebra
per la quale Vequazione caratteristica ha solamente delle radici nulle. Per
la dimostrazione si introducono i tensori covarianti di diversi ordini

(11) r =r'rt r. . =I"r% v

ik js kh,..., Jyoeip AEN jz’s"' ip &1

e si mostra che per un’algebra commutativa ed associativa, questi tensori
sono nulli se & nullo il vettore I;. Infatti se nelle formule (8) facciamo
i = k e sommiamo ne risulta

S
(12) I, Ii=r,
formule che dimostrano la proprietd per il tensore quadratico. In modo
analogo se mnell’espressione di 1_}"._.]“’ data dalle (11) poniamo in virth

delle (8), al posto dei primi termini F;‘s
172

82 . s, K
1 ¢ L
I“j233 e quantita I’%s2 F-’; jy» ne
risultano le formule
T. =T

iy---Jp jlj2 sts...jp'

Queste formule associate alle (12) ci mostrano che se per una algebra

(®) P. Mocanu, Spatii cu conexiune afind constantd echivalente in mare cu spatiul euclidian,
Comuniciirile Acad. R. P. R., Bucuresti, 2, 1952, pp. 389-395.
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commutativa ed associativa uno dei tensori covarianti
(12%) Ly Iy,.. T

i

& nullo, sono nulli anche i tensori di ordine superiore. Le algebre ni]potenti,
sono caratterizzate dal fatto che tutti i tensori covarianti (13) sono nulli.

II.

Supponiamo adesso che il vettore I', = I'i mnon sia nullo. Esso si pud
allora sempre ridurre alla forma canonica
(13) Iwiaz"':l—;ztt—l:() ri =mn.

) Tin

Questa forma canonica & conservata solamente dalle trasformazioni
lineari della forma

(14) ¢t =al 4 a2 + o, 2" =a" + a".

D’altra parte tenendo conto delle (12), abbiamo

dunque le componenti Fé’ costituiscono un tensore del secondo ordine
covariante. Ne risulta che la forma quadratica

(147) b = Fy' dot dwi + 2 I, da® da™ + ['® (da")?

¢ un invariante del problema rispetto alle trasformazioni (14).
Supponiamo che la forma quadratica in n — 1 differenziali da?

(147) Tpaotaw  (i,j=1,...,n—1)

non sia degenere. Possiamo allora scrivere la forma quadratica @ data dalla
formula (14’) sotto la forma canonica

(14" D =g (de') 4 ... + ¢ 1 (d2x)"~ 4 o (da")?
dove & ,..., &, sono uguali a 41 o — 1. Abbiamo dunque le formule

(15) Ip =g, In=0,I%=0.

L B nn
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Supponiamo altresi che lo spazio A, sia localmente euclideo, dunque che
siano verificate le formule (8).

Consideriamo in primo lnogo queste formule per i=Il=mun,j,k <n
eper i =j5=1, k< n. Esse si scrivono tenendo conto delle (15)
(157%) s =g Ik —eg 61—0 , I'n

ko
Jkn & jn nkn Ivnn =0

dove k,j sono indici fissi. Le prime di queste formule ci danno I7J = 0o/, e
Pultima formula (13) c¢i mostra che dobbiamo avere ¢ = 1. Ne risulta
dunque che le formule (15’) si possono scrivere

(16) I

=6£,IZ”=0 (J, %k <m)
Quanto alle formule (8) per i=j=mn, 1,k < n si trova che esse sono
identicamente verificate,

Consideriamo allora le formule (8) per i=mn e j,k,l < n. Abbiamo
(17) =8 Tj —el}=0
dove k, ! sono indici fissi.

Considerando le equazioni (8) per le quali 1’indice i <n ma uno o
piu degli indici j, k.l sono uguali a n ciot le equazioni

DER—— A1) F] A [ J—
Iwﬂkl I Rll I I'nk
i =T Is,—T%Ts =

nnl sn T onl nn

J"l__l"z I"s___l’w s=

si constata che esse sono verificate (basta tener conto dalle equazioni (15)
e (16)).

Ci restano dunque da considerare le formule (8) nelle quali gli indici
i,j,k,1 sono tutti minori di n. Queste equazioni si scrivono
(18) Tjy=T4 If — Ty T+ (6 ) — 8 8) = 0
dove l’indice di sommazione s varia da 1 a n — 1. Osserviamo altresi che
Pultima (13) & identicamente verificata dalle (15) (16) con og=1 e che le
altre (13) si scrivono esplicitamente

(19) Fy=TY 4+ ...+ =0,k=1,...,n—1);

n—1n
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dunque le equazioni (17), (18) e (19) costituiscono delle condizioni nelle
componenti Fj"k con indici ¢,j, %k minori di n.

Abbiamo dunque il teorema :

Essendo dato uno spazio A, a connessione affine costante, localmente
euclideo, a vettore I'; non nnllo (13) e a forma quadratica (14’") non degenere,
la connessione di questo spazio si pué ridurre alla forma canonica
(20) 1};}:»@.5;’.,1’;@.:0,1“;“ =0,Ip =1,IF=68(@,j<n)
dove & sono uguali a =1 e le componenti I’];c (t,4,%k < n) soddisfano alle
Sormule (17), (18) e (19).

Consideriamo adesso il caso in cui le g sono tutte uguali a 6= +1.
In questo caso le formule (17) ¢i dicono che le componenti I’J’l“ sono sim-
metriche negli indici £, !. Poiché queste componenti sono supposte gia
simmetriche in j, !l visulta che Fj’f sono simmetriche in tutti gli indici
k,j,l. D'altra parte ponendo ¢ =k nelle formule (18) e sommando
da 1 a n—1 si ha per » > 2 e tenendo conto dalle (19)

—Fsilfjg—l—e(n—-2)6lf=0.

Ponendo auche ! = j e sommando da 1 a n — 1 si ottiene, tenendo conto
dalla simmetria delle I},

(207) e —1) (0 —2) =3 (%P

e questa formula ci mostra che ¢ deve essere positivo, dunque uguale
a 4 1.

Abbiamo dunque il teorema :

Se lo spazio A, « connessione affine localmente euclideo é reale e la
Sorma quadratica (14’7) é definita, essa é definita positiva insieme alla
Jorma (147).

Tenendo conto del fatto che nel caso in cui la forma (14’7) o (147) &
definita positiva, le I': sono simmetriche in tutti gli indici e che la forma
canonica (14”7/) & conservata solamente dalle trasformazioni (14) che sono
delle trasformazioni ortogonali nelle variabili !,..., "1, ne risulta che
la forma cubica

(21) Y= ka b ol o

e un invariante ortogonale associato allo spazio A4, e rispetto alle trasfor-
wazioni ortogonali delle z!,..., a" L.
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Ne risulta dunque che essendo dati due spazi a connessione costante
localmente euclidei A, e A, le cui componenti I' e I' soddisfano rispet-
tivamente le (20) con ¢ =1 e le (17), (18) e (19), questi spazi sono equi-
valenti se le rispettive forme (21) sono equivalenti per una trasformazione
ortogonale delle variabili «!, ..., a" L

Supponiamo adesso che le & non siano tutte uguali a 'unitd e che si
abbia & =1 (i=1,...,m) e ¢g=—1(@@=m+1,...,n—1). Le
formule (17) e (18) si scrivono in questo caso
(21 Ff; =TI, Ih=1I

i’ ip?

Fj;:..—]‘jﬁ (p,q < m).

Ii Is, — I I's, 4 8 8p — 860 =0

sk = pl
I’:kl’:l—l";'l ry —é, & + 06 =10

e due algebre associative e commutative che soddisfano alle stesse formule
(19), (20), (21) sono equivalenti, se per una trasformazione quasi ortogonale,
che conserva la forma quadratica

(daty® 4 ...+ (dam)? — (daem+2 — ., (da)?

gi pud fare in modo che le due algebre abbiano le stesse componenti
I“j”;c(i,j,lnc:l,...,n—l).

Consideriamo adesso ’algebra associata allo spazio A, . Abbiamo in
virth delle formule (20):

(22) e €, = F,i e, + ¢ 6}? €,

eie,,=ei,ei=e”,
e queste formule ci mostrano che l'unita e, & un modulo. I’algebra asso- .
ciata possiede dunque un modulo. Quanto alle unitd e, ,...,e,_; esse sono
determinate da una trasformazione ortogonale nel caso in cui 1";,c sono
simmetriche in tutti gli indici e & sono tutti uguali a +1. La determina-
zione delle forme canoniche delle algebre (22) in questo caso dipende dalla
riduzione ad una forma canonica della forma cubica (21) per trasformazioni
ortogonali delle unitd e, ,..., €, 1.

Possiamo osservare altresi che le formule (22) ci mostrano che le quan-
tita I‘;’k e I’]”;c =g 6;’. possono essere considerate come componenti di una
connessione proiettiva a » — 1 dimensioni. Dunque alla connessione affine
costante A, si pud associare una connessione proiettiva costante a n — 1
dimensioni.
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Supponiamo adesso di essere nel caso n =3 e che g = ¢ =1.
In questo caso le formule (17) e (19) si possono scrivere

(22) F112 = 1111 ’ F122 = F212

If=—15,I3 =—1I}
e percio tutte le componenti F;k (i,j,%=1,2) si possono esprimere tramite
ry,I'2. Quanto alle formule (18) esse si scerivono, tenendo conto di

queste formule:

112_11212_0 Iy, = 212:—2(E)_2F12+1_0

Ne risulta che le quantita I'2 , I'L sono legate dalla equazione

117 722
1
(23) T2+ (TP = -
Quanto alla forma vy essa si scrive
w=— T} @)P 4 3T @')f 2® 4 3 I} o' (a3 +r2 (23)3.

Questa forma gi pud scrivere evidentemente come un prodotto di tre
fattori dei quali almeno uno & reale. Possiamo scegliere gli assi ortogonali
2! 2 in modo che questo fattore reale sia «!, dunque in modo che

I'2 = 0. In questo caso la formula (23) diviene
I} !
(24) = o —

ﬁ )

ma siccome F2]z cambia di segno con x! possiamo supporre sempre 1’;2 positivo.

Abbjamo dunque il teorema:

Hsiste una sola algebra associativa ¢ commutativa per cui il vettore I; non
¢ nullo e il tensore quadratico é definito positivo le cui formule di moltipli-
cazione 8i scrivono

1 1 1
(25) e2=— —e feg 6 a=—0,,&=—¢ } e
1 VE1 3y Y1 "2 ﬁ2’2 VEI 3
6) 63 7= 6,56 6==20,,6 =6

Consideriamo adesso il caso in cui ¢ e & sono di segni contrari. Possiamo
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gempre supporre & =1, & = —.1 e allora le equazioni (17 e (19) si
serivono
(26) Iy=—1I%, I =—TIy
— oy J— 2
Flll“— T212’]222—‘ Fn'

Quanto alle equazioni (18) esse ci danno
(26%) 2 (IL? — 2 TEr=1.

Ne risulta che, purché la connessione sia reale dobbiamo avere |I'L| > |I'Z|.
Possiamo anche in questo caso con una trasformazione iperbolica delle va-
riabili #!, #* fare in modo che I'2 = 0 e abbiamo anche in questo caso
una algebra.

Abbiamo cosi il teorema :

Esistono due algebre Q@ reali per le quali il vettore I'i=mn & ¢
non nullo e la forma quadratica (14’7) é non degenere.

I11.

Tenendo conto del fatto che uno spazio A, a connessione affine co-
stante pud essere realizzato non solamente sullo spazio euclideo, ma anche
sugli spazi toroidali e non solamente nelle coordinate cartesiane z!,...a",
ma anche in coordinate curvilinee qualunque, ¢i si pud domandare se pos-
siamo fare la stessa cosa per I'algebra &, associata. Vogliamo far vedere
che questa cosa & possibile se interpretiamo le unitd e, ,...,e, come le
derivate parziali di una funzione delle variabili «!,..., 2"

Infatti abbiamo sempre '

(27) af = g;{daci

8.f

e se supponiamo che o sono uguali a ¢;, dove e; sono considerate delle

costanti indipendenti dalle variabili «!,..., 2", 'equazione (27) si pud in-
tegrare ed abbiamo

f=¢ex+c¢

dove ¢ & una costante. Ne risulta che f sono i numeri dellalgebra &,, astra-
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zione fatta da una costante. Quanto alla legge di moltiplicazione (6) del-
Palgebra essa e data dai prodotti simbolici

S
~

q

of s ;
PR

o5

p

Considerando f come una funzione, si pud dare un carattere invariante a
queste formule rispetto a delle trasformazioni di variabili introducendo nel

. . - 2y . .0
primo membro i termini — —‘/——k che nel caso in cui —f sono delle co-
o’ gx oxt
stanti sono nulli.
Consideriamo dunque le equazioni

Bf L85 8f _ oS

T dad 3w’c+¢9w78w’“ kg x
Moltiplicando per ¢—7 e ponendo w = e~ possiamo scrivere

0% u .8u

oxJ 8’»"+ i Y 0.

(28)

Risulta cosl che le unita e; di un’algebra banno le stesse proprieta rispetto

. . s . ou .
ad una trasformazione di vaviabili, che le derivate e mentre il prodotto
x

. . . 0 o0u . .
di e; per ¢, ha le proprieta di T2l 0ok e cioé¢ abbiamo
(29) (ej 6,) = Fﬁc 5 -

Le formule (28) diventano le formule (6) di moltiplicazione dell’algebra &,, nel
caso in cui le unita corrispondano alle derivate della funzione

—a; ot
a; o

u=4=e€

Le formule (28) hanno un carattere invariante qualunque sia la funzione u
e rispetto ad una trasformazione qualunque di variabili (1), se le Fﬁc sod-
disfano alle formule (2) e cioé se costituiscono le componenti di una con-
nessione affine. Tenendo conto dal fatto che le e¢; hanno le proprietd delle
u . .

% risulta che rispetto ad una trasformazione (1) dobbiamo avere

ox' o

das "

€ =
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Moltiplicando le formule (2) per e e tenendo conto dalle (29) possiamo
serivere
2t

,\ 0X'T ox's
—_— e.
owi pak

== (e, €s) ey 5}‘;“,

(29 — (&5 ex)

dove (e, e,)” sono prodotti di e, per e, dunque abbiamo

e e, =1I" e,.
Le formule (29’) definiscono dunque la legge di trasformazione dei prodotti
(¢ ex) rispetto ad una trasformazione di variabili.
Partendo dalla legge di moltiplicazione (29) la legge di associazione si
definisce nel modo conoscinto se le ka sono delle costanti. Altrimenti dob-
. . . 0
biamo tener presente il fatto che (¢ ¢;) si comporta come — 3—,’7—]%

Dunque abbiamo

0 Iwﬁc i s
(297 le (¢ ex)] = +Ialy)e

ox!

[(e,e)e)l= Ty I'se

sk~ gl i

Possiamo considerare le cose da un punto di vista pitt generale e ciod
supporre di avere nello spazio A4, un sistema di congruenze indipendenti (1)
i cui differenziall degli archi sono definiti dalle » forme di Pfaff

ds® = 3¢ da*, dzt = ui ds®

dove A{ sono i momenti e y, i parametri delle n congruenze indipendenti (1).
Per una trasformazione di congruenze

(30) ds® = cy-ds®

dove ¢} sono funzioni delle variabili a',..., 2" a determinante |c}| diverso

da zero corrisponde una trasformazione delle unitd

o b ou
31 = Cg— .
1 9s” “os

2. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Quanto alle formule di moltiplicazione (28) dell’algebra &, esse si

serivono
3% u o OUu
(52) a0 as T g =0

dove yz, sono le componenti della connessione sopra le congruenze (1) (4).

. . iis s . ou .
Possiamo d’altra parte considerare come unitd invece di EYy le componenti

di un vettore covariante qualunque w,, ..., u, e le formule (31) ¢i dicono
che queste componenti subiscono una trasformazione lineare i cui coeffi-
cienti "Z dipendono dal punto considerato (2',.-.,2"). Quanto alle for-
mule (32) esse si possono scrivere

ou b} 0 i
_(9;"2—'—7:8““:0’(37‘;: ./"w>

Moltiplicando per ds® possiamo scrivere
du, + yg, U, ds° =0 ,

fatto che c¢i dice che il vettore wu, si trasporta dal punto P (x!,...,=,)
al punto @ (2! 4 da!, ..., 2" 4 da”) per parallelismo nello spazio a con-
nessione affine A, .

Ne risnlta dunque che nell’algebra generale per cui u,,...,u, sono
delle unita, il prodotto (up u,) di una unitd u, per una unitd u, & definito
dalla formula

(33) (ub uc) = 7gc Uy

danque il prodotto (u, u,) & definito con Paiuto del trasporto parallelo di 4,,.
Per una trasformazione lineare (30) di congruenze, le unita u,,...,u, si
trasformano secondo le formule

: b
(34) Ug == Cq Uy
e lo quantitd yp, si trasformano secondo le formule

" .
acb —_

a 1 s s a
53¢ == YrsCb Cc — YbcCs -

(35)

() G. VRANCEANU, Legons de géomélrie différéntielle, Bucarest, vol, I, 1947, 1959,
capitole IV.
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Si tratta dunque di vedere come si trasformano i prodotti (us u.). Per questo
osserviamo che tenendo conto dalle (34) le formule (33) si scrivono

(up we) = }’Zc 0:' Ea-
Moltiplicando le formule (35) per Ua possiamo scrivere

dcy — - .
55 g = (1, ug) ¢ G — (Up o)

(36)

formule che c¢i danno la legge di trasformazione dei .prodotti (up w.) della
nostra algebra di unita w, ,...,u, per una trasformazione qualunque di
congruenze (30).

Inversamente date le equazioni (33), per le quali sono valide, rispetto
ad una trasformazione (30), le formule (34) e (36), ne risultano facilmente
le formule (35), dunque y¢ sono le componenti di una connessione affine.
Ne risulta dunque il teorema :

Essendo dato uno spuzio a connessione affine A, rapportato ad un sistema
di congruenze (A) 8i puo sempre associare a questo spazio una algebra generale
lo cui legge di moltiplicazione & definita dalle formule (33), dove (ub u,) si
trasformano per una trasformazione di congruenze (30), secondo le formule (36).
Inversamente data una tale algebra me risulta uno spazio A, associato.

In questa algebra generale la legge di associativitad dei prodotti ha le
stesse proprieta delle formule (29’/) e cioé fa intervenire le derivate delle
componenti y7 se queste non sono costanti. Ne risulta dunque che nel
caso in cui le y% sono delle costanti, Palgebra associata &€ una vera algebra

rispetto a delle trasformazioni di congruenze (30) a coefficienti ¢; costanti.

Ne risulta dunque il teorema:

Ad uno spazio a connessione affine A, 8i puo associare una vera algebra,
se esiste nello spazio un sistema di congruenze per il quale le componenti
7y, della connessione siano delle costanti.

I conosciuto il fatto che uno spazio di Riemann V, ammette un
sistema di congruenze ortogonali a coefficienti di rotazioni y¢ i Ricei
costanti se lo spazio V, ammette un gruppo semplicemente transitivo di
trasformazioni in se e inversamente.

Si ha altresi che tutti gli spazi V, a curvatura costante negativa
possiedono un gruppo semplicemente transitivo, dunque a questi spazi si
pud associare un algebra.

Si ha ultresi che gli spazi V, a curvatura costante positiva non pos-
siedono un gruppo semplicemente transitivo reale, mentre gli spazi V; a
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curvatura costante positiva, possiedono due gruppi semplicemente transitivi
reali, coi quali si definisce il parallelismo di Clifford.

Per il caso degli spazi V,; di Riemann a gruppo transitivo si mostra
che essi ammettono almeno un gruppo semplicemente transitivo reale,
dunque almeno una algebra reale, salvo il caso in cui lo spazio & il pro-
dotto diretto di una retta e di un ¥V, a cuarvatura costante positiva (%).

(®) G. VRANCEANU, Lecons de géométrie différentielle, Bucarest, vol. I, 1957, ch. V,
§ 15.



