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SULLE FUNZIONI AD INTEGRALE
DI DIRICHLET TFINITO

Memoria di LuciaANo DE ViTo (Roma)

Il presente lavoro ha come scopo Vottenimento di condizioni alle quali
deve soddisfare una funzione /, definita sulla frontiera X di un eampo A
dello spazio euclideo ad n dimensioni &, , perchd essa sia la traccia di
una funzione u definita in A e dotata di derivate prime di quadrato som-
mabile in A4, ciod di una u avente finito ’integrale di Dirichlet:

[|grad ul? do (de =dx, ...dz,).
A

Il concetto di traccia su 2 per una funzione definita in A, la quale
non gia continua in A -+ 3 ma verifichi opportune ipotesi di derivabilita
in A, pud essere dato in modi diversi che risultano poi essere fra loro
equivalenti, come preciseremo nel primo paragrafo del presente lavoro. Si
puod, ad esempio, definire Poperazione di traccia y () su 2 della u come
prolungamento funzionale di tale operazione (gia definita per le funzioni
continue in A4 -+ =) nello spazio delle funzioni ad integrale di Dirichlet
finito. Tale punto di vista & quello adottato da Deny e Lions (!) in una
loro memoria del 1955 e, successivamente, seguito da Prodi (3.

Nel presente lavoro si & preferito perd assumere il concetto di traccia
secondo un punto di vista che e stato considerato da Fichera fin dal 1949 (3)
e, successivamente, adottato da altri Autori (). Secondo tale punto di vista

*) [6].

@) [40].

(3) Cfr. [11] p. 44 e [12] p. 208.

(%) T. Viola [45], G. Stampaocchia [43] pp. 217 e seg., [4¢4] pp. 236 e seg., D. Greco
[22], M. L. Princivalli [39].
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si dice che la u (x) = u (%, ,...,®,) & dotata di traccia su X (composta da
pezzi di ipersuperficie abbastanza regolari) se, per ogni versore 1 {£) definito
su X', penetrante nell’interno di A e verificante opportune ipotesi di rego-
laritd che saranno specificate in seguito, esiste finito per quasi tutti i punti

£ di 2: lim u(x) =y (), risultando inoltre tale funzione f indipendente
x— & su A(8)

dal particolare versore A (§). E dotata di traceia in tale senso ogni funzione
che ammette derivate prime sommabili in A . Tale estensione del concetto
di traccia si presenta come la pil naturale, specie per quanto riguarda i
problemi delle applicazioni. B infatti in tale senso che i potenziali di sem-
plice e di doppio strato, dovuti rispettivamente a densitd e momento sol-
tanto sommabili, possono dirsi dotati di traccia su X (5).

Il concetto di derivata parziale per la u potrebbe essere inteso nel
genso di derivata debole secondo Friedrichs e Sobolev, ma & questa una
generalizzazione che pud essere genz’altro evitata in virti d’un teorema il
quale afferma che la funzione f, data su X, & la traccia di una funzione
verificante la condizione sopradetta allora ed allora soltanto che essa & la
traccia di una funzione armonica in A, ivi verificante la condizione in
discorso.

Per rendere il presente lavoro, per quanto possibile, completo ed indi-
pendente da altre trattazioni, sara data, nel paragrafo 1, una nuova sem-
plice dimostrazione di tale ben noto teorema.

Senza quindi ledere la generalitd del problema, nel presente lavoro eci
si limiterad a ricercare condizioni alle quali deve soddisfare una funzione
f definita su X, perche essa sia la traccia di una funzione continua in 4
ed ivi dotata di derivate prime continue e di quadrato sommabile,

Sia T (Z) la totalita delle funzioni reali f definite su 3 le quali sono
tracce di funzioni reali w che godono delle proprietd ora dette e sia K (A)
la classe di tali funzioni wu.

Una condizione necessaria e sufficiente perché una funzione f, definita
su X, appartenga a T (), trovasi sostanzialmente in lavori di Fichera.
Tale coundizione si esprime nel modo seguente :

Sia {wg} la successione dei polinomi armonici reali di grado =1,
dedotta da quella dei polinomi armonici omogenei con la seguente ortonor-
malizzazione :

fgmd w, > grad w, de = 6F.
4

(5) [31] § 14 e 15 eap. 1L
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La funzione f di L£® (2)(5) appartiene a T (X) se e solo se, posto
cx = f N 6w;¢ do (), la serie = ¢2 & convergente (5).
k=1

E facile vedere che, nel caso in cui la dimensione dello spazio sia
eguale a 2 e 3 coincida con una circonferenza € di raggio unitario, indicate
con a_ e b le coordinate di Fourier di f, si ha: ¢, = m (a2, + b2), e si
ritrova quindi la caratterizzazione data da Ha.da,ma,ld per le funzioni
di T(C):

S ma, 4 02) <+ o0 ().
m=1

Il problema della caratterizzazione delle funzioni f definite su X ed
appartenenti a T (3) & stato recentemente ripreso da Prodi (1°). Egli ha
innanzitutto mostrato che tale problema ha carattere locale; precisamente

(¢) Con L@ (3) si indica la classe delle funzioni reali definite su 3 (supposta con-
venientemente regolare) il cui quadrato & ipersuperficialmente sommabile su 3. T da
tener presente che la classe T(3) ® contenuta in L@ (3) (cfr. paragrafo 1 del presente
lavoro).

(7) Con 2 8i indica la derivata normale interna a in un punto di 3.
) v

(®) Cfr. [17]. Sia X un’ipersuperficie chinsa dotata di iperpiano tangente variabile
con continnitd hglderiana; la necessith della condizione segue immediatamente dalla
relazione :

0w
[ =Jf ——vk do = — fgrad u < grad o dx. (do = mis. dell’elem. ipersup, su X).

Per provare la sufficienza basta considerare la funzione armonica u ad integrale di
Dirichlet finito verificante le condizioni:

1) jgraduxgradmkdx=—ck, fy(u)do:ffda.
P 2

0wy,
Dalla (1) si trae: [(f—7y (u))—BT do=0.

0w
Per un teorema di completezza relativo al sistema %—b—;’cg (ofr. [13] p. 27, teor. XIX)
si trae y (u) = f.
®) [28].
(1) [40].
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ha fatto vedere che, se { Ui} & una copertura di X (ove Uj & costituito da
un intorno su 8, di un punto di X), e se la funzione f, assegnata su X,
& in ogni intersezione 3 N U la traccia di una funzione di 9 (Uy) allora
si ha: fc T ()@ -

Valendosi di tale osservazione, Prodi si riduce al caso in cui Vipersu-
perficie su cui & assegnata la traccia sia costituita da un iperpiano X; in
tale ipotesi Egli dimostra che: condizione necessaria ‘e sufficiente perche
fc L@ (X) (ove X ha equazione x,=0), diversa da zero solo in un insieme
limitato, sia traccia di una funzione definita nel semispazio E , luogo dei
punti per i quali x, > 0, ed appartenente « N (A) in corrispondenza ad ogni
insieme aperto e limitato A contenuto in E, , & che f* |E|7"+"h (ove con & si
indicano i punti di X) abbia derivate prime di quadrato sommabile in X. Prodi
ha dato anche, nello stesso lavoro, un’altra caratterizzazione per le fun.
zioni di T (Z), servendosi della nozione di derivata frazionaria secondo
Riemann-Liouville.

La prima parte di questo lavero & dedicata al conseguimento della piu
generale condizione del tipo della prima, sun ricordata, ottenuta da Prodi.
Precisamente, servendosi di una rappresentazione di X n Uy su una iper-
superficie sferica (2, anziché su un iperpiano, ¢i si ® proposti di determi-
nare le condizioni necessarie e sufficienti perche wuna funzione K sia tale
che Dappartenenza di f a T(X) equivalga all’esistenza delle derivate prime di
quadrato sommabile in X della funzione f* K.

Come applicazione del teorema che verrad stabilito, relativo alle condi-
zioni ora dette per K, si dedurranno teoremi analoghi a quello su ricordato
di questo Autore ed & evidente che, dopo 1’impostazione qui data alla
ricerca, 8i possono ottenere quanti altri teoremi di questo tipo si vogliono.

Da un punto di vista analogo puo essere intrapresa la ricerca di con-
dizioni del tipo della seconda caratterizzazione di T (X) ottenuta da Prodi.
Di cid comunque non ci si & occupati nel presente lavoro.

Si & successivamente cercato di ottenere condizioni necessarie e suffi-
cienti per la f che, analogamente a quelle del tipo su ricordato, si eserci-
tassero sulle derivate prime di una opportuna trasformata integrale della
J, ma che, a differenza di quelle, permettessero il calcolo di tali derivate
differenziandp sotto il segno d’integrale. A tale scopo si & dimostrato, nel
paragrafo 3, un teorema alla Liapunov per carvatterizzare le funzioni di
T (), secondo il quale condizione necessaria e sufficiente perch® una
funzione sommabile su X appartenga a T (2) & che il potenziale di
doppio strato di momento f, relativo all’ipersuperficie 2, sia contenuto

in K (4).

(i) Cfr. Prodi, loe. oit., p. 41 teor. 7.
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Ci si permetta notare che le condizioni necessarie e sufficienti ottenute
da Fichera e da Prodi presentano essenzialmente interesse dal punto di
vista strettamente teorico, rinuscendo in pratica di assai difficile attuazione
il verificare, per una assegnata funzione f, il sussistere delle condizioni
enunciate da tali Autori.

Analoga critica pud farsi alla condizione alla Liapunov, ottenuta in
questo lavoro, anche se, come si & detto, & praticamente possibile il calcolo
delle derivate prime delle quali si richiede Dintegrabilitd del quadrato.

Poiché il problema a cui & dedicato questo lavoro ha, come ben noto,
interesse per le applicazioni alla teoria variazionale delle equazioni diffe-
renziali, si & ritenuto di ricercare delle condizioni per la f che, sia pure
soltanto sufficienti, avessero perd il vantaggio, rispetto alle precedenti, di
poter essere praticamente verificabili.

A quanto mi consta, l'unico risultato in tale senso & dovuto a
Miranda(!?). Questo Autore ha dimostrato che condizione sufficiente perchd
una f, definita su X, appartenga a T (Z), & che sia uniformemente holde-

riana con un esponente di Holder o verificante la limitazione o <a<1l.

Nell’indivizzo di questa condizione & il teorema II, § 6 del presente
lavoro, secondo il quale condizione sufficiente perche una funzione [, defi-
nita su X, appartenga a T(3), & che sia uniformemente holderiana con
un esponente qualsiasi ed a variazione limitata in un senso che sard pre-
cisato nel seguito; la condizione di Holder pud anzi essere sostituita con
una condizione del Dini uniforme.

L’ipotesi che f sia a variazione limitata pud essere rimossa nel caso
che f sia holderiana con esponente o« > 1/2, in virth del risultato di
Miranda, ma in generale non pud esser tolta quando sia o << 1/2, come
8i vede con un esempio. Un altro esempio mostra d’altronde che 1’ipotesi
che f sia a variazione limitata non & sufficiente, da sola, ad assicurare
Pappartenenza di f a T (2).

La condizione di Miranda pud essere dedotta da una condizione neces-
saria e sufficiente, data di recente da Slobodetskij e Babich (1%) la quale &

(*3) [32).
(13) [41] Nel caso del cerchio, al quale, per n =2, si riducono sostanzialmente gli
- Autori citati, la condizione & la seguente:

1 2x
f‘"f If(x+t)tz—f(w)|2dx<+°0.
0 0
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stata estesa da Gagliardo (14) alla classe delle funzioni che sono tracce su
2 di funzioni dotate di derivate prime di potenza p-esima sommabile in 4;
¢ perd da notare che se f non soddisfa la condizione di Miranda, la verifica
della condizione di Slobodetskij e Babich & di difficile attuazione e si pud
quindi affermare che anche tale condizione ha interesse sopratutto dal punto
di vista teorico. ,

Per dimostrarla basta ricordare che, se f & periodica di periodo 2% e di quadrato
sommabile in (0,2 =), indicate con a,, b, le sue coordinate di Fourier, sussiste la re-

lazione:

fE+1t)—[f(x)= Vi 020‘ 3bm cos[m (x + —t?)]— a,, sen [m (x + —Z—)J; senm—;—

=1

(che va intesa nel senso della convergenza in media di ordine 2). Ne viene, indicato con ¢
un arbitrario numero positivo minore di 1:

m=1

Nl“’\w[»—-

Si ha:

1 m
2 2
0\2
f(sen m) dt=m/
t
hd £
r) "3
pertanto esistono due numeri positivi 4 e B tali che per m <<» (r=2) si abbia:
1
sen m t\2
Am=<< — at<<Bm.

2r
Si ha:

1 2
r —_ 2 (-]
24 3 m(afn+b3”)5]dtfwdx523 S m(a, +02)
m=1 # m=1
e

e da qui, per la caratterizzazione di Hadamard (vedi teor. I del paragrafo 2), si ha la tesi.

(14 [21].
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Allo scopo di mostrare I’interesse applicativo dei risultati ottenuti nel
paragrafo 6 di questo lavoro, si & voluto mettere in luce, relativamente ad
un problema generalizzato di Neumann per una funzione armonica in un
cerchio, una circostanza analoga a quella osservata da De Giorgi relativa-
mente al problema misto per tali funzioni in un semicerchio (}%), secondo
la quale la finitezza dell’integrale di Dirichlet non basta ad assicurare
Punicita della soluzione del problema. I’esempio qui portato pud anche
essere sfruttato nel caso del problema misto nel semicerchio.

La costruzione di un’autosoluzione dell’anzidetto problema di Neumann
gi ® resa possibile sfruttando il teorema II § 6 e costruendo una funzione
di una variabile, non decrescente in un assegnato intervallo, dotata quasi
ovunque di derivata nulla ed holderiana con esponente di Holder « co-
munque prefissato, purché minore di 1.

1. Sulla nozione di traccia.

In questo paragrafo dapprima saranno richiamate e eonfrontate tra loro
alecune definizioni di traccia ; si fard poi vedere ’esistenza di una funzione
armonica in un campo (insieme aperto) A, dotata di integrale di Dirichlet
finito e avente un’assegnata traccia sulla frontiera > di A.

Tutti i risultati contenuti in questo paragrafo sono sostanzialmente
noti ; qualche interesse potranno forse avere talune dimostrazioni, che ap-
paiono particolarmente semplici.

Premettiamo alcune definizioni e convenzioni.

Se con A indichiamo un campo dello spazio euclideo ad n dimensioni
S, e con X la frontiera di A, con L® (A4) indicheremo la classe delle fun-
zioni reali, misurabili in A ed aventi il modulo di potenza p-esima som-
mabile in A (1), con o5 (4) la classe delle funzioni reali, misurabili in 4
ed aventi derivate deboli del primo ordine nel senso di Friedrichs e So-
bolev, di quadrato sommabile in A, con & (4) la classe delle funzioni
reali, Je quali sono assolutamente continue rispetto ad ognuna delle varia-
bili per quasi tutte le (m — 1)-uple delle rimanenti e sono inoltre tali che
le loro derivate prime, le quali esistono quasi dappertutto in A e sono ivi
misurabili, hanno quadrato sommabile in A.

Diremo che una funzione & di classe C, in un campo o in un dominio
(insieme aperto cui si sia aggregata la frontiera) se & ivi continua assieme

(*) [7].

(46) La misurabilith e la sommabilitd di una fanzione saranno qui sempre intese nel
senso di Lebesgue, salvo esplicito avviso in contrario. Anche le locuzioni «quasi ovun-
que », «per quasi tutti i punti» saranno sempre da intendersi nel senso di Lebesgue.
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a tutte le sue derivate fino a quelle di ordine m incluso; diremo che & di
classe C% se & di classe C, e le sue derivate m esime sono uinformemente
holderiane di esponente « (con 0 < o << 1) (17).

Diremo inoltre che un campo A limitato e connesso di S, & di classe
m se la sua frontiera 3 & costituita da un numere finito di ipersuperficie
continue e chiuse e se, scelto comunque un punto # di X, esiste 'iperpiano
tangente a 3 in tale punto x ed esiste un intorno di # su X (%) il quale
® suscettibile di una rappresentazione vegolare di classe m rispetto a tale
iperpiano tangente; con c¢io intendiamo che, assunto un sistema di assi
cartesiani ortogonali &, ,&,,..,&,., con origine nel punto » e Passe &, coin-
cidente con la normale interna a 2 in x, esiste un intorno su X di « il
quale pud rapprerentarsi al modo seguente

EM=X(§1’---'57L—1)7 ~

ove x (&4 ..., En—1) & una funzione definita in un insieme aperto H dell’iper-
piano tangente a X in 2 (H -prendera il nome di insieme base relativo al detto
intorno di # su 3) e coincidente con una funzione di classe C,, in H.
Pertanto ogni campo di classe m e tale che la sua frontiera 3 pud essere
ricoperta con un numero finito di intorni { Uy}, ognuno dei quali & suscet-
tibile di una rappresentazione regolare di classe m rispetto all’iperpiano
tangente a ¥ in uno conveniente dei suoi punti.

B facile vedere che, se 4 & un campo di classe m (con m =>1), &
possibile definire un versore 4 (#) in corrispondenza ad ogni punto x di
>, avente origine in a, sempre penetrante nell’interno di A e verificante
inoltre le seguenti condizioni:

1% le componenti di A (¥) sono funzioni del punto x di classe C, in
ognuno degli insiemi di { U} (*9),

(!7) Una funzione f (x), definita in un ingieme D, dicesi uniformemente hilderiana
di esponente « in D se Vestremo superiore del rapporto |f(x)— f(y)|/|x —y|* (ove col
simbolo |% — y| abbiamo inteso la distanza dei punti x e y) 2 finito al variare comunque
della coppia di punti ¥ e y in D. Tale estremo superiore prende il nome di coefficiente di
Holder di f.

(!8) Per intorno di un punto x di §, su un insieme D intendiamo lintersezione di
D con un campo connesso di S, contenente .

(19) Dicendo che una funzione f (x) del punto x variabile nell’insieme U, di { Uk}
® di classe C; (0 1=m) intendiamo che, indicate con x, ==, (§;,..,&, ;) (i=1,..,n)
le equazioni che forniscono la rappresentazione regolare di Uy, la funzione f[x,(§},...,5, 1)y
%, (& ..+, &,_;)] risulta di classe C; nell'insieme base relativo a U, . Se poi quest’ultima
funzione & misurabile (sommabile) su tale insieme base diremo che f(x) 8 misurabile
(sommabile) su U ; diremo infine che f(x) & di classe C;, misurabile, sommabile sn 2
se & di classe C;, misurabile, sommabile su ognuno degli insiemi di { Uy }.
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29) esiste un numero positivo g, tale che il Inogo descritto dal punto
y=wx-4 o i(x), per ogni fissato ¢ nell’intervallo 0 < p << g,, al variare
di # su 3 risulta contenuto in A ed in corrispondenza biunivoca con 2.

Indicheremo con A, il campo ottenuto privando A dei punti y=x--ri(x)
(e, 0<r<yp); il campo 4, & ovviamente un campo di classe 1. Se
4 & un campo di classe 1 e X & la sua frontiera, indicheremo con .£(# (X)
la classe delle funzioni misurabili su X ed aventi modulo di potenza p-esima
sommabile su 2.

Cid posto diremo che una funziune u (x) definita in un campo A di
classe 1 ha come traccia su X una funzione f(x), definita su 3, se, con-
siderato un qualsiasi versore A (r) soddisfacente le condizioni prima dette,
per quasi tutti i punti & di 2 riesce:

lim  w (@) = 1 (&) (*)

x — & su (&)

Evidentemente, se f e @ sono due funzioni definite su 2 le quali siano
entrambe traccia di una funzione u definita in A, tali funzioni coincidono
quasi ovunque su 2. .

A tal proposito sussistono i seguenti teoremi.

I. 8e A é un campo di classe 1 ¢ 2 é la sua frontiera, ogni funzione
u (®) appartenente ad & (A) ammette come traccia su X una funzione appar-
tenente ad L@ (3) (*1).

II. Se A & un campo di classe 1 ¢ 2 é la sua frontiera, ogni funzione
w (x) appartenente ad o (A), mutandone eventualmente la definizione in un
insieme di misura nulla, ammette come traccia su X una funzione apparte-
nente ad L ().

Questo teorema segue dal precedente in virti di un teorema secondo
il quale, in corrispondenza ad ogni funzione w di £ (A), esiste una funzione
v di & (4) la quale coincide quasi ovunque in A con wu (*?), \

Richiamiamo ora la definizione di traccia sulla frontiera 3 di un campo
A di classe 1 per le funzioni di o (4), data da Deny e Lions (?3).

(3%) Queste definizione di tracoia & stata data da Fichera (cfr. nota (3) della prefa-
zione) in ipotesi pilt generali di quelle qui assunte per il campo A.

(3%) Cfr. Stampaocchia [43] p. 217.

(*?) Cfr. Morrey [33] p. 195.

(®%) Vedi nota (4) della prefazione. Tale definizione ® stata data da Deny e Lions
in ipotesi pit generali di quelle da noi assunte per il eampo 4.
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Riguardiamo o5 (4) come spazio di Hilbert assumendo il prodotto sca-
lare relativo a due funzioni e v(**) di tale classe nel modo seguente :

(w4 v) —_—[ [grad w >< grad v] de 4+ fm; dz (?).
A a

Riguardiamo inoltre L@ () come spazio di Hilbert assumendo il se-
guente prodotto scalare:

(w, v) :[u v d o (%6).

P

Indichiamo con V la varietd costituita da tutte le funzioni di classe
C,in A +4 3. Tale varieta & una base dello spazio di Hilbert o6 (4) (*').
Indichiamo con y () la trasformazione lineare la quale associa ad ogni
funzione appartenente alla varieta V la funzione definita su 5 mediante i
valori assunti da » su 3 (®%). La trasformazione y (u), cosl definita nella

A\

varietd V di o5 (A) ed avente condominio contenuto in L® (X), & continua
dato che, nelle attuali ipotesi per il campo A, sussiste la diseguaglianza :

[ao = ot [wan- ot Mﬁ

in corrispondenza ad ogni funzione w di V (*). Allora, com’® noto, esiste

(®*) Qui, naturalmente, rignardiamo come unico elemento dello spazio una funzione
di 6 (4) e tutte quelle, di tale classe, che differiscono da questa in un insieme di misura
nulla. Continueremo tuttavia, per semplicitd, ad indicare ogni elemento di tale spazio col
nome di fanzione.

(*®) Rammentiamo che ogni funzione di &5 (4) appartiene ad L£(2) (4).

(*6) Cfr. nota (9) di questo paragrafo.

(27) Cfr. Friedrichs [19]. Com’® noto, dicesi base di nno spazio topologico ogni varieta
dello spazio la cui chiusura coincida con lo spazio stesso.

(28) Dicendo che y (u) & lineare intendiamo che, in corrispondenza ad ogni coppia di nu-
meri reali a e b e ad ogni coppia di elementi u e v si ha y (au + bv) = ay (u) + by (v). Dicen-

m — oo
A

do che y (u)® continua intendiamo che se { u,, | & tale che lim /( |grad (u — u,)[* +

m — o0

+|u—u, ) de=0 si ha: lim [lu — u, [ do = 0. L’insieme descritto da y (u) al
z

variare di » in ¥ prende il nome di codominio della trasformazione y.
(*9) Cfr. Deny e Lions [6] p. 334.
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una ed una sola trasformazione lineare e continua, definita in o (4) ed
avente codominio contenuto in .£® (2), la quale coincida in V eon y (u).
La trasformazione cosi ottenuta, che continuiamo ad indicare con y, costi-
tuisce Voperazione di traccia su X per le funzioni di b (A4).

Evidentemente, se due funzioni f e ¢ di L& (Z) sono tracce, nel senso
ora precisato, di una medesima funzione u di 3 (4), esse individuano uno
stesso elemento dello spazio di Hilbert L@ (X) e pertanto differiscono solo
nei punti di un insieme di misura nulla.

Vogliamo da ultimo considerare un’altra nozione di traccia. Sia 4 un
campo di classe 2, 3 la sua frontiera, u () una funzione appartenente
ad L® (A4), f(x) una funzione contenuta in L@ (X); si dice che u (x)
ammette f(x) come traccin su > oppure che wu (x) assume in media di
ordine 2 ¢ valori di f su X, se riesce :

e—0

tin [ @+ ¢v (@) — S @ do =0,
4,

ove ¥ (x) ¢ il versore della normale interna a 3 in « ed A, ha il signifi-
cato in precedenza detto, in relazione al versore » (x).

Riguardo alle relazioni tra queste diverse definizioni di traccia sus-
gistono i seguenti teoremi.

II1. Le prime due definiziont di traccia ora richiamate sono equivalenti,
cioé, con i simboli gia introdotti, si ha che, se A é un campo 1 ¢ 3 la sua
Jrontiera, in corrispondenza ad ogni funzione wu di o (A), mutandone even-
tualmente © valori in un insieme di miswra nulla, per quast tutti i punti x
di X riesce:

lim [u (@) + ¢ 4 (@) = 7 [u @) ().

IV. Se A éun campo di classe 2, X la sua frontiera, u (x) una fun-
zione di @ (A), f (@) la traccia di w su 3 (31) allora w assume su 3 in
media di ordine 2 i valori di f(x).

Attribuendo ai simboli ¢, ¢,, 4o, 4 (®) i significati prima precisati,
possiamo intanto osservare che la funzione wu [x 4 o A ()], definita al

(3%) Ovviamente questa eguaglianza va intesa nel senso che il primo membro di essa
rappresenta una delle funzioni individuanti l’elemento y (u). Per la dimostrazione di
questo teorema si veda Morrey [33] p. 201 ,teor. 7. 3.

(31) D’ora in avanti, parlando di traccia, intenderemo la traccia secondo una qua-
lunque delle due definizioni delle quali si & ora ricordata 'equivalenza.

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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variare di ¥ su X e di ¢ in (0, o), fissato quasi ovunque x su X, risulta
funzione di o assolutamente continua in (0, g, (). Ne segue I’uniforme
sommabilita di |u [x 4 o A (x)][> rispetto a o sulla frontiera & 4, del
campo A4, (33). Da cid viene che:

e—0

lim /'u[x—l—gl(w)]—f(x)]"ldo:O.
Fa,

Potendosi assumere come 4 (x) il versore » (x) dato che A & di classe 2,
si ha la tesi.

Dal teorema IV segue ovviamente che:

V. Se A & un campo di classe 2, 3 la sua frontiera, u (xr) una fun-
zione appartenente ad H(A), f(x) la traccia di w su X, pur di mutare
© valori di w nei punti di un insieme di misura nulla, i ha che u(x) assume
su 3 t valori di f (x) in media di ordine 2.

Non & in generale vero che, viceversa, se una funzione u, definita in
un campo 4 di classe 2, assume in media di ordine 2 sulla frontiera X
di 4 i valori di una funzione f (x), essa debba ammettere f(x) come
traccia su 3. ‘

Tale ultima circostanza si verifica solo in taluni casi; ad esempio, nel
caso che u sia armonica in A. Si ha anzi pit in generale che, se ¢ & una
funzione definita e misurabile su 3 ed avente modulo di potenza p-esima
sommabile su X, con p>1, ed » & una funzione armonica in 4 la
quale assume i valori di ¢ su 3 in media di ordine p, allora la funzione
@ © traccia di » su X (3%

Facciamo ora vedere che:

VI. Se A é un campo di classe 1 e se 5 é la sua frontiera, condizione
necessaria e sufficiente perché wna funzione f, appartenente ad LO (2), sia
traccia su 3 di una funzione u di S (A) é che esista una funzione armonica
in A appartenente a U (A) ed avente come traccia su = la funzione f.

Basta evidentemente mostrare la necessita. Indichiamo con o5 lo spazio
di Hilbert ogni elemento del quale & costituito dall’insieme di una funzione
di &5 (A4) e di tutte quelle che da questa si ottengono alterandone i valori

(32) Cfr. Morrey:[33] p. 195, teor. 6. 3.

(33) L’uniforme sommabilitd in questione trovasi dimostrata in Fichera [12] p. 212,
nel caso in cui u, oltre a soddisfare le ipotesi qui assunte, sia di olasse C, in 4 : tale
dimostrazione continua a sussistere pressoch? inalterata anche nelle attuali ipotesi.

(34) Cfr. Magenes [30].
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in un insieme di misura nulla ed aggiungendovi una funzione costante in
A, e nel quale il prodotto scalare & definito nel modo seguente :

© (uy, v) :f [grad u>< grad v] dx .
4

Indichiamo con U la varietd di 5 ogni elemento della quale & indivi-
duato da una funzione di classe ¢, in A 4 5 e nulla su 3. Indichiamo
inoltre con U la chiusura di tale varietd (*). Facciamo vedere che U &
una varietd completa (*) e che ogni elemento di U pud essere individuato
da una funzione di o (A) avente come traccia la funzione identicamente
nulla su 2.

Per semplicitd denoteremo o1a con lo stesso simbolo un elemento di U
e quella delle funzioni che Yo individuano la quale & di classe ¢, in A+ %
e nulla su . Sia {w, ] una successione di elementi di U verificante la
condizione di convergenza di Cauchy e cioe tale che, in corrispondenza ad
ogni numero positivo &, esista un indice m, tale che per »,m > m, ri-

sulti : f | grad (v, — u,)|> de < &. Dato che per ogni funzione u di classe
A

¢,in A4 3 enulla su3 si ha com’ noto:
fuz de < [[grad ul? do ,
A

ne viene che, per r, m > m,, si ha:

[[grad (U — Uy)|* da - f|u, — U2 dr < 2 &
A 4

Da qui segue lesistenza di una funzione u appartenente ad <5 (4) e
tale che:

N — 0

lim [[ | v — u,,|? do +—/ |grad (0 — w,,)|® dej = 0 (*7)
A A

(3%) Dicesi chiusura di un insieme la totalitd dei punti che hanno distanza nulla da
questo.

(36) Una varietd di uno spazio metrico (quale & ¢3) dicesi completa se ogni succes-
gione di elementi di tale varietd, verificante la condizione di convergenza di Cauchy,
ammette un elemento limite contenuto nella varietd stessa.

(37) Cfr. Friedriohs [19].
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ovvero :

lim f]grad (W — uy)|?de = 0.

m — oo

Si ha inoltre :

f[y (w))? do =f[y(u)——um]2 do< L [flu-——u,,,['edx —I-(ﬁu — Uy \2dx-/] grad (u — w,,) [* dw\
b p) y] A A /

Ne viene: f [y (w)]? do = 0 e quindi Vasserto.

Sia v un elemento di ¢5; indichiamo con v, I’elemento proiezione di v
sulla varieta U (3%). Secondo la solita convenzione indicheremo con v anche
una delle funzioni che individuano l’elemento » e con v, quella delle fun-
zioni individuanti v, la quale & nulla su 3. Poniamo: v, = v — v,. Si
ha allora y (v,) = y (v).

Resta ora soltanto da provare che », & armonica in A. Per questo ri-

cordiamo che riesce: f [grad v, >< grad u] de = 0, in corrispondenza ad

ogni funzione u di classe ¢, in 4+ 2 e nulla su X. Siano ora ¢ una
ipersfera contenuta in 4 e w una funzione di classe C, in A 4 %, nulla
in A — C e dotata di derivate seconde continue a pezzi in A (*). Si ha
allora, per il lemma di Green :

f[gladv‘xgmdw ::’——fv‘A w dx
e quindi:
(1) fviAgwdw=0.
A

(38) Com’® noto, dicesi proiezione di un elemento u su una varietd ¥V l’elemento v di
¥ che ha minima distanza da V7. Se la varietdA 7 @ completa, tale elemento proieziome
esiste ed & unico. Ricordiamo inoltre che si ha: (v — u,w) =0 se wc V.

(3%) Una funzione v dicesi continua a pezzi in un campo A se d possibile decomporre
A + FA in un namero finito di domint 4;,...,4, , a due a due privi di punti in-
terni in comune, in modo tale che nell’interno di 4, la funzione v coincida con una fun-

zione continua in 4, 4 & A
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Indicata con ¢ una funzione uniformemente hdélderiana in 4 + X,
consideriamo il seguente probema al contorno :

’A4w=<p in C
2 5w
W= = 0 su & O (frontiera di C).
v

Com’¢ noto, la soluzione di tale problema esiste ed & di classe O, in
C + & C. Riguardiamo .£® (C) come spazio di Hilbert avendo definito il
prodotto scalare nel modo seguente :

(u,@)_—_[ufvdw,
c

ed indichiamo con P (u) la proiezione dell’elemento u di .£® (C) sulla va-
rieta delle funzioni armoniche in ¢ appartenenti ad .£® (C). Se ora indi-
chiamo con s (x,y) la soluzione fondamentale relativa a 4, v =0 e poniamo

per ogni pc L@ (0): T (p)= / e @) s, y)dy (¥, la soluzione w del pro-
¢
blema (2) & data da:
@) w=T%(p)— T PT(p)*).
Le trasformazioni 7' (u) e P (u), definite in L® (¢) ed aventi codomi-
nio in £ @ (C), sono entrambe autoaggiunte; allora, se con w indichiamo

la funzione che & nulla in A — O e coincidente in C con la funzione
espressa dalla (3), per la (1) si ha:

fvi Azwdx=fvi |T (p) — P T ()] dxz/qp[T(vi)— TP@)ds=0.
J .

Data Parbitrarieta di ¢ si trae: T (v,) =T P(v,) e quindi v, = P(v,).
Ne viene che v, & armonica in ogni sfera contenuta in 4.
Cosi il teorema & completamente dimostrato.

(%) La funzione T (g), com’® noto, appartiene ad L@ ).
(#) Cfr. Fichera [14].
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2. Condizioni necessarie e sufficienti per la funzione K.

Richiamiamo alcune nozioni sulle serie -numeriche.

Diremo che due serie numeriche a termini reali non negativi sono
c-equivalenti quando si verifica la seguente circostanza: se una di esse @
convergente tale risulta anche Daltra. Se {a,} e {f,] sono due successioni

. . . s R I
di numeri reali, diremo che «,, ¢ asintotico a B, se: 0 < minlm |2 |<
m — 0 m
. a”l
<< maxlim|—| <-4 oco.
m — oo m !

Ci fonderemo, nel seguito, sul seguente lemma.
LemMA 1. Sia {B,,} una successione di numeri reali non negativi. Condizione
necessarie ¢ sufficiente perché, comunque si considert una successione di numert
o0 [e<] oo
reali non negativi {y,} tale che 3 y,, <-4 oo, le due serie: = myy, ¢ = Bum¥Vm
m=1 m=1 m=1
siano c-equivalenti, é che B,, sia asintotico ad m cioé esistano due numeri posi-
tivi A, ¢ By con A, < B, e tali che, per m abbastanza grande, si abbia :
mAy< fu<<mB,.
Supponiamo dapprima che non esista un numero positivo 4, per cui
A, < B,/m per m abbastanza grande; ne viene: min lim f,/m =0.

m — oo

Esiste allora una successione crescente di numeri naturali {m;] tale che

ﬂmk < mk/k.

0 m = my
Poniamo: p,, =
m = Mg.
my
(o) oo
B allora immediato constatare che le serie 3 7, ¢ 3 B, 7, Sono
m=1 m=1

- [ee]
convergenti mentre la serie X wm y, & divergente; pertanto, in tal caso,

m=1
dalla convergenza di X 8, y, non segue quella di X m yy .
m=1 m=1

Supponiamo ora che non esista un numero positivo B, tale che
Bm/m < B, per m abbastanza grande ; ne viene che max lim B, /m = co.

m— oo
Esiste allora una successione crescente di numeri naturali {m;} tale che
ﬂmh > hmy.
0 m == my
Poniamo: y,, =

— m= my.
h2my,
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(=] oo .
I allora facile constatare che le serie 3 y, e 3 my, sono
m=1 . m=1

(o8]
convergenti mentre la serie X f, y, & divergente; pertanto, in tal caso,

m=1
dalla convergenza di X m y,, non segue quella di 3 f,, 7. In tal modo
m=1 m=1

¢ provata la necessitd della condizione. La sufficienza & del tutto ovvia.

Cosi il lemma & completamente dimostrato.

Consideriamo ora, preliminarmente, il caso dello spazio euclideo S,
a due dimensioni; il punto generico di S, verra indicato con z; indicheremo
inoltre con p la distanza di z dall’origine e con  ’anomalia di 2.

Richiamiamo dapprima la condizione di Hadamard, relativa al caso in
cui X sia la frontiera di un cerchio.

I. Siano X una circonferenza di centro Porigine del piano z e di raggio
R, s Vascissa curvilinea di 2 ed f(s) una funzione sommabile su =. Con-
dizione necessaria e sufficiente perché f(s) appartenga a T (3) é che, posto
v = 8/R ed indicate con a,, ¢ b, le coordinate di Fourier di f(R <) relative
all’intervallo 0 << v << 2 n (¥), riesca:

o

(1) S m(an, + bh) < 4+ oo

m=1

Indichiamo con D il cerchio di frontiera X . Per la u(z), la quale &
& armonica in D, appartiene a ) (D) ed ha come traccia su X la f, sussiste
il seguente sviluppo in serie, uniformemente ¢onvergente in D:

w () = =&+

— % 15 (o/R™ (ay, cos m & + b,, sen md) (*3).
VZn

V; ne=1

(#?) Per coordinate di Fourier di una funzione sommabile ¢(7) relative all’intervallo
0 << 7 <<2x intendiamo i numeri:

27
a ! (z) d
=-——|edr
0 V2n
0
27 2m
1 1
a =— | @(ecosmrdr b,="—= ]| e@senmzrdz (m > 0).
" Vﬂ Vn
0 0

(43) Per stabilire questo sviluppo basta ricordare che:

27

27
lim fu(e,w?) ém?d d19=ff(Rr)ei”" dv.
0 0

e—~R
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Da qui si trae che, se f appaftiene a T(3), rviesce:

%
S m(ah 4+ b2) < /|grad ul? do
D

m=1

qualunque sia k¥ e quindi & provata la necessita della condizione.

(o)
. . 2 . . .
Se invece 8i ha X m (afn + o) < + co, indicata con u, la ridotta
m=1
n-esima della serie scritta in precedenza, riesce :

; ntp 2 2
|grad (Ungp — un) > de = 2 m (ay, 4 b)
m=n+1
D
e da cid segue facilmente la sufficienza della condizione.

Indicata con X la frontiera di un campo limitato di classe 1, con s
I’ascissa curvilinea di ¥, con L la lunghezza di X, diremo che la fun-
zione w(s) definita su 3 ed ivi sommabile, & dotata di derivata debole di
quadrato sommabile su > se esiste una funzione di quadrato sommabile su
2, @ (s) tale che in corrispondenza ad ogni funzione v (s) di classe Cy su

2 si abbia:
fw(s) d;s(s) ds = ——f(p (8) v (8) ds.
3

b

La classe delle funzioni w{s) definite su Y, ivi sommabili e dotate di
derivata debole di quadrato sommabile su 3, verra indicata con 3 ().

Possiamo ora dimostrare il seguente teorema :

II. Siano R un numero positivo ¢ K (t) una jfunzione periodica di pe-
riodo 2 x R, sommabile nell’intervallo (0,2 n R). Posto 9 = t/R, indi-
chiamo con a,, e b, (m =10,1,...) le coordinate di Fourier della funzione
K (R 39) relative all’ intervallo 0 <9< 2n. Allora, se C & una circonfe-
renza di raggio R ,s & Vascissa curvilinea di C, f(s) una jfunzione definita
su C ed ivi sommabile, condizione necessaria ¢ sufficiente perché I’appartenenza
di f(s) a T(C) equivalga allappartenenza di

D(t) = f=* K:jf(s)K(t——s) d s (*4
¢
a B(C) é che a?, + b2 sia asintotico ad 1[/m.

(#) B immediato constatare che la funzione di s: f(s) K (!t — 8) & sommabile in
(0,2x R) per t fissato quasi ovanque in questo intervallo e che la funzione di ¢:

ff (8) K (t — 8) d8 @ sommabile in (0, 2 = R).
4]
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L’appartenza di @ (f) a & (C) significa, come s’& prima detto, che
esiste una funzione ¢ (t) definita su C ed ivi di quadrato sommabile, tale
che riesca:

2) /@(t)d;’t(t)dtz—jqa(t)v(t)dt

¢ ¢

per ogni funzione wv (f) di classe (, su C.
B immediato constatare che il sistema (2) & equivalente al seguente :

¢ ¢
i tm— tm
(3) '—R’f D (1) e Rdt:—f(p(t)e Bat  (m=0,1,...).
¢ C
1 imi 1 imi
I"oniamo:}z—fK(t)e Rdt:cm, Eff(s)e Rds:rm.
¢ ¢

Con un’inversione dell’ordine di integrazione si ha:
. t
’bml—?‘ )
fe dtfj(s)K(t—s)ds:chmrm,
4
e quindi:

2
= R?m? e, [ |tm[? =

y im—t—
%f@ Rdtff(s)K(t—s)ds
c C

=g m’R® |, [' (d% + bL) ().

Si ha allora che condizione necessaria e sufficiente per V’esistenza di una
soluzione ¢ (t) del sistema (3) &: S m? [t |” (a, + V2,) <<+ oo. Draltra
parte, dal teorema I si trae che, per ?’?i)partenenza di £ a T(O), & ne-
cessaria e sufficiente la condizione: 3 ™ |tm[* < 4 oco0. Dal confronto

m—

di queste due condizioni si trae intanto che, se a2 -- b2 & asintotico ad

(#5) 8i ha infatti |o,, [>== (a2, + b2,) per m=1.
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1/m la convergenza dell’una serie implica quella dell’altra e viceversa.
In tal modo & provata la sufficienza della condizione.
. hd 2 =
Se, d’altra parte, le due serie S m’ |7,,[? (an, +b0) € 3 m [ 7w |
m=1 m=1
sono c-équivalenti in corrispondenza ad ogni funzione f sommabile su C,
in particolare saranno tali in corrispondenza ad ogni funzione di quadrato
sommabile su (', ciod in corrispondenza ad ogni successione {|z,,[*} tale
che Z | T2 << + oo ed allora, per il lemma 1 si ha che am+b2

m=1
asintotico ad 1/m. Cosl & provata la necessita della condizione.

L’estensione di questo teorema al caso di un campo piano qualsiasi,
anche non circolare, & fornito dal seguente :

IIT. Siano A wun campo di classe 1 del piano (v,y), L la lunghezza
della curva 3 che costituisce la jfrontiera di A ,s Vascissa curvilinea di
2, f una funzione sommabile su I , K (t) una funzwne periodica di pemodo
L sommab@le nellintervallo (0, L).

27t | .. , . . .
Posto 9 = ==~ indichiamo con a, e b, le coordinate di Fourier di

L
K (2_0) nell’intervalle 0 < 9 < 2 . Allora, condizione necessaria ¢ suffi-
n .
ciente perché UPappartenenza di f(s) a T () equivalga allappartenenza di

D@)y=/f=* K=ff(s)K(t—s)ds a B (3) ¢ che al, -+ b, sia asinto-
z

tico ad 1/m.

Dato che 4 & un campo di classe 1, esistono un versore 1(f) avente
origine nel punto ¢ di X, penetrante nell’interno di 4 e le cui compo-
nenti sono funzioni di classe ¢, su 3, ed un numero positivo g, tale che
I’insieme descritto dal punto { -+ o 4 (), per ogui fissato o in (0, g,), al
vari_are di { su X', risulta contenuto in A ed in corrispondenza biunivoca
con 3. Supporremo che sia g, << L/4 n. Indichiamo con { (8) il punto
di > che ha ascissa curvilinea s e con A’ l’insieme descritto dal punto

8) + o0 A[L(8)] al variare di s nell’intervallo 0 <s<< L e dig nell’ in-
tervallo 0<o<og-

Indichiamo inoltre con C la circonferenza di centro lorigine e raggio
L/2 n, con s Vascissa curvilinea di ¢, con =z (s) il punto di ¢ di ascissa
curvilinea s, con »(2) il versore della normale interna a C in z, con D
il cerchio che ha C per frontiera e con D' Dinsieme descritto dal punto
Z (8) + o »[2 (s)] al variare di s nell’intervallo 0 << 8 < L e di ¢ nell’ inter-
vallo 0<< o <<g,. Siano x(g,s), y(o, ) le coordinate dal punto z(s)4-o»[2(8)]
& £(0,8), 5(o,s) quelle del punto ¢ (s) 4 ¢4 [C ().



di Dirichlet finito 75

Le equazioni # =x(0,8), y =1y (0, s) pongono una corrispondanza
biunivoca tra i punti di D’ e quelli del rettangolo definito dalle limitazioni
0<0<gy; 0<s<L.

Indichiamo con s=s(®,y), o=o¢(x,y) le equazioni della corri-
spondenza inversa; & allora evidente che & = & [o(x,¥)], s (®,)],
n=mnlo@,y), s(@,y)] sono le equazioni di un omeomorfismo di classe
1 tra A7 e D' (*%). Scriveremo tali equazioni brevemente nel modo che
segue: &=~¢(x,y), n=n7n(x,y), mentre le equazioni della trasforma-
zione inversa saranno: x = (t,9), y=y (&, n.

Cid premesso, passiamo alla dimostrazione del teorema.

Supponiamo che la funzione f(s), pensata come funzione definita sulla
circonferenza O, appartenga a T (C). Indichiamo allora con u (2) la fun-
zione definita nel cerchio D, appartenente a C) (D), armonica in D ed
avente come traccia su  la funzione f(s). La funzione v () = u [x (&, 1),
y (&, 7)), definita in A’ — 3, appartiene a K (4’ — 3) ed ha come
traccia su X la funzione f. Sia w ({) una funzione di classe 0, in A,
coincidente con o ({) in 4" — X (Pesistenza di una funzione siffatta & di
immediats verifica). La funzione w ({) appartiene ovviamente a N (4) ed
ha come traccia su 2 la funzione f.

Supponiamo invece ora che f(s) appartenga a T(X) e indichiamo con
w (£) la funzione armonica in A appartenente a ) (4) ed avente come
traccia su 3 la f. Allora la funzione w({)=w[f(®x,y), 75, y)
definita in D’ — (¢ appartiene a Y (D’ — C) ed ha come traccia su C
la f(s). Sia w (¢) una funzione di classe C, in D e coincidente con
o (?) in D’ — (. Tale funzione appartiene a ) (D) ed ha come traccia
su C la f(s).

In tal modo si & provato che 'appartenenza di f(s) a T(Z) equivale
alla appartenenza di questa funzione a T (C). Allora, in virtd del teorema
precedente, & provata la tesi.

Portiamo ora alcuni esempi di funzioni K (¢) che soddisfino la condi-
zione richiesta nel precedente teorema.

Un primo esempio & fornito dalla funzione che nell’intervallo (— L/2,
L/2) coincide con |[t|~%2 ed & definita, fuori di tale intervallo per pe-
riodieita.

(#6) Dicendo che x ==z (£,%), y=1y (£, n) sono le equazioni di un omeomorfismo
di classe 1 tra un insieme A4 del piano (§, 1) ed un insieme B del piano z,y intendiamo
che tali equazioni pongono una corrispondenza biunivoea tra i punti di 4 e quelli di B,
che le funzioni % (£,%), ¥y (§,7) sono di classe C, in 4 e che la matrice jacobiana di
tali funzioni ha determinante mai nullo.
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. . Ly |2
Dato che |t|~1/2 & funzione pari, si ha : f\ sen md d¥ =0,

1L
2n

—1/2
cos md dd =

—1/2
cos mP df = 2 f‘Lﬂ

7T

1/2 — 12
=2(—%1) fﬂ cos md do .

L
0
Posto md = 0%, s8i ha: f ) cos md d9 = f cos ¢? do.
0
Tenendo conto della relazione di limite: lim [cos o? do = — V—’
m — 00

esiste

si ha che, fissato & soddisfacente le limitazioni 0 << & < - l/2 ,

un numero naturale m, tale che per m > m, riesce:

Vm=

1 T 1 T

—VE _.< i< — |/ =

2V2 € [cosa o 2V2+8,
0

e quindi per m > m,:

V:Te (]/~ — 26) / # LY os mo a9 < V (V— + 2 a)

Con c¢id & provato 1’asserto.

2xt\— 14
Come secondo esempio consideriamo la funzione K (f)= (l—cos -Z—) .

Per dimostrare che questa funzione soddisfa le condizioni richieste dal

precedente teorema, basta osservare che la differenza

27 27t ‘27
— - — 921/4 —-1/2 — —_— — —1/4 __ 91/4 —1/2
V 7 (1 cos ) U4 | ¢ ]/L (1 — cos ) 214 | 9|12

& continua con la sua derivata prima in (— =z, =)
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Ne viene lesistenza di un numero positivo B > 0 tale che:
I 1
l[[(l — cos §)~U4 — U4 | §|~12] cos md dY | < B e (*n.

D’altra parte, come prima §’¢ visto, esistono due numeri positivi A’
ed A’/ tali che:

7T

1
A’ < 21/4/|0|”1/2 cosmd dd < A" —.

Vm

Da qui si trae I’esistenza di due nuwmeri positivi B’ e B’/ tali che:

T

1
B = < /(1 — cos 9"t cos mPdd < B —.

m

-7

Tenendo conto inoltre del fatto che: ](l — cog 914 gen md d9 = 0,

si ha D’asserto.

Dimostriamo anche il seguente teorema:

IV. Siano A un campo di classe 2 del piano 2z, L la lunghezza della
curvae X che costituisce la frontiera di A ,s UVascissa curvilinea di 2,
z = 2 (8) DVequazione parametrica di = rispetto all’ascissa s, f(s8) una fun-
ztone appartenente ad LG (). Allora, condizione necessaria e sufficiente percheé

J appartenga a T(Z)é che la funzione D* Kt) = J S(8) |2(8) — 2z ()2 ds sia
P

dotata di derivata debole di qudrato sommabile su X (48).
Tenuto conto del fatto che la funzione K, (f), la quale coincide in

<—;, :‘S_) con |t|7U2 ed & definita altrove per periodicitd, soddisfa la

(#7) [37] p. 263.

(*8) La condizione che f appartenga a £0 (3) @ necessaria per Vappartenenza di
f a T(X); si pud anzi dire che se fc T () allora f appartiene a LP) () con p ar-
bitrario come segue da un risultato di S. L. Sobolev [42].
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condizione del teorema III, per dimostrare la tesi basta ovviamente far
vedere che I’appartenenza di &*(t) a & (Z) equivale all’appartenenza di

D (t) = f J(8) K, (s — t) ds alla medesima classe. Per questo basta provare

che la funzione @* (t) — & (¢) appartiene a 3 (), dato che questa classe
& lineare, come subito si constata.

Sfruttando Vipotesi che 3 & di classe 2 si pud dimostrare facilmente
Pesistenza di due numeri positivi 4, e B, tali che, posto |z (¢2) — 2 (¢)|712 —

L
— K (s—1t)=H(s,t), per |[s—t|=Fk - si abbia:

0
| Zwe,0]= a0k 60+ B,

inoltre & facile vedere che, per ogni fissato s, si ha: lim H (s,t) =0.

t—s
Sfruttando queste relazioni si trova che, se v (f) & una qualsiasi fun-
zione di classe O, su X, riesce:

ff(x) as| H (s, afit) (lt:—/f(s) ds/a_%(:’t)v(t)dt.
> > ? > >

Per il teorema di Fubini (*°) sugli integrali doppi si ha:

ff s) His t)—dsdt —/f GH(S D (t) ds at

X XX

e quindi (4):

/%}dtff() (8, ds = —f dtff
b
f«p* )— o —dt_—/ dtfj

X 2z >

cioe :

(49) [18] pp. 375, 377,
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Dato che f(s) appartiene ad £® (3) e K, (s —t) a £G? (3), sfruttando
la diseguaglianza di Schwarz-Holder, si ha:

Uf(s)ﬂla%’—“ds}SAoflf(wKo(s—t)lderBo[1f<s)|dss
= b x

13 2/3
§A0< flf(s)P ds) (f|K0(s—t)|3/2 ds) + B, /|f(s)}ds.
> > >

Ne viene che f f(s)@if‘%i)
P

quindi di quadrato sommabile. Cid prova che &* (t) — D (t) appartiene
a B(2) .
Prima di compiere Vestensione al caso di uno spazio euclideo n-di-
mensionale 8, , dobbiamo fare qualche richiamo alla teoria delle funzioni
ipersferiche.

Introduciamo nello spazio S, un sistema di coordinate polari (¢, @,,...,
@n—g 5 ¥) ponendo:

ds & una funzione di ¢ limitata su X e

Xy = Q CO8 @,
X, == 0 Seu @, CO8 @, 0=0
Ty—g = 0 S€N @, SeN @, ...COS Pn_2 0<p:i<m

Ty_1 = @ S€N ¢, Sen @, ...sen p,_s cos P 0<9 < 2=

®, = @ Sen @, sen @,...sen p,_ sen ¥ ().

(%) In questo sistema di coordinate curvilinee l’elemento di misura ipersuperficiale
della ipersuperfioie sferica unitaria 2 8: do = sen" 2 @, sen" > @, .seng, odp...dp, _, dd.
Pertanto, indicato, con R linsieme definito dalle relazioni 0 = ¢, == (k=1,..,n—2)
0<% < 2x, dicendo che f & sommabile (di quadrato sommabile, etc.) su £ intendiamo
che la funzione f[cos g, sen @) cos @y, ..,8en @, ... sen g, ,sen #] & sommabile (di
quadrato sommabile ete.) in R rispetto alla misura definita sui boreliani B contenuti in R

dall’ integrale di Lebesgue fsen"—'2 @880 @ o, dp;..dep, o ad.
B



80 Luciano pr Viro : Sulle funzioni ad integrale

Indichiamo con @, (#;,..., %, un polinomio armonico omogeneo di
grado m ; prendono il nome di funzioni ipersferiche di ordine m tutte le
funzioni Y, (¢, ,..., Pu—2,?) definite sulla ipersuperficie sferica unitaria
0 dalla relazione :

Qm @50 eey@n) =0" Yy (1900 y Pu—2,9) 0>0,m=0,1,...(5)

Queste funzioni, nel caso n = 3, coincidono con le funzioni sfe-
riche o di Laplace (*?); esse inoltre godono di proprietd analoghe a quelle
delle funzioni di Laplace. Le funzioni Y,, sono soluzione dell’equazione a
derivate parziali :

@) m(m A — 2) ¥V, + ! & Tn
o "l sen? @, ...8en° @y 99
n—2 1 1 oY
> : (S (n—1—h) "l—10 =0,1,...
+h=1 sen g, ...sen@,_; sen™ 1= o g @y, \ e 7173 h m=m%%4

Altre proprieta delle funzioni ipersferiche cui faremo ricorso sono :

19 Pinsieme delle funzioni ipersferiche di ordine m & lineare ed ha
una dimensione finita che verra da noi indicata con u,,, cioé¢ in corrispon-
denza all’intero non negativo m si possono determinare soltanto u, fun-
zioni ipersferiche di ordine m linearmente indipendenti ed ogni altra riesce
combinazione lineare di queste;

29) due funzioni ipersferiche di ordine diverso sono ortogonali su £,
si ha cioe:

(5) /Ym Y,do =0 (m =% 7);

0
3% ogni funzione f(x) definita su £ ed ivi di quadrato sommabile

oo
pud essere rappresentata nella forma: f(x) = 2 Y, () la serie a se-
m=0
condo membro riuscendo convergente in media di ordine 2 su £ ed uni-
formemente su 2 se f & di classe O, ;
4% se con P, (m=0,1,...; §=1,2,...) indichiamo i polinomi
di Gegenbauer, definiti dalla relazione :

(1 —2at+ a2 = 3 am P (1)

m=0

(51) [2] p. 204.
(5% [37] p. 180.
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ove |2at| 4+ |a|* < 1 e se per ogni coppia di punti x,y di £ poniamo:

' él Tr Yr

Y (:7”’?/) = Wﬂ—

su £ ed ivi continua, la funzione di y: ff(x) P2 [C(x,y)d, o riesce
@

(%), in corrispondenza ad ogni funzione f (x) definita

una funzione ipersferica di ordine m ;

5% se f & una funzione definita su £ ed ivi sommabile, la funzione
armonica nell’interno dell’ipersfera unitaria ed avente ¢come traceia su £
la f ha Despressione :

m=0

U = oy E (2m 4+ n — 2) o™ ff(y) P20 (x, y)dyo
Pl

n
ove ocn=I'(

—2

5 )/47!”/2 (54) .

Da qui, tenendo presente che [|grz;d u|2tdx= — fu % do ove v in-
D &D

dica la normale interna ad & D, si trae la seguente condizione necessaria e
sufticiente perché / appartenga a T (£2):

[e=)

6) = m@m-+n— 2)2fdm 0 [ff(y) Pr=2[C(a,y)] dy, ar< -+ oo (%9).
g s

m=1

Dalla proprietd 3% discende in particolare che, se f (f) & una funzione
definita in (— 1, 1) e di quadrato sommabile rispetto alla misura z, definita
sui boreliani B contenuti in (— 1, 1) nel modo seguente

s—1
7, (B) =j(l — 2 dt,
B
posto :

$
1 (2m4s)(s—1)!m! r (7)
S —
" 2Va (s m—1) F<3+1>
(=LD

SO P, (6)dzs,
2

(%3) Con |z| intendiamo la distanza di « dall’origine.

(54) Con il simbolo I'(¢) intendiamo la funzione euleriana I' ofr. [38] p. 706.

(35) La dimostrazione di questo risultato ® analoga a quella del teorema I di questo
paragrafo.

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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. (=] .
si ha: f(f) = mi‘o cgf‘) P; (t), ove la serie-a secondo membro converge ad

f in media di ordine 2 rispetto alla misura =, ed uniformemente se f & di
classe C, (%),

Se f & una funzione sommabile rispetto a ¢, in (— 1,1), i numeri
cif‘), definiti in corrispondenza ad f, prendono il nome di coordinate di f
rispetto al sistema {P3) (m =0,1,...; 8=1,2,...)

Il immediato constatare che, per s = 1 i polinomi Ps  coincidono, con
i polinomi di Legendre ed i numeri cﬁj‘) con le coordinate di Legendre

ai g 22 [ro B 0@,
e

Se ¢ () & una funzione definita sulla ipersuperficie sferica unitaria 0Q
ed ivi di classe ¢, , come gradiente di g su (2 assumeremo il vettore ad
n — 1 componenti :

9 dg. 1
grad g = —g, —Q——,
09y~ s sen g,

b9 1 Y 1 20 o
@, sen @, 8en @, " Gz sen@, .. sengu_3’ 49 sen @, ... 8en Eu_s/’

Diremo inoltre che la funzione g(x) definita su £ ed ivi sommabile &
dotata di gradiente debole di quadrato sommabile su £ se esiste un vettore
Y () ad n — 1 componenti di quadrato sommabile su £ tale che in
corrigspondenza ad ogni vettore V (x) ad » — 1 componenti v,,...,v,;, di
classe C, su £, posto:

n—2 1 1
—_— n—1—nh
BV @] = ;51 Sen @, ... 8el @y sen™ 1=k ¢, 3 @, [(sen n) o+
1 0 Uy
) +sen @, ...8e0 @, 09 ’

(58) Per i risultati relativi alle funzioni ipersferiche ed ai polinomi P“’m sopra ri-
portati, si pud vedere [2] pp. 204 e seg..

(57) [37] p. 356.

(58) Queste espressioni per le derivate parziali fatte lungo le linee coordinate di £
ai equazione g, = costaute, @ == costante, si ottengono subito ricordando che:

(d 8)% == (d@)® + ® (dg,)? + o? sen® ¢, (dp,)? + ... + @ sen? ¢, ... sen? Pu—y (dd)ye.
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si abbia:

ng(V)da:—fq’X Vdo .
el 2

I subito visto, mediante integraziohe per parti, che se g e di classe
0, su Q il vettore ¥ = grad g soddisfa questo sistema di equazioni.

Indicheremo con 3 (£2) la classe delle funzioni definite su £, ivi
sommabili e dotate di gradiente debole di quadrato sommabile su 2.

Cio posto, possiamo dimostrare il teorema :

V. Sia K (f) una funzione definita nell’intervallo (— 1,1) ed ivi som-
mabile rispetto @ v,—p; siano ¢, le coordinate di K (t) rispetto al sistema
dei polinomi (Pr—2}.

Allora, se f(y) é una funzione definita su 2 ed ivi sommubdile, condi-

—

zione necessaria e sufficiente perché Vappartenenza di f(y) a T () equivalga

all’appartenenza di D (x) = ff ) K[C@,y)dyo0(*® a B(2) é chec, sia
@

asintotico a I/E .

Cowme si & prima detto, Vappartenenza di @ () a B (L) significa che
esiste un vettore ¥ ad n — 1 componenti di quadrato sommabile su 2
tale che in corrispondenza ad ) ogni vettore V ad n» — 1 componenti di
classe C; su Q riesca:

) f@E(V)da:—f!I’deo.
2

Q

Indichiamo con Y* (t =1,..., u,) un sistema di u, fanzioni iper-
sferiche di grado m > 0 tali che:

/ 1
_—_— k=nh

m (M —2

8) f YE yhde=|"" T2
2 0 k= h.

Poniamo U* = grad Y% .
m n

—

(39) E immediato constatare che f (y) K[C (x,y)] ® somuwabile su £ rispetto ad y,
fissato quasi ovunque il punto x su £, e che & (x) ® sommabile su Q.
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E facile vedere, sfruttando le (4) e (8), che il sistema { UX} & ortonor-
male nello spazio hilbertiano § dei vettori ad n — 1 componenti ognuna
delle quali & una funzione di quadrato sommabile su 2 (%),

Facciamo vedere che condizione necessaria e sufficiente perche, asse-
gnato P, esista una soluzione ¥ del sistema (7), & che esista una soluzione
¥*, appartenente ad S, del sistema:

(9) m(m—}-n-—2)fd§ Yﬁdo:fg‘*xlf";do (k=1,...0m;m=1,2,...)
2

il quale & stato ottenuto assumendo, nel sistema (7), come vettori V i vet-
tori del sistema {UF}.

Basta solo mostrare la sufficienza della condizione; cominciamo con ’osser-
vare che il sistema di funzioni Wm(m—l—n—2) vkl (F=1,.c0ipty; m=1,2,...),
cui si aggiunga la funzione 1, in virtd della proprietda 3° sopra richiamata e
delle relazioni integrali (5) e (8), & ortonormale e completo nello spazio hilbertiano
S’ delle funzioni di quadrato sommabile su Q(%1). Siano V un vettore di classe
Oy, su Q2 ed a le coordinate di Fourier di B (V) rispetto al sistema

oo “"
{Vm (m +n —2) YE); si ha in 8 B(V)= 21 l’m(m—l—n-—-2)k2": a® Yk
ni==. —
Dato che riesce: f YERE(V)do = --/ Uk >V do, per le coordinate di
2 Fol

(%) T/insieme lineare dei vettori ad n-— 1 componenti, ognuna delle quali & una
funzione di quadrato sommabile su £, pud riguardarsi come spazio hilbertiano introdu-

cendo il seguente prodotto scalare: (U, V) =/ U>< V de. Allora il sistema di vettori
2

{7, | ® ortonormale se: f V<V do = 37;.

(]
(1) In uno spazio di Hilbert un sistema ortonormale di vettori {u,} dicesi completo
se ogni vettore u di tale spazio pud porsi nella forma u= 3a, u,; in tal caso i numeri

a, prendono il nome di coordinate di Fourier di u rispetto ad juk} ed hanno l’espres-

sione a, = (u, u;); inoltre riesce Zk |a,c P=(u,u). Se | vk{ 8 un sistema ortonormale,

la serie 3 (u, vy) v, & convergente verso un vettore v e si ha la disegnaglianza (di Bes-
k

sel): (v,v) << (u,u) (cfr. [18] cap. V).
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Fourier del vettore V rispetto al sistema {Uk} si ha:

fVXU,’; do= — a,g“)/}/m(m +n—2).
g

Esiste allora un vettore W di S tale che:

oo 2 “m
W= X 1/fm@m+n—2) 3 a® Tk,
k=1

m=1

Supponiamo ora che in corrispondenza ad una funzione @ sommabile
su Q2 esista un vettore ¥* di S soluzione della (9).

Moltiplicando ambo i membri della (9) per a(ﬁ)/m(m +n—2), som-
mando sugli indici m e k e passando al limite sotto il segno di integrale,
si ottiene :

[@ E(V)do = — f‘I‘*xW«lo(“Z).
o 0

(6?) Il passaggio al limite sotto il segno d’integrale:

m==

oo 2%
S Vmm +n—9 k{laﬁ? /sb 44 do=f¢E(V)do
Q Q

® lecito, dato che K (V) & una funzione di classe C, e quindi la convergenza della serie

o Hm
> Vm (m+4+n—2) 3 a(m’“) Y:f‘ & uniforme su £, come segue dalla ricordata proprietd
m=1 k=1

3a) delle funzioni ipersferiche. I1 passaggio al limite sotto il segno d’integrale:

ot 1 fm k > 1 A "
—_— P* < U? do= —_— a U> < ¥P*d
m2=1Vm(m+n—2)k£1amf n Qfmél Vm(m+n—2) ;‘él m - m o
Q

® consentito dal fatto che ¥* appartiene ad S.
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Per le diseguaglianze di Cauchy-Schwarz (%) e di Bessel (%), si ha:
1/2 1/2
Ij@E(V)do S(]]T*Pdo) (f|17|2do) .
2 2 2

Ne viene che [@ E (V)do & un funzionale lineare e continuo di V nella

Q
varietd costituita dalle funzioni di classe 0, su 2 (%). Allora in virta di

due noti teoremi di Analisi funzionale: il teorema del prolungamento di
di Hahn-Banach (%) e quello della rappresentazione dei funzionali lineari e
continui negli spazi di Hilbert (%), esiste un vettore ¥ di § tale che:

f@E(V)do::——f‘Pdeo.
"3 o

B cosi provato che, se il sistema (9) & risolubile, tale & anche il
sistema (7).

Siamo in tal modo ricondotti a dimostrare che, condizione necessaria e
sufficiente perch® f appartenga a T (Q), & che esista un vettore ¥ di
S soluzione del sistema (9) in corrispondenza alla funzione

® (@) = [f(y)Kw(x, W dy o
)

Poiche per ipotesi K (f) & sommabile in (— 1,1) rispetto alla misura v,_s,

¢ possibile determinaré una successione {K, ()] di funzioni di classe C,

in (— 1,1) convergente in media di ordine 1 rispetto a 7, alla funzione K(t).
Allora, se v (f) & una funzione continua in (— 1,1), si ha:

(10) lim K, ()0 (t) @ tu—y = f E()v(t)dtys.

(=11 (=11

(%) [18] p. 463.

(64¢) Cfr. nota (61).

(85) Com’® noto, in uno spazio di Hilbert un funzionale lineare F(u) & continuo se
e s0lo se esiste un numero positivo M tale che |F (u)|2=<<M (u, u).

() [18] p. 135.

(¢7) [18] p. 205.
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Inoltre, posto @, (r)= ff (y) K, [C (®,y)] dyo si ha:

(11) lim D, (x) v (x) do = / ) v (%) do;

r —> oo

infatti, applicando il teorema di Fubini sugli integrali doppi, ed indicato

con M il max |v (x)|, si ha:
xe

'[[¢r($)‘” D (x)] v () do St’”flf(y)ld“flKr[C(w,y)]——Klo(w,?/)Hdmv
Q2 Q Q

e da questa diseguaglianza segue l’asserto, dato che, com’® ovvio riesce,
uniformemente rispetto ad y:

lim flKr[G(w,y)]——K[O(w,y)]]dwo=0.

r—>oo

Indicate con ¢,,, le coordinate di K, (f) rispetto ai polinomi {P7=2(t)},
si ba uniformemente in (— 1,1): K, () = 33 Crm Pr—2(t), dato che K, (?)
¢ di classe O, in questo intervallo. Si h';goallora uniformemente su £:
D, ()= 5 Ocr,m Sf@)Pr?[0(w,y)]dyo. Per le proprieta 1*) e 4) delle funzioni

m—

ipersferiche prima ricordate, tenendo presente che per ogni fissato m > 0 le
funzioni (Y%} (k=1,....,u, ) costituiscono un sistema ortogonale e

sono quindi tra loro linearmente indipendenti, si vede che esistono e sono
univocamente determinate, per ogni m > 0, u, costanti a,,; tali che:

ff WP 0@, Y] do= 3 a,, Y@,

k=1

Si ha pertanto :

: \ ) H“m
P () =c,, ff(y) dot+ 2 ¢ 2 a  Yk(x).
m=1 k=1
2
Per Vuniforme convergenza della serie a secondo membro e ricordando
. : 1 .
le (8) si ha: f¢rY£d6=cr,m “'”"‘W?)' Da qui, per le (10)

2
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1
o, , 0.
mmk o (m - — 2)

ol
di Fischer-Riesz si ha allora la seguente condizione necessaria e sufficiente
perché il sistema (9) ammetta soluzione in §:

ed (11), si trae: f(I) YE do = ¢ Per il teorema

-3 Em
(12) - PRAC A P

D’altra parte, avendosi:

Hm
D YE (k)  (m>0),

k=1

[rap106,ma 0=

2
e ricordando le (8), la condizione necessaria e sufficiente perché f appar-
. ©  (2m--n—2)2 “m
tenga a T (9), espressa dalla (6), diventa: X — 2 a2 < oo
m—1 Mfn—2 g ™

I immediato constatare che questa condizione & equivalente alla :

oo Hm
2
mz—‘-l " kzl ke < Foo.

Dal confronto di questa con la condizione (12) si trae intanto,
ovviamente, che se ¢2 & asintotico a m, la convergenza della serie

=) “m o “m
S 2 I ol  implica quella della serie 3 m 3 «? e viceversa. In tal
m,k i,k
m=1 k=1 m=1 k=1
modo & provata la sufficienza della condizione.
=) Hm =) Hm
Se d’altra parte, le due serie: 3 ¢! X a2 e X m I o
) n m,k m, k

m=1 k=1 m=1 k=1
sono c-equivalenti in corrispondenza ad ogni funzione f sommabile su

2, in particolare saranno tali in currispondenza ad ogni funzione di qua-
drato sommabile su £, cioe in corrispondenza ad ogni successione {a,, ]} tale

o  “m
che m2='1 751 ol ,<<+oco ed allora, per il lemma 1, ¢} @ asintotico ad m.

Il teorema risulta cosi completamente dimostrato.
Un esempio di nucleo K (¢) soddisfacente le condizioni espresse nel-
n 3

+ —_
Penunciato del teorema V &: K (f) = (2 — 2t) > * (%). Innanzitutto
questa funzione & sommabile in (— 1,1) rispetto alla misura zy_s.

(68) Si osservi che, per ogni coppia di punti z,y di 2 riesce:

3

t1 —nty

o2

[2—20@,y] = |z—y]




di Dirichlet finito 89

Tacciamo vedere che la coordinata ¢, di K (f) rispetto ai polinomi
Pn2(t) @ asintotica a Vm .

Supponiamo che sia n >3 . Poniamo n— 2 =s3s. Valendosi della
rappresentazione integrale di Mehler-Dirichlet per i polinomi P? (t):

r s+1
1 ss4+1)...(8+m—1) ( 2 ) 2
—V: m! r ( 8 ) sen*—1 ¢

2

Ps (cos ) =

? s

./cos [(m 4 %) t] [2(cos t — cos (p)]?_l dt 0 <p<a) (),

0

si ha:

y 2m + 8 8 n(cost — cos @)1
()———fcos[<¢;z+—2—>t] dat e -~ sen @ dop,
[

200 (1 — cos )2+
0

’

da cui si trae:

(13) ¢® = %j_—sf[a (1 —cost)—1/4 - a (t)] cos l(m —+ %) t] de

0

ove si & posto:

8
§— ; 7—] (—1F ity =218 5 °° ———1\ 1 (cost——l)".
k=0 ) k‘l“ _élt_ k=0 k /k_l__ 2
. 2 |(s/2 — 1 . R . . .
Avendosi X T < co in virth dell’ipotesi s = 2, la funzione
k=0

(89) Questa rappresentazione si pud dedurre da quella di Laplace (ofr. [2] p. 391)
seguendo il medesimo procedimento che si usa nel caso dei polinomi di Legendre (efr.
[46] p. 219).
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o (t) risulta di classe O, in (0,n); allora esiste un numero A;>> 0

tale che
_Ua(t)cos Km+-%)t]dt’5%.
0

D’altra parte si era gia provata Desistenza di due numeri A’ ed 4’/
con 0 << A’ < A’ tali che definitamente si abbia:

Vi%stofa(l — cos t)~ /4 cos [(m + %) t] dtlg ;/4%

Da qui si trae l’esistenza di due numeri positivi B’ e B’/ con
0 < B’ < B’” tali che definitivamente riesca : '

BI/

Vm’

(14)

11 < 'f[a (1 — cost)=14 4 a (t)] cos [(m + ‘i) l] dt ‘ <
V'm § 2

Le (13) e (14) consentono di concludere che cﬁ,? e asintotico a Vﬂ

Nel caso che sia n =3, cio®8 s =1, la dimostrazione procede in
modo pressoch® analogo. In tal caso si ha:

T

D = (2m - 1) f(2 — 2cos @)~ P (cos ) seng do;

0

sfruttando la rappresentazione integrale :

7

1
. VE sen l(m —I— —2—) t]
P (cos ¢) = - (cos 5 — cos dt (),

P

(") Questa rappresentazione integrale si deduce da quella di Mehler-Dirjchlet (cfr.
[46] p. 220),
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gi ha:

1 [ 1 sen ¢ dg
1) = —_
Om =@m+1) oy j sett [(m + 2) ]dtf(l cos @) (cos ¢ — cost)li?’

0

da cui si ottiene:

1
c(l 2m -+ 1) 21/4 f(l — cost)~Utsen [(m + ) }d 17

/
1
2 (=5 (—vp . -
ove b= 3 2 )27 | Da qui si trae Passerto.
E )k LI

4

3. Condizioni necessarie e sufficienti per le funzioni di T(2).

Richiamiamo alcuni teoremi dei quali ¢i dovremo servire in questa parte.
I risultati che saranno stabiliti in questo paragrafo, nell’ipotesi che X sia
di classe 2, potrebbero essere dimostrati anche ammettendo soltanto che X
sia dotata di iperpiano tangente variabile con continuita holderiana.

I. Siano A un campo di classe 2 dello spazio euclideo 8,, X la sua
Sfrontiera, f(y) una funzione appartenente a T (3).

Allora la funzione w (x) armonica in A, appartenente a <K (4) ed
avente per traccia su X la f, ha UVespressione :

: d,,
(1) w (”) (" . 2 [f avy lw yl“__z ¢ Y +
—+ 1 rad u (y) >< grad d
(n . 2) o g g Yy ‘ y',,_z y
4
n[2
ove Wy = 2 (M.

(3)

(") Se n =2, mnella (1) si deve sostituire 1/(n — 2) @, con 1/2% e 1|z—y|" 2

Y|

segue ma noi, per brevitd, non le richiameremo.

1
con log |_56———_ Analoghe sostituzioni dovranno farsi, per » =2 in tutta la parte che
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Infatti, conservando per i simboli g, ed 4, il significato introdotto
nel § 1, si ha, com’® noto, per ogni o tale che 0 <Tp <<, © per
xc 4,

1 1
_ —dy.

e

Passando al limite per o che tende a zero, sfruttando l’uniforme sommabi-
lita di w» (y) su & A, rispetto a o ("?), si ottiene la (1).
II. Siano A un campo di classe 2 e X la sua frontiera. Se f(y) é una
JSunzione definita su 3 ed ivi sommabile, per quasi tutti ¢ punti & di X la
0 1

Sunzione di y: fy)— ———m= ¢ Sommabile su 3. La jfunzione
3”y ly — &["=

w, (1) = j Sy 9i ’n_z d, o ¢ sommabile su X e, se f(y) é continua,
é umformemente holderiana con ogni esponente mfemore ad 1.

Inoltre la jfunzione wu, (r) ¢é dotata di traccia f, (§) su X la quale ha
Vespressione :

1

a’yy |§ — ?/|"_2 d, o (™).

@) A =" 0.1 +j Fl

Indicheremo con A () la classe delle funzioni f(y) definite su X',

. 1 .
ivi sommabili e tali che wu, (x) =ff(y) % l—;——ﬂ—m d, o sia contenuta
y | & —

in K (4).
II1. Sia 3 la frontiera di un campo A di classe 2 di S,. Per ogni y

1
=H,®,Y),

di 3 e per ognt x ontamo : — ———
per ogni x 4=y p vy [0 — y[i—

H,,.(w,y):Hm_l*Ho=/Hm_1(w,s>Ho<y,s>dw.

(™) Cfr. nota (18) del paragrafo 1.
(") Cfr. Fichera [13] e Miranda [31] p. 33.



di Dirichlet finito 93

Allora, la funzione H, ., (x,y) risulta continua al variare di x e di
y su 2.
Infatti, come si verifica valendosi delle ipotesi fatte su X', per ogni
coppia di punti # e y di X (distinti tra loro) riesce:
0 1 1
ary eyl = M=y
ove M, & una costante positiva.
Per un noto teorema sui nuclei iterati si ha allora che:

1
1 l.”__yln—‘d’
1 290
Iw l/‘ [} |Hu—2 ,’/ | S Mn——2 lOg‘ T 1

(ove & & il diametro di A) e inoltre che H,_; (¥ ,y) risulta continuo.

Da questo teorema segue che :

IV. Se 2 ¢ la frontiera di un campo di classe 2 e se ¢ (x) é una fun-
. zione sommabile su 3, il prodotto di composizione ¢, ;(x)=¢@* H, ; =

=f o @) H,—, (®,y) dy, o risulta continuo su 2.

1
lHi(ﬁ,y”SM ‘Hz(x,y)lgﬂlzm,.-.,

‘Hu—fi (m ) ?/)| g Mn—3

Dimostriamo che: R
V. Sia 2 la frountiera di un campo A di classe 2, e sia f(y) una
Sunzione definita su . Se f(y) appartiene a A () anche wu, (y) =

= f J (&) 6_6’; W:W d: o vi appartiene (*).

1

————— d, ¢ & armonica in A4 e,
a‘l/y |.’L‘ — y|n—2

La funzione: wu, () = f Sy

per ipotesi, appartiene a CK (4). Allora, indicata con f, (y) la sua traccia
su X, per la (1) si ha, in ogni punto x di 4:

1 d 1
(3) Uy (-’)—‘—'m[ﬂ(y)ﬁlw—_—w;—gdyoﬁ-
Py

1
4+ —— fgrad uy (y) >< grad, l

(n — 2) w, x — y|—?

dy.

(*) Durante la correzione delle bozze di stampa del presente lavoro, mi sono accorto
che il teor. V era gid stato esplicitamente furmulato dal Prof. Stampacchia [ofr. G. Stam-
pacchia : Sistemi di equazioni di tipo ellittico a derivate parziali del primo ordine e proprietd
delle estremali degli integrali multipli, Ricerche di Matematica, vol. I, 1952, p. 206). Inoltre,
argomentazioni analoghe a quelle da me svolte per dimostrare il teor. VI trovansi nel
citato lavoro di questo Autore, ove perd esse vengono sfruttate per scopi diversi dai miei.
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Per la (2), in quasi tutti i punti y di X si ha:

SY) Ay )

@ it ="T 20

Indichiamo con wu, il potenziale di doppio strato di momento

1
gy (¥) = f'h ) 6
2

Posto:
' 1
gradu, (y) >< grad, [ —yp— dy =y, (@),
A

per le (3) e (4) si ha, in ogni punto x di A:

1 1
(5) 5 @)= n—2) on [y (®) + o, ().
La funzione w, (v)= —fgrad u, (y) >< grad, m d y appartiene

A
a K (A) in virtd del teorema di Lichtenstein-Friedrichs (4); allora dalla (5)
si trae che anche wu, (¥) appartiene a X (4). Ne viene che u, c A (3).

Possiamo ora dimostrare il seguente teorema che fornisce la prima delle
preannunciate condizioni necessarie e sufficienti :

VI. Se A é un campo di classe 2 a connessione (n—1)-dimensionale sem-
plice e s¢ = ¢ la sua frontiera, le classi di funzioni T(Z) e A (Z) coincidono.

Cid val quanto di dire che condizione necessaria e suificiente perche
una funzione. f, definita su 3 ed ivi sommabile, sia traccia su 2 di una
funzione di K (4) & che il potenziale di doppio strato gli momento

Jfiou (@) =ff(y) a—i— 1 d, o appartenga a K (4) ().
y
P

(%) Cfr. Friedrichs [20] e Lichteunstein [29].

(%) Questo teorema & in un ordine di idee introdotto da Liapunov il quale ha di-
mostrato [28] ohe condizione necessaria e safficiente perch® esista continua la derivata
normale della soluzione del problema di Dirichlet per l’equazione di Laplace & che il
potenzialé di doppio strato che ha come momento il dato al contorno (che si suppone
continno) abbia derivata normale continua. In questo stesso ordine di idee ® un risultato
di Amerio [i] secondo oui condizione necessaria ® sufficiente perch® il problema di Diri-
chlet per equazione Ay u — ku = 0 ammetta soluzione nella classe delle funzioni per
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Dimostriamo la necessita della condizione.
Se f(y) appartiene a T (Z) esiste, come 8'¢ ricordato nel § 1, una
funzione w (¥) armonica in A, appartenente a X (4) ed avente come

1
traccia su = la funzione f. Posto: [gradu(y)><grad, V”T?/TJ:E dy =y (@),

per la (1) si ha, in ogni punto « di 4:

Ly @+ v @)

(n — 2)wn

(6) u (@) =

Per il teorema di Lichtenstein-Friedrichs la funzione

dy

y () = — f grad u (y) >< grad, l?:—yl”__i
A

appartiene a K (4). Dato che wu (x) appartiene a X (4), dalla (6) si trae

che anche u, (r) ® contenuta in tale classe. Ne viene lappartenenza di f

a A (2) (") '

Proviamo ora la sufficienza.

Sia f(y) una funzione di A4 (Z). Dato che f & sommabile su X,
esiste una funzione u (x) armonica in A, espressa mediante un potenziale
di doppio strato di momento sommabile, la quale ammette f(x) come traccia
su X (7). Se con u(y) indichiamo la funzione sommabile che rappresenta
il momento del potenziale di doppio strato u, per conseguire la tesi
occorre far vedere che u(y) appartiene a A(Z). Per la (2) si ha, in quasi
tutti i punti # di 2:

o 1

—_—d .
Gy |7 — y|"— y

™ ro =" o uw+ [uw)
>y

Posto per ogni coppia di punti v e y di 2, con = 3 y:

0 1

oy [e—y e — 0

le quali vale il teorema di inversione delle formole di Green (nel caso che k non sia
autovalore) ® ehe il potenziale di doppio strato, che ha come momento il dato al con-
torno, appartenga a quella classe.

(") Si osservi che per dimostrare la necessitd della condizione non abbiamo sfruttato
Vipotesi che 4 sia a connessione (n — l)-dimensionale semplice.

(%) Cfr. Fichera [15]. L’ipotesi ammessa della semplice connessione di 4 gioca nel-
Vapplicabilith di questo risultato.
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"y (.’I)) =./.* H =/f(?/) H(x 9 y) dy Oy Uy (.%') = Upy—1 * H = um—l(y)H(wﬂ/) dyo ’
Py z

,ui(w)=lu*H==f,u(y)Il(w,y)dyo,
>

tm () = pp—y * H = | py—1 (y) H (@, y) dyy 0 ,
, b
la (7) puod scriversi:
_n—2

S (@) = —5— wu p () + 14y ()

e da qui, facendo m successivi prodotti di composizione con il nucleo

H(x,y) si trae:
n—2

(7)m Wy (x') = _2_ WDy U () + Mm+1 ()

la quale sussiste per x quasi ovunque su 2.

Poiche, invertendo gli ordini di integrazione, si ha: u,, (x) = u * H,, (’8),
dal teorema IV segue la continuitd di p,—; (r) su 2'; allora, per il teorema
II, la funzione M () risulta uniformemente holderiana con ogni esponente
minore di 1. Essa pertanto appartiene a T (X) (" e quindi, come 8’8 dimo-
strato, & contenuta nella classe 4 (3). D’altra parte, per il teorema prece-
dente, dal fatto che f appartenga a A (X) segue che anche w, & contenuta
in tale classe. Si ha quindi, in generale, che wu,, appartiene a A (). Cid
permette di concludere, sfruttando le (7),—s...(7),,(7) che u & contenuta
in 4 (2).

Cosi il teorema & completamente dimostrato.

Dimostriamo ora che:

VII. Siano A di un campo clusse 2 a connessione (n — 1)-dimensionale
semplice, 3 la sua frontiera e u(y) una funzione sommabile su 3. Allora
condizione mnecessaria e sufficiente perché il potenziale di doppio strato di
momento u:

0 1 -
@ (@) :.//‘ (y)a_vy‘ rr:‘ﬂﬂj dy o
x

appartenga a K (A) & che la sua traccia su X appartenga a T (Z).

("8) Tali inversioni degli ordini d’integrazione sono lecite; cfr. [31] p. 23.

(") Cfr. Miranda [32] teor. I. L’ipotesi che 4 sia di classe 2 gioca tra 1’altro, nel’applicabi-
litd di tale teorema. L’appartenenzaa T(X) di u,_; (#) potrebbe essere dimostrata anche
senza fare ricorso a questo teorema ; allora basterebbe I'ipotesi che ' abbia iperpiano tan-
gente variabile con continuitd holderiana,
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Occorre solo dimostrare la sufficienza. Indichiamo con ¢*(y) la traccia di
@ su 3 (Pesistenza di tale traccia & assicurata dal teorema II). Dato che ¢*(y)
appartiene, per ipotesi, a T (3), in virtd del teorema VI § 1, esiste una
funzione u (#) armonica in A, appartenente a K (4) la quale ha come
traccia su X la funzione ¢* (y). Per il teorema IV del § 1 8i ha:

e—0

(8) lim f]u ly+or@] —¢*@|* do=0.
Faq

D’altra parte esiste una sola funzione armonica in A, soddisfacente
la (8) () e questa coincide col potenziale di doppio strato ¢ (). E cosl
dimostrato che ¢ appartiene a ) (4).

Il seguente teorema compendia le condizioni necessarie e sufficienti
per P’appartenenza di f a T (Z) ottenute in questo paragrafo.

VIIL. Siano A un campo di classe 2 a connessione (n—1)-dimensionale sem-
plice, X la sua frontiera, f(y) una junzione sommabile su 2, f, (y) la traccia su =
0 1

|n—2

PR 4 .
vy o —y 7

del potenziale di doppio strato di momento f: ul(w)s/-‘/' (%)

b
Allora il sussistere di una qualsiasi delle seguenti tre circostanze implica il
verificarsi delle altre due :

1) fcT() 2 fecd() 3) f,cT(3).

4. Definizioni e risultati relativi alla teoria della misura ed alle funzioni
di pin variabili reali.

Indicati con 8, lo spazio euclideo ad n dimensioni e con x=(x,,...,,)
i punti di 8,, chiameremo intervallo superiormente aperto o, brevemente,
intervallo di 8, ogni insieme definito al modo seguente :

akgxk<bk(k:=1,...,n)

(8) Cimminoe [5].
(81) Magenes [30].

7. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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ove ap e by sono numeri reali tali che az <<b;. Un tale insieme sara
indicato con I; se con H indichiamo un campo di 8., con {I}y indi-
cheremo la famiglia degli intervalli I contenuti con la propria chiusura in
H e con {B}H quello degli insiemi boreliani limitati di §, contenuti con
la propria chiusura in H. Sia {C} un’arbitraria famiglia di insiemi di
Sy e sia F (C) una funzione reale dell’insieme C definita in {0}. La fun-
zione F (0) si dice additiva su {C} se, in corrispondenza ad ogni decom-
posizione di un insieme C di {C} in un numero finito di insiemi

m
Ciy.ooo, O di {0} a due a due disgiunti: € = U 0O, riesce:
h=—1

m
F(C)= 3 F(Cy; F(O) si dice completamente additiva su {C} se, in
h=1
corrispondenza ad ogni decomposizione di un insieme ¢ di {C} in un
numero finito od in una infinitA numerabile di insiemi C,, C,,... di

{0}, a due a due disgiunti: ¢ = U Cj riesce: F(0)= 23} F(()). Una
2
funzione F (C) dicesi a wvariazione limitdta sn {C) se, fissato comunque
C in {C} e indicata con J, un’arbitraria decomposizione di C in un
numero finito o in un’infinitd numerabile di iasiemi di {C} a due a due
disgiunti: € = U Oy la variabile o (d,) = 3 |F (C3)| ba estremo superiore
h h

finito al variare comunque di §,. Tale estremo superiore prende il nome di
variazione totale di F su C e verra denotato con il simbolo Vz(0). Se F(B)
¢ una misur« definita su { By cioé & una funzione completamente additiva a
variazione limitata su { B}y anche Vg (B) risulta essere una misura. Se
F (I) & una misura definita su una famiglia {I}g, esiste una ed una sola
misura F (B) definita su {B}y, la quale coincide con ¥ (I) sugli intervalli

i {I}g; inoltre la variazione totale Vg (B) coincide sugli insiemi I di
{I}H con la vauazmne totale di F (I). Se ¢ & una funzione di punto de-
finita su un ingieme B di {Bla,ivi limitata e misurabile, rispetto alla misura

F, con i simbolifqodIf’ e fqa dVp indicheremo gli integrali di Stiel-
B B
tjes di ¢ estesi a B rispetto alla misura F ed alla Vjy rispettivamente.

Si ha: \f«pdﬁ' /I(pldVF

Sia f x) una funzmne continua in un campo H di §,. Per ogni I

{Ilg poniamo : Fk(I)=fka do(k=1,...,n) ove &I indica la

frontiera di I e w», indica la componente secondo l’asse coordinato x; del
versore della normale esterna ad &I. La funzione f(x) dicesi a variazione
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limitate in H se tali risultano le » fuuzioni di I: F, (I),..., Fy(I) su
{I}m (*3); f (@) dicesi a variazione limitata in un intervallo I, contenuto con
la propria chiusura in H se le dette funzioni d’intervallo sono a variazione
limitata nella famiglia degli intervalli I contenuti in I

Le funzioni Fj(I) sono ovviamente additive ma si puo facilmente
vedere che esse sono anche completamente additive su {I}y. Per questo
basta ricordare che se F (I) & una funzione additiva a variazione limitata
su {I}g si pud definire una misura @ (B) su {B}g la quale gode della
seguente proprietd: se I & la chiusura di un intervallo di {I)g ciod & un
insieme definito da limitazioni del tipo a; < oy < by (ax << by), indicato con
I, Vintervallo definito dalle limitazioni: a; — 1/m < @, < by + 1/m riesce:
lim F (I,) = @ (I)(®).

m — oo

Dato che, indicato con I, D'insieme definito da

1
ay _<_ X S blc — 1/’"1/ <_71_’l,_ < bk"— ak)
si ha:
lim @Iy = P )
e che:
lim fkadoszvkda, '
m—»oog[m ‘ gf
lim fkadozjkada:Fk(I)(g“)
m — oo 51;"1 e

si ha che Fy(I) coincide su ogni I di {I }H con una misura definita
su {B} H.

Ne viene che Fi(I) & completamente additiva a variazione limitata
su {I } He

Indicheremo con Fj (B) la misura definita su {Bl}g, la quale coincide
su ogni I di {Ilg con Fi(I). Tali misure F, (B),...,F,(B) verranno
chiamate misure generate dalla funzione CVL (continua a variazione li-
mitata) f.

(82) Cfr. Fichera [18] p. 428,
(8%) Cfr. Fichera [18] pp. 299 e seg..
(8%) 11 sussistere di tali relazioni di limite ® immediata consegnenza della continuitd

di f.
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Nel caso w =1, la definizione ora data di funzione a variazione
limitata coincide, ovviamente, con quella ordinaria per le funzioni di una
variabile reale; allora se f & continua, la misura generata da f assume su
ogni intervallo dell’asse reale il valore del corrispondente incremento di f.
In tal caso per I’integrale di Stieltjes di una funzione ¢ limitata e misu-

rabile rispetto .2 una tale misura, useremo anche la notazione : f @ df.
1

Faremo ora vedere che, per m >1, tale definizione di funzione a
variazione limitata & equivalente a quella data da Tonelli (). Com’¢ noto,
una funzione f continua nella chiusura di un intervallo I, definito dalle
limitazioni a; < o, <br (k= 1,...n), dicesi a variazione limitata secondo
Tonellt se si verificano le seguenti circostanze: fissato quasi ovunque il
punto (®,,...,%4—1, ®at1y..., &n) nell’intervallo I,, definito dalle limita-
zioni ap <@ < by k=1,...,h—1, h41,...,n), la funzione di a:
Sf@ e, 2p,...,2,) & a variazione limitata nell’intervallo chiuso (as, bs) e,
detta Vi(®,,..., &r—1,%pt1,..., #,) la variazione totale di tale funzione di
Zn, la Vi(®,,..0y ®h1y®nq1...,%), la quale & misurabile in I, (*), @
funzione sommabile in Ij .

Inoltre una funzione f(»), continua in un campo H, & ivi a variazione
limitata secondo Tonelli se riesce tale su ogni I di {I}g.

Supponiamo dapprima che la funzione continua f sia a variazione
limitata secondo Tonelli e dimostriamo che

Fy (1) = f frndo = j fdw, ... Ay Aoy .. do,
FI + &I

¢ a variazione limitata.

(85) Si veda, per n = 2, Fichera [18], p. 433.

(86) Sussiste infatti il teorema: Se u (x;,...,%,) & una funzione continua nell’in-
tervallo I definito dalle limitazioni a; <=, < b, e se, fissato quasi ovunque il punto
@y geeey®y_yq, Lpgas oo z,) nellintervallo I, , definito dalle limitazioni a; ==z, < by
(k=1,...,h—1, h+1,...,n), la funzionedi @} : u (%) ,..., %, ,...,x,) & a variazione
limitata in (dh ybn), dettane ¥, (%, ,...,%,_,, Bppyseees z,) la variazione totale, e
posto F (®;,...» Lpg1s Tp—isce e x,) = 0 in corrispondenza a quei punti di per i
quali » non & funzione di #, a variazione limitata, la v, (%,,...,2,_,, Lppqseees z,) ®
funzione misurabile in I . Cfr. [18] p. 430, ove questo teorema & dimostrato nel caso
n = 2; tale dimostrazione continua a sussistere pressoch® inalterata nel caso =n > 2.
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Sia §; una qualsiasi decomposizione dell’intervallo I in un nu-

p
mero finito di intervalli a due a due disgiunti: I = U I;; poniamo
i—1

»
on (01) = .%'1 | Fr (L)).

Poiché esiste una decomposizione 87 di I, ottenuta mediante iper-
piani coordinati, tale che oy (dr) < op(d7), possiamo limitarci a considerare
solamente decomposizioni di quest’ultimo tipo. Una siffatta decomposizione
07 subordina una decomposizione di I in intervalli Ip, (r = 1,..., 7).
Allora, supposto che i punti mediante i quali viene fatta la decomposizione
di (ay , by) siano:

a/kzagk)<agc)<._.<a§?=bk’

si ha:
7 tp—1
‘M(‘SI):Tiv1 zfll '/v[f('”17°"7a£’_l*)_1""7wn)—
Ip
—S@ a0,y dey L dayg dBpgy ..dwnls

h—1
< 3 | f(®) ey ag_)l yoroy @) — F@ youry & ooy )| dee, .. dar, aw, ) o dr, <

i=1

i "

Sf Vh(wi,...,wh_l,w;H_l,...,mn)dwi...dwh_ldwh.l_l...dwn'.
Iy

Resta cosi provato che F), (I) ¢ a variazione limitata (h =1,...,n).

Dimostriamo ora che, se & soddisfatta quest’ultima circostanza, la fun-
zione f risulta a variazione limitata secondo Tonelli.

Siano &= (& ,...,&—1, Ent1-..,&x) un punto interno all’intervallo
I, definito dalle limitazioni ap < o < bp(k=1,...,h—1,h4+1,...n),
7 un numero positivo inferiore alla distanza di & da & I;. Indichiamo con
I, Yintervallo definito dalle limitazioni :

§k—1§wk<§k+r (k:l,...,h—l,h+1,...,n), ah_<_wh<bh;

con I t(’? indicheremo 1’intervallo definito dalle prime n — 1 di tali limita-
zioni. Consideriamo la funzione di x, .

¢(§1,---,§h—1,wh7§h+1,---;Su; 1)-_—

1
=‘[’ti f(xi,...,wn)dw,...dwh_ldwh_,_l...dxn.

h
I3

.
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Questa funzione & a variazione limitata nell’intervallo (as,bs); infatti, in

corrispondenza ad una arbitraria decomposizione di tale intervallo, indivi-
; ; — g 3 ) — ; .

duata dai punti ah_a1)<a(2)<...<aih)_bh, si ha :

ip—1 1
, R ,
Z = f[f(‘”l"'?“h*17“z§+)1’“’h+1?"7mn)—
i
Vi, (L)
) B
—f (-’”1 yoooy xh—-l’ a,g ), -%'h_l_l gorey xn)] d$1-.. dwh_l dwh+1 ver d.’En S ——F——*

Poiché Vg, (I, & una funzione additiva di segno costante e quindi a
variazione limitata, definita sugli intervalli quadrati (37) contenuti nell’interno
di I, per quasi tutti i punti §=(&,, .., &r—1, &nt1y ey &n) di I, esiste finito
il limite :

VFh (Tee)

lim ‘—1‘7:1—‘ == lh (El g e fh—l 9 Eh-i-l g seey En) .
-0

Ne viene che, se scegliamo & in modo che esista finito tale limite, dato
&> 0 si pud determinare un numero positivo z. tale che, per v < 7., la va-
riazione totale della funzione di @n: @ (&, , .oy Enm1y ®ny Epg1 5 oo y &nj 7) TiSULLE
minore di In (&) 4 ey Enmiy Ent1y ooy &) + €. Pertanto la funzione di xy:
SE s Enor s @y g1y En) =1m @ (&, ey Ene1y Tny Engry ey Enj 7,

=0
per quasi tutti i punti & & I; & a variazione limitata in (as, bz) e la sua
variazione totale Vi (&, , ..., &1, &pt1y - y &) DOD SUPEra Iy (& 5.y Ep,

§h+1 9 evey &n) + & (88)-
Data D’abitrarietd di & si ha:

(1>h Vh (51’ eee 9 Eh—l ) Eh—{-l g sy fn) < lh (El g ey fh_] y §h+1 g esey fn)

La funzione Vj (&1, ..y &n—1y&nt1yeery &n) © misurabile in I (8%), d’altra
parte la funzione I, (&1, .., &p—1 5 &nt1y ooo y &), €ssendo la derivata di una

(") Un intervallo I definito dalle limitazioni a, =<, <b, (k=1,...,n) dicesi
quadrato se by —a; =b,—a,=...=b, —a,.

(88) Sussiste infatti il teorema: Sia g (x, ) nna funzione definita per a <<z =<<1b
e 1p,—e<t<7 + &, la quale per ogni v sia funzione di x a variazione limitata in
(a,b). Dettane V (a,b; %) la variazione totale in (a,b) si abbia per ogni z: V(ab, 7)1

Se esiste finito per ogni #: lim g(®x,7) =g (x), la g (x) & a variazione limitata in
T—>7
(a,b) e la sua variazione totale non supera I Cfr. [18] p. 431.

(89) Cfr. nota (5).
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funzione d’intervallo a variazione limitata, & sommabile su I ; dalla (1), se-
gue allora che V3 (&1, .oy &a—1y g1 yeeee &y) © Sommabile in I, . Ne viene che
f ¢ a variazione limitata secondo Tonelli.

I immediato constatare che il prodotto di due funzioni f e g a varia-
zione limitata secondo Tonelli & ancora una funzione a variazione limitata
secondo Tonelli. Infatti, se in corrispondenza al punto (@i, .., a1y Ppa1y oy
x,) di I, risultano a variazione limitata in (ay , by) le due funzioni di wj:
S @1 gy @pyee y @) © g (X1 0y Tp y ooe o ), anche la funzione di x : f (2, ...,
Xp yoeey @n) § @1y eoe y Tpyoeey@p) & ivi a variazione limitata e, indicato con M
un numero non superato in I ne da |f| ne da |g|, si ha, con ovvio signi-
ficato dei simboli :

Vf(‘:) (-’01 yose g gl g Lhpel g ooe ,.%'n) < M[Vf(.h) (wl, vee g Bh_1 g Thg1 9 oee y xn) +

+ V;h) (.’L‘l g seny Lp—1y (Iz‘h_|_1 ey w,b)] 5

da cid segue, ovviamente, 1’asserto.
Resta cosl dimostrato il teorema :
I. Se f(x) e g (x) sono funzioni CV L (cioé continue a variazione limitata)
in un campo di 8, , tale risulta anche il loro prodotto : f (x) g ().
Il seguente teorema mostra lindipendenza della definizione di funzione
a variazione limitata dal particolare sistema cartesiano cui & riferito lo
spazio 8, .
II. Siano f(x) wna funzione CVL in wn campo A @i 8,, |an| una
matrice quadrata di rango n e determinante unitario, || ay.| la matrice inversa

n
della precedente, y (x) il punto di coordinate yr = 3 anx # , ® (y) il punto di
=1 .

n
coordinate wy = 3 apk Y, A’ Vinsieme descritto da y (x) quando x varia in A.
h—1

Allora la funzione di y: fx (y)] ¢ CVL in A’ (%)
Per dimostrare questo teorema conviene richiamare il seguente :
III. Condizione necessaria e sufficiente perche una funzione f(x), defi-
nita in tutts i punti di S,, limitata e continua, sia a VL é che esistano n
misuwre Fy (I), .., Fy (I) definite sulla famiglia (I} degli intervalli di S, le
quali godano della seguente proprietd: comunque si consideri una funzione g ()
di classe Cy in 8y, tale che |g(x)| e | grad g (w)| siano infinitesime | |- co

(%) Si potrebbe pitt in generale far vedere che tale proprietd ® invariante rispetto
agli omeomorfismi di classe 1 di S, e ciod che, se f(x) e CVL in un campo 4 di S, e
x=ux(y) ® 'equazione di un omeomorfismo di clagse 1 che muta 4 in un insieme 4’, la
funzione f[x(y)] & CVL in 4.
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d’ordine non inferiore a quello di | x|~V , risulta :

(2)e 0@ dF, = —|r@% iz, (k=1,...,n).

Sp

L’n-upla di misure F, (I),...,F, (I), per le quali sussistono le (2); & uni-
ca e coincide con Un-upla delle misure generate da f (91).

Dimostriamo il teorema II. Sia I, un intervallo contenuto in (I}, ed I
Vinsieme descritro da y(#) quando # varia in [,; sia inoltre ¢ (#) una fun-
zione CVL in 8§,, identicamente nulla fuori di un insieme limitato e coin-
cidente in I, con f(x)(%). Indichiamo con P,(I),..., P, (I) le misure ge-

nerate da @ e poniamo ¢ (I) = 2 arp, P (I') (k = 1,...,n). Evidentemente

!

@ (I) risulta essere una misura deﬁmta sulla famiglia degli intervalli di S, .

Si ha allora, se g & una qualsiasi funzione di classe ¢, in S, e tale che
|g(x)| e |grad ¢ (x)| siano infinitesime per |#|— co di ordine non inferiore
a quello di |2 |[—™+D:

J)] Logw
f [o ()] L2 dy—f 3 a8 =

S?l
=—Zakhfg(w)d@k.=—fg[W(y)]d@)z’c
h=1
‘Sn Sn
e quindi :

3 gz (y)]

d ) = — d
f[(yﬂ A fww Fr

Sn S’Il

In virth del teorema precedente si ha allora che ¢ [x ()] € a VL in 8§,
e, in particolare, che f[# (y)] & a VL in I;. Data Darbitrarietd di I, si ha
Passerto.

(®)) La caratterizzazione, fornita da questo teorema, delle funzioni CVL, & stata
data da De Giorgi [8] per le funzioni a variazione limitata secondo una definizione che,
nel caso delle funzioni continue, & equivalente a quella qui richiamata, come & stato di-
mostrato da Pauc [34].

(%%) Per costruire ¢ (x) si pud procedere cosl : si indichi con 7 un intervallo di
{1}, contenente I, nel suo interno e con w (¥) una funzione di classe C; in §, identi-

camente eguale ad 1 in I, e identicamente nulla in @1. La funzione che in I coin-
cide con f(x)y (®) e in @I » identicamente nulla soddisfa ovviamente, in virtd del
teorema I, alle condizioni richieste per vy .
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Diremo che una funzione f, definita in un campo H di 8, , soddisfa
una condizione del Dini uniforme oppure che appartiene a 9 (H) se, scelto

comunque il punto # di H, la funzione di y: Lf%)———{—l(g)—l risulta somma-

bile su ogni boreliano limitato B di {B}gz ed esiste inoltre un numero posi-
tivo M (B), dipendente soltanto da B, tale che:

fLJMMdyg_M(B), wc H.
5 |x_y|n

Dimostriamo il seguente teorema :

IV. Se f é una funzione definita in un campo limitato H di S, , ivi con-
tinua e a VL, appartenente a D (H) e se H’ é un campo contenuto con la sua
chiusura in H, é possibile definire in S, una funzione ¢ che sia CVL, ap-
partenga o D (8,), coincida con f in H’ e sia nulla all’esterno di H .

Sia P un plurintervallo (cio® un insieme somma di un numero finito di
intervalli), il quale contenga H’ e sia contenuto con la sua chiusura in H (%).
Sia g una funzione di classe C, in §,, identicamente eguale ad 1 in H’ ed
identicamente nulla in € P (%),

Poniamo :

S (@) g (@) v cH

X)) =
? @ 0 xrc CH.

La funzione ¢ (x), cosl definita, coincide con f in H’, & continua in S,
e nulla all’esterno di P . Inoltre essa & a VL; infatti se I & un intervallo
di 8, essa & tale in ognuno degli intervalli che compongono P.I, perche
ivi risulta prodotto di due funzioni a VL, ed & tale in ognuno degli inter-
valli che compongono I.CP perche ivi & identicamente nulla. Mostriamo ora
che ¢ & contenuta in 2 (S,). Indichiamo con ¢ la distanza fra P e C H (dato
che P & contenuto in H si ha 6 > 0), con P; linvolucro di P di raggio
4/2 (%) con L; un numero non superato in Ps; né da |f| nd da |g|. Sia B
un boreliano limitato di S, ; possiamo sempre supporre che B contenga Pj.
Distinguiamo i seguenti tre casi: xc P,xr c P;— P,x c CP;.

(%) I’esistenza di un insieme siffatto ® di verifica immediata.

(%) L’esistenza di una siffatta funzione ® di verifica immediata.

(%) Per involucro di raggio » di un insieme C intendiamo l’insieme dei punti che
hanno distanza da ¢ non superiore ad ».
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Se ¥ & contenuto in P, indicato con I, un intorno circolare di «, si ha:

le@—9®] flfp(w)—w(y)l /I(P(x)—w(y)l
dy <|—F——"—"dy+ |+ d
Pa—Iw B—P(s

gﬂ ;|9 l-'/)|+|( |'f VT "dy'i"/'lpﬂx;ll—ndyﬁ
Ps—1, B=P;
SLUI.«J g(y)i Jr[lf(ﬂv) _|_2"_I;‘ff’£1;a};

dato che f appartiene a 9 (H) per ipotesi e g appartiene a 9D (H) perche di
classe C,, si ha D’asserto.
Se # & contenuto in P;— P si ha:

I(P(a)—fpy)l I(pw\—tp Ulg Y|
Iw y[n J'n d <1] y+

Iy

+

Py—1I,

lf(%‘ f(u)| ]
Te—ypr Y

N

e quindi, anche in tal caso, ’asserto & provato.
Se, infine, # & contenuto in € Pj si ha:

|<P(-%');<P(3/)|d le | dy <(L)22nmlsP
RAETE o

T

3

In tal modo il teorema & completamente dimostrato.

Indichiamo ora con X la frontiera di un campo A di classe 1 di S, .
Diremo che una funzione f continua su X & ivi a VL se, fissato comunque
un punto x, di 2 e indicato con £ ,...,& un sistema di assi cartesiani
ortogonali con origine in tale punto e I’asse &, concidente con la normale
interna a X in x,, esiste un intorno di x, su X, suscettibile di una rap-
presentazione regolare di classe 1 rispetto all’iperpiano tangente a X in x,:



di Dirichlet finito 107

E,=%(,...,&—1) tale che, indicato con H il corrispondente insieme
base, la funzione f[& ,...,& X (& ..., %5 )] risulti a VL in H (%).
Diremo poi che una funzione f continua su X, verifica una condizione
del Dini uniforme su X oppure che appartiene a 9’ (Z) se, scelto comunque
un punto x, di 2, esistono in corrispondenza un intorno U di x, su ¥
suscettibile di una rappresentazione regolare di classe 1 sull’iperpiano tan-
gente a 3 in x,, ed un numero positivo M tali che, per ogni punto x di U,
I @) — 7w

lw—?ll"’_l e si abbia:

risulti sommabile su U la funzione di ¥:

[lre=r g, <.
lm_yln—-l —

La proprieta della funzione f di verificare una condizione uniforme del
Dini su X é invariante rispetto agli omeomorfismi di classe 1 di un campo
contenente X . Indichiamo infatti con & (x) ed # (y) le immagini di # e y in
un omeomorfismo C del tipo ora detto, con x (§) ed y () le immagini di &(x)
e7(y)in C71 con 3/, U’ le immagini di 5 ed U in C rispettivamente ;
inoltre, se dy, ¢ e d, o sono gli elementi di misura ipersuperficiale rispetti-
vamente di 2 e di 3’ si abbia J (y)d, 6 = d, 6. Indichiamo inoltre con N
un numero positivo tale che, in corrispondenza ad ogni coppia di punti x
ey di X siabbia |a —y|<<N|&@ —n(y)| e con M, il massimo di |J(y)|
su 2.

Sia V' un intorno di &(x,) su 2" suscettibile di una rappresentazione
regolare di classe 1 rispetto all’iperpiano tangente a X’ in &(x,) e tale che
la sua immagine ¥V su X sia contenuta in U; sia inoltre Ug un intorno di
& su 3’ contenuto in y’. Indicata U, l'immagine in C—! di Uf si ha:

|f 2 Flv@l| [ f@—fw)] '
f IE—UW” G0 = | Te@—n g pi” W=
Vi— Uf v—Uy,

My [|f@)—r®)] My, [|f@—f@] MM,
éngﬂ l”_‘-’/ln_] dyGSngn./ |w—y|"—1 d, 0 << 0
V-1, 7

(%) Si noti che, in virth del teorema 1I di questo paragrafo, la proprietd della fun-
zione f di esvere a variazione limitata sm 3 mnon dipende dalla particolare scelta degli
assi & ,...,&, _, nell'iperpiano tangente a 3 in un suo punto x. Si osservi anche che,
per gquanto detto nella nota (90) di questo paragiafo, la proprieta della funzione f di
essere a variazione limitata su 3 & invariante rispetto agli omeomorfismi di classe 1 di
un campo contenente 3.
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Data DParbitrarietd dell’intorno Uy di & su 3”, si ha Passerto.

V. Sia f contenuta in D’ (Z). Fissato comunque il punto x, di = e
indicato con t, ..., t, un sistema di assi cartesiani ortogonali con origine in x,
e Vasse t, coincidente con UVasse normale interno a X in x,, se U é un
intorno di x, su =X, suscettibile di una rappresentazione regolare di classe 1
rispetto all’iperpiano tangente @ X in xy:t, =X (t,,..., ), indicato con
H Vinsieme base di U, la funzione f[t,,... tn—1,%( ..., t—1)] appar-
tiene a D (H) .

Indichiamo con ¢,,...t, e con #,...,t, rispettivamente le coordinate
dei punti y ed « di U, con J (;,...,t,—) dt;,...dt,—; Velemento di misura
ipersuperficiale do di U, con N, il minimo di |J (¢;,...,t—)|in H + FH,

n

12
con L un numero positivo tale che |2 — y|gL[2‘ (t ——t;’c)z] per x ed yin

U, con Hy un intorno del punto (¢ ,...,¢n—;,0) sull’iperpiano ¢, =0, il
quale sia contenuto in H, con U, la porzione di U che ha come insieme
base H; . Si ha allora:

LTt o By K0y oy o] = F L1yt 2l s taid ] g gy

n—1
n—1 T
[ >ty — t;y]
k=1
H—-Htr
- L=t [ty ey tne1y X (Uyeeeytnea)] = F Lty eey tae1y X1y een y tay)]]
—_— n—1 :
N, - n—1
kz (B — P | X (B ey taa) — X (E1y e ytny)
I;—'Htl _1

@) —f |
x—y ln—l dyos

1
. é7 (t] y ooe 7t11—l) dt] .o dtn__] — ,f
N, |
v-u,

I [ f(x) — f ()]
Ny ’ o —y "1

=

dyo.

Data Parbitrarieta di Hy si ha la tesi.

5. Definizioni relative alla teoria delle forme differenziali esterne.

Sia A un campo di 8, e sia ivi definito un tensore p-uplo (p << n) emi-
simmetrico le cui componenti nel sistema cartesiano ortogonale x,,...,%n
siano u; ..., (x) ove 4 ...4, indica una p-upla di numeri interi compresi tra
1 ed n tali che i) <4, <<...<<ip,
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Dicesi forma differenziale esterna di grado p o p-forma di coefficienti
Wiy (@) Vespressione :

u= Z.uil,,,ip @ da;, ...d i, .
’Ll ...'l/p

Una p-forma & nulla e si indica con 0 se tutti i suoi coefficienti sono

nulli. Due p-forme diconsi eguali quando la loro differenza & nulla.
Diconsi inoltre derivata covariante di w la (p + 1)-forma:

ux=2 él"'ip—}-ldwil"'dx.ip{-l (ilé...é’i‘,+]),
ity
ove
’ _rn - 0 Uiy ig_ g foqqipta
Wi = 2(—1)
1 p+1 r—1 0 le

e derivata controvariante di w la (n — p — 1)-forma:

= Z (— 1) uél,_,ip+1 d Cipygene dwz;, ,
1«1 ves lp+]

ove i <...<Zlpy1,0p4e<...<<iyp € T & la classe della permutazione
B enstly.

Una p-forma u dicesi chiusa se u, — 0; dicesi omologa @ zero se esiste
una (p — 1)-forma v tale che v,=w. K noto che ogni forma omologa a
zero & chiusa, cioé u, = v, = 0 e che, viceversa, in un campo a connes-
sione p-dimensionale semplice ogni p-forma chiusa & omologa a zero.

Assumeremo, in questo lavoro, la definizione di forma armonica data
da Hodge [25], cioé diremo che una forma & armonica se la sua derivata
controvariante ¢ una forma chiusa.

Se u & una p-forma armonica in un campo A a connessione (» — p)-di-
mensionale semplice, per quanto si & detto esiste una (n — p — 2)-forma v
tale che wv,=u®; tale forma v dicesi coniugata della forma w . Dicesi pro-
dotto della p-forma w per la g-forma v la (p 4 ¢)-forma :

dzx,  dux;

Uv= Wi,...0 :
2 'Ll...lp_i_q 1. p+q 9

ii"'ip‘i'q
con w; . 2 (— 1y Up,...hyy Vjy.rjg y OVE T e la classe della permutazione
e dyedg . .
hyyeeihpy jiy...jq dei numeri 4;,...,%q.
Si ha, come facilmente si verifica :

i =
ptq By

g = 3 (uf Rdx,...dx, .

S ()
i
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Da qui si trae che, se « & armonica e v & coniugata di w, riesce:
Uy UT == Dy V¥

Inoltre, se w & una forma armonica, D una cella ad n dimensioni (%) riesce:

fux u® =fu u® (%),

D +é&D

6. Condizioni sufficienti per le funzioni di T(3).

Premettiamo la dimostrazione del seguente teorema :

I. Siano L UViperpiano d’equazione &, =0 di 8, ed f(x) una funzione
definita su L, twi CVL, appartenente a D (L), nulla all’esterno di un campo
limitato H di L. Allora, la funzione u (x), continua nmel semispazio Sy defi-
nito da &,= 0, armonica nell’interno di Sy, coincidente con f(x) su L , ap-
partiene a K (A) in corrispondenza ad ogni campo limitato A contenuto nel
semispazio Sy .

Ci porremo dapprima nell’ipotesi che sia n > 2.
Consideriamo la funzione w (£) definita dall’integrale di Poisson (per il
semigpazio) : .

_2& S (@) s
(1) u(f)_ahmf—hc—fl”dw(gg) EcSy—L
L
e la (n — 2)-forma :
_ 2 "t S k +n— i 1
W(E)—~(n_2)wnil[( 1) L/f(@axk\m——ﬁln_zdx :

-dfl...dfk_ldfk_l_l...(lfn_], ECS+—L.

(°7) Per cella ad m dimensioni intendiamo in questo lavoro un insieme omeomorfo
di classe 1 ad un intervallo di §,.

(%8) Per quel che riguarda le nozioni richiamate in questo paragrafo, si veda [25].

(%) In questa parte indicheremo con &= (& ,...,&) i punti di S, che non ap-
appartengono ad L e con &= (%;,...,%, ;, 0) i punti di §,, che appartengono all’iper-
piano L, con dx=dx; ...dx, ; Velemento di misura di L.



di Dirichlet finito 111

3\

Questa forma & armonica ed & coniugata di u, come facilmente si ve-
rifica. Allora se I & un intervallo contenuto in Sy — L si bha, in base a
quanto ricordato nel paragrafo precedente :

[\gradulzdé—fvgvét——ffuvf
I

+ &1

Dato che la funzione #, com’® noto, & armonica in 8, — L e coincide
con una funzione continua in S, la quale su L assume i valori di f, la

tesi del teorema sard provata se faremo vedere che, al variare di I in un

arbitrario campo limitato A contenuto in Sy — L,

f v 0¥ “ resta limitato su-
+&FI

periormente da una costante dipendente soltanto da A . I sufficiente limi-
tarsi a considerare campi A costituiti da intervalli aperti aventi proiezione
ortogonale su L contenente nell’interno l’insieme H . Indichiamo allora con
I’ un intervallo aperto contenuto in I e contenente H , con r ¢ R due nu-
meri positivi tali che r < R e con 4 il campo definito dalle limitazioni :
(S S R~ | ', r <&, << R; indichiamo inoltre con L, l’insieme definito
dalle limitazioni: (&,,...,&—) cl’y) & =r.

Poiche i coefficienti di v e di v* sono di classe ¢, in 8§, — H,
per provare lesistenza di un numero positivo N tale che, qualunque

sia r mnell’intervallo 0 < r << R, si abbia
+&A

v v

< N, basta far ve-

fvv‘f

r

deré che, al variare di » nell’intervallo aperto (O, R), si mantiene

superiormente limitato.
Cominciamo col dimostrare l’esistenza di un numero positivo M tale
che, qualunque sia il punto & di L,{0 <7 < R), si abbia:

<M (*k=1,...,n—1)

d
ey [ FO 5 IH i

Se il punto ¢&’, proiezione ortogonale di & su L, non appartiene ad I,
Vasserto & evidente. Infatti in tal caso si ha:

E 1 _ S AN S P
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a0 1 n— 2 n—2
Ju [v — &2 | T [o—§P1 e —&
per Dipotesi dell’appartenenza di f a 9 (L) si ha Desistenza di un numero
positivo M tale che:

avendosi inoltre, per x &= &’ :

n—1 °

=]

U{f(x) i @—_%@M
H

Supponiamo ora che il punto & appartenga ad H . Indichiamo con /2
il diametro di H, con C(&,p) linsieme. dei punti # di L per i quali
|® — & | <o e poniamo:

n—1

@ —re)]
== 2Lf———]x_§, dow <M.

S|x—s|2—n v O@E,0)
w(f,x): Ix_EP—n&—__%m___f' -’L‘CC(&',Q(‘)\)—C(S/,@)
\ 0 recCC(,290);

la funzione di # : v (¢, ) ¢ continua in L, ha derivate prime continue in ciascuno
dei tre insiemi C (¢’,6), C(&,20)— C(&,d), CC(¢,28) e sommabili in L;
inoltre :

j 9 w(,x)de=20.

day,
Ricordando che H < C(&/,0) si ha:
[ros == (o —re L ve 0w
oy | @ — & P2 : Bﬁ'lsw ’ )
L L
Indicato con "Hj linvolucro di H su L di raggio 6 (%), si ha:

U[f(w)—f(é’)]ai%w(éiw)dwi=U[f(a’)—f(f’)]a—%w(f,w)dw—l-
L

0¢&",9)

|/ @) — (&) ]

+f[f(w)—f(§')]5%k yE,v)de|<(n—2)

L—cC#',8) Hy

N 3
+|f<s')|f mw@,x)fdw.

C(& ,28)—C(§",0)

(10%) Per involucro di H su L, di raggio &, intendiamo linsieme dei punti di L
che hanno distanza da H non superiore a .
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puo essere maggiorato, in C(&’,268) — C(&,9),
1) & di-

0
Dato che mw(é,w)
da una costante dipendente soltanto da R, anche in tal caso la (1)

mostrata.
La derivata controvariante di » &

2 n-1 P 0 ) 1
[a_gff(w)ﬁ_i;ﬁlx - Slnqdw}dfk‘{‘
L

_ (=1 —
( ) (n_2)wn k=1

9 n——l

4 1
f@ﬁ:mk, dé- dénﬁl{[f 6.17 |x
L, Lr

1
anff()ﬁy ly— & ]’

Si ha allora:
In—l

da cui, per la (1):
) aM "7 0 0 1
v vf ——— 3 [d& . Ay | —— —_——
,” S(n_2)2w;k=1Lf ! bt aéanf(”)aykly—§|"—2

Ly
F, (B) le misure generate su {B}; dalla fun

(2)

»

Indicate con F,(B),
zione a VL f(y), con un’integrazione per parti si ha

1
ff( dmfa—gp flw fl"—zdF’“(M)

Ne viene :
0 0 1
I[‘Elff(x)é?kmz“ O

(194) Cfr. De Giorgi [8].

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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0 1
= — I
f’fafnlw—fl"“2 ’
L L

d&...d& <

0 1
g/dfl...dfn_l/wa—fnl—w—_'—fln__z dx VFkZ
L, i
1
_fd Vpkf(ié e LER L

1

Avendosi : f ' Iz, 7—¢ |n_2 aé...d&, g , dalla (2) si trae:

oM o
3
'fvv — o wn1£1VFk( )

Per n > 2 il teorema & cosi completamente dimostrato.
Nel caso n = 2 la dimostrazione ora esposta continua a sussistere pres-
soche inalterata ; in tal caso il ruolo della (» — 2)-forma armonica coniugata

1
di « viene assunto dalla funzione v (§) = — g / log|x—&|df la quale &

appunto una funzione armonica e coniugata di w per & esterno ad L.

Siamo ora in grado di dimostrare che:

II. Se A é un campo di classe 1,2 la sua frontiera, f (x) una funzione
continua definita su 3, condizione sufficiente perché f(x) appartenga a T(X)
é che essa sia & VL su 3 ed appartenga a 9’ (Z). Inoltre, in tali ipotesi, la
Sunzione w di K (A) che ha come traccia su X la funzione f coincide in A con
una funzione continua in A + 3 (1°2),

Indichiamo con {Ux) (k=1,...,m) una famiglia costituita da un numero
finito di insiemi di X', ricoprenti X, ognuno dei quali sia suscettibile di
una rappresentazione regolare di classe 1 su un iperpiano tangente a 2 in
un conveniente, #®, dei suoi punti.

(12) Le ipotesi qui fatte sulla frontiera del campo A4 sono le stesse nelle quali si
pongono L. N. Slobodetski e V. M. Babich [41]. La dimostrazione che segue potrebbe
anche essere estesa al caso in cni la frontiera di 4 sia lipschitziana con ragionamenti
analoghi a quelli usati da C. B. Morrey [33] e G. Prodi [40].
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In corrispondenza ad ogni k compreso tra 1 ed m indichiamo con Uy
un intorno di #® su X contenuto con la sua chiusura in U, tale che la
famiglia {U}} ricopra la frontiera X .

Indichiamo con Hj (con Hj) linsieme base di Uy (di Ujy) sull’iperpiano
tangente a X in x®, con &, =44 (& ,...,&—1) la rappresentazione di Uy in
un sistema di riferimento cartesiano ortogonale &,,&,,..., & con centro in
x® e Vasse &, coincidente con la normale interna a 2 in 2%, con g; un numero
positivo tale che I’insieme definito dalle limitazioni (&,,..., &n—1)C Hy, e (&y 4.t
veey En) < En < Xy (&g, ...E_1) -+ 2 0x sia contenuta in A ; siano inoltre T}
la chiusura di tale insieme e D; il dominio definito dalle limitazioni :

(51 )t E’ﬂ—l) c Ellc ) %k (517 esey En—l) = 511 = x (El 9 o0y En——l) + 37 (k =1 9 oee ,m).

Indichiamo con D, un dominio contenuto in A e tale che A — y Dy c D,,.
Siano w (#), ..., Wy (¥), m 4 1 funzioni di classe 0, in A 4 2 le quali
realizzino ivi una partizione dellunitda. Esse siano cioe tali che wy (x) risulti
m
diversa da zero solo in Dy e inoltre si abbia: 3 wy (&) = 1 (193),
k=0
Per conseguire la tesi del teorema basta dimostrare che, in corrispon-
denza ad ogni intero k¥ (1 <<k << m), esiste una funzione w;(x) continua in
Ty appartenente a X (T, — & Ty) e coincidente con f(x) su Uj; infatti, se si
definisce uz in tutto A | > assumendola identicamente nulla all’esterno di

m
T) e se inoltre si assume %, = 0, la funzione X wy (x) u; (¥) soddisfa la tesi
k=0

del teorema.

Osserviamo, per questo, che, in virtu del teorema V, § 4, la funzione
SlE1yeeeybna1y X (E1y. .., &—1)] appartiene a D (Hy); allora, per il teorema IV
§ 4, si puo definire una funzione ¢ sull’iperpiano Lj, tangente a X in 2®,
che sia ivi CVIL, appartenga a 2(Ly), coincida con f in Hj e sia nulla al-
Testerno di Hy. Per il teorema precedente esiste una funzione vy (x) definita nel
semispazio dei punti per i quali &, = 0, ivi continua, coincidente con ¢ sull’i-
perpiano Lj di equazione &, = 0 e appartenente a ‘K (4) in corrispondenza ad
ogni campo limitato A contenuto nel suo insieme di definizione. Si ha allora
che la funzione v (&1,...,8&n—1, & — % (&1,..., &—1)], definita in T}, risulta
ivi‘continua, coincide su Uy con f(x) ed appartiene a X (T — & Ty); possia-
mo assumere pertanto wug (§) = v [E1,. .0y &1y & — Y (1 yeery k)l

Cosl il teorema & completamente dimostrato (1%4),

(103) Cfr. Dieudonné [9].
(1) 11 procedimento che ® qui stato seguito per ricondurre il problema al caso del
semispazio ripete sostanzialmente quello adottato da Prodi in [40] § 2.
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B il caso di notare i seguenti corollari del teorema ora dimostrato, che
rappresentano risultati di per se& interessanti della teoria delle serie di
Fourier e di Laplace.

IIT. Sia O una circonferenza di raggio unitario e & Vanomalia del punto
di C. 8e f () é una funzione definita sw C, wi CVL ed appartenente a D’ (C),
indicate con an € by, le coordinate di Fourier di f(9), relative all’intervallo
0<<9<<2an, s ha OZO‘ m (a2 4 b2) < + oo
m=1

Questo teorema discende immediatamente dai teoremi II di questo pa-
ragrafo e I del § 2.

Teoremi di questo tipo possono dedursi facilmente anche da taluni cri-
teri di convergenza assoluta per le serie di Fourier dimostrati a A. Zy-
gmund (199),

IV. Sia Q2 la frontiera di una dipersfera di raggio wnitario di S,. Se
f(x) é una funzione definita su 2, i CVL ed appartenente a D’ (2) si ha:
o 2
Sm@mt 20— [do0] [10) P 106, 0] dyof <+ o0
0 7]

m=1

ove o, = i[f’ (n — 2)]1»
" 2

In particolare, se n = 3, indicate con Ay g, by le coordinate di Laplace
di f (1) si ha:
© » (m -+ k)!

> 2a2, + 2

m
m=1 2m 41 [ k-1 (m —k)! (@ T b2m,k)J <+ oo.

Questo teorema & immediata conseguenza del teorema II di questo pa-
ragrafo e dei risultati sulle funzioni sferiche richiamati nel § 2.

(406) Per la definizione di coordinate di Laplace vedasi [37] p. 337.
(105) Questo Autore ha infatti dimostrato [48] ohe,’ se f(#) & uniformemente
h$lderiana di esponente « con 0 < a =<1 ed a variazione limitata, per i suoi

0o
coefficienti di Fourier si ha: 3 |a,|+|b,|< -+ co. Poichd f(®) @ a variazione
m=1

limitata, riesce: lam[S——m—, |

k . .
m| << —; ne viene allora la convergenza della serie:
— m

(=]
> m (afn + bfn) < 4 oco. 1l citato teorema continua a sussistere anche se alla condi-
m=1

zione di Holder si sostituisce una condizione del tipo seguente:

0=h=9d

27
max f[f @+ 1y — £)] ad < .
Q
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Concluderemo questo paragrafo mostrando come nessuna delle due ipo-
tesi fatte sulla funzione f nell’enunciato del teorema II sia sufficiente, da
sola, ad assicurare il sussistere della tesi.

In effetti porteremo l’esempio di una funzione f () continua su C, ap-
partenente a 9’ (0) ma che non & a VL su C, la quale non appartiene
aT(0).

Successivamente faremo vedere, con un altro esempio, che mantenendo
Vipotesi che f sia CVL ma sopprimendo quella dell’appartenza a 2" (0), la
tesi del teorema non sussiste.

oo im
Consideriamo la serie: 3 ¢imlogm . Se si ha 0 <<a<C1 questa se-

_—i mik+ta
rie converge uniformemente in (0,2 m) verso una funzione di classe Cj in
(0, 2 ) (107). Pertanto la parte reale della somma di tale serie & una funzione
f(a,d) che, per ogni fissato «, & di classe 05 in 0 <<? <2z ed & conte-
nuta quindi in 927 (C).

Indicate con a,, e b, le sue coordinate di Fourier, si ha:

o [oe)
2 2 ) — — 200
2 m(ad A4 02) =5 3 m—0+2),

m=1 m=1

1 1
Questa serie & divergente per 0 < a << Y e convergente per 5 <a<l1.

’ 1
Allora, in virti del teorema I § 2, la funzione di 9 : f(x,?) con 0 < a g—z-

non appartiene a T(C).
Si ¢ in tal modo costruita una funzione continua su (', appartenente a

—

@’ (C) ma non a T (C)(1%8). Si noti perd che, se all’ipotesi che f appartenga
a D’ (0) si sostituisce Iipotesi che f sia di classe Cf con % <a<1l, al

lora Vipotesi che f sia a VL pud essere soppressa (199).

(107) Cfr. Hardy e Littlewod [24].
(198) Un altro esempio in proposito & costitmito da quello stesso addotto da Hada-
mard [23] per provare che il principio di Dirichlet non & valido in generale. Hadamard

(o]
considerd la serie 3 2P cos?® & la quale d totalmente convergente in (0, 2z). In tal
r=1

(o]

0aso la serie 3 p (az +b;) coincide con la serie che ha tutti i suoi termini egnali ad 1.
p=1

B facile d’altra parte constatare che la somma di tale serie & uniformemente hglderiana

1
oon un qualsiasi esponente o tale che 0 < a < -5

(1%9) Cfr. Miranda [32].
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/

ca . . . % cosm
Consideriamo ora la serie trigonometrica X

m=2 l/lg m
sione dei coefficienti di tale serie & infinitesima e convessa (11%), questa serie
¢ la serie di Fourier di una funzione sommabile in (0, 2 z) (1), Indicata con

Poiche la succes-

L4
¢ () tale funzione, poniamo: f () = f @ () dv. La funzione f(J) & assolu-
0

tamente continua, e quindi anche a VL, in (0,2 n); inoltre, dato che

2n

/ @(t)dr=20 si ha f(0) =f(2x). Per le coordinate di Fourier a, e b, di
0

F(®) si ha:
27 2n
am=l~ff(z‘})cosmz9dﬂ= ——}—/tp(ﬁ)senmﬁdﬂ=0 m=1
Vﬂ Vnm
0 0
27 27
b —i/‘f(ﬂ)senmﬁdﬁ— ! (?) cosm P dd = 1 m=2
" V) fm ) * Yl 1g m '
Pertanto, avendosi m (a? -+ b2) = 1 (m = 2), la serie 3 m (a2, +
" " Yramlgm m—2

-+ 2) & divergente. Allora, per il teorema I §(2), f non appartiene a T(0). Si
¢ in tal modo costruita una funzione CVL su C ma non appartenente a T (C).

7. Un esempio di non unicita per il problema di Neumann generalizzato
relativo all’equazione di Laplace.

Sfruttando i risultati del paragrafo precedente, mostreremo ora come,
per il problema di Neumann, relativo all’equazione di Laplace, considerato
in una classe di soluzioni che hanno integrale di Dirichlet finito e che as-

(“0) Una successione di numeri reali dicesi convessa se, per ogni m , si ha:

Om ™ Omi+1 = om-l-\l — 2

\ 1 1

La suoccessione { (log m)_ ?} & convessa; tale & infatti la funzione (log x)_? .

(#1) Cfr. Young [47], Kolmogoroff [27].
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sumono i dati al contorno in un senso generalizzato che verremo a precisare,
non sussista il consueto teorema di unicitd, secondo il quale la soluzione &
unica, a meno di una costante additiva.

Indichiamo con A un campo di classe 1 e con X la sua frontiera. In-
dichiamo con V (A) la famiglia delle funzioni v definite in 4 4 = le quali
soddisfano le seguenti condizioni :

a) v(x) & continua in 4 + X
b) v(x) & dotata di derivate prime di quadrato sommabile in A4 .

Consideriamo il problema di Neumann consistente nel ricercare le fun-
zioni di V (4), armoniche in A4 e tali che, per quasi tutti i punti § di X
riesca :

& = B0
w—Esuv(E) | OV
essendo @ una funzione assegnata su 3.

Mostriamo che tale problema non ammette un teorema d’unicita nel senso
sopradetto.

Indichiamo con C'la circonferenza del piano dei punti 2= (¢, y) che ha
centro nell’origine e raggio 1, con { i punti di C e con s l’ascissa curvilinea
di C. Sia f({) una funzione definita su C, ivi a VL, di classe O; con

0 <<l e tale chefdf:O.

0
La funzione :

.(2) v(z):-l:’;—jlogw——é‘ld;f
0

coincide nell’interno del cerchio D, che ha C per frontiera, con una solu-
zione del problema di Neumann prima considerato ove si assuma come campo

af

A il cerchio D e come dato al contorno ¢ ({)= el Infatti la funzione

espressa dalla (2) & armonica in D. Inoltre essa appartiene a K (D); infatti v (2)

. 1 — )
& coniugata armonica della funzione u(2) = — g f £ a—l—qg—(la—z;;—c—“ des . (11?)
¢

(11?) 8i ha infatti, integrando per parti:

=1 _ —_ 1 dloglz—¢f .
v(z)—Tfloglz tlay f=— nff(C)—-b% 4 o3
c C
si trae allora facilmente : —b—g_—_——ﬂ , ﬂ_—_-ﬂ
ox 0y 0y 0%
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La funzione w (2), com’® noto, ha come traccia su C la funzione — f({) — 51_ .
T

. / fds; allora, per il teorema II del § 6, la funzione u (2) ha derivate prime

di quadrato sommabile in D; ne viene che anche la funzione v (z) ha deri-
vate prime di quadrato sommabile in D ed appartiene quindi a X (D).

Per constatare la coincidenza di » con una funzione continua in D -+ C
basta osservare che la funzione » e la derivata di un potenziale di semplice
strato di densitd holderiana (113). Inoltre, come segue da noti risultati di
Evans e Miles sui potenziali generalizzati di semplice e doppio strato (11%),
" si ha, per quasi tutti i punti ¢, di O:

. o [1 f
lim — flog|lz—2C|d =
z Lo (suwy) da vz ”C & | | 24

a1,
ds

Per avere quindi un esempio in cui il problema di Neumann, relativo
all’equazione di Laplace nel cerchio, ammette autosoluzioni nella classe
V(D) diverse dalla costante basta assumere come f una funzione che,

oltre ad essere a VL, di classe (G su C e tale che f af=0,
0

abbia anche la derivata Z—‘Z quasi ovunque nulla su O (senza che f({) sia
identicamente eguale ad una costante). Nel paragrafo seguente daremo ap-
punto la costruzione di una funzione f({) soddisfacente tutte queste condi-
zioni e tale inoltre da riuscire f({)=f (E), avendo indicato con ¢ il simme-
trico di ¢ rispetto all’asse x. In base a quest’ultima condizione cui soddisfa
f(&), la funzione v (2) espressa dalla (2), risulta essere nulla nell’intervallo
(—1,1) dell’asse  (11% . Consideriamo ora il problema misto per Vequazione

(113) Ofr. Bouligand e Giraund [4] p. 29.
(144) Cfr. Evans e Miles [10].
(M5) Si ha infatti:

f@b“’g'z da—ff(:)“"“" ol IR

J ()BE ¢
_ 0 log | # | blog|z~_§‘l
-——ff(f)————bs_ d(f /f(é')—**‘—b'jg dy 8,
C C
da cui: N _ .
dlog |2 —¢| _ o log |z — |
ff(é‘)——a‘;c——‘_d;f—- -/f(C) bﬁc—dCJ
Cc

e quindi I’asserto.
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di Laplace consistente nel ricercare le funzioni v di V(4), armoniche in 4 ,
e tali che, assegnata una funzione continua ¢ (£§) su una porzione X, di X
ed una funzione ¢, (&) sulla restante porzione X, di 3, si abbia:

v (&) =, (&) £c3,
i 0
. ,;s?ig [a—ﬂ = 0, (&) fcs,

per quasi tutti i punti & di %,.

Anche questo problema non ammette teorema di unicita (116). Se infatti
assumiamo come campo A l’ingieme dei punti di D appartenenti al semipia-
no y > 0, come 3, lintervallo (— 1,1) dell’asse #, come X, la porzione
di C contenuta nel semipiano y > 0, la funzione v (2) definita dalla (2) rap-
presenta una autosoluzione anche per questo problema, dato che, come s’@
prima osservato, essa riesce identicamente nulla nell’intervallo (— 1, 1)
dell’asse x .

8. Costruzione di una funzione holderiana, monotona, avente derivata
quasi ovunque nulla.

Vogliamo ora costruire una funzione uniformemente holderiana con un
prefissato esponente a (0 < « <{1) in un intervallo (a,bd) dell’asse reale x,
la quale sia ivi non decrescente, non costante, ed abbia derivata quasi ovun-
que nulla.

Sia v () una funzione definita in (a,d), ivi continua e soddisfacente
la seguente condizione : esistono 27 punti distinti di (a, d): a;,b;(t =1,...,7),
tali che o = a, < b, <a,<...<a < b.=0>b e tali inoltre che negli
intervalli (b; , a;y;) la funzione v (x) risulti costante e negli intervalli (a;, b;)
si abbia: y (#) = (x — &;)* + K; ove K; & una costante ed « e un prefis-
sato numero reale tale che 0 << a << 1.

Evidentemente tale funzione & non decrescente.

Indichiamo con .2y la funzione che in ognuno degli intervalli in cui y
& costante coincide con y ed in ognuno dei restanti (a;, b;) ¢ defnita nel
modo seguente : posto ¢; = a; -+ 271 (b; — &;), di = b; — 27U (b; — a;) sia:

Ly (x) =y (®) o<z <c
Ly (@) = v (¢ <o < d;
Ly @) = (@ — di)* + v () di<<ax<<b;.

(148) Cfr. De Giorgi [7].
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La funzione 2wy (x) risulta ovviamente continua e non decrescente in
ciascuno degli intervalli (a;, b;); inoltre, poiche .2y (b;) = w (b;) (}17) si ha che
Ly (x) & continua e_non decrescente in (a, b). B anche facile constatare che
Ly <y@.

Poniamo : y (2) = (& — a)* , , (@) = Ly (1), y, (@) = Ly, @),...

Nella figura accanto riproduciamo i grafici delle prime tre funzioni di
tale successione.

A

Y (x)

@ CROENCNC)

@@
& @ as 63 a-.gb( 25

[}
a.za.‘bt da; 62

Le funzioni v, (x) sono non negative; inoltre la successione {,,} & mo-
notona non crescente; allora essa risulta convergente ad una funzione h (),
la quale & non crescente e non & costante, perche riesce h(a) =0 e h(b)=
= (b — a)*. La funzione h (x) ha derivata quasi ovunque nulla. Infatti per
ogni m esiste un plurintervallo A, , somma di tutti gli intervalli aperti in

ognuno dei quali y,, (z) & costante, il quale ha misura (b — a) [1 — 2m(—1/)] e

1
(47 8i ha infatti Ly )=, —d)* + v () =[2 * (& —a)]” + (¢, —a)* +
1

Fu@) =210, —a) +v @) +[2 ¢ O—a) = @)+ bo—a) =y .



di Dirichlet finito 123

. d . .
in ogni punto del quale si ha ;} = 0. Poiche riesce h(x) = yu(x) per & c Ay,
. dh(x) . . . N .
si ha e =0 in ogni punto di Un Am. E d’alpra parte facile constatare

che la misura di y,, 4,, ¢ b — a.

Facciamo ora vedere che h(x) & nniformemente holderiana di esponente
« e coefficiente di Holder 1 in (a, d); per questo ci basta mostrare che ogni
funzione v, (x) & holderiana di esponente o e coefficiente 1 in tale intervallo.

Premettiamo un’osservazione. Sia v, (z) una funzione di {ym (@)} ; isim-
boli a{™ , ™ , ¢{™ , di™ abbiamo, in relazione a . (x), il significato prima
precisato rispettivamente per i simboli a;, b;, ¢;, d; in relazione alla fanzione
v (#) . Se, per a{™ < x < b riesce: y, (/™) 4 (@ —a{™)* =y, (x), si ha:

(1) w'm, (O§M)) + (x - dgm))a 2’(/"'rn-l—l (.’U) d,(:m) < xr<< b.

Infatti, per d{™ << < b(™ la (1) sussiste con il segno = dato che, per
definizione, si ha: Ly, (@) =y, (™) (@ — d™)*.

1

Quando si ha b™ << x << b, riesce:
Vo ) (0 — AP =, (@) + (@ — @y

come segue dall’osservare che i due membri di tale diseguaglianza sono eguali
per x =™ e che il primo ha derivata maggiore di quella del secondo.
Allora, in virtu dell’ipotesi fatta, e ciod che riesca: y, (a{™) + (x—a{™) =
Yan(x) e del fatto che vy, () = yuy1 (v), si ha la (1).
I inoltre evidente che riesce :

(2), v, (@) + @ — ay =y, (@) b=e=ap .
Si ha allora :

(2), s (a?]) + (@ — “;m)a =Y, (@) b=2= “22) j

infatti o si ha aj(l) = agz) e in tal caso riesce:

v, (@) + @ — aP) =y, (@) + @ — V) =y, @) =y, @) (G=z=a)

oppure a@?) = d](.l) ed allora la (2), segue immediatamente dall’osservazione
premessa: si ha infatti in tal caso y, (c) =y, (afY) e quindilay, (") +

+ @ —dP) =y, @), per d) <x<1b, coincide con la (2),
Analogamente si prova che:

(2)3 Yy (“?)) + (@ — a,§3))a = y; (@) b= 2> a?)
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e, in generale:

(2)m Yo (a?@) + (x — a§M))u = Y (w) b>ao > at(m).

Siano ora x, e x, due numeri tali che & << #, =< #, << b. Facciamo ve-

dere che si ha:
Y (g) — Y (£,) << (25 — )%,

Possiamo intanto sopporre che x, non sia interno ad alcuno degli in-
tervalli in cui vy, & costante; esistera allora un valore dell’indice ¢ in cor-
rispondenza al quale si avra:

Vo (@) = ¥, (@) + (&, — ).
Per la (2)m si ha:

P, () — 1, (@) < (5, — af?) — (o, — Ay = (a, — )

Cid prova lasserto.
Ora, per costruire una funzione f{({), definita al variare di [ sulla eir-
conferenza C, ivi a VL, di classe (}, dotata di derivata quasi ovunque

nulla tale che f df=0 e tale che f{)=f (E), basta considerare la fun-
(4]

. . . 3
zione h (x), ora introdotta, relativamente all’intervallo 5 < xr < 2n e

chiamata con ¢ Panomalia di {, porre:

k(27 — ) Ogﬂgg—
7
—h(m+ 9 —2—£19gn
S = 3
— b (Bx — ) ngﬁ,__?n
3
h (9) 5 =<2
|

La funzione f ({) cosi costruita ¢ continua su ¢ & monotona in ognuno
dei due archi (0,x) e (m, 2n) e quindi & a VL in C, & dotata di derivata

quasi ovunque nulla e soddisfa le condizioni: j adf=0, ¢ =rQ@.
0

3
L’holderianeita di f(£) su C segue da quella di h(F) in (?n , 27:) com’d

facile constatare,
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