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REMARQUES SUR LE THÉORÈME
DE BIRKHOFF-WITT

par P. CARTIER (Paris)

r’ 

1. - Soit g une algèbre de Lie sur Panneau commutatif A. On notera

T(g) l’algèbre tensorielle du A-module g, algèbre graduée par les sous-

modules T"(g) = g (8) ... (8) g (it facteurs) (cf. Bourbaki, Algèbre ch. III,
Heraann, Paris). On posera ~T1( ) = (0) et, pour n &#x3E; 2, on notera 

le sous-module de T(g) engendré par les éléments de la forme :

pour 1  p  ?n  n et x1, ... , ,xm E g. Enfin, l’on appellera J(g) la

réunion de la suite croissante des sons-modules J,,«;) de T(g), idéal bilatère
engendré pal’ les éléments x (8) y - y (X~ x - y].

Ceci étant posé, nous rappellerons le théorème suivant, dû à M. Lazard
(Pnbl. Sci. Univ. Alger, A, l, n° 2, 1954~ pp. 281-294) : ,

Si le module g est inductive d’une fantille de modules
{Ja dont chacun est somme directe de sous-modules monogènes, l’algèbre de
Lie g a la 

COROLLAIRE 1 (Birkhoff-Witt) : Si le ’tnodule g est libre, l’algèbre de
Lie g possède la (P).

COROLLAIRE 2: Si A est l’algèbre de Lie g a la
(P).

Nous nous proposons de montrer que le corollaire 2 est valable sous

l’hypothèse plus faible qne l’anneau A est un anneau de Dedekind. Pour

ce faire, nous aurons besoin de rappeler les propriétés élémentaires des

anneaux de fractions. 
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2. - Soit A un anneau commutatif, qite, pour simplifier, nous suppo-
serons sans diviseurs de 0. Pour tout idéal premier p de A, on note Ap le
sous-anneau du corps des fractions de A formé des éléments a/s avec

A et s E A - p ; si M est un A-module quelconque, on notera Mp le
Ap-module Ap M et E Inapplication A-linéaire 20131 de M dans

~p. Les énoncés suivants sont alors valables :

1) Si A est un Huneau de Dedekind et si p # (0), l’anueau Ap est
principal. 

’

2) Si le A homomorphisme /: 2013&#x3E;- JV est injectif (resp. surjectif),
il en est de même du Ap-homomorphisme 1 cX) f : Mp - Np. 

Diaprés la propriété 2), on peut donc, pour tout sous-module N d’iin

identifier Np à un sous-module de Mp.
3) Avec l’identification précéciente, on a N~, quels

que soient les sous-modules N et N’ de M.

4) Si M , N, N’ sont trois A-modules tels N’ et si

l’on a N~ = N~ pour tout idéal p de ’A , on a N = N’

5) Il existe un isomorplrisme unique de M p Np, snr (M N)r
qui applique e (1n) (8) e (~) (m (8) n).

3. - Soit de nouveau g une algèbre de Lie sur l’anneau de Dedekind
A. Pour tout idéal premier p de A, le Ap-module gp est muni d’une struc-
tnre d’algèbre de Lie, déduite de celle de g par extension des scalaires.

D’après 5), on peut identi6er les modules et et pur suite,
les modules et T(gp) ; de plus, comme le Ap-module gr est engendré
par E(g) et que les éléments de la forne (1) dépendent linéairement due

chacun des xi, dans l’identification précédente, le module c7t(9)p est iden-

tlfié à 

Comme l’anneau A~ est principal d’après 1) pour p # (0), le théorème

de Lazard fournit Inégalité suivante :

Diaprés les identifications précédentes et, la propriété 3) précédente la

. 

formule (2) s’écrit aussi :

Comme, dans la formule (P), le sous-module J"(g) est toujours trivialenent
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contenu dans le membre de la formule (3) et la propriété (4)
montrent que l’algèbre de Lie g sur l’aititeau de Dedekind A vét-ifte la

propriété (P) (1).

4. - Pour terminer, nous allons montrer par un’ contre-exemple que

la propriété (P) n’est pas vérifiée pour toute algèbre de Lie (2).
La propriété (P) implique la formule :

. 

et par snite, comme J(g) est l’idéal bilatère de T(g) engendré par les

éléments (le la forme x - y ùi .z - [x, y], la propriété (P) implique
la propriété su i va.n te ; . 

B

(1)’) Il existe une application linéaire injective f de g dans une algèbre
associative U vérifinnt l’identité:

C’est à cette propriété (P’) que nous allons donner un contre-exemple.
A -. algèbre extérieure à trois génératenrs xi sur le corps à 2 éléments (3).
a = algèbre de Lie sur A de base (1  i  j  3) avec

pour i # j , les antres crochets étant nuls, en convenant

qlle eij pour i &#x3E; j. 
’ 

,

3

h = idéal de a engendré par 1t 
 i-1

On a x2 = 0 mais x1 x2 x3 # 0 dan sA. Du JI sa, ou a [x, y = 0

done l’identité de Jacobi est vérifiée ; due plus b est, comme module, engen-
dré pur it et les [u, ei] ()ki ’ xk Pij permutation de (123)).

Soit f nue application linéaire de a dans une algèbre associative U
vérifimt l’identité (4) et soit °

, 

donc, si f est nulle sur ’h, ou aura f (v) = 0. Oependallt v n’appartient

(t) La démonstration prouve en fait que l’algèbre de Lie g sur l’anneau A a la pro-
priété (P) si cette propriété est possédée par l’algèbre de Lie gp sur l’anneau ~4 pour tout
idéal maximal p de à.

(2) Un contre-exemple plus compliqué est dû à Chirchov, dont on trouvera la réfé-
rence dans l’article cité de M. Lazard.

(3) On rappelle qu’en caractéristique 2, une algèbre extérieure est commutative.
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pas à h : soit cp la forme linéaire sur a définie par = 0 et

( (ijk) permutation de (123) ). On aura qq(u) = 0 , e;]) ==
= = 0, donc = (0), mais par contre :

On a donc prouvé que toute application linéai’re f’ de g = a/h dans

U qui vérifie l’identité (4) aniiule l’élément non nul v = v inod b de g.


