ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

MARIA LUISA PRINCIVALLI

Sul sistema di equazioni lineari alle derivate parziali, relativo
all’equilibrio delle volte cilindriche

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 3¢ série, tome 8,

n° 3-4 (1954), p. 157-291
<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1954 3_8 3-4_157_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1954, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique 1’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1954_3_8_3-4_157_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUL SISTEMA DI EQUAZIONI LINEARI
ALLE DERIVATE PARZIALI,
RELATIVO ALIEQUILIBRIO
DELLE VOLTE CILINDRICHE (*)

Memoria di MARIA LuisA PRINcIVALLI (Trieste).

Oggetto principale della presente Memoria & il seguente sistema di
equazioni differenziali lineari alle derivate parziali:

b (o aw) 9 o
"2“1+’“aw(aw+ay)+m”’"3>—ﬂ

0 (ou ou 0
1 — = — =
(1) \A2u2+k8y(8w+ay)+ay(cu3) r,
ou ou
ba—é+ca—;+d4u3+au3:F3,.

dove k& & una costante reale, e a,b,c,F,,F,, F; sono funzioni reali delle
due variabili reali # e y, assegnate in un dato campo A del piano.

In opportune ipotesi per la costante k e per le menzionate funzioni, le
equazioni (1) costituiscono il sistema delle cosiddette equazioni indefinite per
l’equilibrib di una volta elastica sottile avente forma cilindrica e sviluppa-
bile sul campo A . Precisamente u,,u,,us;, sono le componenti del vettore,
rispetto ad un’opportuna terna trirettangola, che indica lo spostamento di un
punto del sistema dalla configurazione naturale di questo alla configurazione
d’equilibrio ; ¥, , F, , F; sono proporzionali alle componenti del vettore che
rappresenta la forza di massa agente sull’elemento di superficie della volta;
le funzioni a,b,c e la costante k dipendono dalla natura elastica e geome-
trica della volta. Allorché la volta ha curvatura nulla, sihaa=b=c¢=0.

Pertanto il sistema (1) costituisce una generalizzazione di due classiche
Teorie della Fisica Matematica : quella dell’elasticitd piana e quella delle pia-

(*) Lavoro eseguito per I'I. N. A, C. nell’ Istituto Matematico della Universitad di Trieste.
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stre piane elastiche sottili. Infatti, assumendo a =b = ¢ =0, il sistema (1)
8i spezza mnel sistema di equazioni e nell’equazione che rispettivamente reg-
gono i problemi elastostatici relativi alle dette due teorie. '

Al sistema (1) vanno associate le condizioni al contorno, relative al tipo
di vincolo al quale deve soddisfare la volta lungo il suo bordo. Ad esempio,
se questa si suppone incastrata lungo tutto il detto bordo, il problema al
contorno che traduce analiticamente quello dell’equilibrio del sistema, consi-
stera nel dover integrare, nel campo A, il sistema (1) con le seguenti con-
dizioni sulla frontiera :

A\

n =

w
I

S
|
|

Mi sono proposta, con il presente lavoro, di cercare di porre i fondamenti
per una teoria generale del sistema (1) ().

Mi permetto notare che essa & stata gia oggetto di ricerca da parte di
diversi Autori; i risultati che perd finora sono stati conseguiti, sono rela-
tivi a casi molto particolari.oppure assai incompleti (). .

Nella presente trattazione, mi sono sistematicamente avvalsa dei procedi-
menti esistenziali introdotti dal Prof. Gaetano Fichera nella teoria dei problemi
al contorno per le equazioni alle derivate parziali. Tali procedimenti sono gia
stati applicati a diversi problemi particolari, ed anche nei casi da me con-
siderati, mi hanno permesso di raggiungere gli scopi prefissi. Lo stesso Prof.
Fichera, perché potessi dare a questa Memoria carattere, per quanto possi-

'

(1) Nel capitolo VI verrd dato un teorema d’esistenza per un sistema anche piu ge-
nerale del sistema (1); precisamente, posto :

22 2 2
k ——
2z dy ’ dzoy | dy* '

noi daremo un teorema d’esistenza per un problema al contorno relativo al sistema

Ey=4, + &

0? .
By=fotkss+F Ey= 4,

, 3 b“h b“h -
W) B+, 3 @) S+ e b—ya+ﬂ§? w)=F =1,2,3),

essendo le agg , a% e ﬂ(;;’) funzioni arbitrarie definite nel campo 4, tali perd che per il
menzionato problema al contorno sussista up teorema d’unicitd in una conveniente classe
di soluzioni, che sarad ben precisata.

Desidero avvertire che gli strumenti analitici approntati in questa Memoria per per-
venire al detto teorema d’esistenza potrebbero anche condurre, opportunamente completati,
a stabilire teoremi di esistenza per sistemi ancora pilt generali del sistema (1'), nei quali
intervengono, oltre agli operatori considerati in (1’), anche opexatori differenziali, applicati
all’incognita u; , di ordine =< 3.

() Cfr. [5), [6], [26], [32], [40].
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bile, di completezza e indipendenza rispetto ad altre precedenti ricerche, mi
ha incoraggiato a rielaborare, usando di questi nuovi metodi, risultati con-
cernenti classiche equazioni, quale quella di Laplace o quella biarmonica, e
a riesporre, altresi. con ulteriori contributi, risultati gid da Lui conseguiti e
apparsi in diverse Note.

Il principale strumento per il conseguimento dei teoremi di esistenza
dimostrati in questa Memoria, risiede in un metodo dato dal Prof. Fichera,
pubblicato fin dal 1948 (3) e successivamente applicato dallo stesso Prof. Fi-
chera e da altri Autori in Italia, a svariati problemi al contorno (4).

In seguito il metodo, limitatamente a casi assai particolari, & stato
ritrovato — certo indipendentemente — dai Matematici degli U. S. A.
Garabedian, Schiffer [25] e Lax [30] (5). )

Mi permetto di notare come Dapplicazione dei menzionati procedimenti
ai nuovi problemi da me considerati abbia richiesto il superamento di diffi-
colta specifiche connesse ai problemi stessi. Infatti, per dare un’idea dell’or-
dine di difficolta che presenta una teoria relativa ad un sistema quale il si-
stema (1), basta notare che, applicando, come qualche Autore (®) ha tentato
nel caso dei coefficienti tutti costanti, il metodo di eliminazione di Cauchy,
il sistema risulta essere equivalente ad un’equazione alle derivate parziali

dell’ottavo ordine.
' \Dopo aver dedicato il I capitolo a richiami essenziali per gli ulteriori
sviluppi; considero nel II e nel V capitolo i casi particolari che si ottengono
per k—=0,a=b=c=0. Essi sono relativi alla classica equazione di La-
place e a quella biarmoniea, le cui teorie vengono rapidamente ricostruite,
pervenendo inoltre ad una abbastanza approfondita indagine delle rispettive
funzioni di Green.

Nel capitolo IV, considero il sistema dell’elasticita piana, del quale an-
che viene conseguita una rapida teoria.

I metodo che verra poi in seguito (cap. VI) applicato al sistema (1)
viene, nel capitolo III, applicato all’equazione canonica del second’ordine di
tipo ellittico.

3 Cfr. [T].

(4) Cfr. (1], [7), [8), [9], [10), [11], [12], [13), [33], [37], [38], [41].

(3) Cfr. anche [3], [39]. B’ da notare che in questi Trattati, quantunque apparsi re-
centissimamente, quando gia 11 Prof. Fichera ed Altri in Italia avevano pubblicato nume-
rose applicazioni del metodo di cui si parla nel testo, la prioritd del procedimento viene
attribuita ad altri ,Autori, 1 cui lavori sull’argomento sono apparsi dopo il 1948 (Cfr. [3],
pag. 381 e [39], pag. 53). Tuttavia Z. Nehari, recensendo nella rivista americana Mathema-
tical Reviews il lavoro del Prof. Fichera, riconosce la Sua priorita — cfr. Mathematical
Reviews, vol. 13, n. 10, pag. 931,

(6) Cfr. [5].
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Ci0 mi & sembrato non inutile fare, in primo luogo per esemplificare in
modo efficace il procedimento, spogliandolo da tutte le sovrastrutture formali
inevitabilmente connesse al sistema (1), ed in secondo luogo per trattare con
pieno rigore la traduzione in equazione integrale del problema di Dirichlet
per la detta equézione di tipo ellittico. Infatti la trattazione datane da Pi-
card [35], quasi mezzo secolo addietro, quantunque abbia trovato posto in
classici trattati d’Analisi (7), si rivela incompleta, oppure, se resa rigorosa,
¢ relativa a campi dotati di frontiera assai regolare (8). ’

La trattazione conseguita in questa Memoria, consente che la frontiera
del campo presenti anche singolarita.

Nel capitolo VI infine, viene considerato il sistema (1) e per esso si per-
viene a stabilire risultati fondamentali, relativi all’esistenza e all’unicita per
i problemi considerati in questa Menioria.

(" Cfr. [27].
(®) Cfr. [4].

t
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CAriToLo I

DEFINIZIONI E TEOREMI PRELIMINARI.

1. Definizioni ed ipotesi sul campo A.

Sia A un campo (insieme aperto) del piano #,y, nel quale sia definita
una funzione reale u (x, y). Indichiamo con I un insieme di punti contenuti
nella frontiera & A di A .

Dicendo che u (x,y) & di classe n in A 4 I', intenderemo che sono ve-
rificate le seguenti circostanze:

1) la u(x,y) & continna ed e dotata di derivate parziali continue fino
all’ordine n incluso, in ogni punto di 4 .

2
2) esistono (i"'*);’il_) funzioni: u® r+s=h , h=0,1,...,n)
definite e continue in A 4 I', tali che in ogni punto di A riesca:
h
W =

T dar oyt

Daremo al modo seguente la definizione di porzione o arco di curva
di classe » nel piano.

Sia ¢ il generico punto di una retta, ed (¢,b) un intervallo limitato
dell’asse t. Siano :

1) E=&@®) , n=n(

due funzioni definite in (@, b). Il luogo O descritto dal punto del piano di
coordinate [£(f), 7 (f)] quando ¢ descrive lintervallo (a,b) & una porzione o
arco di curva di classe n, se sono verificate le seguenti condizioni :

1) le funzioni (1) sono di classe n nell’intervallo chiuso (a,b), e le
d(it(t), @—%Q non sono mai contemporanea-
mente nulle nei punti dell’intervallo chiuso (a,d).

2) la corrispondenza posta dalle (1) fra i punti dell’intervallo chiuso
(@,b) ed i punti di ¢ & biunivoca.

Diremo estremi della porzione di curva C, i punti ai quali competono
i valori @ ¢ b del parametro ¢,

loro derivate del prim’ordine
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L’intervallo chiuso (a,b) chiamasi Pintervallo base della porzione di curva C.

I problemi di integrazione per equazioni alle derivate parziali conside-
rati nel presente lavoro saranno studiati in campi particolari del piano, che
chiameremo campi di classe », e che veniamo ora a definire.

1 campo A del piano sard detto un campo limitato di classe n (n>1),
se esso & limitato, e se la sua frontiera & A si pud decomporre in un nu-
mero finito di porzioni di curve di classe n, tali che due qualunque di esse
abbiano tutt’al pit punti estremi in comune.

Diremo che {=(¢,n) & un punto regolare di & A, se & possibile decom-
porre la frontiera del campo A, nel modo sopraddetto, in un numero finito
di porzioni di curve di classe n, ed in maniera che  non sia punto estremo
di nessuna di esse.

Diremo che un insieme di punti N contenuto nella frontiera di un campo
limitato di classe uno (o di classe superiore ad ,uno) & un insieme di mwum
(curvilinea) nulla se, dette C,, C,, ..., Cq le porzioni di curva d1 classe uno
che compongono la frontiera del campo, Pinsieme N.Cp, (h—=1, .y q) ha
come corrispondente nell’intervallo base (f,—; ,%;) un insieme d1 misura nulla
($econdo Lebesgue) dell’asse ¢. Dopo tale definizione, assumono un preciso
significato le frasi: quasi ovunque su FA, per quasi tutti i punti di FA , ete.

Diremo che il campo limitato A di classe n & regolare se sono verificate
le seguenti circostanze :

1) e possibile definire un versore u ({), funzione del punto { variabile

sulla frontiera & A del campo A, il quale sia funzione continua di {, sia

sempre penetrante nell’interno di A, e tale che, detta w la misura dell’an-
golo (compreso fra 0 e m) che u({) forma con il versore » ({) normale a & A
in ogni suo punto regolare { e penetrante in A , risulti sempre:

nggwo<%.

2) dette C,, C,, ..., C4 le porzioni di curve di classe n che compongono
FA, e (a,t),(t ,t), ., (tq—1,b) i rispettivi intervalli base, le componenti
del versore u (), considerate come funzioni del punto ¢ variabile in (¢,—1, %),
siano di classe uno in (f—1, %) .

3) esista un numero positivo 0, tale che, per 0 < o << g,, il luogo
descritto dal punto z = ¢ 4 o u (¢) al variare del punto ¢ su & A, riesca in-
teramente contenuto in 4, ed in corrispondenza biunivoca con FA .

4) in quasi tutti i punti { di #4, si possa condurre un segmento di
centro £, normale a A, per metad contenuto in A e per meta nel comple-
mentare di A + &FA. '
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2. Teorema sul prolungamento alla frontiera di una funzione dotata
di derivate del prim’ordine continue e sommabili in 4 ().
Indicheremo con O la classe delle funzioni w (2) dotate in A di deri-

vate continue fino all’ordine » incluso, e tali che ogni derivata di w(2) di

ordine << n abbia modulo di potenza p-esima sommabile in 4 .

L — 8Se u (2) é una funzione appartenente alla classe op (p=1), e se

il campo limitato A ¢ di classe uno e regolare, esiste, fissato quasi ovunque {

su FA, il limite : '

lim w[f 4o u Q)] =" ().

e—0

La funzione u* (£) & una funzione del punto ¢ di & A misurabile secondo
Lebesgue (%) ed appartiene alla classe L (F A) delle funzioni che hanno mo-
dulo di potenza p-esima sommabile su & A, essendo la funzione | u [l -+ o u ()] |P
uniformemente sommabile sulla frontiera & A, del campo A, che si ottiene pri-
vando A di tutti i punti :

r=C04opul) Ccdd 0o =e<g-

\

Se p' (£) é un versore che gode delle stesse proprieta 1), 2), 3), 4) di cui gode
p(), si ha quasi ovunque su &F A : ‘

lim [+ opu (O] =u*({).

o—0

Esiste una costante positiva @, dipendente unicamente da A, tale che, per
0<e<<gg) 8t ha:

(2) [|u[€—|—g,u(§‘)] fpds £2PQ% /]u"‘(é’){p ds+gﬂ'1/ﬁgradu [pdr§ .
F4, FA 4
Infine st ha, qualunque sia p:

(3) lim (o / |gradu| ds)=0.

e—0

(*) Cfr. [10], [14]). Avvertiamo che i numeri fra parentesi quadra si riferiscono alla
Bibliografia alla fine del lavoro.

(?) Dicendo che la »* ({) ® una funzione misurabile secondo Lebesgue, s'intende che
u* [ (t)] ® misurabile in ogni intervallo base ey s ty)
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D’ora in avanti, allorche per una funzione # (2), definita in un campo limitato,
regolare e di classe uno, ed appartenente a O(f), diremo che essa coincide sul
contorno con la funzione U ({), intenderemo che la U ({) &€ quasi ovunque uguale
alla funzione u* ({) considerata nel teorema I.
Scriveremo anche :
limu (2) = U ({),

2L

convenendo di dare a tale passaggio al limite il significato ben precisato
nel teorema I.

Analogamente, per una funzione u appartenente a C‘()p) , potremo definire,
oltre che i valori sul contorno della w, anche quelli delle derivate parziali
gi; e g_—: In un punto regolare di 4, potremo anche definire la %ﬁ, cioe

14
la derivata secondo la normale esterna a &A , ponendo :

ou __ [0 w\* o u\*
S= &)
essendo o e f i coseni direttori dell’asse normale esterno a &A nel punto

* *
regolare che si considera, e (M) e (M) 1 valori assunti nel punto da 0w
o 0y ox

ou
e 77 secondo la convenzione teste fatta. Evidentemente, 2_1: riesce definita
su quasi tutta A, ed ¢ una funzione appartenente a ® (F A). Analoga-
mente puo definirsi lag—g su A ponendo:

A (2—';) @ () + (; ;‘)y #),

avendo supposto che l’arco di curva di classe uno che contiene il punto che
si considera ammetta la rappresentazione parametrica in funzione dell’arco :

z—=ux(s), Y=y ().

B utile, per gli ulteriori sviluppi, notare il seguente lemma :
II. — BSe nel campo limitato regolare e di classe due A ¢ definita una
Sunzione w (), appartenente a 052), e tale che:

U— —=— 10 su FA,
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riesce su J A :

Indichiamo con C un arco di curva di classe due contenuto in & A , di estre-
mi i punti regolari 2, e 2z,, e di equazioni parametriche:

e con C, arco di curva di equazioni parametriche :
=) —ey )y Yye=yE) +eo ().

N . ou . .
Per Vuniforme sommabilita su €, di g—g e ;9%; rispetto a g, riesce, detta s,

lascissa curvilinea del punto variabile su C,:

tim [ 5% s, = tim [ 2 ) — 0w 0+ o by 0+ 0 07 0] a0, =

. S
e—0 e e—0,
C,

ou
Jdx
e

e

0 ow ,

= [tk w45y wfar=[ Far=ui —uey =0,
(o] o

eccettuati eventualmente quegli archi che hanno gli estremi in un insieme
.. . du ., .
di misura nulla. Ne segue che la funzione 75 riesce quasi ovunque nulla
8

su FA4.
Dall’essere poi, per quasi tutti i punti di &4 :

ou ou , ou , .
s —r (8)—'_4_9_@/ (=0
=y — =
e:
2’ (8) Y (8)
0
¥ () —a(s) *9

segue l’asserto.
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3. Richiamo di alcuni teoremi relativi alla teoria del potenziale lo-
garitmico.

Sia O una porzione di curva di classe due. Indicheremo con v, la mnor-
male » condotta nel punto £ a (. Orientata la normale », con »t designe-
remo la direzione positiva, con »— la direzione negativa della medesima. Con-

0
verremo inoltre di indicare con Ty log | #— { | la derivata normale della
’J .

funzione log | 2z — { | , ottenuta derivando rispetto a { .

Sussistono i seguenti teoremi (3):

IIL. — 8Se h(2) é una funzione sommabile su C, per quast tutti ¢ punti
¢ di C la funzione di z:

1

¢l

& sommabile su C, ed inoltre, per quasi tutti ¢ punti { di C, si ha:

. 1 " 1
lim ]h-(z) log|z__w|dzs_—:/h(z)loglz—_ﬂdzs.
(o]

w—»;‘(stw{) o

IV. — 8Se h(2) é una funzione sommabile su C, per quasi tutti © punti
L di C, la funzione di 2 :

1
h(z) IOglz—Cl

é sommabile su C, ed inoltre, per quasi tuttt i puntt ¢ di C, st ha:

. 0 1
lim h(®)—1o d,s=—ah( —|—f log
w~c<suv+>f()9"c glz w] ™ Iz—Cl
]
li fh (?) 0 log 1 d,s k(&) + h(z) log 1 d, s
im —logi————d,s=n=n
w0 glemT) av, ~|le—w| ” le—¢| °
V. — 8Se h(2) é una funzione sommabile su C, per quast tutti i punti {
di C, la funzione di z:
1
h(z) 508 77
|z — ¢

(3 Cfr. [15], [16].
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é sommabile su C, ed inoltre, per quasi tutti i punti { di C, si ha:

. 9 1
lim h (2 lo ds_.nhé' f z——-lo d,s
i [rOg5 0 =k @+ b0 e [y
(]
0 1 1
i - P — —1
lim [h(z)avzmg[z—w|dz —]—/ Og|z_C|

w—E (SHVZ') ‘o

VI. — Indicati con V (w) e W (w) i potenziali di semplice e doppio strato,
considerati, rispettivamente, nei teoremi III e V, supposto w un punto sulla
wormale positiva a C in £, ¢ w' il suo simmetrico rispetto a {, si ha, per
quasi tutti ¢ punti £ di C:

2 a
lim — V w) — lim V(w —2nh
w»g‘\suv‘l‘) o ( ) w a{(suv )‘9 ve ( ) . (C)

lim W (w) — lim W@w)y=2=h().

wa{(suvg_—) 'w'ﬂC(Sm’Z)

VII. — Teorema di Lichienstein — Friedrichs [23], [31].
Se la funzione @(l) é definita nel campo limitato A del piano x,y ed é ivi
di quadrato sommabile, allora la funzione :

g(Z)Zf/¢(C)log|z—C!dcr

A

gode delle segquenti proprieta :
a) é continua e di quadrato sommabile in A
b) g (2) possiede le derivate parziali prime e seconde, in quasi tutto A
di quadrato sommabile in A ¢
c) in quasi tutto A riesce :

Adyg@) =279 ().

VIII. — Sia A un campo limitato di classe due del piano x,y, e sia
h (2) una funzione reale verificante in ogni dominio D (%) interno ad A wuna
condizione di Holder (°), ed avente quadrato sommabile in A . Per quasi tutti

(%) Per dominio, intenderemo un campo al quale si sia aggregata la frontiera.
(%) Si dice che la funzione reale h (2) verifica una condizione di Holder in ogni dominio
D interno al campo 4, se esistono due costanti L (D) e « (D) che dipendono unicamente
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© punti { di FA, riescono sommabili in A le funziowi del punto z = (x,y):

b ol =2, ke logle— 1),

e si ha, per quasi tutti ¢ punti { di FA :

. 0 0
llm//h(z)—azloglz—wwzz: /h(z)é—wlog|z—é'|d,1
A 4

w—L

. 9 4
Bﬂ//h(z)a—ylogp—w]dﬂ: [h(z)a—glogw—é’[dzt,
4 A

comunque w tenda a { sulla normale a C in £, dall’interno o dallesterno
di A (8).
Osservazione :

Se A & limitato, regolare e di classe due, i limiti sopra indicati possono
intendersi anche nel senso specificato nel teorema I. Poiché entrambe le
funzioni:

s d 0
//h(z)é—zlog|z——w|dzr, f/h(z)ﬁloglz—uvld,t
A A

appartengono a 0&2), i limiti (4), quando w tende a { dall’interno di A, pos-
sono anche intendersi nel senso specificato nel teorema I.

da D, e con a (D) verificante la limitazione: 0 < o (D) << 1, tali che, per ogni coppia
2,, %y di punti di D, riesca: "

[h @) — 1 () | S L (D) | 2 — 2, [*P.
D’ora in avanti, dicendo che la funzione & (¢) ® holderiana nel campo A4 , intenderemo dire

che essa verifica una condizione di Holder in ogni dominio D contenuto in 4 .
(%) Cfr. [1], [10].
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CApriToLOo II

I’EQUAZIONE DI LAPLACE IN DUE VARIABILI

1. Teorema di esistenza ed unicita per il problema di Dirichlet relativo
alle funzioni armoniche nella classe CP.

Sia A un campo limitato, di classe due e regolare, del piano z,y.

Assegnata la funzione w* () su A, indicheremo con ¢ 1a sottoclasse
di ¢ costituita da tutte le funzioni di 0® che quasi ovunque su & A ve-
rificano la relazione :
(1) lim » (2) = w* ().

2=

Sussiste il seguente teorema di esistenza ed unicita per il problema di Di-
richlet, relativo alle funzioni armoniche, nella classe oY

I — Se CF non & vuota, esiste in essa una ed una sola Sfunzione armo-
nica in A (1)

Consideriamo un intervallo aperto (?) I contenente A 4 &4, e poniamo:

B=1I—(A+&FA).

Diciamo {yjy (2)} un sistema di funzioni continue in B 4 B, completo in
L (B) (3).

*) Cfr. [17].
(®) Assegnati i numeri reali a, , a; e by , by, chiamasi intervallo aperto [chiuso] del pia-
no «, y, d1 estremi (a, ,b,) e (as, by), I'insieme dei punti z= (x ,y) tali che:
oy < T < a [o, =2 = a,]
b <y <b by=y=b,].
() Con ® (B) designeremo lo spazio reale delle funzioni aventi quadrato sommabile

nel campo B; tale spazio pud rendersi hilbertiano definendo il prodotto scalare di due sue
funzioni # e v al modo seguente:

(u,v)=/fuvdt.
B

D’ora in avanti, con L;f) (B) designeremo lo spazio reale delle funzioni appartenenti a
® (B) , che sono holderiane in B .

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Posto
o8 (&) = fwk«:)loglz—cldu,
B

le funzioni vy (2) Sono armoniche e di classe uno in 4 4 A . Supponiamo,
cio che & lecito, che il sistema {grad vy (2)} sia ortonormale in A, verifichi
cioe le condizioni :

f f[grad v >< grad vy] d v = ) (4).
A

Poniamo :

4 = u*%ds(-").
FA

Poiche 0P @ per ipotesi non vuota, diciamo U (2) una funzione di 052)
verificante la (1). Il teorema I del capitolo I assicura Puniforme sommabilita
della U (2) sulle frontiere della successione di campi A, (cfr. cap. I, 2); per-
tanto riesce :

ak:fﬁgrad Ux< gradogdz.
4

Dall’esistenza del vettore grad U soluzione di questo sistema di infinite e-

quazioni segue, per la ben nota diseguaglianza di Bessel (6), la convergenza
=] o) .

della serie > ai. Allora la serie di vettori 3 ay grad v, converge in me-
k=1 k=1

dia in A, giacche riesce :

nip o, . "
f / | 2 ap grad v |2 di—= 2 a; (p intero positivo).
: k=n+1 k=n1
A

In ogni dominio D interno ad A, tale serie converge uniformemente.
Infatti, indica con & (w) la distanza del punto w di A da FA, e con I (w)

' 0 (w)

il dominio ecircolare di centro il punto w e raggio 5

per la proprieta di

(*) La considerazione di una successione {grad v, (¢)] ortonormalizzata non ha nessun
valore concettuale, ma conferisce maggior speditezza alle dimostrazioni.

(%) Avvertiamo che d’ora in avanti la normale » ad &4 sard orientata verso lesterno
del campo 4 .

(6) Cfr. [18].
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media superficiale caratteristica delle funzioni armoniche, si ha:

" o grad ! 3 Ao (0) d
bt Ay STAA Vg (W) = am— / k[ L Ay grad vy (C)] tTe
I(w)

Applicando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz (7), si ha :

np
|k2+1akgradvk (f[ 2‘ akgmdvk & Pdee ) ;
=l

si conclude che, per ogni punto w di D, essendo D un arbitrario dominio
interno ad A ed avente da A distanza positiva d, riesce:

1

n+p 2
| 2 axgrad vy ( w|<—<//| akgradvk(Z)Pdcr),

k=n-1 /

donde D’asserita uniforme convergenza in D della serie.
Cid implica Vesistenza di una funzione armonica ¢ appartenente a 0&2),
e tale che:

[0e]
grad p —= 3 a; grad vy, .
k=1

ay — fu*%ds:/ﬁgradtpxgradvk]d-z.
7 {

Riesce quindi:

54
Dall’essere
)
(2) O:f (Z)a—f— —f/grad(p ) >< grad v ()] d; =,
g4
segue — come veniamo a dimostrare — che per ogni punto z esterno ad
A+ FA si ha:
log |2 —
B) 0= /u (C)‘9 gg% tld “—f/[gmdqo ) >< grad; log |z — L[] d; 7.
FA

(1) Cfr. [18].
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Ricordando la definizione di v ({), la (2) diviene:

/ d;s/:/wk ——10g|z——C|dzr——
——/ﬂgradtp (C)xyﬁwk(z)gradglog|z—C]) dy7)}dzv=0.
A B

Figsato { su A, la funzione di 2: |y (2) ||8—izlog|z — || & sommabile

in B, e la funzione di {: Iu*(C)lfﬁzpk(z)Haivlog g — {||d.t & som-
¢

mabile su &FA. Per il teorema di Tonelli, allora, la funzione
| w* ) |] we z)||——10g|z—§|| & sommabile in B >< FA (8) [z ¢ B, { c JA],

e per il teorema dl Fubini riesce :

0
* C)dcsffwk(z)EIOg‘z—C|dﬂ:
B

__/ we () d, T /u (C)—log|z—£|d;s

g4

Fissato { in A, la funzione di z: |y; (2) || grad; log |2 — (|| & sommabile in

B, e la funzione di (: / ﬁ v (2) || grads log | 2 — (|| d, © riesce continua e li-

mitata in A . Pertanto, per un ragionamento analogo al precedente, la funzio-
ne |y (2) || grad ¢ (£) || grad; log |2 — ¢ || & sommabile in A><B[{ c A,z c B),
e per il teorema di Fubini & lecito invertire V’ordine d’integrazione; si ha
dunque :

ff’/’k(z)dﬂ3/“*(5)2(%;%——:—'d;s—/‘/[grad<p(é)>< grad;log|z—§|]d;1€:0 .
B 4 A

(®) In generale, se 4 & un insieme di uno spazio ad h dimensioni, ¢ B & un insieme
di uno spazio a k dimensioni, per prodotto topologico dei due insiemi 4 e B si intende I'in-
sieme 4 > B di uno spazio ad h 4+ k dimensioni, descritto dal punto (a,, a;, .., a;,b,,
by, «uy b)) quando il punto (a,,a,, ..., a;) descrive 4, e (b, , by, ..., br) descrive B .
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Poniamo:

FE)= fu © %ﬂ d; s —ff{gradcpm >< grad; log | 2 — ¢ [| dg 7
&a \ A

la funzione F(2) & continua in B ed appartiene ad L® (B); verificando le

relazioni :
//F(Z)wk(z)dzTZO (k=1,2,.),
B

essa e identicamente nulla in B; e per la sua analiticitd riesce nulla in ogni
punto esterno ad A, ossia sussiste la (3).
Ebbene, la funzione u () definita in 4 al modo seguente :

1 1 —_
u(z):z—nfu*(l-)_a_ Oga|ig é‘|d€s_

g4

__._51; fﬁgradqo(()xgrad;log|z —|ldee
4

¢ la soluzione del problema.
Proviamo anzitutto che essa & armonica in 4. L’integrale :

dlog|z— |

dy 8
o v ¢

*
) / W@
g4
¢ ovviamente una funzione armonica in A. Se D e un arbitrario campo

regolare tale che D+ & D sia contenuto in A e contenente all’interno il
punto z, si ha:

/ [grad ¢ ({) >< grad; log |2 — (| }d; v =
A

f[grad«p(t)xgrad;loglz—zudu+

A—D

/ﬁgrad¢(§)xgrad;log|z——£|]d;z.
D
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Il primo addendo & armonico in D, data la possibilitd di derivare sotto
olog |z

—¢ |d58, che pure

il segno, il secondo puo trasformarsi nel: [ ¢ ({) 5
ve

D

¢ ivi armonico. Dall’arbitrarieta di D, si deduce ’armonicitd in A della u (2).
Proviamo che la u (2) -appartiene a 052), per il che & sufficiente dimo-

strare che le derivate parziali del prim’ordine di  (z) sono di quadrato som-
mabile in 4.

" Sia A4, il campo contenuto in A e contenente z, definito nel teo-
rema I del capitolo I; se I, (2) rappresenta il dominio circolare di centro
2 e raggio n interno ad A,, riesce, per una funzione U di o

6log|z—1|

U@ 3

dc-ﬁ'——

5’(‘49—117)

—ff[gra.d U () ><grad;log |z —(|]d;t=0.

4,—1y

Facendo tendere u a zero, si ottiene il valore di U nel punto z di 4,:

1 —_
U(z)=§;f U(c)%—“d;s—

4,

—Elﬁff[grad U () ><grad; log |z — (|} dy .
4,

Per luniforme sommabilita di U sulle frontiere dei campi 4,, se g tende a
zero, 8i ha:
dlog|z — |

#4 ‘
(6)

—-—Z%ff[gra.d U()><gradzlog |z — ¢ |]dy T
A

Siccome U (2) & dotata di derivate prime di quadrato sommabile in 4, e
quindi, per il teorema VII del capitolo I, tale & pure l’integrale

/ [grad U () >< grad; log |z — (] d; =,
A
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ne viene che le derivate parziali del prim’ordine della funzione (5) appar-
.tengono ad L® (4). D’altra parte il secondo integrale che compare a secondo
membro della (4), sempre per il teorema VII del capitolo I, & dotato di de-
rivato parziali prime di quadrato sommabile in A, e pertanto rimane pro-
vato D’asserto.

Fissato il punto regolare  su & A, diciamo w un punto di 4 sulla normale
in ¢ ad & A, e w il suo simmetrico r1spetto al.

Rlesce. )

1 log | w — log | w' —
u(’M)):%fu*(C)(a OgL”‘; C|__'90gla‘:; 5|)d¢s_

FA4

——f[ [gra,d @ (£) >< grad; log || g” drT.

Per i teoremi V e VIII de} capitolo I, riesce, per quasi tutti i punti L diFA -

(M) Tim w (1) = u* (¢) (%)
w-g
Il teorema d’esistenza & cosl completamente dimostrato.
Per conseguire l'unicita della soluzione occorre provare che, se u, (2) e
y (2) sono due funzioni di ¥ armoniche in A, esse devono necessariamente
coincidere (19).

Posto :
V(%) =uy (3) — Uy (2),

in ogni campo A, di cui al teorema I del capitolo I, riesce:

fvﬂds :/ﬁgradvlzdz.
oy
Fdo )

Vogliamo passare al limite per o che tende a zero. Dall’essere :

lim/ﬁgradv lgdtzﬂ[gradvlzdr,
—-0
¢ 4, A

(®) Veramente la relazione di limite (7), che va intesa nel senso specificato nel capi-
tolo I, ® stata ora dimostrata per w tendente a ¢ su ¥z, ma per ogni arco di FA interno
ad un arco di classe due, il versore u (C) — di cui al teorema I del capitolo I — puyd,
com’® ovvio, assumersi coincidente con ¥ ®.

(1) Cfr. [14].
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lim /vﬂds.
00 o

FA,

segue lesistenza del limite :

Applicando la diseguaglianza di Cauchy — Schwarz, la (2) e la (3) del ca-
pitolo I, si ha: '

1 1
Lim | vﬁds|glim |'¢7|2¢Jls2 |gradv|2d82_<_
-0 av e—0
e

4, 4, .
1 1 1
=2Q? (/ﬁgmva d1)2 lim (g [lgradvl2ds)2 =0.
4 e &4,

Dall’essere allora :

|grad vPdr =0, e limo(w)=0,
w—g
A

segue v=0 in A.

2. Proprietd di minimo della soluzione.

II. — Nella classe C¥ il funzionale

I(u)y= fﬁgradu?dz
4

¢ dotato di minimo, e lo consegue in corrispondenza alla funzione armonica
appartenente a .
Sia # (2) una funzione di 0(12), tale che, per quasi tutti i punti ¢ di 4,
riesca :

lim () =0.

2—¢

Se u(2) ¢ la funzione armonica di _§2) , la tesi sard acquisita se si dimo-

stra che:
I(u—l—n)—I(u):/ﬁgraandr—]—2][(gradn><gradu)d120.
4 4
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Nel campo A4,, di cui al teorema I del capitolo I, il secondo addendo pud
trasformarsi con la formula di Green al modo seguente:

f(graangradu)dr__] ng—uds
4o Fao

Applicando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz, la (2) e la (3) del capitolo
I, si trova:

|ffgra,d17><grad d1|——11m|[/gradn><gra,du dr| <
o—0

< lim f|n|2ds2 f|gradu|2ds2<

o0
2 </ﬁgr&dnlzd1)z lin:‘: (Q /|gradu|2ds)2 =
Q—>
A gAB

I(u—l—n)—I(u):/ﬁgr&dn|2d120.
A

Riesce allora :

3. Diseguaglianza integrale per le funzioni armoniche.

Vogliamo adesso richiamare un teorema di cui dovremo servirci in se-
guito. Ricordiamo che, dal teorema I del capitolo I, risulta che i valori su
&FA di una funzione appartenente a 052) costituiscono una funzione avente il
quadrato sommabile su &4 .

Il teorema menzionato & il seguente :

III. — Se w(2) é armonica in A ed appartiene a P , essa & di quadrato
sommabile in A, ed esiste una costante K (A) che dipende unicamente dal cam-
po A, tale che si abbia :

ffuzdtgl( )fuzds(“)

(4) Cfr. [19], [20].
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4. Funzione di Green G (w,2)e studio dell’intagrale://qv ©G,0d .

Fissato w in A, poniamo su &4 :
w* Q) =log|w —C|."

La classe CYY &, in questo caso, non vuota, dato che, detto I, (w) il dominio
circolare di centro w e raggio g,, interno ad A, appartiene ad essa la fun-
zione U (2) cosi definita in A (12):

=log|lw—=z2| . . . . . . . . perzCA—1I,(w)
g

+logogy—— . . . . perzCl,(w).

Infatti, indicata con U (p) la funzione U (z) riferita al sistema di coordinate
polari (o ,6) avente per polo il punto w, la funzione U (g), che risulta de-
finita in 4 al modo seguente :

=logge . . . . . . . . . . . in A—1I,(w

U (o) 2 1
Y .

= 292+10g90—? e v o o v .in I, (w),
0

¢ continua anche su &I, (w), dato che:

2
. . 0 1
lim log o == 1lim (— + log o —-———) —1log g, -
e—00 oo \2 Q% 0 2 0

Per verificare la continuitd delle derivate di U (z) rispetto x e y, basta pro-

vare la continuitd della (i—dll@ .
e
d .
La funzione U(Q), che & cosl definita in A :
1 .
=— . . . . . . inA—1I,(w
4 U (o)
do o -
=g o in I, (w),
0

(%) Cfr. [17).
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riesce continua anche su &I, (w), dato che:

1 1
lim — —1lim —%.:—— .
e~eo @ e—eo Q4 @

Ne deriva l’appartenenza di U (2) a 052) .
Rifacendoci al procedimento esistenziale di cui al n. 1, fissato w in A, in-
dichiamo con ¢ (w,2) la funzione armonica appartenente a O§2), che su A
coincide con log |w —z|.

Per la (4) si ha:

1 dloglz—¢
9w, 2) = 1Ogiw"é'|“‘galT*|dc8—
A

1 o
_ﬁfﬁkz ax, (w) grad vy (£) >< grad; log |z — (|| d; T .
=1
A
Fissato il punto 2z in 4 , sia I un dominio circolare di centro z ed interno ad 4.

[[{El ay, (w) grad vy (£) >< grad; log |z — {|]d; v =

A

f][}i ay, (w) grad vy, (§) >< grad; log |2 — ¢ |] d; v+

(e o]
+ [kZ ay, (w) grad vy (§) >< gradg log |z — ¢ |] ds 7 .
=1
A1
In I la serie 2 a; (w)grad v; () converge uniformemente ed il
k=1

grad; log |2 — (| & un vettore sommabile, in A-I la serie converge in media
ed il grad; log | — (| & un vettore continuo; ne deriva la possibilita di scam-
biare fra di loro i simboli di sommazione e di integrazione in tutto il campo A4 :

f [kg‘ ay (w) grad v (§) >< grad; log |z —{|]d; v =
=1

k=1

:3‘0 ay, (w) fﬁgr&dvk (&) ><grad;log |z — ¢ |]d; .
4
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Ricordando Vespressione di ay (w) (13):

8 vk (0)

ag (w) = [log|w — | 5 drs =

FA
:ff[gmd v (§) >< grad; log | w—{|]d; v,

si ottiene :

1 olog |z
) gw,2) = /Ioglw |-—g(|9—|d¢s—
.l W;—
E7
1 =)
_—— > ff[gradvk(l)xgrad¢10g|w—5|]du .
27 3
A

[grad v, (&) >< grad; log |z — ¢ | | dg =

h\

Poniamo :
Gw,2)=gw,2) —log|w—=z]|;

ne viene che:
l_alog—lz. Id s_log'w_z —_

G(w, z)_ ! flog|w P

23‘[ k=1

—_— 2 fj[gradvk C)xgrad;loglvv-—Cl]d;szgradvk(l ><

>< grad; log |z — | ] d; =

Per la (6) si ha:
1 dlog|z—¢
10g|w—z]:?7; log | w — |———ggY—|ds

FA

1
_%jﬁgradgloglw—C|><grad;10g|z— C|)dg,

(1*) Si noti che, nel caso in ispecie, & lecito applicare la formula di Green, dato che

si tratta del log |w — ¢ |.



lineari delle derivate parziali, ecc. 181

e pertanto la funzione G (w,z) risulta espressa al modo seguente :

1
9) G(w,z):ﬂff[gradgloghu—C|xgrad;log|z—§'[]d¢t—
Y

27 3

L E [[gradvk(&‘)xgradgloglw—C|]d;tff[gradvk(é)x
Y] a

>< gradgslog |2 — ¢ | ] ds =

La G (w,2) ¢ la funzione di Green per il problema di Dirichlet relativo
all’equazione di Laplace.
Essa & funzione simmetrica di w e z.

Detta ¢ ({) una funzione di quadrato sommabile in A . poiche ¢ (z,¢),
per ogni fissato z in A, & funzione di { di quadrato sommabile in A — cfr.
teorema III — ne viene clre per ogni z in A ha senso lintegrale :

f/wo G, 0.
. A

Stabiliremo un teorema relativo alla funzione di 2z definita da tale inte-
grale. Occorre perd adesso premettere il seguente lemma, di per sé inte-

ressante.
F(w):fﬁ grad, g (w,2)|*d, 7,
A

IV. — Posto :
la funzione F (w) ¢ sommabile in A, e, indicata con & (w) la distanza del
punto w di A da FA , sussiste la diseguaglianza :

(10) fﬁ grad, g (w,2) [2d, v <<
A

d lo —_
< 10g|w——z|————g(|910 ?]
z

dzs—2nlog6(w)+%.
A

Per dimostrare il lemma, faremo vedere che sussiste la (10) e che la

\

funzione di w al secondo membro & sommabile in A4 .
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Detta U la funzione introdotta nel n. 4, per il teorema II riesce :

I(9)<1(U),

fﬁ grad, g (w, 2) |2dzrgf[|gradz Uw,2)dz.
A Y|

Indichiamo con I, (w) il dominio circolare di centro w e raggio g,, interno
ad A. Si ha:

[ﬁgradzU(w,z){2dzz:ff|gradzlog[w—z“zdzt—|—

A—1 eo(w)

ossia:

w—z[? 1
| grad, (|—2_Q2—l—+10g 0 — ?) Pdr=
0

1 Qo(w)

-

1
__flog|'w 60g|'w |dzs—2nlog90—i——

Si ottiene allora, per ogni g, < 8 (w):

e R

e quindi, facendo tendere g, a 0 (w), la (10).
Vogliamo ora provare la sommabilita in A della funzione :

j2loglw =215 9108 8m) 0+
07

log |w—2
g4

Consideriamo dapprima la funzione :

_flog|w alog|w I(JIz

Per ogni fissato 2z su &4, la funzione di w:
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¢ sommabile in A, e la funzione di z:

{01og|w—z|
1
f[|og|w 2| [2o812

¢ continua (!4), e quindi sommabile, su #A . Ne segue, per il teorema di To-
nelli, che la funzione

dwt

dlog|w — 2|

log |w—z| T

¢ sommabile in 4 >< A, ed allora @ (w), per il teorema di Fubini, & som-
mabile in 4. Dimostriamo ora la sommabilitd in 4 di log & (w).

Facciamo prima vedere che, se C & una porzione di curva del piano, semplice,
aperta e di classe due, di estremi 2, e 2,, e w & un punto che non giace su di
essa, detta 8 (w) la distanza di w da C, la funzione log  (w) & sommabile in
ogni campo limitato del piano.

Siano

=u(s) , y=y)

le equazioni parametriche della curva C ; s rappresenti la lunghezza dell’arco,
contato a partire dall’estremo 2, della curva. Consideriamo l’insieme dei punti
del piano aventi coordinate :

(11) z—=z(@)+o0y (8 , y=y@B)—o2' (),

al variare di s da 0 a L, e di ¢ nell’intervallo (— g, , g,) -
Il1 numero positivo g, si scelga abbastanza piccolo, in modo che la fun-
zione :

' (8)+ey’(5) Yy ()—ex"(s) L
T(o,8)= , o =—l—eW@y—a"y)
¥ (s — ' (s)
risulti negativa nel dominio rettangolare R :

O0<s<L , —gy<<o0<yp,

ed inoltre, detto 7' il dominio descritto dal punto le cui coordinate sono e-
spresse dalle (11), sia biunivoca la corrispondenza fra R e T. Diciamo T,

(%) Cfr. [29].
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il dominio costituito dal semicerchio di centro z, e raggio g,, € non conte-
nente nel suo interno punti di 7T (tale semicerchio esiste se g, & abbastanza
piceolo). Sia T, I’analogo semicerchio relativo all’estremo z,. Per provare
Passerto, basta far vedere la sommabilitd in 7', T, e T, di log é (w).

In T, infatti, si ha:

Qo

L
[/10g6(w)dwt:[ds/logQ|J(Q,s)|dQ<—|—oo,
. “ "

ed in T, [T,], riferendo un suo punto w ad un sistema di coordinate polari
(0, 6) con polo nel punto 2, [2,], si ha:

Qo

/flogé(w)dw-z: [d9[910g9d9< + .
" .

1 0

Rimane pertanto provata la sommabilita di log é (w) in ogni campo li-
mitato contenente (. Sia ora J(w) la distanza di un punto w di A da FA.
Indicate con I', , I';, ..., I, le porzioni di curve di classe due di cui si compone
FA, diciamo dy, (w) la distanza di w da I}, . Per quanto testé dimostrato, la
funzione log d, (w)[h—=1,2,..,q] & sommabile nel campo A ; dall’essere:

q
[log & (w) | << 2 |log 6y (w) |,
h=1

segue la sommabilita in A della funzione log é (w).

Il lemma & cosl completamente provato.

V. — Se ¢ () é una funzione di LY (A), la funzione u(2) definita in A
al modo seguente :

12) u(z)=//¢(C)G(z,C)dcf
v A

é di classe due in A, appartiene a 0(12), ed ¢ tale che:

Adyu@R)=—2a¢k) . . . . perzcAd
(13)
w@)=0 . . . . . . . . perlcCFA.



lineari alle derivate parziali, ecc. i85

Per il teorema VII del capitolo I e per il classico teorema di Poisson sul
potenziale logaritmico (15), la funzione definita in A al modo seguente :

(14) v*(C)://tp(w)log]w—C]dwt
¥ A

& di classe due in A, appartiene a C¥, e riesce :
A v* @) =27 ¢ (7). per zC A.
Ne segue ovviamente che, se v (2) & soluzione del seguente problema :
dyv(@)=0 . . . . . . . perzC4d

(15)
v@Q=v*¢) . . . . . . . per L CFA,

la funzione :
w* (2) =0 (2) — v* (?)
verifica le (13).

La funzione v (2) appartenente a 052), armonica in A e coincidente su & A
con la v*({) definita dalla (14) &, per la (4), espressa al modo seguente :

1 [glog|lz—1|
v(z)_znf——-avg—d;s @ (w)log|w—C|dyt —
FA A
1 "™
— //[z ax grad v, (§) >< grad log | — ¢ |] e =.
7 k=1
A

Nel paragrafo 4 & stato provato che nel secondo addendo si possono
scambiare fra loro i simboli d’integrazione e di sommazione; quanto al pri-
mo addendo, si osservi che la funzione

(16) | @ (w) || log [w — ¢ ||

¢ sommabile in FA><A[l cFA;w c A]. Infatti si ha che:

Iw(W)Iflloglw—Clldcs
FA

(15) Cfr. [29].

5. Annali della Souola Norm. Sup. - Pisa.
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¢ il prodotto di una funzione sommabile — la | (w)| — per una funzione
continua :

flloglw—cn a5
FA

dal teorema di Tonelli segue l’asserto. Moltiplicando la funzione (16) per la
funzione continua di {:

dlog |z—|

— rCA

P (4

si ottiene sempre una funzione sommabile in &4 >< A4 .
Applicando il teorema di Fubini, abbiamo :

re=g [[ o f‘Oglw R
A

12 [
_ X ak/-/ [grad v, ({) >< grad; log |z — ¢ |] d;.
27 p—1

Calcoliamo a parte i coefficienti ay:

oY
k_/ 3k,, ff¢(wlog|w—5|dz

Ragionando come teste fatto, si ha (teorema di Fubini):

ak_ff flog|fw 8%@)61;3:
ff(p(w) du,rfj[gradvk(é')xgrad;log|w—é‘“d;1.
A A

Sostituendo si trova:

(17) fo(z)_—ﬂqo(w flog\w |‘“L"'a|i€:“d¢s—
.__..2_n kZ ff @ (10) dyp rffgradwk )xgrad;10g|w——é’|]d;tf [grad v, ) ><

>< gradg log |z — (| ds 7.
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Sia :

oy, () :ff[grad v (§) >< gradg log |w — ¢ |]ds 7,
A

e quindi

o (z):ff[grad v (§) >< grad; log |z — |] d; =.
A

La ridotta n-esima della serie :
[e.0]
LZI o () o (w)} @ (w)

¢ maggiorata in A da una funzione sommabile rispetto a w.
Infatti, per la diseguaglianza di Cauchy — Schwarz, si ha:

17.00], 2 a6 o] | < w0l (200 \2)}2— (2 1mP)s

essendo :

ak(w):flog|w—§|a—g’%{)d;s:/g(w,f)a%v@)d;s:
Fa FA

:/f[grad¢ g(w,l)>< grad v ({)] dg v
) .

o
per il teorema di Bessel (16) la serie: 5 |« (w) |* & convergente, e riesce :
k=1

.

© \
kZ‘llak(w)|2gfﬁgrad;g(w,5)|2d;1.
A

(16) Cfr. [18].
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Si ha pertanto, qualunque sia = :

L 1
|<p()[2ak(z)ak ]|g\<p |(3‘|och(z)|2)2<]ﬁgrad;9(wyC)|2dc")2,
K h=1
A

e per la (10):

|zp<w>[55 ak<z>ak<w>Hs

I -1
L 1

, . 1 . )
<|o )] (h2=1| an (2) |2)2<flOgIW— |(9 Og!;:i |d¢s 2n10g6(w)—|-§>2,

FA

dove la funzione a secondo membro & sommabile rispetto a w. Ne viene che
¢ lecito nella (17) scambiare il simbolo d’integrazione con quello di somma-

zione, ossia :

v (2) = —ff dtgfloglw 810g|z C‘d s —

—_— Z‘/jgradvk ) >< grad; log | w — (] d;rf [grad v (£

27 g1

xgrad;log|z—¢'|]dcr§

e, ricordando la (8), si ha:

@(z)szw(W)g(w,Z)d T
A
Ne segue

u* (2) = (2) — v*(?) f[ p)yg (2 dcz—ff @) loglz—C|dir=
_ff )G, Ddt=u(?).

<z):v<z>—ﬂqo<c>log|z—c|du,
A

Essendo:
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la w(2) & di classe in A ed appartiene a c?. Infatti, la v (2) appartiene a c?
ed & analitica in A, il secondo addendo & continuo in A assieme alle deri-
vate prime e seconde, data I’hilderianita di ¢ () nel campo, e, siccome ¢ (£)
appartiene ad L® (A), per il teorema VII del capitolo I esso ha derivate
parziali prime e seconde di quadrato sommabile in 4.

Il teorema ¢ completamente dimostrato.

11 seguente teorema fornisce ulteriori notevoli proprieta .della funzione
% (2) definita dalla (12).

VI. — Se ¢ () appartiene ad L®(A), per ogni fissato z = (x,y) nel cam-
po A, sono sommabili in A le funzioni di :

<P(C) y0) ) <P(C)a—yG(z,C),
e st ha:
0
é—_fj )G(Z d;’t-—fj C)dé-‘[
A
2 /«p(C)G(z 0 dpv= f«p«:)ia(z 0 d;
0y 9 ¢t — 0y ’ (9L
A A
Essendo :

f[ c>d;z_jf o 0 det — f«p(c log |2 — | d;,

basta dimostrare i fatti asseriti nell’enunciato per la g¢(z,{) anziche per la
] . . N
G (z,L). Per far vedere che ¢p(C)5—xg(z,C) , per ogni fissato 2z in A, &

funzione di ¢ sommabile in A, basta provare che la funzione di {:

0

ﬁg(z, {) & di quadrato sommabile in A4 .

Fissato ¢ in A, indichiamo con F[{,w*] il funzionale che fa corrispon-
dere alla «* definita su FA il Valore che in { assume la funzione u ({) ar-
monica in A, appartenente a o , © tale che riesca:

ww =u*w . ., . . . perwgFA.
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Tale funzionale della «*, & ovviamente lineare. Definiamo il modulo di Ba-
nach di una funzione «*, traccia su FA di una funzione u ({) armonica in
A ed appartenente a 0'(12), al modo seguente :

kS

peti=( flurpas)

FA

Si ha — ecfr. dimostrazione del teorema I —

IFlz,u*ll=|u<Z>i£V;Z(Z)Uﬁulzdr)%,

avendo indicato come al solito con 6 ({) la distanza di { da FA4; quindi —
cfr. teor. III — riesce:

2 5
* — K *1.
|F[z,unsyn6@[ <A>] I |

Da cido segue la continuitd rispetto a w* del funzionale F [, w*].
Fissato z in A, come funzione u* (w) su FA assumeremo la funzione
di w:

uw* (w)=1log |z —w|.

Per Vasserita linearita di F[Z,u*] si ha:

gv(z--l—zlac,Z)—.t;(z,z)\__li,[g log|z,—|—Aw——w|—10g|z—w|}
Adx - ’ Adx )

Riesce:

lim F[Z,loglz—l—Aw—-;va[c—logw——w|]_;

Ar—0

—Fl¢,1im log|z+da—w|—log|z— w| _
Az—0 Az

=F[§,a%log|z——wl],

dato che F[{,u*] & continuo, e dato che la funzione a—aa—clog|z — w | & uni-

formemente continua al variare di w su FA4 e di 2z in un insieme chiuso
contenuto in A .
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Ne segue, per ogni z in A e w su FA

A 0
a—wg(z,w):a—wloglz—fwl,

dato che a—%log |z —w| & la traccia su FA di una funzione di O (7).

0 . . . .
Pertanto %g(z,g), come funzione di &, & armonica ed appartiene

a 0&2), e quindi essa, — cfr. teorema III, — come funzione di { appartiene

a L?(4).
Vogliamo dimostrare, ad esempio, che :

- T
ﬁlﬁﬁmwm%z—ﬂ}wﬂyma@u

(17) Indichiamo con I g, (2) il dominio circolare di centro z e raggio p,, contenuto in
4 . Introdotto in 4 un sistema di coordinate polari avente polo in z, diciamo p e € le

coordinate di w. La funzione cosl definita:

/ 6

=“°Z e . A — I (2)
u(e, 6 )
(e, 5 g@*cos O 3 optcos O in I

=5 Qg -5 Qg e . in Ty (2)

appartiene a 0(12), e su &4 coincide con la funzione :

llo | 2 l_cos@
2108 w_g .

Infatti, essa & continua anche su &I, (2) , dato che riesce :

1im M:hm 5 g®cos & 3 ptcos O =cos9.
L ¢ D T
inoltre la funzione:
s =— 00228 m 4 — Ipy(2)
du (e, @)
R Pl L m Iy ()
\ 0 0
& continua anche su &Iy, (¢) , essendo :
L [ 8 I [ 5 2 (2] ©3 cos O ___cos 6
o B G i R
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Per la diseguaglianza di Cauchy — Schwarz e per il teorema III, si ha:

Uf o[ AnD =088 2y g

(U'M)'”") W\ et fe B0k _Loe
S[K(,;)]%Uﬁ(p(g)lzdﬂ)%(/|10g|z+4w Aw!—loglz—tl_
A

1
3 AT
—a—wlog|z—4'|’ d;s).

=

e \3
d;‘t) <

Al limite, per 4« tendente a zero, si ha la tesi.
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CAriToLro III

I’EQUAZIONE DI TIPO ELLITTICO :

u+a -|-b3“-|- cu=7f.

1. Teorema di unicitd relativo alle funzioni di classe due in A ed ap-
partenenti a C.>.

Sia A un campo limitato, regolare e di classe due del piano x,y.

Supponiamo che le funzioni « (2) e b () siano di classe uno in 4 4+ A4,
e che c(2) sia continua in A + &FA.

Indicheremo con F (u) il seguente operatore :

B W) =4, u—l—a +b Z—|—cu

e con B*(u) il suo aggiunto:

B* (u) = dyu — f%—%:ﬂ-cu

Sussiste il seguente teorema d’unicitd (!) che generalizza il teorema I
del capitolo II:

I. — B8e esiste una funzione v (2) di classe due in A + FA, sempre po-
sitiva, e tale che riesca :

(1) B* () +ev=0,
allora Vequazione :

(2) u—l—a —I-b —}-cu_O

¢ sprovvista di autosoluzioni w (2) di classe due in A, appartenenti a C’ﬁz),
nulle su FA .

(1) Cfr. [14).
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Sia w (2) una soluzione della (2), appartenente alla classe considerata.
Nel campo A, sussiste la seguente relazione integrale:

/f@ﬁ[E*(v)—}—cv]dr:

e
2ffv|gradu|2dr—|—/[u2—g—%—2uv§—i—f—(aa+bﬂ)uzv]ds,
Ae gAg

.

dove con « e B si sono indicati i coseni direttori dell’asse normale esterno a
& A, . Facciamo tendere ¢ a zero.

Per la continuitd della funzione E*(v) -} cwv, e poiche u? & sommabile
in A (), si ha:

limjfuz[E*(v)—}—cv]dr:/fﬂ[lv}*(v)—[—cv]dt.
£, ' A

Riesce analogamente :

limffﬂgradu|2dz:ffv|gradu|2dt.
o—0
A, A

Consideriamo Pintegrale : [ u? %—IZ d s; per la continuitd in 4 + &4 di %1)
14 i 4

Fa,
e per il teorema.I del capitolo I, la funzione integranda é uniformemente
sommabile su &4, ; pertanto :

e—0
g4, A

lim/uzb—?ds: u2ﬂd8:0.
o o
In modo analogo si prova che:

limf@ﬁv(aa-|—b3)ds:fu2'v(aa—{—bﬂ)ds:0.
e—0
FA, FA
(®) La sommabilitd di #? in 4 @ una conseguenza della (2) del teorema I capitolo I;
infatti la w2 & continua in 4, , ed ® sommabile in 4-4,, come segue dalla diseguaglianza
ricordata e dal teorema di Fubini. -
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Consideriamo P’integrale :
U o ds;
oV

FA,

indicando con M il massimo della funzione |v| in A + &4, per la disegua-
glianza di Cauchy-Schwarz, per la (2) e per la (3) del capitolo I, riesce:

L 1
fuvb—uds < Mlim (/|u|2ds>2 (f\gradu]zdé‘)zg
b” o—0
FA

o
2 G4

lim
o0

e

1 1
2 2 . 2
=2¢ M([f|gradu'2dr) hm(gflgradu[?ds) =0.

o—0
A F4,

In definitiva, riesce :

//ug[E*(v)—l—cv]dr:2/fv|gradu|2dz.
A A

11 primo membro non & mai positivo, il secondo non & mai negativo:
tale relazione percid & compatibile allora ed allora soltanto che la u (2) sia
identicamente nulla.

Osservazione :

La v (2) certamente esiste, se i coefficienti della (2) verificano in A -+ &A

la diseguaglianza :

=R

Basta assumere v=1.
Il teorema dimostrato & da ritenersi classicamente noto (®) se si impone
alla u Vulteriore condizione di essere di classe uno in 4 + FA4.

2. Traduzione del problema al contorno in equazioile integrale.

Sia f(2) una funzione appartenente ad Y (4). Ci proponiamo di
stabilire il teorema d’esistenza della soluzione wu (2) del problema al

@) Cfr. [36.
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contorno : )

A2u+aZ—Z+bg—;‘+cu:f . . . . . ind
(3)

U=0. . . . « v e e e e . . . . su¥FA

nello spazio delle funzioni di classe due in A ed appartenenti a 0(12).

Dora in avanti, indicheremo con x e y le.coordinate del punto z,
con & e 5 quelle del punto (.

Su a(2),b(2) e c(2) faremo le ipotesi che a (2) e b(2) siano di classe uno
in A+ &A, e c(2) sia continua in A 4 FA4 ed holderiapa in A. — Awvver-
tiamo che tali ipotesi su a,b e ¢ saranno costantemente mantenute in tutto
questo capitolo.

Per conseguire tale teorema, ci serviremo di una traduzione in equa-
zione integrale del problema al contorno (3). Precisamente ci fonderemo sul
seguente teorema :

II. — Condizione necessaria e sufficiente perché, assegnata la funzione
f@) in Y (A), esista la soluzione w () del problema al contorno (3), di classe
due in A ed appartenente a 0(12), ¢ che esista in Ly (A) wna funzione @ (2)
soluzione della seguente equazione integrale :

n /f@v(C)H(Z,C)du—-2mp(2)=f(Z),
A

avendo posto :

6 HED=0@) 0,0 +aby5 06 0+0655 66,0,

ed essendo @ (z,¢) la funzione di Green introdotta al capitolo precedente.
Proviamo la necessita.
Sia u (2) la soluzione del sistema (3). Poniamo :

P = — 5= du@);
essendo :
1 1 on 1 ou 1
‘P(z):—ﬂf(z)‘l‘ %“(Z)b—w 2—nb (3)54‘%0@)“(2%

per le ipotesi ammesse su f(2),a(2),b(2) e c(2), e poiche u appartiene a
0, segue Vappartenenza di @ (2) ad Ly (A) (Y.

(4 B bene ricordare — efr. [18] — che il prodotto di due funzioni ¢ (2) ed u (2) hél-
deriane in 4, & una funzione ho6lderiana in 4 .
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In virtu del teorema V del capitolo II si ha:

(6) u(2) f / 5 de+

ed inoltre, per il tearema VI del capitolo II:

0
—Zzﬁw(t)a—;a(z,:mu , g—;‘:ﬁwo:—yw,odcz
A A

Sostituendo in (3), segue l’asserto.

La condizione & sufficiente. Sia infatti ¢ (2) la soluzione dell’equazione
integrale (4). La funzione definita dalla (6) & la richiesta soluzione del pro-
blema (3), come segue sempre dai teoremi V e VI del capitolo II.

Il problema al contorno (3) & cosl ricondotto allo studio dell’equazione
integrale (4).

3. Dimostrazione della totale continuita della trasformazione :

(7) ‘/f ds .

Premettiamo il seguente teorema :

III. — Posto:

0 0
Ho(z,é‘):-—a(z)s—a-v—log|z—&'|—b(z)b—:‘;loglz—é'l

H, (z,c>=c<z>G(z,c>+a<z>b°—xg<z,c>+b<z>}yg(z,o,

i due nuclei H,(z, C) e H, (z,() verificano le seguenti condizions :

) [ 0l=p ;| C“CA/ffIH O dyvdyr <+ oo,

Con P si é indicata un’opportuna costante positiva.
Proviamo la prima delle (8).

0 d
| Hy(2,0) | = a(z)‘b—wlOgH—-Cl—I—b(z)ﬁlog|z._c| =

="le—¢]
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Detto P il massimo assunto in A 4 FA dalla funzione |a (2) + b (2) |
segue l’asserto. Per verificare che:

fff | H,(z,0)Pdytdet < + o0,

AXA

basta far vedere che :

ffflgradzg(z7c)|2dzrdtt<+°° ’ jff‘g(z7é‘)[2d21dét<+°°-
AXA AXA

La prima relazione & stata dimostrata nel lemma IV del capitolo II;
quanto alla seconda, basta far vedere che riesce di quadrato sommabile in
A><Alag(=,0).

Infatti, fissato 2 in A, per il teorema III del capitolo II, la funzione
di {: g(#,0) & tale che:

ng(z,al2d;rsK<A>fllog|z—cnzdw;
FA

4 &F

dall’essere il secondo membro funzione sommabile del punto 2z in A, segue
la tesi.
Dimostriamo ora il seguente teorema :

IV. — Sia H,(z,) una funzione continua di z e { in A>< A privato
dei punti z == e verificante la limitazione

|Hy(z,0) | << lz_f-é'—l (P costante).

Sia H,(2,() di quadrato sommabile in A >< A.
Posto :
H(z,0)=H,(2,0) + H,(2,0),

la trasformazione lineare :

T(q»://q»(:)ﬂ(z,adu
A

¢ definita per ogni ¢ (&) € L® (4) e muta la @ (L) in una funzione di L® (A)
definita quasi ovunque in A . La T (p) & totalmente continua in L (A4).
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Per quasi tutti i punti 2 di A sono sommabili in 4 le funzioni di :

PO Hy(z,0) e @@)H (2,0

dato che esse, come funzioni di z e {, 1o sono in 4>< 4.
Facciamo vedere che le due funzioni:

Y, (8) = —f] Odg
w, () =1T,( _[f {)de,

quasi ovunque definite in A, ed ivi sommabili, appartengono ad L® (4).
Siccome ¢ (¢) appartiene a L (4) ed &:
P

H,(
| 02,0 < Iz_cl

riesce : (%)

f IWo(z)lzdaT<+°°'
A

Per la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz, si ha:

v, (e)lzs(fflq)(:);zd;r) (ﬂlﬂ 0P ),

e, dato che H;(z,{) & di quadrato sommabile in 4 >< 4, si conclude I’ap-
partenenza di y, (2) ad L® (4).
Per provare la totale continuita in L® (A) della trasformazione T (¢p)
basta dimostrare che T, (¢) e T, () sono totalmente continue in L® (4)(8).
Nella successione dei nuclei iterati di H,(z,{):

C):/fﬂo(z.w) Hy(w, ) dyr
A
. c)szﬂm,w)ﬂo(w,t)dwr
J .

)

(3) Cfr. [15].
(6) Cfr. [18], pag. 219.
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il nucleo iterato secondo H, (z,¢) risulta continuo in 4 >< A (7); pertanto la
trasformazione T, (¢) relativa ad H,(z,¢) riesce totalmente continua (8).

La totale continuita della trasformazione T, (¢), poi, segue dall’ipotesi
che H, (z,¢) sia di quadrato sommabile in A >< 4 (9).

Il teorema ¢ completamente dimostrato.

Dai teoremi III e IV si trae che:

Se nella trasformazione lineare (7) il nucleo H (z,¢) e definito dalla (5),
allora la T (¢) muta una funzione ¢ di L® (4) in una funzione di L® (4),
ed & una trasformazione totalmente continua in L® (4).

() Cfr. [36], pag. 806 e [29], pag. 301.
(8) Infatti, posto:

R‘(¢)=fj¢(C)[HO(Z’C) + Hy(,2)]dee
A

Rz(¢)=if[¢(5) [Ho (€ ,2)— Hy (2, D],
4

la T, (¢) pud scriversi al modo seguente :
1 .
) TO(W)=—2‘[R1(‘P)+'R2(9’) .

Le trasformazioni R, (p) e R, (p) risultano ovviamente hermitiane; facciamo vedere che
esse sono totalmente continue.
Dallinsieme limitato U di L® (4), costituito dalle funzioni ¢ per cui

lel=n,

si estragga una successione { ¢, |.
Applicando la relazione di reciprocitd — cfr. [18] — e la diseguaglianza di Canchy —
Schwarz, si ha:

Il R, (93) — B, (‘Pk) 2= (R@ (‘Ph — @), Ri (‘Ph - ‘Pk)) =
=(on— 90, B® (@ — o) < | 9, — @ | 1 B (0, — @) | <

=2M | B? (¢) — B () I (i=1,2).

Per 1a totale continuitd di R£2) (9), la successione {Riz) ()} verifica certamente la con-
dizione di Cauchy; ne segue che la successione {E, (¢,)} Vverifica la medesima condizione, e
quindi che linsieme trasformato di U mediante la R (@) (i=1,2) & compatto. Dalla (9)
segue la totale continuitd di Ty (@) .

(®) Cfr. [18], pag. 479.
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Dimostriamo ora che :

V. — Se f(2) appartiene ad L)> (A), e ¢ () appartiene ad L® (A) ed &
soluzione dell’equazione integrale :

ff«p@ﬂ(z,o drt— 279 () =5 (@),

il cui nucleo H (2,0) ¢ definito dalla (5), ¢ (2) appartiene ad Y 4).
Proviamo infatti che la funzione di z: )

(10) ~ff¢(¢ fdyt —f] 0t — 2 7o

¢ holderiana in A .
Incominciamo col dimostrare la continuitd in A di

:ﬂw@)m @, O de.
A

z):]fwole(z)g(z,c) + el 5060+ 0@ g, 0] d s
A

Poniamo :
oy
per modo che riesce :

—c(zﬂqo@)logw—-cld;z+w2(z)
A

11 primo addendo & funzione continua in A per il teorema VII del ca-
pitolo I; per provare la continuitd di vy, (2), basta far vedere che sono con-
tinue in A le seguenti funzioni di 2:

(11) [f L6, )d;r,ffqo@ )du,ffqo@)g(z,adu.
A

6. Annali della Souola Norm. Sup. - Pisa.
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)

Applicando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz ed il teorema III del ca-
pitolo II, si ha:

Uf 8—‘9— (o d2,0— Ly (,C)]dcr
g(fﬁq)(t)lzdu ff ¥

2 \2
d;‘t) <
A

1 1 '
2[/ |2d¢zzﬂ—1og|z+4z—;|_
1

2 2
d; 8) )
e quindi D’asserto.
Analogamente si prova la continuitd in A del secondo integrale. Quanto
al terzo integrale, esso & continuo in A, dato che riesce:

Iffqo(C)[y(z-I—Az,C)—g(z,C)]dctlg
A
1
S(ﬂ|¢(i)lzdct 2 fflg’z—l—dz O —g 0P d;t) <
A
1

1 L —
<K@y ([/|<P(C)|2dcf>2(/Ilbglz+42—c|—1°g|z_5||2d43)2
A FA

<

n:al"‘

(442, C)———y( 9

0

Proviamo la continuitd in A della funzione di z:

[fw(C)Ho(z,C)dcr-
A
C):f/ﬂo(z,'w)Ho(w,C)dwz,
4

Posto :
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dalla :

«p(z)zﬁfﬁp © By @50 de v+ 5= [y () — 6]
A

J[romeate=g [[o0 me 0t
A A

T [[ O —rOV e 0 0.
A

si trae:

Per H, (2,() si ha, designando con B un’opportuna costante (1°):

|H01(27C)|<10gl—z—_T|;

pertanto risulta continua la funzione di z: / / Qo) Hy (2,8 d;z.
4

Anche Vintegrale : )
f f[% € —F O Hy (2,0 de

A

¢ funzione di 2z continua in A, dato che f({) & continua per ipotesi, vy, ({)
abbiamo testé dimostrato essere tale, e:

P
E=ik

IHo(zac)lé

Proviamo ora che la (10) & funzione di z hdolderiana in 4.
La f(2) & per ipotesi holderiana in A ; la funzione di z:

ffqo@)Ho(z,adu
A

& holderiana in A (11), dato che ¢ () & ivi continua, e

p
lH"(z’C)lglzTc]'

(19 Cfr. [36], pag. 806.
(1) Cfr. [29].
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ffqo(c)logw—udu
A

& certamente hélderiana in A ; quanto a wy, (2), occorre provare che le fun-
zioni (11) riescono hélderiane in A ; la tesi sard pertanto conseguita se si
dimostra che dette funzioni (11) sono derivabili rispetto a « e y, e che le
derivate sono limitate in ogni dominio contenuto in 4.

Consideriamo la prima delle funzioni (11).

Ripetendo il ragionamento fatto nella dimostrazione del teorema VI del
capitolo II, si prova che:

amff"’(% e c>du=/f L0, D,

ed inolfre si ha:
aw/[ ) Odrv\< fflqﬁé“)lzdcf /f 8.1;2925

1
)° fﬁ(pm?dﬂ ﬂ d;s)

Da questa diseguaglianza e dalle analoghe che possono ser rersi per le
derivate rispetto a y e per le altre funzioni (11), segue I’assert .
11 teorema & cosl dimostrato.

La funzione di z:

d,; ’t)

4. Teorema di esistenza.
Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema :

VI. — Se esiste una funzione v (z) di classe due in A 4 F A, sempre po-

sitiva, e tale che riesca :
E*(v)+cv<0,

assegnata comunque la funzione f(z) in Y (A). esiste la soluzione del proble-
ma (3), di classe due in A, ed appartenente a 0'?) .

Infatti, se esiste una funzione v siffatta, per il teorema I il problema
al contorno :

ou 0w .
Agu—|—aa—w—|—b5—§+cu_0 . « . . ind

u=0. . . . + .« « .« ¢ « . SuFA
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¢ sprovvisto di autosoluzioni di classe due in A ed appartenenti a o . Per
il teorema II allora, ’equazione integrale :

ff‘P(C)H(zyc)dgt—2ntp(z):0
A

& sprovvista di autosoluzioni in Y (4), e quindi 2z non & autovalore della
trasformazione totalmente continua 7 (p). Ne segue che (12) esiste in L® (4)
e, per il teorema V, in L{ (A), la soluzione ¢ dellequazione integrale (4).
Per il teorema II, esiste pure la soluzione u (2) di classe due in A ed ap-
partenente a 0;2), del problema (3).

(*2) Cfr. [2].
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CariToLo IV

IL SISTEMA DI EQUAZIONI DELL’ELASTICITA PIANA

1. Richiami e premesse.

Se u, (¢) e u,(2) sono due funzioni definite in 4, con ;(z) = (u, (2), Uy (2))
indicheremo il vettore avente quelle funzioni come componenti.

Diremo che il vettore « appartiene a @ , ad L% (4), ad L2 (A), se
le sue componenti appartengono rispettivamente a O, L' (4), e L{ (4).

Nel campo A limitato, regolare e di classe due, considereremo il se-
guente sistema di equazioni differenziali nelle componenti u, e u, del vet-

tore w:

X

0 (du ou
'\42“24'7‘5':‘7( 1‘|‘ 2)

essendo x e y le coordinate di un punto zdi 4, ek una costante numerica.
In forma vettoriale, il sistema si scrive al modo seguente :

) ’/Azu‘Jrk;—(Mi“LMz)

(10 Ay u+ kgrad divu=0.

Con » = (x4 B) indicheremo il versore della normale ad FA in un suo punto
regolare, diretto verso l’esterno di A, e porremo
du_du |, du

5—;:-(,;—-{»“—'— —a—yﬂ.»

Indicata con A una costante numerica, con P[a_[] = (P [Jj y Py [ﬂ) denoteremo
il vettore le cui componenti sono cosi definite su &FA:

Ot a 22 41

P =k (55 + 552 o+ 53

Pz[;]:k(aui+8u2)ﬂ+au2 gzi'
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Con P [?;i converremo di indicare ’operatore P [17] , ove siponga: A— —1.
Considereremo il seguente primo problema fondamentale dell’elastostatica
piana : Assegnato su FA il vettore u* (&) = [uf (), us ()], determinare in e
il vettore u (2) = [u, (2) y Uy (2)] di classe due in A, soluzione in A della (1)
e coincidente con w* su FA .

Supposto k¥ &= — 1, si consideri la seguente matrice (di Somigliana):

—k 8*|z—CPloglz—C
4log|z—¢|— P l 8.|a:8y| |
—k 0*|z—CPlog|z — (|
k1 9 a2

)
—k ?|z—CPlog|z—C|
FT1 T5oy dlog|z —C —
—k %2 —([Plog|2— |
k+1 0 y*

dove 2= (x,y) e { = (&£, %) sono due punti di 4.
Diremo s (=, C)E(s(lw (2,0, sS’ (2,0)) il vettore avente per componenti
i due elementi della riga i-esima di questa matrice ed indicheremo con & (z, {)
la matrice stessa. Con semplici calcoli, si prova che P (#,0) (6 =1 ,\2,), fissato
{[2] in A, &, come funzione di z{(], soluzione in 4 — ¢ [4 — 2] della (1,).
Applicando ai vettori della matrice di Somigliana l’operatore P, si
trova (1) :

— 4 k(1 A — £)2
Pl (e, ) = HEE ’l(f_sz L rog)s—2 |+
4 2k(1 — i 0
+ 2 20T Lo~
Py, s (z,o]:”k(i . (fo)_(szz D tog e — ]+
2k —2A(k+2) [2—¢& y—1
+ k1 Iz—Clzﬂ_—|z—C|2a

(1) Avvertiamo che d’ora in avanti, scrivendo P‘E;(i) (¢,{)], intenderemo che l’opera-

tore P & applicato al vettore 5 (#,%), pensato come funzione di z,
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- kA4 2) (@— — 0
Py, [8P (2, 0)]= k(—l——t ) @ |zéz(y§|2 Ul 8—ylog|z—4‘|-|—
T 2k—22(k+2) [ y—1y ©—¢
+ k41 F—IF* [z —cf’
~ 41+ 2 — 0
P[5 (e, )= k(—:; )F’z_?lz—logu o+
4+2K(1 — )
+_—+k+(_1 ) mlog]z-é‘{.
In particolare, per A——1, si ha:
1°)1'"
o - x— & Yy —
%’la[;z)(z;t)]:‘ily_?le“ |f:§lzﬁ]

%2,[§Z2>(z,¢)]:4ilog|z—i|.
0,

Osserviamo una formula integrale, che si dimostra con una assai sem-
phce applicazione del teorema di Gauss Green, e che sussiste per i vettori
u—«(ui ) d1 classe uno in A +FA, e v~——('vi,vg) di classe duein 4, ed
aventi il A2 v 4 k grad div v sommabile in A :

f(;xp[’é]) ds —fﬂ; >< (4,0 + ¥ grad div v) %d::

t

gA A r
(2) f f [k div v div;-{—grad uy >< grad v; + grad u, >< grad v, +_
ou, dv, du; 0v, (8%,8@1 0 Uy 00y
— Al— ——— —}ld
_l_l(&y Jx Jdx ¢9y>+ \dax dy oy d«x v

Nel caso 4 = —1, la (2) diventa:

f(uxP ds—/quAv—l—kgraddwv)%

f[(k—l_l) div u dlvv—i-(azi—%) (g_g?_g%)]dz.

@)
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Sussiste il seguente teorema :
L — ;S’e:}pf(g)z[qp1 (&), @5 (0)] & un vettore appartenente ad L2 (4), il vet-

tore;(z)s[v1 (2) , vy (2)] definito in A al modo seguente :

v, (2) = ] f [0 &) >< sV (z,0)] d; v
A

v :ff [0 ©) <59 (s, 0] de v
A

¢ di classe due in A, appartiene a @?), e verifica in A la seguente relazione:
(4) A, v+ kgrad divo=8x¢.

L’essere ;(z) di classe due in A, ed il sussistere della (4), si prova con sem-
plici estensioni formali della dimostrazione (?) che si segue per provare I’analoga

circostanza relativamente al potenziale logaritmico : f [ p(¢)log|z—1C|d;z.
A

Basta quindi solo provare l’appartenenza ad L2 (4) delle derivate par-
ziali del prim’ordine di »,(2). Poiche, detta B un’opportuna costante, si ha,
come si constata con ovvii calcoli :

Igradv,(z)lsB[fla(C)l rl“dct’
A

PN

basta provare che il secondo membro & funzione di z appartenente ad .£2(4).
A tal uopo, si osservi che la funzione di w,z,¢

- 1 1
le@lle | =7 =]

¢ sommabile in 4 >< 4 >< A, come segue dal teorema di Tonelli (integrando
prima rispetto a z, e poi rispetto alle altre due variabili) e dalla disegua-
glianza (3) :

1 1 D
fflz—cl |z_w|d~’£1°gm (D costamte).
A

() Cfr. [28], [29].
@) Cfr. [36].
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Da cio ovviamente 1’asserto.

Vogliamo ora stabilire un teorema che useremo in seguito.

Detto w* (¢) =[uf (¢), u¥ (¢)] un vettore sommabile su &4, e posto:
0

2ay, (@)= | uf () —log|z—¢|d;s —
(91’4-

FA

* —¢ _
_f“z O [E=ip e - = e
FA

2nw2<z>:—fur<t>
FA

i
+ [ ©) o —log|z —¢|dys,
0

Fa
sia ¢ un punto regolare di F4, # un punto normale sulla interna a FA in
e 2" il suo simmetrico rispetto a ( .

Vogliamo dimostrare che:

IL Per quasi tutti i punti ¢ su FA si ha:

lim [y, () — p. )] =ur @) (=1,2).
ot

Detti 0;; (2) € 0i (2) i due integrali dei quali 2z y;(2) & somma, occorre
far vedere che — cfr. teorema V cap. I:

lim [0, (2) — 045 ()] = 0 R lim [0, (¢') — 05y (2")] = 0.
2'—+{ =L

Occupiamoci di 0;2 (#), dato che la dimostrazione che faremo per tale
integrale sussistera identica per o, (¢), avendo i due integrali — a meno
del segno — lo stesso nucleo.

Sia ¢ un punto interno ad un arco di classe due di &4 .

Assumiamo l’asse tangente positivo a A come asse x, e quello nor-
male (interno) come asse y. |

Sia O (k) Varco di &A passante per ¢, e rappresentato nel riferimento
adottato, da:

n=f¢ (—h=E<+N).
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Poniamo :
m@—-w@)”_fﬁ Y= old,s
R e P A re 1
O(h) B
r—¢ y—n
o (2) = u;“(C)hz_Clzﬁ—|z_€|2a]d¢s.
FA—O(h)

Si ha, qualunque sia »>0:

lim [o{?) (z') — o{2) (2"')] = 0.

2’
Si ha d’altra parte, tenendo presente che riesce, per ¢ c C (h):

:dﬂ f(f) __E:_ 1 Vl G 2d§,
ds J1+[f 5)12”3 s VI+[f &F’ +rel

8 [ d
IR T =t T B a—

l—1 , 1
Y 5 —,
£4 (1—y? f()}yl-l-[f B

avendo indicato con ! ordinata di 2z .
Analogamente :

x—& y—n
TRt T [52 T
l+9 , 1
_ £ _—
+52 + @+ n)?f ( )] T+ OF

Avremo quindi :

+h
o) () — od) (2") = f W E £ (0] &

—h

1 1
(sz+<t—m2_52+<l+ﬁ)“+

+h

+ [ 16O @ © g gy — i) 46—

—~h
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“+h

* p 74 1 1
"3
=FO+6eO)+HO.

Per quanto riguarda F (l), osserviamo che:

5( 1 _ 1 )_ 41&q
B+ (U—m 40+ 1E+0+pTE+ T — 92

e dato che, per —h<<&<< 4 h:

ln|=|f®|<M&

con M costante opportuna, si trae:

\£4M§(l—}—n)£2M‘ . . . perf(&>0

‘lEn RN R

m+wmmww—m?

4 ME(—
£MS2M .« .perf(§<<o0.

Quindi, in ogni caso:

IMEwa( VM£2MMﬂLﬂmh

1 _ 1
Fra—mt FF0+n

¢id prova la uniforme sommabilitd rispetto ad ! della funzione a primo mem-
bro, eppero, fissato k> 0:

lim F(l) = 0.

10

Cosl pure si constata immediatamente la uniforme sommabilitd rispetto
ad ! dell’integrando di @ (I). Cio implica, per ogni fissato h > 0:

lim G (1) = 0.

-0

Occupiamoci di H(l).
In (— h, -4 h) riesce:

lf@O|l<ME , |f'O|<M|E&|,
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essendo M un’opportuna costante. Possiamo anche supporre % tale che:
Mh < 1. Si ha, per: —hgf_g-[-h:

Bll—gp=24+R—21g|=>8+0—20UE=+ P —20Mh|E =
4P _MhE+B)=01—MhE+ D).
Esiste quindi un numero positivo p tale che:
E+(l—n=p@E&+P).
Analogamente si prova che:
E+U+n=p@E+0).
Si ha infine, tenendo presente che | f'(8) | <M | &|:

oM 1§ _ M

p BRREST

, 1 1
s ‘5)(52+<l —5 tEraT)

e quindi anche :
lim H(l)=0.

-0

Il teorema & cosi dimostrato.

2. Forma quadratica associata ai problemi dell’elastostatica piana.

\

Al secondo membro della (2), se assumiamo » = v, Vintegrando & una
forma quadratica nelle variabili: ¢ ,¢e,,&5,¢,, con:

ov LK) K’ o
(6) 81"_—‘.-—1 82___“’ 83:-8—;’ 34:7:;/3.

I opportuno, per gli ulteriori sviluppi, studiare tale forma quadratica.
Sussiste il seguente lemma :

III. La seguente forma quadratica nelle quatiro variabili indipendenti :
(7) a=Fk4+1)e+ 20k —Ne, &, + 2+ 24¢e, L2 (k+1) &
& definita (positiva) allora ed allora soltanto che k e 1 verifichino le sequenti
limitazions :

(8) s Ek>—1

l_1<1<7k7

essendo yy il minore fra i due numeri 1 ¢ 2k + 1.
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Indichiamo con 4 il diseriminante di = :

k41 0 0 k— 2
0 1 A 0
A=
0 Yl 1 0
k— 12 0 0 E4+1
Condizione perché z risulti definita positiva, & che:
k +1>0
) kE+1)1—2)>0

A=) [k 412 —@—k? > 0.

La prima diseguaglianza implica ¥ > —1, la seconda —1<<1<1,
la terza vuole che sia allo stesso tempo :

1<2k+41, A>—1,
pertanto, affinché s sia definita positiva, k¥ e A devono verificare le (8).

IV. Se v (2) & un vettore appartenente a C2, e se k e A verificano le (8),
sussiste la diseguaglianza :

0V, 00, 00, 00,

v 22 2 2 1 07[01 0% 0Yi0%
/f[k(dwv) + | grad v, |* + | grad v, | —|—Zl(ay Y " ay)]dzt2
A

N(k,l)f/qgradv,ﬁ—f—|gradv2|2)dz,
A

avendo posto :

1 @ — 2 EF12—1—22@A —k?
N(k"l)_—k—l—l(l—}ﬂ—l—(k—l-l P (k— Ay

Infatti, tenendo presenti le posizioni (6), si ha:

et oe—n 2t (S 4 (2] 22 B4 (2]

&

s . . oq. & & £ . .
Determiniamo i valori di —2%, -2, —% che rendono minima l’espressione
€ € &
1 1 1

(positiva) che compare fra parentesi quadra.
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Posto :

annulliamone le derivate parziali rispetto a r,s,t:

r+1s =0
Ar+4+ s =0
E+Dt=@U—kF).

Tale sistema implica :

r=0, s—=0, t_;;T_f.
Riesce quindi:
A—K? A — ky?
Ly rL
- (k412 A—2) —(A—k*(1—23) 4
. 1 k1)1 — ) 47,

dove con A si & indicato il diseriminante della forma =, con 4,, il comple-
mento algebrico del coefficiente di &, ¢ in n.
Mettendo in evidenza nella n: &, &2, &2, si ottiene:

=€ — 4 nzeg—é—, =& —
4oy’ Ay

Sommando membro a membro le quattro diseguaglianze trovate, si ha:

A (8% & & si)
az—\7—+-+—+-]-
4 A11+A22+A33+A44

Indicata con 4 (k, 1) una funzigne definita per k> —1 ¢ —1 <1<y,
la quale maggiori le funzioni :

Ay (b, )= Ay (b, 2) = (k + 1) (1 — 22),

Aoy Gy 1) = Agg (k , A) == (k 4 1)* — (k — A2,
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si ha:

@

nZé(ﬁ+£§+8§+63):N(k,l)(ei+gg_1_83_'_62).

Siccome A, (k,1) e 4y (k,4) sono entrambe funzioni positive per
E>—1, —1<i<yy — cfr. le (99 — come funzione 4(k, 1) possiamo
assumere la funzione :

A ) =Ay . 2) 4 Ao (6, ) = (k4 1) (1 — 22) + (b + 1)* — (k — 2%

Riesce allora :
1 (k—[—-l)z(l—]»2)-—(1—}»"")(1.—717)2
N = G DA =B F e+ D — G—2F

3. Teorema di esistenza ed unicita relativo al primo problema dell’ela-
stostatica piana, nella eclasse C? .

Sia A un campo limitato, regolare e di classe due del piano x,y.
Assegnato su &A il vettore ;[*(C)E[uf(C), u3 (¢)], indichiamo — efr. cap. II —
con C¥ la sottoclasse di @ costituita da tutti i vettori J(z)z[m(z), uy(2)]
di @® che quasi ovunque su FA verificano le relazioni :

(10) lim u; (2) = uf (£), lim %, (2) = u¥ (£).
z2—L z—¢

D’ora in avanti, supposto k> —1, ad ogni vettore u= (uy ,uy) di
@ faremo corrispondere il vettore J [u] = (J, [#], J2 [u]) cosi definito :

1
I )=k + 12 dive

— owu 0 .
U it

In tal modo, anziché :
[ N Vil ou,  duy\ (0w o
/J [(k—|—1)d1vud1vv—|—(ﬁ—ﬁ)(a—y‘——ﬁﬂdﬂ,
A

geriveremo pitt semplicemente :

/ (J[ul>< J[o])dz.

A
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Avvertiamo che, scrivendo J, [z(") (2,0)], intenderemo dire che il vettore
5 (#,C) & pensato come funzione di z.

Sussiste il seguente teorema di esistenza ed unicitd per il primo pro-
blema della elastostatica piana nella classe €, il quale contiene, come caso
particolare (k—0), il teorema I del capitolo II.

V.Seék™>—1, e se @(12) non & wvuota, esiste in essa uno ed wun solo
vettore u (2) = [u, (2), uy (2)] di classe due in A, soluzione in A della (1,).

Dimostriamo dapprima il teorema d’esistenza.

Se I & un intervallo aperto contenente A + &#A , indichiamo con B il
campo — cfr. teorema I capitolo II — definito al modo seguente :

B—=1— (A -+ &4).

Sia {1;(") (?)} un sistema di vettori a due componenti continui in B —|—e‘7B’
completo in L®(B). Posto

o® () Zf/[;"“)@)* S, Ol dew () k=1,2,..)
B

i vettori o (2) _=_[v(1k) (?) ,fv(zk) ()] riescono soluzioni in A della (1,), e sono di
clagsse uno in 4 4 #4.

() In generale, se % & un vettore a n componenti (u, , ug,...,un), ¢ % & una matrice
costituita da m vettori U , v yeeey 7™ ad componenti

1 1 1

v o ... T®
w=|v® v ... P,

7SN 7/ SO N /0

col simbolo u + 2 denoteremo il vettore, le cui m componenti sono definite al modo seguente:
%y U§1)+u2 U£1)+ oot Uy, Ug). %, U§2)+u2 U§2)+ oot ouy, Uf),...

vy U oy, UM 4L 4w, T

7. Annali della Souola Norm. Sup. - Pisa.
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Supponiamo, cido che & lecito, che il sistema {J [_Q;(k)]} sia ortonormale
in A, verifichi cioe le condizioni :

f / (7 [o] >< J [o0®]) dv = 8} (),
A
e poniamo :

— o
a :/[u* > P[v®]} ds .
FA

Poiche P & per ipotesi non vuota, diciamo l_f(z) un vettore di € verificante
le (10). Per il teorema I, capitolo I, si ha:

@k :f f (J[T] >< I [o®]} dx k=1,2,..).
A

Dall’esistenza del vettore J [_Tj] soluzione di questo sistema di infinite
equazioni, segue, per la ben nota diseguaglianza di Bessel (°), la convergenza
della serie 3 ai. Allora la serie dei vettori: 3 aj J 1_1;("’)] converge in me-

k=1 k=1
dia in A, dato che riesce:

J/

Essendo le componenti dei suoi termini funzioni bi-iperarmoniche, essa
converge uniformemente nell’interno di A4 (7) assieme a qualsiasi sua serie
derivata. Indicato con @ = (P, , P,) il vettore somma della serie, si ha:

n+p - |? ntp .
S apJP]| dr= X a, (p intero positivo).

k—=n+1 k—=n+1

11) a :f{ﬁ* >< 13 [Z;?k)n ds :]]{5 >< J[;;(k)]] dz.
FA A

(5) Quanto all’ortonormalizzazione in 4 di {J [;(k)]} , si pud ripetere quanto detto nel
capitolo II, (4)

(6) Cfr. [18].

(") Cfr. [10].
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Facciamo vedere che in ogni punto 2z esterno ad A riesce:

fﬁ* ©) * P[5 (2, 0)) d;s—ff@«:wg [$(,0)]) dyt=0.
74 A

Infatti, ricordando I’espressione di o) (»), dalla (11) si trae:

f%&l (C)x[ff{},}ao (z):;f)c [5Gz, )] dﬂ]} s —
4 o’
_fﬂa‘s’(ox [ff{?uw (@) »J: [5 2, ) dzr]}d;r:o,

e, ripetendo un ragionamento analogo a quello seguito nel teorema I del
capitolo II, si dimostra che & lecito invertire l’ordine d’integrazione, di
modo che riesce :

fﬁwwz)x[ﬁ*(o*f& [$ (=, 1) d;s—U{M)*J; [8 (2, 0)) ‘Iz"] =
B FA A

Il vettore definito come segue :

z)—f{“ *P¢ zaC)}J;S—f[@ )2 [$(=,0)]) dr v

riesce continuo in B ed appartiene a .L®(B); verificando esso le relazioni :
f [9®)(2) >< F (2)] d;z =0 k=1,2,..),
B

risulta identicamente nullo in B e, per la sua analiticitd, & nullo in ogni
punto 2z esterno ad A.

Il vettore u (?) = [u, (2) , ug (2)] definito in A al modo seguente :

=5 ]ﬁ*@)xl‘% [0, 2)) b 3 — o / f(é O >< TV (2, 0)]) dg <
N FA A
(12)
wyle) =5 f{lﬂo < P[5 (0, O} de s — 5 ﬂ (8 ©)>< I (s, 0)) d;
F4 4
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¢ la soluzione del problema.
Proviamo anzitutto che tale vettore & soluzione in A della (1).
11 vettore di componenti:

(13) fﬁ* ©) < P; [s9 (2, 0)]) dz 8 (¢=1,2)

4

¢ ovviamente di classe due in A ed ivi soluzione della (1,). Se D & un
campo regolare tale che D -4 FD sia contenuto in A e contenente all’interno
arbitrario il punto 2z, si ha:

(14) f ftéi () ><T¢ [89 (2, )]} de 7= f ﬁé (&) >< e [89 (2, )} de v +
A A—-D
o+ [ f@@) ><J; [89 (2, 0)]) de 7.
D

Il vettore di componenti :

/ {5(C)><J;[_§<”(z,¢)]}d;t (t=1,2)

A—D
¢ di classe due e soluzione in D della (1,), come si constata con ovvii calcoli,
data la possibilita di derivare sotto il segno. Il vettore di componenti

f@(i)x%ﬁ“’(b@])%r (i=1,2)

puo trasformarsi, mediante le formule di Green (8), al modo seguente :

1
ff(é(c)xh[}w }dcz_f[ (k 4+ 1)2 @, div, s (2, ) +
D

Q) (n 1 “94; .
+¢(fo Z; du:——/f(m—w st +“ )+

1
-|—s(1°)§8—¢;— —g;— d;r+ﬁk—|—1 )2() B o+ D, f)+ 5 By — 55 Dyt ds. (0

(8) Facciamo notare che & lecito applicare le formule di Green alle componenti del

vettore s(9) (2,{), dato che esse presentano singolarita di tipo logaritmico.
(®) D’ora in avanti, indicheremo con x e y le coordinate del punto z, con & e # quelle
del punto ¢.
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Riesce :

)+

r=1

(r) (r) (7) (r)
@ d[= (oo  af )} ma[w (am av)]:
+s =z —— —=|| — 8’ — |2 a, ds v —=
lan,_f”(an 9 ¢ 2ol 2 oy T eI

NG b peC)
_f/ Sa,s; <'>+k 7 div U<'>}+2a,s“>[ )—|—k dwv’
r=1]

1 1 1
/]g(k+1)? (8?) 885[ 2 a,(k+1)2 dlvv(”]-{— 3’7[ Sa, (k+1)2 div o)
D

si constata inoltre immediatamente, data la possibilita di derivare sotto il
segno, che:

1
f[k—{—l)? VD a5y D)+ s Py p—sy Dyalds
gD
¢ di classe due in D e verifica ivi la (1,). Dall’arbitrarieta di D, segue 1’asserto.
Proviamo che u (2) appartiene a @1(2) ; percio basta far vedere che le de-
rivate parziali del prim’ordine di w,(2) (i =— 1, 2) appartengono ad L® (4).
Sia 4, il campo contenuto in 4 e contenente z, definito nel capitolo I;
se I, (2) rappresenta il dominio circolare di centro z e raggio 5 interno ad

A,, per un vettore U di @ riesce:

/% (C)><P; [s“'( C) dcs—[f J[U )] >< J¢ | s(” , O]t der = 0.
FHde—Iy) de—1Iy
Se facciamo tendere % a zero, otteniamo il valore delle componenti U,
e Uy, di U mel punto z di 4,:

U= g (U0 P[5 &, 0)) de s —
—éfﬁJ[ﬁ(C)]ng [;“)(z,é')]}dgr (i=1,2).
A

Per Puniforme sommabilita di U?C ) su FA, , al tendere di ¢ a zero, si ottiene:

U, () = pe { '
74

if;* () > 13; [s¥ (e, O)) de s —

5 f W7 @< T; (8% 2, 0l) dc = (i=1,2).
A
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Siccome U;(2) (i =1,2) e dotata di derivate parziali prime appartenenti
ad L®(4), e quindi tali sono, per il teorema VII del capitolo I, pure le

funzioni :
f ﬁJ[ GO 5<: [ (0, O} de v =
o 3Ug 0 o U, o U,\ 9§ _
—4jﬂ(—? + 27 Lrogs— |+ (500 = 5 0) gl s =t

f (I[U @) < I [s2 (2, 0)]) d; v =

_4ﬂ[ aéi_l_aUg) ayloglz—6|+(aaU‘—

le derivate parziali del prim’ordine del vettore (13) appartengono ad L2 (4).
DJaltra parte il vettore (14), sempre per il teorema VII del capitolo I,

¢ dotato di derivate parziali del prim’ordine di quadrato sommabile in 4 ;

rimane percio provata l’appartenenza a @2 del vettore ;(z) definito dalle (12).
Fissato un punto regolare ¢ su FA, diciamo w==(r,y) un punto di

A sulla normale in { a FA, e w = («',y’) il suo simmetrico rispetto a z.
Riesce

aU,\ ¢
‘ﬁ)a—wmglz_cl}dc’y

Uy (w —Snﬁ“ XPC["‘(I)(W C]idcs——ﬁ“* ><P [V (0, 0))) dp s —

“;T,fﬁé ©)><J; [+ (w0, 0 d = + 8_17;[[{5 ©)>< T [s7 0, D) dy v =
4 A

1 P 1

—%n “r@)ﬂ;hg|w_Cldé's—gy—tf“g(C)(l i2ﬂ I C|2 )dgs—
FA4 g4
u1<¢>—log;w—c1d;s+ fo S ) s —

———/f{qﬁ(&)ng[sﬂw o) d;r—l——-—f/ )y ><d; [sV (', O} de 7,
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Ug (w) = %f{;&* (C) > %C l}‘zl (’w’C)]} d; S_%ﬁ&} \C) ><1(;§ [_8’(2)(’0,0',:)]} d; s —
! d P ) b e ]
__@/:/‘{¢(C)><JC[3(2)(W,C)]} d;t+81—nfﬁ@(C)><J§[8(2)(w ,C)]}dcz:
4 A

__1 = z—¢ I ) -210g w—
=—5- / © (l C]‘ e —¢p /3) ds s —|—2nfu2 ©) 67510g|w | des+
54

F4

—_ 1
SRS m(C( e i §|zﬂ)d;s 2nfu%’(§)ai;clog|w'—é‘|d§s_

1 - — 1 o o
_%[f{¢(C)XJ;[8(2)(W,C)]} d;z+8—7-t/f{<p(§)><Jc[sU(w O de
4 4

e quindi — cfr. le posizioni (5) fatte nel paragrafo 1 — si ha:

uy () = [y (w) — y, (w')] — 8—17; f f@ @)y ><Jg [sV (w, O} de T +
A
i f f{iﬁ@ ><J; [V @', )] de =
A

) = [y (10) — v (0] — 5= f fziﬁ ©)><Je [5% (w0, ) dg 7 +
A

+$[f{$ (&) ><Jz [s¥ @', )]} de =
4

Per il teorema II, e per il teorema VIII del capitolo I, passando al limite
per w che tende a { si ottiene, per quasi tutti i punti ¢ di F4 (19):
(16) lim w, (0) = uf (£) o lim uy () =uf (0).

w—¢ w—¢

Il teorema d’esistenza & cosi completamente dimostrato.

(19) Le relazioni di limite (16), che al solito vanno intese nel senso specificato nel ca-
pitolo I, sono state ora provate per w che tende a ¢ su »s ; notiamo perd ancora una volta
— cfr. capitolo II, (!?) — che per ogni arco di F4 interno ad un arco di classe due che
la compone, il versore /4({—') , di cui al teorema I del capitolo I, pud assumersi coincidente

con » ({).
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Per conseguire il teorema d’unicita, occorre provare che, se ;;(1)(z) e u® (?)
sono due vettori di @ soluzioni in A della (1,), essi devone necessaria-
mente coincidere in A4 .

Daremo una dimostrazione (!!) che generalizza quella del teorema I del
capitolo II.

Posto :

0(2) = u® (2) — u® (2),

in ogni campo A, di cui al capitolo I riesce, per la (2):

ﬂ«?@) >< P[0 (0)]) ds s= f f {k [div o] + | grad v, [2 4 |grad v,[2 +
AL’

#4,

Dall’essere

. . . . V3 0vy v, 80

1 2 _ 2 . NE 9 _1_2___'__e}d frnd

e‘i’éﬁgk[dml - lgrad vy grad o [+ l(an 5E 9f an) ¢
Ae

=/f%k[diva2+|gradv, |2+lgradvz|2+2l(%%z—?‘g_?g_zg> @
)

segue lesistenza del limite :
lim fﬁ@) ><Po ()]} de s
=0
F4,

Per calcolarlo, applichiamo la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz e la (2) del

capitolo I:
ﬁzxp[mdslé(f"’"zds)%(ﬁpi 12 )7 +

FA

4 e

F4,
+ (ﬁ”zlg d3>% (ﬁPz [ﬂl2d8>%£
FA, F4,

(1) Cfr. [14].
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1 1 - 1
<o o ffimred (rred+
A g’,qg
1 1 N l
+ 29,2 (Qfﬁ grad v, |2dt)2 (ﬂPz[v] |2ds)2 ;
A g’Ae

riuscendo poi (con B costante opportuna):
| P[] P < B( | grad v, [ + | grad v, [9)
| P, [v] P < B2( | gradv,*+ | grado, ),

per la (3) del capitolo 1 riesce:

f(éx Pl))ds

i

1 1 1
£2Q13B(f/| grad v, |2dz)?lim (Qf{ | grad v, [> 4 | grad v, |*} ds)2 +
—0
4 ¢ A,

=

lim
o0

1 1 1
42,2 B (f/l grad v, |”dr)7lin; (gﬁ | grad v, |2 4 | grad v, |2}d8)2 =0.
e—b
4 e

Qualunque sia 4, risulta dunque:

.t ] EEAK) 0V, 0
k [div v]? ad v, |2 ad v, |2 + 24 —’—g——‘—3)2d T—=
ﬂgiwvlﬂgr ol | gmdnl21(P 0 Taimla,
A
Assumiamo per A un valore tale che:
_1<11<7k7

essendo y il numero definito nell’enunciato del teorema III; la forma qua-

. L. 00 0V Oy §Y .
dratica nelle quattro variabili — , =1, —2, Z 2 che compare sotto il segno

di integrale & definita positiva, per modo che si deve avere in A4 :
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Dall’essere: v, =— v, — 0 su FA, si conclude che il vettore v & identicamente
nullo in 4.

4. Proprieta di minimo della soluzione.

VI. — 8i consideri, nella classe —@?), il funzionale :

Ik,l(a)zf'[%k[divﬂ]z—l— | grad u, |* 4 | grad u, |* 4+
A

ou, 0u oWy OU
(Rl _gnan),

si supponga che k e A siano tali che la forma quadratica (7) sia semidefinita
o definita positiva, ed inoltre che sia k> —1.

Detto funzionale é dotato di minimo in @(12), ed il vettore minimante ¢ la
soluzione in A della (1,) che appartiene a I
Sia 7 (2) = [, (2), 775 (2)] un vettore di @?), tale che per quasi tutti i

punti  di FA riesca:

lim 5, (w)=—0 , lim #y(w)=0.

w—{ w—¢

Se u (2) == [u, () , us (2)] & il vettore di @ soluzione in A della (1), basta
provare che

Toa (w + 9) — T (u) = 0.
Infatti :

T (0 4 1) — T (w) = f f %k[div 7+ | grad n, 2+ | gradq, |* +
A

dm on_ 8m 3
+2‘l<8y pe 3w oy d,t +

+ 2ff§k div u div 1_7.—]— grad u, >< grad #, -+ grad u, >< grad », +
A

Uy SNy 6’7.5“4) (6@026171 ‘9’7237‘0)}
PR CAIICA L A TACH WP Y A T - A L)
+ (83/ sz swsy)  *\3% sy oy oz )| %"
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Nel campo A, di cui al capitolo I, per la (2), la diseguaglianza di Cauchy-
Schwarz e la (2) del capitolo I, si ha:

Uf[k div u div '}_7.-|— grad u, >< grad #, + grad w, >< grad 9, 4

e

+1(%%_Mw)+l(%m_w%ﬂd,:
0y dx oz 9y ox 0y oy ox )| ©

f{nxP[u}dsl<ZQ, f |gradn,|2dr% [|P[u]|2ds

+20,? ff|grad’72]2d">é(fIP[“]lzds)l'

Indicata con B2 una costante tale che :
| Pful [P < B (| gradu, [* + | grad uy ) (i=1,2),
si ha, per la (3) del capitolo I:

/[17><P[u]}ds

hm

1 1 1
szQ.?B(ffl grad # I”df)“im e]{ | grad u, [*+ | grad u, lz}ds)z +
o—0
A gA

1
+ 2 Q22 B f[l grad », |2dr 2hm f{Igradu‘|2+]gradu2|2}ds>?

Il teorema & cosi dimostrato.
Osservazione :

Per k— A=—0 si ottiene il teorema II del capitolo II. Per ¥ > — 1,1 =1,
la forma quadratica ha il significato di potenziale delle deformazioni elasti-
che. Pertanto il nostro teorema, in questo caso particolare, costituisce la di-
mostrazione rigorosa — per la prima volta acquisita — che la configurazione
di equilibrio di un corpo elastico (cui & applicabile la teoria piana), & tale,
fra tutte quelle compatibili con i vincoli, da render minima l’energia poten-
ziale elastica.
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5. Diseguaglianza integrale per le soluzioni del problema omogeneo del-
Pelastieita piana.

Vogliamo adesso enunciare un teorema (!2) di cui dovremo servirci in seguito:

VIL — 8Se u(2) = [u, (2),u, (2)] é un vettore appartenente a @@, soluzio-
ne in A della (1,), esso appartiene ad L9 (A), ed esiste una costante H (A)
che dipende unicamente dal campo A , tale che:

fﬁm?dzgﬂm)ﬁ;ws.
A FA

6. Matrice di Green G (w, 2) per il primo problema dell’elastostatica piana,

e studio del vettore: f [4_}; ) *@,0]d: =

Fissato w in A, poniamo su FA:
- -4
w* () =s"(w,).
Facciamo vedere che la classe @52) in questo caso & non vuota.

Infatti, introdotto in A un sistema di coordinate polari ¢ e 6 di polo
w, 8i ha:

k+2 k
(1) 2
s (o, 0)—_27{?—[ log o — %y o8 B—k 1
oD k

(0,0)= k | 186]190089.

Ebbene, indicato con I,(w) il dominio circolare di centro w e raggio o, contenuto
in A, appartiene a @2 il vettore U(l)—(U(l) (1)) cosl definito in A :

k2 ok k :
e R e e A—1
k+11g9 k_|_1cose 1 in o (W)
k20> 2 k (0 ¢\
k—-l—leg—?k——f-l 49—0—;0‘ COS 9+2k+110g90 lnIgo(’LD)’

(1) Cfr. [21].
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2 .
——--—msenecose ....................... ind — I, (w)
:_3_k_4g2__gi senfcosf ........ 00000 in I, (w).

3 k+1 o ’

Infatti Uy e U;” sono funzioni continue anche su FI,, (w), dato che:

. —|—2 2k k ) . (k-|-2 0?
hm( ———co8? — ——)=1im = —
el BT R8T R K1) ook +1¢]
2 k ( o* gs) k42
—_— 4= —=")cos® 0+ 2 ——logg,— 2|=
3Lk4+1\" @ o + k41 0
E+2 2k k
—9 2N 0?2 — ——
FF1%80 10—
. 2k . 2 Kk 0? 98) ]
lim{—-——sen6cosf)|—=1lim|——-—— (4= —=]sen 0 cos 6| =
e*eo( k+1 ) 9—'90[ 3 k""l( Qﬁ 92
—_ 2k sen 0 cos 0
T k1
U(l) aU(l)
Le funzioni 64_1) e B_Z’ che risultano definite in A al modo seguente :
E+21
a U'l(l) = m? ....................... m A—IQO(W)
do | _ k420 16 k 0 o’ 9 .
—2;’?9_g ?m ————Q—g)cos 6 ooooooo ln Ieo(w)’
50 T e in A — 1, (w)
2 16 k (o o .
69 :—?’;'—_'_—1 Z)E-—E Sell9(3089 ........... m IQO(W),
0 0

sono continue anche su FI, (w), dato che riesce:

) k42 1) . l —|—2 o 16 k (g 97)
lim = lim - — — — |[& — = )cos? 0| =
rm(k+19 ool B+102 3 kf1\g2 f

vi
lim l— 16 —k— (i —_ 9—) sen O cos 9]
[2nd ] 3 k +1 Qo Qo
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* Fissato w in A, poniamo su F4,
W)= w,0);

anche in questo caso la classe @§> & non vuota, dato che vi appartiene —

lo si prova in maniera analoga alla precedente — il vettore U? = (U(z) U(;))
definito in A come segue:

:——k2k senfcosO ..........0 000 in A — I, (w)
U (e, 0) +
1 (e 9 A 0® 08 )
= 45— senfcosO ....... in I, (w
3 k+1 ( ﬁ) e
G2, 2k k
— 8?0 — ——— . .. e e e in A — I, (w)
21! k+1 k41
wwm> .

Tkl 3kF1

0

Rifacendoci al procedimento esistenziale di eui al n. 3, fissato il punto w
in A, indichiamo con

gv (w, 2= [g(f) (w42), 9(2’) (w, 2)]
il vettore di @ﬁz), soluzione in A della (1,), che su A4 coincide col vettore
89w, 0)E=1,92).
Per le (12) si ha:

: 1 [~ o
gwmazﬁﬁwwx»dﬂwwmww—
FA

—"LjygEﬁwaﬁm@ﬂXJﬂ@W%Qﬁ%T
8n k—1
A

(‘)(w 2) —f{s@ w, () ><P; [8(2) Ol dys —

8m002¢NwJW“Db«QM” Qd@m

2 8
k+29——£ k (49 —g—)sen29—|—2k+210g90—2....inIeo(w).
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avendo posto

A7) af (0) = f (59 (10, &) >< P )] d; s = / f{J[M O ><J; [FO@)]) dex (4.
&FA 4" .

Fissato z in A, sia I un dominio circolare di centro z, tutto contenuto in A.
Si ha (j=1,2):

f[ §§ ad (w) J [0 (£)] >< T, [s0) ( C)lg dv=
k=1
A

_ M (o mmm><J¢[Ts’w><z,o]%d~+

_I_f[ a) (w) I [5®) (£)] >< T [s0) (z,C)]} det.
k=1 .

In I la serie:

(18) S af) () J [o® 0)]
k=1

converge uniformemente, il vettore J; [_§U> (2,0)] ¢ sommabile; quindi in I
si pud scambiare il simbolo di integrazione con quello di sommazione. In
A — I la serie (18) converge in media, il vettore J; [_5(1') (#,)] & continuo,
quindi & ancora lecito scambiare fra di loro i due simboli. In forza delle
(17) si ottiene allora:

gt e 2) = f (50 0, £) >< Py 59 , O} de s —
F4

—_—— Z ]:[{J[W”(C) ><J;[s(‘) (w, )]} dg z/ﬁJ[v(k) ()] ><J; [8(1)(z Ol dy e

(43) al vettore 3@ (w,{) si pud applicare la (3), dato che esso presenta solamente sin-
golarita di tipo logaritmico.
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i 1 [~ o
95 (w, 2) :%ﬁsm (w, ) >< Pe[s? (2, )]} de s —
Fa

ﬂk_

-3z Z]/W B0 >< I [s0 (w0, 0] dcf[ (To® 0] >< T [52 (=, O)]) de v »

Posto :

(z)

G w,2) =g\ (w,2) — sV (w,2)

G (w,2) =g5 (w,2) — s (w,2),
si ha:

o — o —
G(lt)(w7z):§1;‘ﬁsm(w,0XPC[S(I) Ol dis_s() (w,2) —

Iz

—3%n fo{J[W‘) (O] >< J¢ [59 (w, 2)]) d; rff{hfk) ©)] >< Iz [§D (2, 8)]} dr T

6 0,2) = g [[#9 (0, 0) < B 5 (2, O]} de # — o8 (0, 2) —

FA

—_ 2 f]{J@’(’c) < J; [s(‘) (w, & ]}d;‘i/:/{J (") &)] >< J¢ [8(2’ ]} Wd: =
87 gy

Avendosi, per le (15):

3(1‘)(w7z):§1}; {;‘)(w,é‘)xﬁ¢ E(')(Z,Cl]} d: s —
A
— 5 [ [l 2 >< e, e
A

89 (w2 _—ﬁs(' (w, ) ><P¢ [8(2)(z O} d; s —

— %/ﬁJc (89 (w, 0)] >< I [s@ (2, )} d; 7,
a4
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riesce :

lt) (w,2)= %/ﬁ‘fi[‘;&) (w, 0)] >< ¢ [;(1) (=, Ol dp v —

A

—5a g [ ﬁJ{am O >< T [89 0, 0)]) d; = f (T [0 (00 >< T [80 12, £)[} g =
-]
7 A

& (w, 2 __——[/{Jg[s'“ (w, )] >< J; [8(2)( y O} det —

———; fo{J [0 )] >< T [5 (w , £)] ldcffﬁle'k’ I>< 282 (s,0)]) dg =
k=1

Siamo pervenuti in tal modo alla matrice di Green per il primo problema
dell’elastostatica piana :

o P,z 6w, )
w, 2)=
P w,2) G (w,2)

la quale risulta espressa al modo seguente :

8. Annali della Souola Norm. Sup. - Pisa.
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284

2% {[(2 ap] 2 >< () %E\ \ :
=g
=2 {[(2¢ @) @8] 2 ><[(9) @ai\\

v
—23p (3 Das] < [(2¢ ) %i\ \ 28

27 {[(2° %) @8] 21 >< [(3) @] E.\\
¥
‘ Ttug
27 {[(2¢ @) 8] e >< [(2) S%_&\\ g

V
— 2 (044 ws) < ¢ gl [ 22

|4
27p ([ 2) 8] r>< [(2) @e] i\\ .
=% 2 w
-27p {[(3¢ @) 8] 7 >< [(D) @ 3\\

— 23 {[(29) sl 2 >< (3¢ 1) 5] i\\ e

vV
27p {[(242) wsl 2r ><[(2) s&i\\ .
v‘H &
=% 1
2 (2@ sl < (@l 'S 5E

¥
— 2 {22 sl r <[ ‘ ») :m_ﬁ\\ m.w
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Facciamo notare che la matrice di Green gode della proprietd seguente :

-

6P w,2) = &P (2, w) h,k=1,2).

Dimostriamo ora un lemma che contiene, nel caso particolare k —1=20, il
teorema IV del capitolo II:

VIII. — 8¢ supponga che k e A werifichino le ipotesi formulate nell’enun-
ciato del teorema VI. Posto :

F. (w) = f/ k [dive g9 0, O + | grad; ¢ (i, 0) [P + | grad; ¢ (w,0) [+

399 (0,8) 899w, L) 899 (w,0) 89‘2"(w’¢))$
+“( o 5F T aF o )%

la funzione F;(w)é sommabile in A e, indicata con 6 (w) la distanza da FA
del punto w di A , sussiste la seguente diseguaglianza :

19) F (w)gﬁ?w(w,c)xpc (50 (w,0)]} dy s + N, log d(w)+ N, (i=1,2),
FA

dove N, e N, sono costanti cosi definite:

16
Ny—=— k+")2 (k2 4 3% +2),
ka [81 177 48 8a
N.= &+ 1) |20 Wk+“5”+(k+1)2’

Per dimostrare il lemma, faremo vedere che sussiste la (19) — facendo ad
esempio 1 =1 — e che la funzione di w al secondo membro & sommabile
in 4.

Per il lemma VI, detto U (w, )= [U{" (w,), UL (w, £)] il vettore in-
trodotto al n. 6, riesce:

Iy, [;J’(l)] < Ipa ﬁ(l)] .
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f

Indicato con I, (w) il dominio circolare di centro w e raggio g, contenuto in
A, si ha:

I[TY )= ff k [div, T%w, &)+ | grad, U (w, &) [ + | grad, U (w, &) P +
k,A

A-—Ie('w)

UL (w,0) 0 U (w,0) U w,0)4d U;”(w,a)%
+‘“< 3y 9¢ 9E a7 v+
+ f f ;k[diV; T w, 0+ | grad; UL (e, 0) 2 4 | grad; U3 (w0, £) |2 +
Ieo(w)

,aU%”(w,:)aUé”(w,g_aU?)(w,:)atfé”(w,a)( _
"‘2‘( an 0E & 9 =

- — L2 3k 2
:/{s(l)(w,C)ng[sl)(w,C)]}dcs—166—(_k|_—_|:T)z—t~nlogQO+

kn 81 177 48 8x (14)
+k—|—1[ v Wk+?]+(k+l)"

Donde, per g,— 6 (w), si ottiene l'asserto.

La sommabilitd in A della funzione di w : /{E‘”(w,c) >< Py [8V(w, £)]) d; s
g4

8i consegue con considerazioni perfettamente analoghe a quelle svolte per
dimostrare il teorema IV del capitolo II. Nel corso della dimostrazione di
detto teorema, & stata anche provata la sommabilith in 4 della funzione
log 6 (w). Da tutto cio, la tesi. .

Detto ¢ (£) = [@, ), @, (£)] un vettore di quadrato sommabile in A4, sic-
come il vettore 5(” (2,C) riesce, per ogni fissato z in A, di quadrato somma-
bile al variare di { in A (cfr. teorema VII), ha senso l’integrale :

f/[;(C)XG“) Oldg = (t=1,2),
A

(44) Ricordiamo che:

0 U, 1 9w (bu2 1 bu)
dive =22 4 — 9% ) L 0%
v (be + e 9 )cos + oe 0 00 sen 6
du\? 1 (bu)2
Tad u |2 = |— — |l—
| grad v | (be)+92 0
D_“LM__MQ“_Z=L(0_“«_U_2_MM
om o8 0E d2n e \0O de 2o a@)'
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ossia ha senso considerare il vettore : / /{:{7 Q) * Qz,0))dyz.
4

Sussiste il seguente teorema :
IX. — Se ¢ (&) =[p,(), P, (0)] € un vettore appartenente a L2 (A4), il vet-

—

tore w (2) = [u, (2),u, (2)] definito in A al modo seguente :
”@:ﬂﬁmx@mez
A

u, (2) :fﬁ; (&) >< ¢® (2,0} dr
A

¢ di classe due in A, appartiene a @(12), ed ¢ tale che:

dyu+Fkgraddivi=—8mp . . .in 4
(20)
u=0. .. . . . . . . . . .85uFA.

Per il teorema I, il vettore z?(z) = [v}(2) ,v3 (2)] definito in A al modo se-
guente :

o¥ (z)—_-ffﬁo &) >< sV (2,0 dy

(21) ’
@m=ﬂﬁ@xwwmwz

A

¢ di classe due in A, appartiene a @(12), ed inoltre in A verifica la relazione:
A2;*+kgraddiv_7;*=8na.
Ne segue che, se v (2) & soluzione del seguente problema :
v +kgraddivo=0 . . . in 4

(22)
v=o* . . . . . . . . . su¥FA,

il vettore

verifica le (20).
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Per il vettore ;(z) = [v, (2), v, ()] appartenente a @(12), e soluzione del
problema (22), tenendo presenti le (12) e le (21) si ha:

o= g [ Bel6%e 0o [ fion 0106, )+ 0 0 6 0] e+
Fa #

g7 | BB te, 01 [[1p1 00 o7 €00+ 9 0810 0] e
F 4

— gz [[AZ w T @< 3 e e i=1,9),
44 k=1
A

avendo posto:
e = /‘* (€< P [o @]} e 5.
44

Al n. 6 & stato dimostrato che nell’ultimo integrale & lecito scambiare fra

loro i simboli d’integrazione e di sommazione ; quanto ai primi due integrali,

vogliamo provare che & possibile invertire Pordine di integrazione.
Consideriamo ad esempio l'integrale :

f Py [, 0) d s f f @y (w) s, w) dy 7
A

g4

la funzione: | ¢, (w) | |s{”(,w)|® sommabile nel prodotto topologico

FA>< AL € FA,w c A]. Infatti: | ¢, (w) |f| s (¢, w) | d; s @il prodotto
g4

di una funzione sommabile — la | ¢, (w) | — per la funzione continua :

J| sil)ff,w) | dgs.
7

Per il teorema di Tonelli, segue ’asserto. Pertanto, moltiplicando la fun-

zione | @, (w) | | V(¢ ,w) | per la funzione continua di {:

o —
|P1;[sm (z,&‘)]l (2 & interno ad A)

si ottiene sempre una funzione sommabile in F4 >< A,
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Applicando il teorema di Fubini, abbiamo dunque :

v,(z>_—ff<p1<w ) du z[s (€, Pre [3(2, O de 5 +

+ f Py () dyp fsm @, w) Py [57 (2, 0)] & 5 +
g4

+ f% (10) dh zfs €, 0) Py [3© (2, 0 d 5 +-

gA

+ o f f @5 (0) dy 7 /s;” €, 0) Py [3° (2, 0] de 5 —

8.71 Je=1

_— z a f f{J[Z;'("’ @) ><J¢ [ (2, O dr © (i=1,2).

Calcoliamo a parte i coefficienti ay :

= /P [0 ()] d; f [y (10) 8§ (C 5 ) + @ (w) 87 (€, 0)] duy v +

+ P[v”@)]d;sf [y () 87 € 20) + pp 00) o2 € 0)] du e -

FA

ragionando in modo analogo al precedente, si ha (teorema di Fubini):

= f f @1 (10) du T f 0.2, w) Py [+% 0] de s +
A 4
+ / f 0, (10) dy T / s2 (L, w) Py [0 )] dp s +
A FA4

+ f / Py (1) du © f 80 (£,) Py [0 (0] de s -
A FA

-|-f/(p2(w)dw1/(2)(é' w)P [0% ()] d; s .
A

239
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Ricordando che sy’ & ,w)= 82 (¢ ,w), per la (3) riesce:

" :// ?1 (0) du © /f e 0% @] >< T [s7 0, 0]} de w +
"4 A

+ / f Pq (w) dy T f (e [0® )] < T [% @, O)]) de 75
A A

ne viene allora che:

vi(e) =g _/:/% (w) dyy -zf{s(l)é' wxP;[s()(z O)) de s +

T ff%(w ,/{8(2)5w>><13¢[s"’(z Ol) dy s —

-2 f% o [T e
A

(23)
><J; [8V (w t)}dcr//(Jﬁ"“’ O < T [39(z, O))) dp t —
(K
-3 i e
<y [#20, 0)]) 4y « / f(J[TJ"” O >< 2 (3, ) d; =
Sia 4

') ‘“//‘J [0™ @] < T s (w,0)]) de =,

e quindi :
o (2) — (®)
k (2) [/{J[@ @] >< e [89 (2, O} dg .

Facciamo vedere che la ridotta n-esima della serie

ped 1 (),
Z i (w) ak (2 ] @, (w)
Jo=1

¢ maggiorata in A da una funzione sommabile rispetto a w .
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Per la d:iseguaglianza di Cauchy-Schwarz riesce :

1 1
n o/ n . ?
<o (w)|(2|ag>(w> 12)2(2 o (2 |2) ;
Jo==1 h=1

@, )| 2 o o) ocﬁ?(z)]
Jomme1

osserviamo, d’altra parte, che al variare di %k le funzioni “301) (w) non sono
altro che i coefficienti di Fourier di J; g™ (w,{)] rispetto al sistema orto-
normale {J [v‘k) )}, dato che:

oo f{sm(w £)>< P [o @]} d S"ftg“)w 0)>< P [0 Q)] de s =

= [[lr15% @< [0, ) e
A
0
Per i] teorema di Bessel allora, la serie X | o) (w) |* & convergente, e si ha:
=1
2 o o)< f f el , 0] >< T [ (0, O]} de 7 5
A

percid, qualunque sia n, tenendo presente la (19), riesce:

| @, (1) [ 3 o (1) afd z)]

SICIEAE T |2)2 ([, 0)5¢
g4

1

>< Py [3 w0, 2)]) dg 5 + N, log & (u0) + N2)7

Siccome a secondo membro si ha una funzione sommabile rispetto a w , nella
(23) & lecito scambiare il simbolo d’integrazione con quello di sommazione :

v, (2) = ff(p,(w [J (s (w, c)><P 89, 2)]) de s —

_El f f W0 @] >< I, [87 (w, )]} d; @ f (IO < T¢ [89(z, O} de | +
7 A
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1 ~@ b [
i) %WWW J 15700, 0 < BB, ) o —
f j(J[v““) ) ><Jy | 82w, 0)]) d; © f (F ®(0)] < [$9(2, 0)]) de 7] -
=1

©))

Ricordando l’espressmne di g5 (w,z), si ottiene infine :

vy (2) = f f [p, ) 6 (¢ 5 2) + 93¢, 2 det
v, (2) f L2N(s )(C y2) + Ps © 952) ¢, z)] det.

La soluzione u* del problema (20) & allora espressa come segue :

u@“ﬁ@@mm y2) — 810 (€, 2] + 9. O [0 (€, 2) — 88 (€, 2)]) de o
$ )= f (@ O[99 € ,2) — s €, 0] + 0, O 957 €, 2) — 887 (L, 2]} de x.«

Ricordando che Gy (¢,2) =g (,2)— s’ (L,%), si ha:

Wl (5) = f f [P O G ,2) 4 0y ©) 60 ¢, 2)] de <
A

ul (2) = f [P, ©) GL (%)t @y () 6P (€, 2)] dp e
A

ossia, per la simmetria della matrice di Green :

ud z>—jf<p(c><G<” Ol det =1, (2)
u (2) f[tP(CxG(z) O de e =ty (2) -

Rimangono da esaminare le proprieta qualitative del vettore ;(z) .
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Essendo

wy (8) = v, (2) — f 5 ©)>< 30, O dee
(24) !

Uy (2) = v, (z)—[ (9@ >< ¥ @,0)d 7,
A

siccome il primo vettore v (?) appartiene a @(12), ed & analitico in 4, ed il
secondo vettore — cfr. teorema I — & di classe due in A ed appartiene a
@(12), rimane provato I’asserto.

11 teorema e completamente dimostrato.

I1 seguent® teorema fornisce ulteriori notevoli proprieta del vettore Z;(z) :

X. — 8e g;; (&) = [p, ), @, (0)] appartiene a L@ (A4), per ogni fissato
2= (x,y) nel campo A, sono sommabili in A le funziont di {:

— —

PO>m @0 g0 60 (i=1,2),

e 8t ha:

% [[Fo=<de, c»]du—fﬁ«p 2 @6, 0l
A

d D P10

a—f £)>< 67 (2 ]dw—ﬁ[w yG”(z,o]d;r-

A

(25)

Dalle (24) si vede che basta limitarsi a dimostrare i fatti asseriti nell’enun-
ciato, considerando la matrice || g}’ (2,¢) ||, definita al n. 6, anzichd la ma-
trice di Green.

Per far vedere che la funzione di (: ; &) > %;(i) (z,C), per ogni fis-

sato z in A, & sommabile in A , basta far vedere che il vettore 7w (‘) (2,0) e,

per ogni fissato z in A, di quadrato sommabile rispetto a { in A . Ragio-
nando in modo perfettamente analogo a quanto fatto nel teorema VI del
cap. I, si perviene al risultato seguente:
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per ogni fissato z in A, e w su FA, risulta (15):

0 ~w _ 0 7w
amg (z,w)_aws (2,w) .

Pertanto 5% _g;“) (2,(), come funzione di {, ¢ soluzione della (1,) ed appar-

tiene g @2 ; quindi — ecfr. teorema VII — esso appartiene, come funzione
di ¢, ad £?(4).

Vogliamo ora dimostrare, ad esempio, la prima delle (25).
Per la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz e per il teorema VII, si ha:

- PO A — -
[[lpo< |tz Dm0 2506, o) 4| <
A
- 1 P A 4% - 2 L
=([[lrepa([[|EF = e o) <
A A

s+ dw, D) —s9(2,0) o
Az oz

~ 2 1
s®(2,0) , d; 8)2 .

A

= [H(A)]%< f ]l?” @ d; )_ (/
o

Al limite, per 4 che tende a zero, si ha la tesi.

(!5) Analogamente a quanto fatto nel capitolo II, si prova facilmente che -:—x—;(‘) z,0)@

1a traccia su &4 di un vettore di @(12)'.
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CAPITOLO V

L’EQUAZIONE : d,u=7.

1. Teorema di esistenza ed unicita, e proprietdh di minimo della solu-
zione del problema biarmonico.

Sia A un campo limitato, di classe due e regolare, del piano =,y . As-
segnate su &A le funzioni «* e v*, indicheremo con 0 la sottoclasse di 0&2),
costituita da tutte le funzioni di OF che in quasi tutti i punti  di F4

verificano le relazioni :

) limu(e) = u* (@) , lim 2%
z—{ 2L 0 v

=*) 1.

Poniamo in 0‘22) :

J[M]:/ﬁdzu)zdr.

Sussiste il seguente teorema () di esistenza ed unicitd per il cosiddetto pro-
blema biarmonico nella classe ?}’f), il quale fornisce al contempo la prova del-
Vesistenza del minimo in € del funzionale J[u]:

I. — Se O ¢ non vuota, esiste in essa una ed una sola funzione biar-
monica mel campo A . Il funzionale J[u] & dotato di minimo in CF
nimante ¢ la detta funzione biarmonica.

Se I denota un intervallo aperto contenente A 4 &A , poniamo — cfr. teo-
" rema I, capitolo II:

, € la mi-

B=IT—(4+&A).
Sia {yx (2)} un sistema di funzioni continue in B 4 &#B, completo in L® (B).
(!) Alle relazioni di limite (1) & da attribuirsi il significato specificato nel teorema I

del capitolo I.
(® Cfr. [13].
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Le funzioni :

wk<z>=jfwk(c>1og lo— ¢ | d;e
B

sono armoniche e di classe uno in A 4 &A . Supponiamo, cio che & lecito,
che il sistema {v;(2)] sia ortonormale in A, verifichi cioe le condizioni:

ﬁwh(zm(z)dn:a’;i,
A /

w=[] w0 E —rom o
FA

e poniamo :
143

Poiche 6;2) & per ipotesi non vuota, diciamo U (¢) una funzione di G’éz) veri-
ficante le (1). Riesce allora (3)

ak:—ffAzU(C)vk(C)d;z k=12,....).
A

Dallesistenza della funzione 4, U soluzione di questo sistema di infinite

equazioni segue, per la ben nota diseguaglianza di Bessel (), la convergenza
[ o] oo

della serie 3 a; . La serie 3 aj vy (2) converge in media in A ed inoltre, es-
k=1 k=1

sendo i suoi termini funzioni armoniche, essa converge uniformemente in ogni

dominio contenuto nel campo A — ecfr. teorema I, capitolo II. — Esistera
quindi una funzione armonica ¢, appartenente a 052), tale che:

pR)=— ;“k”k(z)-
f—1

Si ha pertanto :

ak:fgu*(&)f’—’l;"T@)—v*(C)vk(c>%d¢s=—ff¢(5>”k@> 75
7 : 4

dall’essere
@) ﬂu O2EO o o] s +ffqv<:>vk<oda=0,

0 v
G4

(3) Si tenga presente che, se v (¢) & una funzione armonica in 4 e di classe uno in
A+ FA, e se la U () appartiene a 0(22), sussiste la seguente formula di Green :

oV oU
Ub—"_—vé—;'— ds=— || vdyUdz,
i

g4
essendo la normale » orientata verso l’esterno di 4. Cid in virth del teorema I, capitolo I.
(4) Cfr. [18].
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segue che, per ogni punto z esterno ad A, riesce:
0

f%u’*(&‘)ﬁ1og|z—§'|—'v*(C)10g|z—C[tdgs—l— fq)(z)log|z—¢'|d;r—_~0.

&4 A

Ricordando D’espressione di,vy (), la (2) diviene:

fu"‘(C)d;sg% fqpk(z)log|z——§|dzt—fv* ) d;s/fwk(z)log|z——é'|dzz—|—
g ¢ 5 FA B

—k[fq)(()d;tf[wk(z)log |z2—¢ | d,t=0.
A B

Fissato { su &4, la funzione di 2: | yy(2)||log | 2 — || & sommabile in

B, e la funzione di { : |v*(C)[-[f| yi(2)||log | #z—C||d, v & sommabile su
B

FA . Per il teorema di Tonelli allora, la funzione | v*(C)| |yx(2)| [log | z—C || @
sommabile in B >< FA (z € B,{ € FA), e per il teorema di Fubini riesce :

Jv*(é‘)dtsf[wk(z)log e —C|dt= fzpk(z)dzrfv*@)log |z2—C|des.
A B B g4

In maniera perfettamente analoga, si prova che: .

fu*(é‘)déss[fipk(z)é—%log |z2—C¢ | dt=

FA B
———ffmz)dzzfu*(oilog|z—c | dcs .
o7
‘B g4

Fissato ¢ in A, la funzione di z: | yy(2)||log | 2— || & sommabile in

B, e la funzione di (: f f | w(2)||log | 2— || d, v riesce continua e li-
B

mitata in 4.

Pertanto la funzione | @ (£)||yx (2)||log | #— || & sommabile in 4 > B
(( ¢ A,z cB) e per il teorema di Fubini & lecito invertire Pordine d’inte-
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grazione. Si ha dunque :

ﬂw(zmﬂ[[

FA

w02 tog | s — £ | o) log | # — ¢ ]| ds +
ve

+ff¢(€)10g lz—¢1| dcf]=0-
A
La funzione

Fo= [l mz 1015 =t — v @ log |2 — ¢ | s+
g

+fj<p<c>log|z—z| @ <

¢ continua in B ed appartiene ad L® (B); verificando le relazioni:

]fwk(z)F(z)dzT:() k=1,2,....),
B

essa ¢ identicamente nulla in B, e, per la sua analiticitd, riesce nulla in
ogni punto esterno ad A. Ebbene, la funzione definita in A al modo se-
guente :

1

(3) u(z):% f{u*(f)—é‘%{log |z2—¢ | —o*@)log | 2—C | { drs +

Fd

+om [ [o@g 12—t ax

¢ la soluzione del problema.
Proviamo anzitutto che essa ¢ biarmonica in 4. La funzione di z:

4) ﬂ“*@)aibglz—u — " (@)log |z —C|{d;s
&A "

¢ ovviamente biarmonica in 4 ; il secondo integrale che compare nella (3) &
un potenziale logaritmico con densitd armonica in A, e pertanto riesce biar-
monico in A . Facciamo vedere che la u (2) appartiene a 0(22). Per vedere che
le derivate prime e seconde di u(z) appartengono ad L® (4), consideriamo il
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campo A, contenuto in A, definito nel capitolo I, ed il dominio circo-
lare I, (2) di centro z e raggio 5, interno ad A,; se U & una funzione di
05® riesce, per il lemma di Green :

2T @ ;
J1E g st 00210 12— 1 faes —
Flig—1,) :

—/fAz U)log |z— | d;z=0.
A
Facendo tendere # a zero, si ottiene il valore di U in un punto z interno
ad 4,:

1 6
U(z):%ﬂ U(C)aivglog | 2 — ¢ | —mglé-)loglz—é‘l dy s

v
FAp

1 .
+-2—;ffA2U(C)Iog|z——C|d;z.
AQ

Per Duniforme sommabilitd di U e di %—U sulle frontiere dei campi 4,, e
14

per la sommabilita di 4, U in A, si ottiene, se ¢ tende a zero:

1
U =g [Jwr @ o toe s — 1 =t @log | — ¢l da +
Fa

+21_nUA,U(5)log|z——Cldcf-

Siccome U (z) ¢ dotata di derivate parziali prime e seconde appartenenti ad

L® (A), anche la funzione di z: f f 4, U (£)log | 2 — ¢ | d © ha derivate pri-~
A

me e seconde di quadrato sommabile in A — ecfr. teorema VII, capitolo I;
ne segue che le derivate prime e seconde della funzione (4) appartengono ad

L® (A). La funzione di z: f f p()log | #2— | d;t ha certamente le deri-
A

vate prime e seconde di quadrato sommabile in A, dato che ¢ appartiene
essa stessa 'ad L® A). B cosl provato l’asserto.

9. Annali della Souola Norm Sup Pisa.
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Fissato su A, un punto regolare ¢, diciamo w un punto di A sulla normale
in ¢ ad F4, e w' il suo simmetrico rispetto a (.

Riesce :
__1_ * _‘9_ I’W—Cl
u(fw)_zn u(C)aVCIO |'“7/——C| d; s —
4
———f £) log gll ds s+

+az [[ron ‘i‘.

L’integrale f f @ () log | w—C | dyv risulta una funzione di w continua in

tutto il piano, dato che riesce:

1
Iffq)({log|w—¢'|d¢t ([ | ¢ () ]2d¢1 (f [loglw—CHZd;r).

Passando al limite per w che tende a z , ricordando i teoremi III e V (iel

capitolo I riesce:

(6) lim w (w) = w* () .

Si ha inoltre :
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Per il teorema IV del capitolo I, per il teorema (5) concernente le derivate
del potenziale di doppio strato, e per il teorema VIII del capitolo I, si ha:

") Jim 9%

wa? 97

=) (9.

11 teorema d’esistenza & cosi provato.

Per conseguire V’unicitd della soluzione (*) occorre provare che, se u, (2)
€ Uy (2) sono due funzioni biarmoniche in A ed appartenenti a 522), esse de-
vono necessariamente coincidere in A4 . Posto:

V() = u, (2) — uy (2),

in ogni campo A4, di cui al capitolo I, riesce:

o 0.4, v)
9 __ 2
ﬁ(dzv) d‘t—fgﬁgv—av—’v Fy
AQ &

o

ds.

Per la sommabilita in A della funzione inetgranda, si ha:

limfﬁAzw)gdz:fﬂdgw)gdt,
a0 AQ A

e pertanto esiste il limite :

(®) 8i pud dimostrare che — eofr. [15] — se u* ({) » sommabile su &4, per quasi
tutti i punti { di F4 la differenza:

D [f em O 2
5 gu(C)byClog|w—t|—bvclog|w'_£| d. s
FA

[w e w' essendo due punti di vz simmetrici rispetto a Z‘] tende a zero quando w tende a E .

(6) Le relazioni (6) e (7) sono state dimostrate al tendere di w a { lungo la partico-
lare direzione della mormale, ma pud ovviamente ripetersi quanto detto nel capitolo II, (19),
(") Cfr. [14].
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Applicando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz ed i teoremi I e II del

capitolo I, riesce :
f dyv %45
v
e

lim <

e—0

FA

1 1
< lim ([|A2v|2d8)2 (f | grad'u]'?olss*)2 =
0—0
g4

Fo e

SCAE

1 1

oo (oo s G2 e ()0 =

e

2

+

_.|_

o
d =
g (a y)

Vogliamo ora provare che:

lim | o 8 (dy v)
e—0 o
Ao

ds—0.

A tal proposito ci serviremo di un, teorema di K. O. Friedrichs (8}, il quale
afferma che, se A & un campo limitato di classe uno, e f(2) =f, (2) + ¢ f; (2)
® una funzione olomorfa in A, tale che il cofficiente dell’imaginario f, (2)
appartenga ad L® (A4) e tale che:

f fi®d, =0,

A

allora esiste una costante I'(A4), dipendente unicamente da A, tale che:

fﬁfl @ daISF(A)ff[fg P,

Il campo A che consideriagmo in questo lavoro, essendo limitato e di classe
due, ha ordine di connessione lineare finito; pertanto esso sara costituito
da un continuo, privato di p continui a due a due senza punti in comune,

(®) Cfr. [24).
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le cui frontiere indicheremo con C, , C,,..., C,. Indicato con (xy, yx) un punto
interno al continuo avente per frontiera Cy (k—=1,2,...,p), poniamo :

P, ) =— 3 |1 L tyn)ay— 2 (4,0)d
(w’y)—4ﬂk=1 3_-’”( 2 ?) ?/—ay 2
Cr

v ] log [@ — @) + ¥ — 9#)°] -

La funzione 4,v — ¥ & armonica in A, ed & tale che per ogni curva rego-
lare chiusa contenuta in A si abbia :

0 _
fé—v(sz—!P)ds_o.
C

Esiste allora in A una funzione armonica w, tale che

O _ 0 dpo—w) , T 2 (gy—w), wdt=0.
ox 0y LX) ox

Per il ricordato teorema di Friedrichs, la w appartiene ad L® (4).
Riesce pertanto :

[retanm e e

Fo
ER 4 av
fv —ﬂds—{—fwﬁds
FAg

o

e quindi, col solito ragionamento, si trova:

lim ds=20.
o0
e/A

9 (4, v)
o
Siamo pervenuti cosi alla relazione seguente :

[[iazoraz=o,

che comporta A,v=—0 in A. La funzione v, appartenendo a 052), essendo
nulla su F4 ed armonica in 4, riesce — cfr. teorema I, capitolo II — iden-
ticamente nulla in 4,
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Vogliamo infine dimostrare la propr/ieta di minimo enunciata. Indichiamo
con {@;(2)} un sistema di funzioni definite in A, appartenenti ad L® (4),
ed ivi completo. Ebbene, le funzioni w;(?) definite in 4 al modo seguente :

w@ =00 — 2 ([[n© 00 )00

sono tali che il sistema costituito dalle due successioni {vy(2)} e {w,(2)} &
completo in L® (4) (%) . Infatti, se f(s) & una funzione di L® (4) verificante
le infinite equazioni integrali:

fff(z)’vk(z)da‘t:() ,f f@) wi(z)d,7=0 Fyi=1,2,...),
4 A

essa verifica anche le relazioni :
ff(z)(p,(z)d,t:O (t=1,2,...,
A

per modo che riesce: f(s)=0in 4.
Supposto poi ortonormalizzato in A il sistema {w,(s)}, il sistema co-
stituito dalle successioni {v;(z)} e {w,(s)} & ortonormale in A, dato che:

fka(z)w,(z)d,t: ka(z)%(z)dﬂ—
—ff”k(a)[g (fo’z(C)vh(C)dcf)”h(Z)}dat:
J n—1\J,
jf”k(z)¢i(z)dst_h§1ffz(C)”h(C)dttff”k(z)”h(z)dz":0-
A A A

Se U & una funzione di 02 , per il teorema di Parseval (1) riesce :
2
(U] = UA Updr= 3 ﬂm:mzv@du) +
k=1
m(ffwt(c AU dﬂ) —
=1

— §ai+zl<ﬁw. £)dy U C) d;r),

() Cfr. [18].
(% Cfr. [18].
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ne segue che

X 2
IU=Zd.
k=1

Poiché per la u definita dalla (3) si ha:

oo
Azu:—Z ap Vg
k=1

riesce :

[oe] 2
Iu)= 3 ap .
k=1

Rimane cosi provato che J[U] & dotato di minimo in 5(22), e che la funzione
minimante & proprio la funzione biarmonica » di Y.

2. Funzione di Green I" (w, z) e studio dell’integrale : f f Q) '(2,0)dr.
A
Figsato w in A, poniamo su &A :
w* (&) = | w_g|2log |w—2C| p*(g)zg‘%[,w—ﬂz log | w—C|].
La classe (5’ & in questo caso non vuota dato che, detto I, (w) il dominio

circolare di centro w e raggio g, interno ad A, appartiene ad essa la fun-
zione U cosi definita in A :

’
‘= |w—zPlog|lw—2z| . . . . . . . perzCA—I,w)
1 jw—2z® 1 |w—3z|
=|w—2z]|%lo S A A diid IS
Uw,s 02l 10800+ 57 o VR +
3 |lw—z|* 5 , 1
\+T 9(2)———'Elw_zl~_'_8—‘93 « e . .perchen(W).

Si constata infatti semplicemente che U & continua in A assieme alle deri-
vate parziali del primo e second’ordine.

Rifacendoci al procedimento esistenziale di cui al n. 1, fissato w in 4,
indichiamo con y (w,z) la funzione biarmonica, appartenente alla classe 0(22),

che in quasi tutti i punti { di FA verifica le seguenti relazioni :
lil?y(w,z): | w—C2log | w—2C ],
2

1 4 a——._.a_ —_ 2 —_
:anl 5’;;7(”;~)—av€[lw {Plog | w—C]].
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Per la (3) si ha:
1 d
(w,8) =5 ﬂ\w—ﬂ“‘)glw—ﬂa—v;bglz—iI—
FA

——-—Z[Iw—clzlog | w—C|][10g | z—C|]§d;s—

=z [[|E mtorn g 15— acs,
A

- ove 8i & posto:

“k(w)ZJ{IW—Cl”Ong CIM"(O

®)
a%c[|w—:|‘~’log|w—:|]vk<c>§d;s:— ffm:)loglw—ud;r-
A

Figsato il punto z in A, sia I un dominio circolare di centro z, conte-
nuto in 4.

mz"""””" l°g'”_”]d”—f/[“" )00 0 log | 5 — ¢ | de v+
+f/[glak(w>vk<5)log|z-u]dﬂ.

A—I

oo
In I la serie X ay (w) v, ({) converge uniformemente, e la funzione
k=1

log | #— ¢ | vi & sommabile; in A — I la serie converge in media e la fun-
zione log | 2— { | vi & continua, dimodoché & lecito scambiare il simbolo
d’integrazione con quello di sommazione in tutto 4 :

[[|Z e torne@ton 16—t aw=3 auo [[ou0r108 12 —2 1 ac.
A A

In forza delle (8), si ottiene :

1
® e, =g [{le—tloglw— il g s =2 |~
FA
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e [Jw—C|*log | w—C|]log | z—C|§d58—|—

2 (=]
—;Z ka (&) log | w—¢ |dﬂff@;k(¢' Jlog | e — (| de.

Poniamo:
F'w,s)=yw,2)— | w—z|log|w—2z];

per la (5) si ha:

£

1 d
w—z|210g|'w—-—z|:2—7—t[§|w—C|210g|w—C|8—;; log|lz—2C| —
A

— 2 (lw—cCploglw—2C]]l0g|e—2C] lds+
6’1’; \

1
+%ff[4—|—4log |w—C|]log |2—C | ds,
A
e pertanto riesce

I’(w,z):—%ffloglw——Cllog |z—2C | der+-
A

+2 3 [[wwmogiw—t1dce [[aion 1o~ acx.
A A

Siamo pervenuti in tal modo (') alla funzione di Green: I'(w,z) per il
cosiddetto problema biarmonico.

Essa & funzione simmetrica di w e z.

Detta ¢ (¢) una funzione di quadrato sommabile in A4, poiche I'(z, (),
per ogni fissato z in 4, & funzione di { di quadrato sommabile in A4, ne

viene che per ogni zin A, ha senso lintegrale: f / o) I'(z,0)d; I

Stabiliremo ora un importante teorema relativo alla funzione di z defi-
nita da tale integrale.

(1) Cfr. [11].
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II. — 8Se @ (0) é una funzione appartenente ad LY (4), la funzione w (z)
definita in A al modo seguente :

u(z)zﬁwo I'(s,0) e @
A .

¢ di classe quattro in A, appartiene a O ed ¢ tale che :

du=—8n¢p . . . .in 4
(10)
u:a—u—::o « . . su&A.
o

La funzione v*{(Z) definita in A al modo seguente :

1 v*(l;):ffq)(w)lC——w|210g|C—w| dy T
"4

e tale che:
A" Q) =8z ().

Ne segue che, se v (z) & la soluzione del seguente problema :

dp=0 . . . . . . . ind

(12) *
v:v*,ﬂ:a—f—. . . . su &4,

oY o7

la funzione :

verifica ovviamente le (10).
Per la funzione v appartenente a 0;2), e soluzione del problema (12),

tenendo presente la (3) e la (11), si ha:

v(a) =

1 0
A —rld wl — —
2nfa%10g|z Z Csff«p(w)u' wltlog | —w | dyt
&FA A

1 0 -
_r flogIz—CIdcs—ﬁqv(W)lC—WIlloglC——WIdwr—
25 0 Ve
24 4

1 ﬁ[.?akvk(o]loglz—uw,
2n F=1 .
A
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avendo posto :

dk:f{ avk 62”(&)?}]‘;(5) dcs.

Al n.% 2 ¢ stato dimostrato che nell’ultimo integrale & lecito scambiare fra

loro i simboli di integrazione e di sommazione; quanto ai primi due inte-

grali, vogliamo proyare che & possibile invertire ordine di integrazione.
Consideriamo dapprima l’integrale :

floglz——&']dgsffq)(w)é%z[[é'—wFlogIC—-—WI]dwr.
A

&4,

La funzione: | ¢ (w || — [ |¢—w|?log | { —w]|]| & sommabile nel prodotto

topologico FA >< A (Z c 5A ,w CA].

Infatti :
0
Lol [ (1e—wptog [ £~ w1
0¥
FA
¢ il prodotto di una funzione sommabile — la @ (w) — per una funzione
continua : la fa—av-[ | —wl|Plog | L—w ]| ]d;s.
¢
4

Per il teorema di Tonelli, segue 1’asserto. ‘
Pertanto moltiplicando la funzione : | (=) | % [|E—w[log | {—w]] l

per la funzione continua di {: log | #— | (¢ & interno ad 4), si ottiene
sempre una funzione sommabile in &A >< A . Con considerazioni perfetta-

mente analoghe, si prova che la funzione

g | e — (| ] | gaw)] [t—w]?.

.log | { — w||riesce sommabile nel prodotto topologico FAX< A[l c F A,
wc A].
Applicando il teorema di Fubini, abbiamo dunque :

v(z):z—ly;fqu(w)dwzflC—WIzloglC—w|a—a;log]z_§|dcs_
4 FA ¢
1 (8
_%ﬁ«p(w)dwzfﬁ;nC—wlzmg|;_w|]10g,z_“dcs_
4 FAa

——Zakfka Ylog | e—C | d;7.
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Calcoliamo a parte i coefficienti ay:

ap = %9 f/ w)| ¢ —w|tlog | —w|dyt —

—fmz:)d; ﬂ )| — wPlog | £ —w | dy.
FA

Ragionando analogamente a come teste fatto, si ha (teorema di Fubini):

aszfgo(w)dwzfaga‘“ |L—wltlog | & —w | dgs—,
A FA
—ff¢(w)dwfka(5)-aa—v[lC—w|210g|C_w|]d¢s_—_
A FA ¢
_4ff¢(w)d1vszvk(C)log I W‘—Cldc‘t.
A A

Sostituendo si trova:

v(z):% ff(p(w)dwz{fl t—wllog | { —w | a—i;loglz—&‘ | de s —
A 4

13) —jé%z[ac—wmoglc—w|1log|z—ud;s§+
g4

H tfka(i)loglw—tldujka(é“)loglz—ﬂdct-
ER= A A

Sia :
= [[nenog 1wz 1 dcr
A
e quindi:
—_—fka(é')log | z—C |d§‘t.
A
o)
La ridotta n-esima della serie [2 ax () o (2)| @ (w) & maggiorata da una fun-
v k=1

zione sommabile rispetto a w.
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Infatti, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, riesce :

1 1
2
)

o[ Zastoren@] < 1o (2 1ammr) (2 1m0

k=1

8i ha poi:

wu) = [[o@ a1 10—z Prog Lo — v,

ossia oy (w) rappresenta il k-esimo coefficiente di Fourier di T dy[|w—C %
log | w—¢|] rispetto al sistema ortonormale {vj ({)}.

o
Ne segue, per il teorema di Bessel, che la serie: 3 | ay (w) [? & con-
k=1

vergente, e che si ha:

3 o) < g [ [y 10— [t1og | w0 — ) de o=

k=1 1
1

:ff(l—l—log | w—7C|Pdse.
A
Pertanto, qualunque sia n, riesce:

o0 E ) )] | <
k=1
1 1
< 1o (F1m@r) ([[a+ei0 - a0’
A

siccome a secondo membro si ha una funzione di w sommabile, si conclude
che & lecito nella (13) scambiare il simbolo di integrazione con quello di
sommazione :

1 5 0
v(z):ff¢p(w)dwt§—2—n/|w—é‘|210g|w—§|ﬁzlog|z—C|d;s——
A g4

1 a
— 5 a—y;[l?ﬂ—é’[zlogiw——-é'l]log|z—C|d;s—|—
A

&
42 §fka@>log|w—cnd;rﬁmomglz—c|d¢r -
ﬂk_-.]A " /)
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Ricordando la (9), si ha infine :

v(z):fftp(w)y(w,z)dwt.

A

Ne segue che:

u* (2) = v (2) — v* (z):ffqy (@) y (w,2) dwt—ff¢iw)|z—w|2log|z—w|dw1:
4 4

:fj«p(cmc,z)du-
A

E quindi, ricordando la simmetria della funzione I'((,z) rispetto e z:
w*(z) —=u(2).

Rimangono da esaminare le proprietd qualitative della funzione wu (z).
Essendo :

u(z):”(z)—fftp(é')lz—CI210g|z—Cld;1,
A

il primo addendo v (z) appartiene a C;z), ed e funzione analitica in A . Quanto
al secondo addendo, esso — per ben note proprietd del potenziale biarmo-
nico — appartiene a 0&2). In definitiva, u (z) & di classe quattro in 4, ed
appartiene a ng) .

Il1 teorema & cosi dimostrato.

Osservazione importante.

Si noti che, per Dappartenenza di u () a CP, non occorre che ¢ (&) ap-
partenga ad P (4), basta che appartenga ad L® (A4). Infatti la dimostra-

zione richiede l’appartenenza di ¢ ({) ad Lﬁf) (4), solo per assicurare che :

@*(D:ff«P(w)lC——wI?loglC—wldwr
A

appartenga a Cf) e verifichi ’equazione :
4,9 =8=n¢p.

I1 seguente teorema fornisce ulteriori notevoli proprietd della funzione wu (2):
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III. — Se la funzione @ (C) appartiene ad L (A), per ogni fissato z = (x,y)
nel campo A, sono sommabili in A le funzioni di (:

q’@);f—w”z’O , P02 F(z 0

e 8t ha:

iff O T, 0d r—ff OLI,0d

ow ' ) ¢ T— @ o ’ ¢

A A
(14)
0

= fqo«:)r(z,mdu:ﬂ(p(c)a—ymz,c)dcr-

Poniamo :

Iy(z,¢ Z ff w)loglz — wl d, tjka(w)loglé‘—wld T.

Facciamo vedere che, fissato z in A, la funzione di {:

26,0

¢ di quadrato sommabile in 4 .
Fissato z in A, la funzione di (:

0 0
E—mffloglc—w|log|z——wldwr:fflog|t—w|a—xloglz——wmwr
A A

appartiene ad L® (A).

Occupiamoci di [ (z, (), e facciamo vedere anzitutto che & lecito deri-
vare termine a termine la serie.

Cio segue immediatamente dall’osservare che la serie derivata:

= fka(w)—a—log]z—wldwrff@k(w)logw—wldwx
Fom1 ar A
4

¢ uniformemente convergente al variare di 2z in ogni dominio contenuto in 4 ,
dato che i suoi termini sono funzioni biarmoniche in 4.
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/f@k(w)a%logu_wmwz:
A

g (w )—(——[]z——w|210g|z—w|)

Si ha poi:

-3

— 20 D () Plog o — ] ds =
1

:—4—]{’0/5(20)%’ U( ])_37;]9:”/) U(z,w)}dws
FA

1
=T [vk(w)Azw U@,w)d, T,
Y]

avendo indicato con U (z,w) una funzione appartenente a 0%2), e tale che su

FA riesca :
Uz w):—a—[lz——:e;lgloglz—wH
9 o
(15)
é—a_ &y @)= ai (aax |z_—wlzl°g|2_w|)

Detto I,,(2) un dominio circolare di centro z e raggio g,, contenuto in 4,
ed introdotto in A un sistema di coordinate polari o e 6, di polo z, come
funzione di cui sopra, si pud prendere la funzione definita in 4 al modo se-

guente :
—(20log o+ o) cos b
15 g8 21 o8 35 Q4>
=22 _2 ¢ log o, +
Ule,9) K4 o 20 44 °
11 p* 1 of 1 o8
4+ —— = cos 0
8 0 4o 8 ¢

. in A — I, ()

. in I, ().

Si constata infatti facilmente che tale funzione verifica le (15), e che inol-
tre ¢ continua assieme alle derivate del primo e second’ordine in 4.
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Applicando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz ed il teorema di Bessel,
si ha allora :

2

8153[‘0(2,()

[0}
> ff@k(w)iloglz—w|dwrfka(w)log|é'—w[dw1|2£
k=1 )i ax )y ,

B ﬁ : ik | _
<5 ([t w16 ][5 [ 10 -

— [51 (_1_ { f 0k () Aoy U (2, ) dy t>2} Li_gl ( [ f vy (@) log | & — w | d,, 1)2} =

g%(/ [Asz(z,w)]zdwt) (f [log|C—wﬂ2dwt)

ff[Asz(z,w)]2 dyr—=
A

[eliis e = P10kl — 1) 52 (e — w0 5 — ) -
FA

Essendo :

d 0 0
— g le—wog|s =il o2 (L duells —wProg |5 — o) dus —
0 0 a
Flo,()

— L le—wllog)e—w ] -2 (L Apfle—wPlog |5 — w]))] dus -
ox dvp\odx 2 e
+ﬁ[42wU(z,w)]2 7=

Ieo(a)‘
0 0 0
FA

0 0 I}
_ﬁ[lz—wlzlogu— w ] e (a—édgw(lz—w|2log|z—w]))}dws—|—

1155 407 111
- 2 —_— __
T3z et e — gz alga+ 5 ta,

10. Annali della Seuola Norm. Sup. - Pisa,
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la funzione di z: f f [y U (2, @) d,y v riesce una funzione sommabile in 4;
4

facendo tendere g, a 0 (2), 8i ha:

9 2
)a_zro(Z,C)l <

1 9 . 9
= (55 [Jan{g e = wrrog1s— ) 2
FA *

0
16) Llle—whlogls— w5 (L duulls— ]t logls—w]l){ s +

(35l —wPlog|s— ) —

1155 407 111
. 2 " I .
+512 7 log? d (2) 512n10g6(z)—|—2048n‘

([[roete —wipa.);

A

il primo fattore & una funzione sommabile di g, — ecfr. dimostrazione del

teorema IV capitolo IT — il secondo ¢ una funzione addirittura continua
2

di ; ne segue che, fissato z in A, la funzione di [ : ;—w I'y(z,0)| appartie-

ne ad L® (4).
Vogliamo provare, ad esempio, la prima delle (14).

qD(C)%l’(z,C)! & maggiorata in

QOccorre far vedere che la funzione :

un intorno di ogni fissato z, da una funzione del punto [ sommabile in 4 ;
il che segue ovviamente dalla (16).

A

Il teorema & cosi dimostrato.
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CAriTOLO VI

IL SISTEMA DI EQUAZIONI DELLE VOLTE CILINDRICHE

1. Un problema al contorno che generalizza quello dell’equilibrio delle
volte cilindriche incastrate.

In questo capitolo considereremo il seguente sistema di equazioni diffe-
renziali alle derivate parziali:

o ou 0 U, au
A2 u1 l—kaa ( ‘+ 2)+ l(a(h 8 I 0‘(}3 i ﬂ(l) )_—. F‘
0 u 0 U K o0 u
Q) A2u2 | ka (6 1 ] 2) | 2 ((2) > h ;122) h | ﬁ(z) )—F2

3) 0 Up o) 3 “h
ox

4 u3+2 ( ) ¥y,
(@) (O]

ove le F;, ajy, 02, ﬁ(’) sono funzioni definite nel campo 4. Ci propoiniamo
di stabilire anzitutto un teorema d’esistenza per il vettore ;;(z) =[u,((?),
Uy (2) , Uy (2)] soluzione in A del sistema (1), e verificante su FA le seguenti
condizioni al contorno :

(2) Uy = Uy — Uy — — = 0.

Sul campo A faremo Vipotesi, costantemente adottata in questa trattazione,
che sia limitato, regolare e di classe due.

2. Traduzione del problema al contorno in un sistema di equazioni
integrali.

Indicheremo con € la classe dei vettori ;;(z) = [u, (2) , uy (2) , u3 (2)] le cui
componenti godono delle seguenti propriets :
1) w, e u, appartengono a 0(1?) e sono di classe due in 4,
2) ugy appartiene a 0@2) ed & di classe quattro in A .
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Sulle funzioni aﬁ,l)( 2), oc(;f; p‘m (#) faremo le ipotesi che oc(;f} (2) e ocﬁf% (2)
siano di classe uno in A +5A, e B (z) siano funzioni continue in A -+ FA
ed holderiane in A . Awvertiamo che tali ipotesi su s (=), a5 (z),ﬂ’h') (?) sa-
ranno costantemente mantenute in tutto questo capitolo.

Per stabilire un teorema d’esistenza nella classe € sopra definita, per il
problema al contorno (1), (2), ci serviremo di una traduzione in equazioni in-
tegrali di tale problema al contorno. Precisamente ci fonderemo sul seguente
teorema :

L — OOnd@zume necessaria e sufficiente perche, assegnato n .,L’(Z) (4) ¢
vettore F (2) = [F, (2), F,(2), F5 (2)], esista la soluzione u (2)= [u, (2), uy () , U3 (z)]
del problema al contomo (1), (2) nella classe @, é che esista in i’;,z)(A) un vettore .
E (2) = [@, (), @5 (2), @3 (2)] soluzione del seguente sistema di equazioni integrali :

f{w ©)>< HV(z,0)) dev— 8 ¢, () =T, (2)
(3) ff{frf( §)>< HO (2, 0)} de v — 87 ¢y (1) = Fy (2)

4 .

f@(C)xﬁ“’(z,t)}dct—Sn%(z):Fs(Z),

dove, indicate con x e y le coordinate del punto z, il vettore H ()( , 0=
=[HY (2,0), HY (2,0), Hy (2,0)] (i=1,2,3) ¢ definito in A >< A al modo
sequente :

m%,—ﬁui¢%o+w> @W>+mu£%%m+
+ a0 67 @0+ A0 6 e, 0+ 0 606, 0
HY (2,0)= ) (2) 2= @L(2,0)+ ol 2) 2 @ (e, 0) +
(4) dx ’ ox
+—m”——ww a+ﬂ£@§109@,o+

_|_ ﬁ(@) G(l) o)+ ﬂl) @) G(2) (z %)

\m@>~w@ <>+Ww Al O+ @I (=,0),
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essendo G (2,0) Pelemento della matrice di Green introdotta nel capitolo IV,
n. 6 ¢ I'(,0) la funzione di Green introdotta nel capitolo V, n. 2.

La condizione & necessaria. Sia u (2) = [uy (2), ug (2) , ug (#)] un vettore
di e, soluzione del problema (1), (2).

Poniamo :
o (3m 9t
Py @) = — g [+ e (4 58)
1 0 (0w o u,
=—— |4 E— | — 2
@y (2) Sn{ 2 Uy + oy (8 -+ ?/)]
1
P3 ()= —§A4“3
Riesce allora
_ 1 % () O un @ 0 Un
;)= 8 [FI _hil (“hl Fr3 Oh2 8y + B un
_ 1 _3 19) 0 Up a2 3 o Un (2)
Py ()= 8n [Fz h§1 (“hl avx Opo +»6
1 3 0 Up K
@3 (7)== -y [Fs —h§1 (“;?1) Tz -+ “fz) —a—;i‘F 13;:3) “h)] ’

per modo che, appartenendo F(z) a 4’;, (4) e u(z) ae,e per le ipotesi fatte
su ocg,i y a%, /3(;, , il vettore (p( ) appartiene esso stesso a JJh (4). In virta

del teorema IX del capitolo IV e del teorema II del capitolo V, si ha:

ﬁ%@aw 04 90 (0) 6 (=, 0 dp v

(5) %@:fW&m9(>+%u (@, O] d <
A

Ug (Z [f(pa d;— T
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ed inoltre — ecfr. teorema X capitolo IV e teorema III capitolo V — riesce:

-ff«p. 0L 606,04 000 55 68 (3,0 de

/ﬁw, O 66,0+ 7,0 606, 04

o u 0
2= ffqo 02 66,0+ 705 6 (2, 0] ds

2
Ts»%:ﬁ[%(oa @0+ 00 57 G‘” (z,0) d 2
A

36“3 — f% O T, d

oy fmo;%r(z,c)du-
A

Sostituendo nel sistema (1), si trova:

Thmme +U§¢, i) 5 6, 0+ ol 6) 5 605,00+

+a£’3<z>6—yG§”<z,c>+ ) )f—yam O+ B0 60 2, 0+

0

160 6P @ >]+«p2<>[a§?<>a—xaa”< 0) + bl (0 62 (2, ) +

1 a8 () %/ & (2, 0) + af) (2) 2

) ( @, Q)
6yG2 O+ 8 (2) Gy (2, 0) +

+80E 60, 0+ O |0 ST 0+ S Te 0 +
+ 85 z)I’(z,C)”duze(z) (=1, 2 3),

donde, ricordando le posizioni (4), ne scendono le (3).
La condizione ¢ sufficiente,



lineari alle derivate parziali, ecc. 271

Se q_; (2) e una soluzione del sistema (3) che appartiene ad L (4), il vet-
tore u (2) definito dalle (5) & la richiesta soluzione del problema (1), (2) nella
classe @, come segue dal teorema IX del capitolo IV e dal teorema II del
capitolo V.

Il problema al contorno (1), (2) & cosl ricondotto allo studio del sistema
di equazioni integrali (3), che veniamo a scrivere in maniera pilt concisa.
Introdotta la matrice:

O=|H"@,0|  (G,ij=1,2,3),

dove H,“) (¢2,0) e una funzione definita in A >< A dalle (4), il sistema di equa-
zioni integrali (3), infatti, pud mettersi sotto forma della seguente equazione
integrale vettoriale:

(39) f{(p O*H(z, 0} det — 8 np(2) = F (2).

3. Dimostrazione della totale continuita della trasformazione:
=[[w @, 0)acs.
A

Premettiamo il seguente teorema:
II. — Posto (z=(x,y) e { essendo due punti di A):

(1 k )
CH (e c>:k+1a{f 5% 3[|z—5l210g|z—C|
k
+ ()awzayllz—5l2log|z—&‘|]-|-
(6) +T ”)()axéay|Z—§|210g|z—4'|]-|—
k 93
T @ g plls P lsle— ) —

0 d
—day o) log |2 — | — 4} () o tog |2 — ¢
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) k 1, 3 )
83 .
+7c+1“%?(2)5w3y2[|z—Clzloglz_c|]_|_
k 83
T @y, g pllr— P logle — LI+
k . 33
trrr @y sls—Plogle—Cl—
— 4o ) S log |5 — L] — 4aig () 3 log | =L |
(')(z H=0
(6) 7Y (=, g)_“m()a& D0+ ol @) - <2>( o 0+
e 3 B
—l—a“()—yy(”( C)—I—a“()ayg@)( ,0) +
+ @ 6 0+ AR 606, 0

HY (2,0) = afi () jw D0+ ot 0 S ¢, 0 +

() 2 0, O e 5T e, )

+ ﬁ(@) G(l + ﬂ(l) G(2) C)

le funzioni Ho(,i) (,0) e Hl(;) (2,0) soddisfano in A>< A alle condizioni seguenti:

(@)

| Hy (2, ¢)|g|z 3

(7 (¢, j:19273)

ffﬁ\ 2 O drdpr <+ oo;

con P,(i) si & indicata un’opportuna costante positiva,

Y 0 = () 25 ey O+ o) 5 T, 0+ 4 () T

3 0)s
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Si ha:
| HY @ c>|—’k+1 1;()[6|:_—;|2_4 l(z:?r*]
o e S - s e+
_l"ﬂk—l“(fz)(z)[Z lzy:gyl” — 4(‘”"1';&_?2];—’7]_[_
+’“+1 ) 2l:—_cflz_4(w_|z5)—(yc_|;n)]‘4“§2(2)|Z:;I2|i£|£2|,

dove P{” denota il massimo assunto in A + &A dalla funzione:

al) (2 al® (2)

+ e

_|_

iy o]+ o[
k ;
+6’k+1 o) ( I—I—4|a(”(z)|—|—4|a(12(z)|.

Analogamente, se Ps” & il massimo in A + FA della funzione:

& (2)

k
k—}—l

af) (2)

e

(v)
—|—10‘k+1a22

+6|,+1agg<>{+

a('b) |

riesce:
(t)

| H (2, 0) | <
‘V—H

Rimane cosl provata la prima delle (7). Quanto alla seconda di quelle rela-
zioni, incominciamo col far vedere che la funzione

IS ¢, 0)| = | af) () -L 6 e, &) -+ of) (2)

d
ox 0

)50 (@, 0) +
0 ]
@5 06,0+ a6 e e, 0+

+ 87 ) 6 2, )+ 6 ) 62 (2, 0) (=1,2,3)
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e di quadrato sommabile in 4 >< A. Basta per ci0o provare che -ciascuna
delle funzioni

d d 9 2

T e, e, e, P, 0,
® (1) (2)
Gi'(z,0), G (2,0)
& di quadrato sommabile in 4 >< A. Consideriamone la prima — il ragiona-

mento valendo ovviamente per le prime quattro delle funzioni (8); se k e 4
verificano le ipotesi del teorema VI, capitolo IV, per la (19) del capitolo IV

riesce:
A

f{é’(n(c,z)xPz[@(c l}dgs+Nlog6(€)+ 25
FA

aawgl dr<ff|gradg OPFdr<

dove al solito d () rappresenta la distanza di { da FA . Siccome la funzione
a secondo membro & sommabile al variare di { in A — cfr. teorema VIII,

capitolo IV, riesce:
w 2 g,

Quanto alle ultime due funzioni delle (8), facciamo vedere, ad esempio,
che ¢ di quadrato sommabile in 4 >< 4 la G (#,0), per il che basta pro-
vare che & tale la ¢{(z,(). Infatti, fissato 2z in A, per il teorema VII del
capitolo IV si ha:

ff|g9><z,c>lzdnsfflb’@)(z,olzdusﬂunflBl)(z,m%s;
A A FA

dalla sommabilitd in A della funzione di z: f |§(1) (2, L) [ dg s, segue Passerto,

FA
In maniera perfettamente analoga, si prova che:

Hﬁ|11{;)(z,c)|2dﬂd¢z<+oo.
AXA

dztd¢1<—|—oo.




lineari alle derivate parziali, ece. 275

Consideriamo infine la funzione:
H e, 0 =ali () 75 T'le, 0+ 05 T, 0+ 0 T, 0.

Dalla (16) del capitolo V e da un’analoga diseguaglianza che si pud stabilire

per la 5%11 (2,0), si trae la sommabilita in A >< A delle funzioni %F(z,&‘)

e —Q—F (2,40 . Dobbiamo provare che ries¢e pure:

oy
fff |T'(z,0)Pd,rd;r <<+ oo.
AXA

Fissato 2 in A, la funzione di {: I'(2,() & certamente di quadrato som-
mabile in 4 , data la sua appartenenza a 02(2). Per provare che essa e di qua-
drato sommabile in 4 >< A, andiamo a stabilire una diseguaglianza analoga
alla (16) del capitolo V. Poniamo:

2 2
I’(z,C):—;ffloglz—WIloglC—wldwz—F—n—l’o(z,C),
A
essendo:

I’O(z,é'):kg/ka(w)logIz—w|dwtfka(w)log|c—w|dwr.
Y] 4

La funzione di 2z e &‘:fflog|z—w|log|2—w|dwz ¢ di quadrato som-

Y
mabile in 4 >< 4. Quanto a I, (z,(), calcoliamo anzitutto i coefficienti di
Fourier della funzione log |z — w | rispetto al sistema ortonormale {vj(w)}:

1
ffka(w)loglz—w|dwr:T[ka(w)A2w[|z—wlzloglz—w”dwt:
A 4

o[ e — e r0e 12— 0 ) = £ e o plog]s — ol aue=
A

%ﬂka( )aiV(z )—"”"(w)V( gd s_—ff ) Agy V (2, 10) doy T,
FA
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ove con V (2, w) si ¢ indicata una qualsiasi funzione di Céz), tale che, se z ¢ in
A e w su FA, riesca:

V,w)=|z—w[log|z—w|

9 8 .
mV(z,w)_avw[lz—w| log|z—w|].

Si ha, applicando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz ed il teorema di Bessel:

[Ty (2,0 2 g[k%ol(ffwk(w)loglz—w]dwrﬂ [h%ol(ffvh(w)log|C—w|dwr>2]g
4 A

S[Tlii—ffwzw V (2, w)]? du 1] {f (Iog|£——w|)2dwt].
4 A

Come funzione V (z,w) possiamo assumere quella introdotta nel capitolo
V, n. 2; precisamente, indicato con I, () un dominio circolare di centro 2
e raggio g,, contenuto in A, definiamo la V (2, w) al modo seguente:

j=|z—wflog|lz—w| . . . . . . . .86 wcd—1I,)

J— _— 2 S —_—
V (2, w) =|z—w[loge,+5; o 4 o +
3 |z—w 5 1
—|—4| = | —2|z wlz—ggﬁ. se wc Iy, ().

Riesce allora:
j [d2w V (2, w))? dwz:Jgdzw[lz—w|210g|z—w|]a%[|z—w|2log|z'—w[]——
4 A

0
—[|z-——w|210g|z—w[]aT(Am[[z—w|2log|z—'w]]) dy s —

10
— 70}

7
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facendo tendere o, a 8 (2), si ha quindi:

| Iy (2 ]2<(1f§A2w[[Z-—w|2log|z—w]]%[jz——w|”]og|z—wl]—

16
Fa

—]z——w|210g|z—w|i (s [| 2 — w [2log |2 — w])) gdws—

g [t o)

Il primo fattore al secondo membro & una funzione sommabile rispetto
a z; il secondo fattore & una funzione continua di {; ne viene che I (2, )
& di quadrato sommabile in 4 >< 4.

Il teorema e cosi dimostrato.

Con considerazioni analoghe a quelle seguite per dimostrare il teorema
IV del capitolo III, si trae che:

La trasformazione :

:f [P @) H,Dlder
A

é definita per ogni vettore ;, &) c LA, e muta il vettore?g;(é') n un vettore
di L@ (A) definito quasi ovunque in A . Inoltre, la T(t;;) é totalmente conti-
nua in L2 (A).

Dimostriamo ora che :

IIT. — Se ﬁ(z) appartiene a L2 4), e seqo(g‘) appartiene a £ (4) ed
é soluzione dell’equazione integrale :

(3,) ][&(cmvaz,cnd;wSn&?(z):ﬁ(z),
A

dove la matriee ¥ (z,() é quella sopra introdotta, ; (2) appartiene a ,L’f ) (4).
Poniamo :

RO f [p Q) ><HY (2,0)] ds v

PO () = f [0 @) < B 2,0 d; v
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P (o) = f [l o e, 0+ i Lo, 0+

+ o e ol (0, 0+ o) Lo (0, 0+ @0 0,0+ 0 0%, 0] +
+ 20 [a&?(z)a o e, 0 el ol o 0+ a0 7 o 0+

el o 6,0+ B0 el e, 0+ A0 e, 0]+

T [ 92 I, 0+ o) aiy 0+ 69 ) :)]} &,
dimodoche si ha:
@) 87 (6)= 00 (1) 4+ PO ) — F,(z) (i=1, 2 3),

con :

10) B (=P (s f{«p. VB9 ()80 2, 0+ B9 () 2 (2 D] +

+ @2 O 160 (2) 80 (2, &) + B (2) 8P (2, O]} d, = .

In un primo momento, dimostreremo la continuitd in A di ¢;(2), poi
proveremo la sua hdolderianita.

Per far vedere che ¢;(z) & continua in A, siccome F;(z) e tale per ipo-
tesi, basta far vedere che sono continue in A le funzioni P¥(z) e DW (2).

Consideriamo ¥® (z). Dalla (10) si vede che, essendo notoriamente
lintegrale a secondo membro funzione continua in A, basta provare la
continuita di P (2), ossia di tutte le funzioni del tipo:

1) ﬁ% dct,/j% O o c>dmff%(c>g¥’(z,(:)dcz
A

(hyr,—=1,2)

(12) ff«mc Tt du,ff% A dcfﬁ%(tf(z Ot
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Applicando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz ed il teorema VII del
capitolo IV, si ha:

=

W«m@[—g&?( et de, c)——y“’(z,z:)}du
A4

~

1
([[1on @1 ac)? f]'—g‘”(erAz o—L e, 0f
A
L 1 3
wal ([flm@ra ) (|5 506+ ae,0 - Zive,n
A G4

donde scende la continuitd in A della prima delle funzioni (11).

Lo stesso ragionamento puo ripetersi per la seconda delle (11); quanto
alla terza, essa pure & continua in A, dato che, ragionando come sopra, si
trova :

2
dc T) S

1

2 -
dgs)z,

W"’”“ O Az, 0)— g0 (e, Dl dee| <

([fromerrac)

La continuitd in A4 delle funzioni (12), poi, scende immediatamente dall’os-
servazione fatta alla fine del teorema II del capitolo V.

Abbiamo dimostrato in tal modo che P®(2) ¢ funzione continuain A4;
occupiamoci ora di P (2):

2w =[[p 0 Hie, C)d;t-l-ff% 0 HY @, 0 dcr.
A

ro| =~

1
([ls(”(z—i—Az 0 —s(’) [2d¢s> .

Dalla (9), avendosi:

@=55 [[n@aSE 08+ [[noHie, 000t
A A

o (P9 — F@)],
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ff% du—l—fftpg(t Hog(z Hder=
§17zW"’ Qe 0as+ |[o @B E 00+
4 A

+ff w9 () — 7, () H) d;r+ff<m & HE) (&, &) de v+

+ﬁ% HE (2 dcr+ff[!l'(2’ POV HS ¢, 1) de <

ove s8i & posto:

8i trae:

Hy) (2 f H (2, 0) HY (w,8) dy,

B ] j HY (2, 0) H (0, ) dut,

H%ﬁ‘;(z,o:fjﬂé ) H (10, 0) du,
A

13)

H&(, j HE (e, w)HY@w,L)dy,t
Siccome riesce :
(\ P(O
Hy )| <

dalle (13), denotando con BY, Bglzﬂ,Bﬁi) , BY costanti opportune, si trae (1):

. Bm) an (lﬂ

| HS @, c>|<log| —7] | H (2 c>|<logl —a
; B(%) ; B(m)

| Hia e, Ol <log =z 5 [HiRE, 0] <log =4y,

(1) Cfr. [36].
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e quindi la continuitd in A delle funzioni di 2:

ff«m&)ﬂoi‘f dcr,ff«pmﬂoﬁ'; 0 de
ff%(:)H%;(z dcf,ff% OHE (=, 0 d .
A

Anche la funzione :

f [PVQ) — B, O HY (2,0 dc v (j=1,2)
¢ continua in A4, dato che PV ({) — F,({) riesce tale, e

P(@)
HS) (2,0 < —
. provato in tal modo che q? (2) & un vettore continuo in A .

Dobbiamo provare infine che la funzione ¢;(z) data dalla (9) & hdlderiana in
A. La F;(z) & tale per ipotesi; la @® (2) & essa pure holderiana in A , dato
che (3) il vettore ¢ ({) & continuo in 4, e riesce:

P(@)

HY)(2 =1
I 0| =7

U=123).
Consideriamo da ultima la funzione P®(2) espressa dalla (10). L’integrale a
secondo membro & certamente funzione holderiana in A4 ; pereio basta rivol-
gere la nostra attenzione sulla W) (?), ossia sulle funzioni (11) e (12). La
tesi sard conseguita se proveremo che dette funzioni sono parzialmente de-
rivabili rispetto a # e y, e che le loro derivate sono limitate in ogni domi-
nio contenuto in 4 .

Consideriamo la prima delle funzioni (11); ripetendo il ragionamento
fatto nella dimostrazione del teorema X, capitolo IV, e ricordando il teorema
VII del capitolo IV, si prova che:

ffqm du—ffqoh 2,07,

® Cfr. [29].

11. Annali della Seuola Norm. Sup. - Pisa.
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onde, applicando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e detto teorema VTII,
capitolo IV, si trae:

5 1
B_i:ffq)h (C)ai;gl(f)(Z,C)d;zllg (/ |¢Ph(C)|’Zd,;t)2(ff| gz dﬂ)2£
4 A

[H (4) (f | n (@ |2d;r)1( 2«1;8)%.
FA

Da questa diseguaglianza e dalle analoghe che si possono stabilire per le
derivate rispetto a y, e per le altre funzioni, segue ’hilderianita in A delle (11).
Quanto alle (12), esse sono hdolderiane in virti della osservazione fatta
alla fine del teorema II, capitolo V.
Il teorema & cosl completamente provato.

&~
o x? 8 (2 »©)

4. Teorema d’esistenza nella classe C.

IV. — Se Pumica soluzione appartenente a C del problema omogeneo

ou D ou o
Lyw (B 28) 4 3 (a5 "—I—ﬁ‘”u)

0y
ou, . duy 3 mau,. mauh @
Au2+k ( +8_y)+;£1 ahlﬁ’.’l) "28y+ﬁ u
(14) ¢
iyt 3 (2% 4 a2 4 o) =0
4, ug Aarys gy B h
au
\u‘:%_%:a_vszo' B | .
é
Uy =ty =Ug =0 ,
esiste, assegnato comungue il vettore F =[F, (), F, (2), F3(2)] in L3(A), la

soluzione u (2) = [y ()5 uy (2), ug (2)] del problema al contorno (1), (2).
Infatti, se il problema al contorno (14) non ha autosoluzioni in €, per
il teorema I l’equazioné integrale :

f(E(cwf(z,c);dn—sﬂq?(z):
a
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& sprovvista di autosoluzioni ;; appartenenti a £ (4), dimodoch® 8z non
¢ autovalore della trasformazione totalmente continua T((;). Ne segue (%) che
esiste in £®(4), e quindi — eofr. teor. III — in L7 (4), la soluzione
; dell’equazione integrale:

ff(&?(t)*af(z,cnd;r—8n<$<z>=i"<z>

A

e quindi, per il teorema I, esiste pure la soluzione w del problema (1), (2)
nella classe C.
Il teorema & cosi dimostrato.

5. I1 problema al contorno relativo all’equilibrio delle volte cilindriche
incastrate.

Vogliamo ora considerare, come caso particolare del sistema (1), il sistema
delle equazioni indefinite che reggono ’equilibrio di una volta elastica di forma
cilindrica. Si tratta del seguente sistema di equazioni:

0 (ouy , Ouy 9 _
A2“1+70——aw(8—w+ﬁ)+——aw(bua)——1"ﬂ

, o (du 3“2) 9 —
1% A2“2+kay(ax+ay —|‘6y(0“3)——F2

ou o U
bﬁ—l—ca—;—kd‘l%-{—aus:Fg,

nel quale supporremo, in accordo col loro significato fisico, che le funzioni
b(z) e ¢(2) siano di classe uno in A -} &4, e che la funzione «(2) sia con-
tinua in 4 + F4, ed holderiana in 4.

Al sistema (1”) assoceremo le seguenti condizioni al contorno:

(2) “1:’“2:“3:%:0 . . . . . . . . . . su gA’
oV .

in modo che il problema al contorno (1’), (2) traduce analiticamente quello

dell’elastostatica di una volta cilindrica incastrata lungo il suo bordo.

®) Cfr. [2].
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6. Forma quadratica associata ai problemi dell’elastostatica delle volte
cilindriche.

Dimostriamo un lemm'a, che ci permettera di conseguire il teorema d’uni-
cita, nella classe @, del problema al contorno (1%), (2):
V. — La seguente forma quadratica :

a=Fk—4+1)e+2ke e, +2beg,+(k+1)el 4 2ce, e, + ael

nelle tre variabili indipendenti e, , &, , e; € definita (positiva) allora ed allora
soltanto che siamo verificate le seguenti condizioni :

1
(15) >3

2ak— (b —cPk— b+ c2—a)>0.

Infatti, indicato con 4 il discriminante di n:
k41 k b

4= k k4+1 ¢

b c a

’

percheé s risulti definita positiva occorre che:

k41>0
2k 1>0
2a—c+2bc—W¥Wk+a—c—0¥>0,

donde la (15).

7. Teorema di esistenza ed unicith nella classe €.

VI. — Se sono soddisfatte le (15), il seguente sistema :

o (0w ow) o

(At (G242 + L ow =0
0 [ou ou 0

177 A AR it __2) — =0

(17) g+ 8y(a$+8y + 2= ) =0,

Su ou
bﬁ—i— ca—;—|—A4u3—l—au3:0
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¢ sprovvisto di autosoluzioni w (@) = [, (2) , uy (2) , ug (2)] appartenenti a €, ¢
verificanti su FA le relazioni:

ou
2) uiz_—uz:uz:a—::O.

Infatti, sia w () un’autosoluzione del problema (1°/), (2). Nel eampo 4,
(definito nel capitolo I) sussiste la seguente relazione integrale :

[+ ol
SR LR o R T R AT

Jy\ox 0y
I

"“2+A u3—|—au3}}dt_

on 0 Uy)\2 ou
[, P | 4 & (S5 4 %) a0y D0

o
—{—2cu36—yg—]—(A2u3)2_|_au§§dr—|—

+ﬂ 8u1+ Uy 3u2+k (O Y (8%""6“2) Patan—outaf -4y u3¢;“

d
—u3ﬁ(dgu3)2ds=0.

Dato che w appartiene a C e u,, % R 83—0';2— appartengono ad L®( A) (%), rie-

8sce :

limff§|gradui|2-J,—|gradu2]?—}—k(au‘+au2) + 20 3%&

o0

—}—20u3~———}—( —}—au3§dz__
J[{ e et e (55 20 g, 20
A

+2cu3‘;—-’;2+<42u3>2+au§§dr

(%) Cfr. cap. III, (2).
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Consideriamo gli integrali estesi a &A .
Per la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz, la (2) e 1a (3) del capitolo I,

riesce :
1 1
X a 1 2 2 2 2
U 5 ——ds|<<lim( | |u,Pds |grad u, Pds) <
4 e F4, A,

e
1 LS 1
=2 Q2 (fﬁgradui|2dt)2lim(9[]gradu‘|2ds)2:0.

a e F4,

In maniera analoga si prova che:

lim
o0

fgu2——|—- (u, o0 + ug f) (%1:+§5u_;)2d8:0

Essendo le funzioni u, e w, uniformemente sommabili su &4,, si ha:

1 1
fuiu,ds glim(f|uq|2ds)2 (f|u3|2d8)2:0
A 0 g4, 4,

e

lim
e—0

e cosl pure:

lim | uyusds=yg.
00

FA,

Per provare che:

. ou i
E’:J(Az“saa E(Agua))dszo,
e

~

si pud ripetere invariato il ragionamento che si & fatto nel capitolo V n. 1,
allorche si voleva conseguire il teorema d’unicita della soluzione.
Riesce dunque :

2
0 uy

(16) [ﬂlgradml%lgradwl%k("“‘+ )

+2bu, ‘9“‘4—2 ‘9“2+(42u3 +au3}dt_0,
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con le seguenti posizioni

— 0%

8‘_807’ 82_31/ ’

gy == Ug,
la funzione integranda riesce somma di una parte non negativa:

du\? | [ouy\? (32u3 9% ug\?
(G3)+ G+ G+ 5)

e della forma quadratica = considerata nel teorema V, la quale, stante
Pipotesi fatta, risulta definita positiva.

Ne viene che la (16) & compatibile allora ed allora soltanto che w (@) sia
identicamente nullo in 4, e quindi la tesi.

Dal teorema IV si deduce pertanto il seguente :

VII. — 8Se sono soddisfatte le (15) assegnato comunque in .L’}f) (A4) il vet-
tore F () =[F, (2), F,(2), Fy(2)], esiste, nella classe C, la soluzione del pro-
blema al contorno (17),(2).
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