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SULLE FUNZIONI POLIDROME DI MATRIOI

di GINO ARRIGHI (a Pisa)
INTRODUZIONE

Nelle varie ricerche attorno la defiuizione di funzione di una matrice 4 ,
cioe della corrispondenza fra una funzione ¢ (2) ed una matrice da indicarsi
con ¢ (A), prendo in considerazione due indirizzi fondamentali pure da me
seguiti in questa nota (nel modo che appresso di10) nella prospettiva di de-
finire la funzione polidroma di A.

Primo indirizzo dird quello che, fondandosi sostanzialmente sulla for-
mula di interpolazione di Lagrange o sopra una sua estensione (), conduce
a definire @ (4) come un polinomio in A mediante una formula che ancora
diremo di interpolazione.

Secondo indirizzo dird quello che, ridotta la A ad una forma canonica
C e considerato il comportamento delle funzieni razionali intere delle matriei
componenti di O si estende questo con analogia sostituendovi un simbolo
funzionale pilt generale per poi pervenire alla ¢ (4) con la trasformazione
inversa della canonizzante.

Nel primo indirizzo si trova la formula di Sylvester (3) relativa al caso
di radici caratteristiche tutte distinte; Cartan (3) ne suggerisce la estensione
al caso di radici caratteristiche non tutte distinte consigliando che, per cia-
scuna di esse, la @ (2) e una funzione razionale intera R (2) siano eguali e
lo siano pure le loro successive derivate sino all’ordine eguale alla multepli-
cita, diminuita di 1, della radice che si considera; pone quindi ¢ (4) =R(4).

(1) HerMiTe C. Sur la formule d’interpolation de Lagrange, in « Journal fiir die reine
angewandte Mathematik » Band LXXXIV (1878), Heft 1, pag. 70.

(®) SYLVESTER J. J. Outhe Equation to the Secular Inequalities in the Planetary theory, in
« Philosophical Magazine and Journal of Science ». Series V, Vol. 16 (1883), pag. 267.

(3) CARrTAN E. Nombres complexes. Exposé, d’apés Varticle allemand de E. Study, in « En-
oyclopédie des sciences mathématiques », Tome I, Vol. 1, fase, 3, pag. 329, Ved1 pagg. 438-439
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Il Cartan infine, relativamente al caso di polidromia di ¢ (2), considera la
possibilita di mutare determinazione al mutare di radice caratteristica ed
inoltre cita Buchheim () come autore della generalizzazione della formula di
Sylvester al caso di radici caratteristiche non tutte distinte.

In realtd il Buchheim, nella sua ricerca, mantiene una aderenza alla
questione maggiore di quella consigliata da Cartan giacché limita la egua-
glianza delle derivate all’ordine eguale all’indice, diminuito di 1, della radice
che si considera; ma la formula conclusiva di Buchheim, che senza alcuna
osservazione in proposito & citata da Cartan e altrove (5), & errata. Pertanto
si & ritenuto opportuno riprendere in esame la questione.

Il secondo indirizzo pud dirsi aperto dalle fondamentali ricerche di Gior-
gi (8) che, usufruendo della forma canonica di Jordan, tratta successivamente
i casi di radici tutte distinte e di radici non tutte distinte; ma in esse non
si trova il dettaglio da seguirsi nel caso di polidromia.

Crouologicamente fra la prima e la seconda nota di Giorgi, compaiono
la ricerca di Fantappié (7) e il suggerimento dato da Cartan a Giorgi ripor-
tato nella seconda nota di questi. Successivamente, la questione & stata ri-
presa dal Cipolla (8) che rielabora la definizione di Giorgi e, per il caso di
polidromia, introduce la possibilita di variare determinazione della ¢ (2) al
variare di matrice componente della forma canonica ; ma la « matrice espres-
sione analitica di A » fornita dalla formula (10) della sua nota ci sembra
dedotta con trasformazione inversa di una canonizzante fissata; il che & di
non lieve limitazione; comunque, anche per mostrare la immediata esten-

{*) BUCHHEIM A. An Extension of a Theorem of Professor Sylvester’s relating to Matrices,

in « Philosophical Magazine and Journal of Science ». Series V, Vol. 22 (1886), pag. 173.

(5) Mac DurrEc C. C. The Theory of Matrices, in « Krgebnisse der Mathematik und

ihrer Greuzgehiete ». Band II (1933), Heft 5. La citazione ® alla pag. 100. La citazione si

trova pure nell’opera di Cartan citata in 3) alla pag. 438, ma non nel ricordato articolo :

StupY E. Theorie der gememen und hoheren complexen Grossen, in « Encyklopiddie der mathe-
. matischen Wissenschaften ». Band I, pag. 147.

La formula fornita dal Buchheim, trasoritta nei nostri simboli, reca il divisore

m
.7;;:) (0s— op)rpt1 al termine generico della sommatoria,

(8) Giorat G. Sulle funzioni di matrici, in « Rendiconti della R. Accademia Nazionale
dei Lincei ». Serie 62, Vol. VII (1928), pag. 179. GrorGt G. Nuove osservazioni sulle funzioni
delle matrici, in Rendiconti della R. Accademia Nazionale der Lincei». Serie 63, vol. VIII
(1928), pag. 3.

(") FanTaprpik L. Le calcul des matrices, in « Comptes Rendus de I’Académie des Scien-
ces ». Tome CLXXXVT (1928), pag. 619.

(8) CrroLLa M. Sulle matrici espressione analitica di wnw’alira, in « Rendiconti del Cir-
colo Matematico di Palermo », Tomo LVI (1932), pag. 144,
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sione della definizione ad una impoptante classe di matrici infinite, si ritiene
oppottuno riprendere la questione.

Cid posto, passo ad esporre i risultati di questa mia ricerca attorno le
funzioni polidrome di matrici, avendo distinto le due parti corrispondente-
mente ai due indirizzi di sopra citati.

Nella Parte I, rifacendomi alle condizioni di Buchheim come a mio av-
viso pil aderenti alla questione, dd al § 1 la definizione di funzione poli-
droma di matrice che, per quanto conveniente ad ogni matrice A, intendo
chiamare definizioae ristretta giacche qui il mutare.di determinazione & limi-
tato al mutare d1 radice caratteristica. In tal definizione si fornisce la esatta
generalizzazione della formula d’interpolazione di Sylvester al caso di radici
caratteristiche non tutte distinte. Tale definizione & valida altresl nel caso
di radici caratteristiche tutte eguali e, in particolare, per la matrice identica.

Nel § 2 pongo lo studio della omografia di un 8,_; proiettivo in sé
caratterizzata dalla matrice ¢ (4), mostrando 11 suo comportamento all’inter-
no dei vari spazi fondamentali associati alle singole'radici caratteristiche di
4. Nel § 3 tratto delle radici caratteristiche di ¢ (A4) ed analizzo particolar-
mente i suoi termini. Nel § 4 ricavo alcune propriet® fondamentali cui so-
disfa la @ (4) ora definita, proprietd gid poste in evidenza da Fantappié e
Cipolla per le loro definizioni.

Nella parte IT mi pongo nella prospettiva pit generale della definizione
di fanzione polidroma di matrice conservando come in Cipolla la varieta di
determinazione della ¢ (2) al variare di matrice componente della forma ca-
nonica ma introducendo la generalitd circa la matrice canonizzante che com-
pare nella definizione; tutto cid & oggetto del § 1 unitamente a rapide con-
siderazioni circa le matrici canonizzanti che, ferma restando altra determi-
nazione, forniscono determinazioni di ¢ (A) eguali o meno.

Nel § 2 tratto del caso A =1 e qui vale bene mostrare la generalita
della definizione trattando il classico problema (%) delle radici della matrice
identica esaurientemente concluso da Cecioni (%) anche a confermare ragio-
namenti precedentemente svolti circa la matrice canonizzante. Nel § 3 tratto
delle radici caratteristiche di ¢ (4) e mostro la verifica delle proprietda fon-
damentali del § 4 della Parte I da parte della nuova definizione.

(%) FrROBENIUS. Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen, in « Journal fiir die
reine cugewandte Mathematik ». Band LXXXIV (1878), Heft 1, pag. 1. Vedi pag. 16. SyrL-
VESTER J. J. Sur les puissauces et les racines des substitution linéaires, in « Comptes Rendus
de VAcademie des Sciences». Tome XCIV (1882), pag. 55.

(19) CrcronNt F. Sopra alcune operazioni algebriche sulle matrici, in « Annali della R,
Souola Normale Superiore di Pisa» Vol. XI (1909). Vedi n,i 42-45,
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Nel § 4 estendo la definizione di funzione polidroma alle matriei di or-
dine infinito composte di infinite matrici di ordine finito e ricordo la sus-
sistenza delle proprieta fondamentali come detto precedentemente.

Prima di concludere queste considerazioni vale far notare che, operando
nel secondo indirizzo e volendosi considerare la forma canonica di Cheru-
bino (1), questo autore ha giad fornito (12) la espressione della funzione razio-
nale intera nei termini della sua forma canonica; donde la estensione come
al solito del simbolo funzionale.

Per agevolare la lettura di questa nota avverto che la numerazione delle
formule inizia nuovamente nella Parte II, mentre continua la numerazione
delle note. )

PARTE I.

§ 1. — Siano.

a) A una matrige complessa di ordine n», con m << n radici caratte-
ristiche distinte, la quale relativamente alla sua radice caratteristica o, di
molteplicitd u, abbia, indice 4, 4 1.

b) @ (2) una funzione polidroma della variabile z della'quale, in cor-
rispondenza ad ogni g, si intenda con ¢, (2) una determinazione qualsiasi
e non necessariamente la stessa per ogni s, previa separazione delle singole
determinazioni mediante un opportuno sistema di tagli, ma tale che g, ap-
partenga al campo in cui @, (2) & regolare.

m
¢) P(z) un polinomio nella variabile z, di grado m — 1 - 2 i,, sodi-
1
sfacente le condizioni
ay [ d\ . .
N P(z)gﬂ)s = (ﬂ) g0 =1 2y mif=0,1,2,..,14)

In tali ipotesi e significazioni porremo
@ (4)=P(4)

come definizione ristretta di @ (A) funzione polidroma della matrice A. E
chiaro come dalla scelta delle determinaziorni in b) segna la determinazione
di ¢ (4).

(1) CHERUBINO S. Sulla riduzione delle matiici a forma canonica. Note I e 11, in « Ren-
diconti della R. Accademia Nazionale dei Lincei». Serie 63, Vol. XXIII (1936), pag. 478 e
pag. 647,

(42) CHERUBINO S. Sulle matrici permutadbils con una data, in « Rendiconti del Seminario
Matematico della R, Universitd di Padova», Anno VII (1936), N. 34, Vedi pagg. 21-23,
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Il problema della determinazione di P (2) & determinato ed anzi &

) Py=5,)—TP B | [t gt

dove : nel prodotto si intende soppresso il fattore che comi)ete all’indice se-
gnato in alto a destra del simbolo e sia

2— 1 1)2

A
o =4

+ e FOD)

@{Fm%.

Avremo pertanto in definitiva

s (R b ms 2
() p(4) =3[ “Lﬁ i3 (4 — o 17"
lqw—mw

€s
dove: I & 13 matrice identica di ordine n ed ora si intenda

Au (A )

+ P “)l.

(5) [If’(z)]l —=FA)I+ F'(3)
i

Nel caso di radici caratteristiche tutte eguali (m =—1) la (2) diviene
Pe)={p ()}

con la intesa (3) e dove ¢ 4+ 1 & lindice di A rispetto a g ; cosicche, in luo-
go della (4) avremo

P (4)=[p @)

con la intesa (5) e dove per la ¢ (z) & possibile assumere qualsiasi determi-
nazione purchd sodisfacente alla condizione come in b). Pilt particolarmente,
per A =1 si ha la formula

pH=g¢).I

che evidentemente non ci fornisce, ad esempio, tutte le radici h¢ di I.
Nel caso di radici curatteristiche tutte distinte (m —n, ogni ¢, —0) si
ha la formula di Sylvester

(6) P (4)= Zs ®s (2s) 11s —
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Forse alla inesatta forma di P(2) sodisfacente le (1) data da Buchheim in
luogo della (2) & dovuta la inesattezza per la @ (A) che pertanto va sosti-
tuita con la (4).

§ 2. — Si facciano ora alcuni richiami geometrici (13) considerando la
omografia di un §,—; proiettivo complesso in 8& determinata dalla matrice 4.
Ordinati per dimensione crescente, siano

89, 80,00y 89

gli spazi fondamentali associati alla radice gs; il punto individuato dall’n-
complesso orizzontale 2" appartenga a 8% ma non a 8¢ (per r =0 non’
avendo luogo questa esclusione) sara allora

, (4 — o, Ty alep = 0 (4 — o Iy ae) =0

e Yuindi, con ¢ intero assoluto,

q
ataep =g, 1+ (4 —g, D w2y = ot 145 (1) er (1 — o, 1Y) e =

T ds ( — 0s I)J .
[Qq I+ Z’ d Q}s 8! T(—;)

Se @ (2) & un polinomio in z sara allora
Q () s =[Q (Il =P ,

con la intesa (5), e per il generico punto di S,(:) individuato dall’n-comples-
so orizzontale z® sara comunque

(7) Q (4)2% =[Q @) a5

Il generico punto dell’ §,_; puo individuarsi coll’n-complesso orizzontale
m
(8) w=— 3, cs x5
1
(*3) CHERUBINO 8. Sulla teoria delle omografie di uno Spazio Sp—i in 88, in « Rendi-

conti del Sommario Matematico della R, Universitd di Roma ». Serie IV, Vol. 1 (1937,
fase, 3 Vedi § 2,
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dove i ¢; sono scalari arbitvari, pertanto dalle (4), (7) si ha successivamente

m ?, nt n
(p(A)u—l:Zb Cg T.&(z)—__l SHS(A_QpI)ﬁp‘i'l x@lzzl:s [
1 8 z 1
Hp (Z_Qp) Gl
1 [
g a.
I"}s ( Z—Qp)zl‘."l_l 1 os
1’ os
Ma per la intera (5) vale la
4 v ma v Yy s " 8
(9) m_(p—S(_)_ [H,, (z — op) p+1} 5,/(_)1 =, (z)];s xgl
H; (z _Qp)z‘,+1 1 2s
1 og
e quindi
(10) P(A)u_y =Z;0 [(Ps (Z)LS w(—‘?)l .
1 s

Per ¢;—=1 e ¢,=— 0 con j 3= s, questa c¢i fornisce

@ (4) 2 = [, ()% 2%

che & la generalizzazione della (7) per quanto riguarda il simbolo funzionale;
pit dettagliatamente si ha

(8,7)

@ (4) 22D = [, (2)]y, 21 (r=0,1,.,i)

Con queste formule caratterizzanti il comportamento della omografia di ma-
trice ¢ (4) all’interno dei singoli spazi fondamentali associati ad ogni radice
caratteristica di 4 concludiamo queste considerazioni geometriche; vogliamo
perd indicare due questioni sulle quali d’altra parte non intendiamo soffer-
marci: 1* la deduzione di ¢ (A) partendo dalla (10); 22 con opportuna scelta
di punti linearmente indipendenti nei varii spazi fondamentali associati ad
ogni radice caratteristica distinta di A (latent points di Buchheim (14)), tro-
vare lo sviluppo di una trasformata di ¢ (4) dove sono poste diagonalmente

(14) BucRHEIM A. On the Theory of Matrices, in « Proceedings of the London Mathe-
matical Society » Vol. XVI (1884-85), pag. 63. La formula di pag. 77, riga 222, d errata e
con opportune sostituzioni, va cambiata con la nostra (7).
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in evidenza le sue matrici componenti ciascuna delle quali caratterizza il
comportamento della omogratia di matrice ¢ (A) all’interno degli spazi fon-
damentali pilt ampi associati a ciascuna radice caratteristica g,.

§ 3. Supposte ordinate le radici caratteristiche di A nell’ordine © sta-
bilito da una sua canonizzante, si passi a studiare le matrici degeneri

1 la n 2
(11) K(,0)=|————| (4 —p, I 5=1.2,..,m)

m
Iz —e)r™| !
1 es

Dalla identitd fondamentale
n +1
12) (A — o INP™ =0
1
per 8 = j discende
(13) K(A,0,).K(A,0)=0
Dalle (8), (7) si ha successivamente

3 > © 5, 0
%s K(4,0)uy= 21"3 cs K (4,0,) 2= = %‘a Cs ¥ — Uy

e, per Varbitrarieta di u,
(14) AIY,,K (A,0) =1.
Da questa, per la (13), si ha infine

(15) {K(A 793)}2:1{(4’93)'

Per le (13), (15),(9) si ha successivamente inoltre

s (2) i 1 s
IT; (z — g,
1

P(A).K{A4,0)8% = K(A,0,).p(A)2) =] —
H; (¢ — Qp)lp-l-l
1

o ep

AT (A — o, IY#T!
1

2 g
P — [ s (z)] o)
Qs
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m o
Nellordine ©, le 1adici caratteristiche di ITj (A — g, I)'**" sono
1

(16) 0,0 1000, Ilj,f(Qs—‘Qp)tp—H,“-’IlI;(Qs‘*‘Qp)tp_l_l7 0,...,0,0

in numero di in numero di u, in numero di
By g+ oo sy Mst1t Pstrt oo M
quelle del’ primo addendo di T—L— * sono tutte eguali a

H; (2 — Qp)tp_l—1
1

Qs
ms —t,—1
11]1) (0s — Qp) p

e di quelle degli altr1 addendi sono nulle tutte le corrispondenti alle non
nulle delle (16); pertanto, nell’ordine ©, le radici caratteristiche di K (4 , )
saranno

(17) 0,0,..,0,1,..,1,0,..,0,0

in quantita ordinatamente come in (16). Dalla (4) e dalle considemzioni supe-
riori discende che la'matrice ¢ (4) — @, (05) I ha u, radici caratteristiche nulle
e quindi le @, (gs) sono le radici caratteristiche di ¢ (4) con la evidente non
necessarieta che siano distinte in numero di .
La matrice K’ (A, ;) aggiunta di K (4,9, & fornita dalla formula ge-
nerale (1%)
K’ (4, ) = (— 1"+ {[K—l (4, @)™t — o, [K_; (4, 0)]" % +

+ 0y [y (4, @)% — ... - (— 1)L opy I}

dove: o, & Yinvariante »° di K (4 ,0,) e K_; (4, g;) & la trasporta di K (4, g,).
Dalla (15), (17) segue

{K—-l (A ) Q.'!)}2 — a4 (A st)§

6, = (’;3) y O — (23) youe ’G:“e:(“/j:) y Opgpl = ese = Op— = 0

(15) BuraLI-FoRrTI C., BoGGio 1. Espaces courbes. Sten, Torino, 1924. Vedi pag. 21, for~
mula (10) con varianti di annotazioni.
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pertanto avremo

K' (4 ,0)=(— 1y %1 — (1’)+(23) —_ (= 1)/43(’;:); K(A,p)=0

Quindi, riguardando K (4, g,) come rappresentativa di una omografia vetto-
riale per 1’S, euclideo complesso, potrebbe confrontarsi K (4 ,9s;) con una
estensione delle diadi di Gibbs (16); ma non intendiamo soffermarci su que-
sto. Limitiamoci a considerare che nel caso di radici caratteristiche tutte
distinte le (11) ci danno le matrici

Qs — Qp

InI,f (§=1,2,..,n)
1
che compaiono in modo essenziale al secondo membro delle (6).

§ 4. L’insieme delle matrici ¢(4), definite dalla (4), gode della com-
mutabilitd al suo interno e delle seguenti proprieta.

a) Per ¢ () =& (costante), & ¢ (A) —=FkI.
Dalla (14) si ha

pA)=kZ K(A,0)=k1I
1

b) Per p(z)—z,8p(A)—A.
Dalle (10), (8) si ha

m
P (A)u_y= Zs Cs [z] a® =3, A 2= Au_,
1

e, per larbitrarietd di u, segue I’agserto.
¢) Per <p 2) = (2) + x () con y (2), x (¢) funzioni polidrome, & ¢ (4)=

=y (4d)+ x4
Dalle (10), (8) si ha

"

pA)u_y= Zs Cs l ¥s () + xs (z)rs @1 —

@s

=13, c,[ws J + 30| 1o >} ot zgw (4) + 7 (4

(#6) WiLsoN E. B. Vector analysis. Scribner, New-York, 1902. Vedi pag. 2685. Occor-
rerebbe pure tener presenti le opere: BuraLI-ForTi C., MARCOLONGO R. Trasformazioni
lineari. Zanichelli, Bologna, 1929. Vedi pagg. 83-87 dove i teoremi sono estensibili a spazi
di dimensione maggiore. BURGATTI P., BoGgGIo T., BucaLI-ForTI C. Geometria differenziale.
Zanichelli, Bologna, 1930. Vedi pagg. 147-148. Opera citata in nota (1), vedi pagg. 13,
19-21.
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e, per Parbitrarieta di », segue l’asserto
d) Per ¢(z) = y(2) x (2) con y(2), ¥ (*) funzioni polidrome, & ¢(4) = y(4)

.

2(4).
Dalle (10), (12), (8) si ha
3 e % ¢ "
VTR AR ) TS 1 e e
1 €s 1 @s @s
= [ @ e mle) ]
|| | e —ep)T!
1 es | 1 @,

m 2
. %H; (A —0p I)‘p‘l‘lg .’L'E)l _—_.[(/) (A),Z(zl)] U_y
1

e, per Parbitrarietd di u , segue I’asserto.

Cirea le proprieta ¢),d) & opportuno fare la seguente osservazione: la
somma o il prodotto delle funzioni polidrome v (2), y (2) non devono intro-
durre e sopprimere termini determinanti polidromia. Cosi ad esempio per

3 3
v (2) = 2* + V2, y (2)=2 — V2 non deve assumersi, relativamente a ¢) , v (2) 4
3
— 1
+ %2 (2)=4*+2; e per y(z) =2?/z, y(2) = ;— non deve assumersi, relati-
Ve
vamente a d),y (x). y(2) =2%; ma & giusta invece la soppressione come alla
formula (9).

ParrE II.

§ 1 — Siano
a) A una matrice complessa di ordine n, con m << n radici caratte-
ristiche o, distinte, avente la caratteristica di Segre (17)

(1 1) A (2 (2 2) () () (8) )
[(ex” s €57 ey o) (61 56 5 ey e}gg) e (€5 627 ey €l L (68 ,em e;::,)]

(47) SuGRE C. Melrdimensionale Raiime, in « Encyklopidie der mathematischen Wis-
senschaften ». Band Ill2, pag. 769. Vedi pag. 865. Oppure: CBERUBINO S. Segnature, divi-
8011 elementari e forme canoniche di una matrice, in «Bollettino della Unione Matematica Ita-
liana ». Serie II, Anno 1V (1941), N. 1. Vedi pag. 8 dove & pure indicata chiaramente la
costruzione della forma canonica di Jordan date le radici caiatteristiche e la caratteii-
stica di Segre.
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m
e C come forma canonica di Jordan la quale & composta di Xk, matrici
= 1

8—1

0
tali che la € di posto (Z‘j K, + r) ¢ di ordine ¢/ e quindi tale da potersi
1

scrivere

=00+ P4 .. Lo 4+ P ...
1)
B I s ol R SR F L e e L ™

b) @ (2) una funzione polidroma nella variabile z della quale, in cor-
rispondenza di ogni matrice componente Oﬁ.s) si intenda con s, (2) una sua
determinazione qualsiasi, e non necessariamente la stessa per tutte, ma tale
che g, appartenga al campo in cui g, (2) esiste finita con le sue derivate
sino all’ordine ef.s) — 1 (salvo il easo in cui sia e(,s) =— 1 dove basta sia @, ,(0s)
ﬁuitfw). Con 1§f> matrice identica di ordine esf) si ponga

(s) — 0s IE'S)

(P:r (05'8)) = @s,r (0s) 1753) + ‘P;,r (0s) . 1! + e

@
Pﬁ?)—l

(eﬁs’-n( (O — 05 IY)
Par s (€ —1)!

come estensione di una analoga formula valida per una funzione razionale
intera di ()E‘f’); ed ancora si ponga

o* (0) = gt () 4 oo (O)) - . - o, (01 - 1 (07) 4 @2 (0 .
3) e @F (O A o PE(OF) + 922 (6 + e 4 e, (CF) - .
o @R (O 922 (OF) 4 oo - P, (CE).

Nelle ipotesi e significazioni superiori, indicando con 7' una arbitraria
matrice (non degenere) tale che 714 T'— C, porremo

(4) eA)=T.¢*(0). T
come definizione generale di @ (A) funzione polidroma della matrice A. B

chiaro come dalla scelta di 7 e dalla scelta della determinazione in b) se-
gua la determinazione di ¢ (A).




di matrici i53

Vale perd osservare quanto qui di seguito. Ferma restando la scelta come
in b), ciod la determinazione di ¢*(0), due scelte diverse T, e T, per T
daranno la stessa ¢ (4), cio®

T, ¢*(C). T =T, ¢*(0). T5 ',

quando sia
T . Ty ¢*(0). TT . Ty = ¢* (0)

che equivale a

t

P*(0) I . To="T7 . Ty. 9 *(0),

ciod quando T7'. T, trasformi @*(C) in s& stessa che equivale a dire quando
T7. T, & permutabile con ¢* (0)(18).

Da tutto cio segue che & T, — T, X dove X & una matrice (non dege-
nere) permutabile con ¢*(C); mentre, ferma restando ¢*(C), la scelta T,
per T dara per la (4) una @ (4) diversa da Ty @*(0). T7' quando T T,
non trasformi ¢@*(0) in 88 stessa che equivale a dire quando 77*.T;
non & permutabile con ¢* (C).

§ 2. — Nel caso particolare di A — 1T, per cui la caratteristica di Se-
gre & [(1,1,..,1)] ed & C =1, sara

P D=0,1) + @O+ ... + ¢ (1)
donde segue
eH)=T.¢*(I). T

dove ora si consideri ’arbitrarieta di 7 (non degenere).
A scopo dimostrativo della generalita della definizione e della impor-
tanza della generalitad della canonizzante 7 che in essa figura tratteremo

1
delle radici h* della matrice identica di ordine n. Per ¢ (2)—=z%, dalla

e,0. .. .. 0

0eg..... 0
(8) * )= - ,

00 &n

(18) Per D’analisi profonda della commutabilita vedi opera citata in 10), n¢ 16-17.

3. Annali della Seuola Norm. Sup. Pisa.
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dove g ,&,.. ,&, S0no radici h° qualunque (eguali o distinte) dell’unita,
segue

h—-
9 VI="1T.¢*I). T

con 7 matrice arbitraria di ordine n (non degenere). Proviamo ora che la
(9) ci fornisce tutte le determinazioni relative a tale problema.

Infatti se Y & una matrice di ordine n ciclica di grado m, tale lo sara
pure la sua forma canonica di Jordan )

Y—=—H1.Y.H.
Allora posto

Yo=Y 4+ v 4.+ v¥,

dove sono in evidenza tutte le matrici componenti di ordine piu basso, se
si vuole che (Yf))m, con i—1,2,..,k, sia eguale alla matrice identica
di ordine eguale a quello di Yy , c0sl come deve essere, occorre che cia-
scuna componente di Y, sia di ordine 1 ciod sia

Y. =g¢*(I)

dove nella (8) si & effettuata una particolare determinazione : quella che com-
pete a Y.. Dalla (9) discende allora I quando, ferma restando questa deter-
minazione, si prenda T'—H .
Ferma restando la scelta per ¢*(I), due matrici (non degeneri), tali che
il prodotto di una per linversa dell’altra non & commutabile con ¢*(I),
quando siano poste in luogo di 7', danno per la (9) due determinazioni di-
>

verse di JT. Cosl, ad esempio, per k=2 e I, del secondo ordine, scelta
—1 0
* J—
e assumendo per 7 le scelte

- NS
®

: »

r 4 ’
0 2 1
sodisfacenti alla condizione predetta di non eommutabilitd con ¢*(C) del
prodotto di una per 1’ inversa dell’altra, si hanno le due determinazioni di-

2
verse di |I, ‘

(To (T 3
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§ 3. — Si consideri la matrice ¢ (4) — ¢;,(0s) I, per la (7) essa & e-
guale a

T [¢* (0) — Ps,¢ (05) nr-,

ma la matrice @* (0) — @, (0s) I ha nulli almeno e ® termini della sua dia-
gonale principale cioe, atteso la sua forma, ha determinante nullo e, per-
tanto, le ¢, (0s;) sono le radici caratteristiche di ¢ (4).

L’insieme delle matrici ¢ (4) definite dalla (7) gode della commutabilita
al suo interno e, come al § 4 della Parte I per la definizione astratta, delle
seguenti proprieta.

a) Per @ (2) — k (costante), & ¢ (A) =k I.

Dalla (6) si ha @F, (O)=1 1P, dalla (5): ¢*(C)=k I, e per la (7) @

in definitiva

PA)=kTIT'=kI.

b) Per 9 () =2, & p(A)=— A4
Dalla (6) si ha ¢¥, (C%) = 0%, dalle (5), (1): ¢*(0)=0C, e per la (7)
e in definitiva

pA)=TO0T1=A

¢) Per ¢ (2) =y (2) + x (?) con @ (2), x (?) funzioni polidrome, &
@ (A)=y(4)+ 7 (4).
Dalla (6) si ha o5 (0) =y, , (0%)) + 2% (0¥, dalla () : *(O)==vy* (0)-+
+ x*(0), e per la (7) & in definitiva

pA)=Ty*(O) T+ T.2* (). T7' = y(4) + 1 (4).

d) Per @ (2) =y (2).y (#) conzp (2), x (2) funzioni polidrome, & ¢ (4) =
=y (4).x(4).
Dalla (6) si‘ha @¥, (C}) = 1w, (0) . x* (CY), dalla (B): ¢* (0) = y* ()
x*(0), e per la (7) & in definitiva

e(A)=T.y9*(C) . T 1. Ty*(O) T =y (4.7 (4).

Per le ¢) d) vale ancora la osservazione svolta in corrispondenza delle
c), d) del § 4 -della Parte I.

§ 4. — Sia A ‘ora una matrice complessa di ordine infinito composta
di infinite matrici di ordine finito, ciod

A=A+ A+ 4,4
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e per ciascuna di esse, nel senso indicato nel § 1, si ponga la definizione
generale di funzione polidroma ; allora porremo come definizione generale di
Junzione polidroma di A

. (10) P A) =@ A) + oAy + . + o (47 £ ..

dove la determinazione di ¢ (A) consegue dalle determinazioni scelte come
in (6) per ciascuna matrice componente A, di A e dalla scelta della matrice

T=T,+4 Ty + ..+ Ty + ...

di ordine infinito composta di infinite matrici (non degeneri) di ordine finito
ma tali che Tq_l . Ay . Ty & la forma, canonica di Jordan della A4,.
L’insieme delle matrici ¢ (A) definite dalla (2) gode della commutabilita
al suo interno e, analogamente a quanto mnel § 4 della Parte I e nel § 2
della Parte II, delle seguenti proprietd
a) Per @ (2) =%k (costante), & ¢ (A) =k I,
b) Per p(?) =2z ,0 @ (A) = 4.
¢) Per @(2) =y () + x () con w(2),x (¢?) funzioni polidrome &
P (A) =y (4) + 1 (4).
d) Per () =y () . x(?) con w(2), g (2) funzioni polidrome, .&
pA)=wy(4).7(4).
Lascio al lettore la verifica di queste ma ricordo la osservazione che per
le ¢) , d) & stata fatta nei lnoghi di sopra citati.



