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SOPRA UNA PARTICOLARE PROPRIETA
DEI GRUPPI ABELIANI FINITI

di EnNIo MArTioLl (Pisa)

«
PREFAZIONE. — Viene qui presentata uua nuova proprieta dei gruppi
abeliani finiti. Si dimostra. precisamente, che se G & un gruppo abeliano di
. . pk—1 . -
tipo (1,...,1) e ordine p*, cou p primo ed n—= —17:—{ . (k intero > 2), data
una base R,,..., R, di &, si puo trovare un sottogruppo I' di G tale che
ciascuno dei laterali di I" rispetto a G contenga uno ed uno solo degli ele-
menti B,,..., RY l, R,,..., RV, Ru.....R".
Questo risultato e sorto .da applicazioni matematiche ai giochi del To-
tocal¢io e Totip (1) che io espongo nel n. 2. Al n. 3 do un’altra interessante
applicazione al gioco del lotto.

1. — Sia G un gruppo abeliano d’ordine p* e tipo (1,...,1) e siano
Ry, ..., Ry gli elementi di una sua base. Chiameremo R, ..., Ry generatrici,
Dimostriamo il seguente :

TEOREMA. — NS¢ il numero n ¢ della forma
L. |
n=2_"_" (1)
p—1

Al

essendo K wun numero intero = 2, ¢ possibile trovare in G un sottogruppo [
di ordine p» ¥ tale che la scomposizione di G secondo I ed i suoi laterali s
possa effettuare nella forma :

G=I+TR +...I'RV""+T'R,+I'R3+...+TR\V". (2)

(1) Si tratta dei sistemi ormai not1 nei gioch1 con totalizzatore col nome di sistemi
ridottt a «undici certo » Malgrado la difficolta delle ricerche bibliografiche su tale argo-
mento ritengo che il primo lavoro pubblicato mm proposito sia 'opuscolo « Regolo Combi-
natorio » (Tipografia B. Giordano — Pisa — 1948) da me compilato in collaborazione col
collega prof. L. Cernigharo, al quale porgo i miei ringraziamenti per aver richiamato la
mia attenzione sull’argomento.
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o

Osserviamo anzitutto che per la (2) Vindice di I" deve essere

n(p 1)1

e quindi il prodotto di tale numero per Pordine p"~—% di I deve uguagliare

N

Pordine di G; cio ¢ vero se & soddisfatta la (1). Infatti in tal caso si a:

k—1
W*VW—D+¢FW"%%:T@—D+1=WW

Consideriamo il gruppo di ordine p* generato dalle prime % generatrici
Bis..., By.

Togliamo da tale gruppo lidentita e gli elementi che contengono una
sola generatrice. Rimarra un iusieme 6 formato da

m=pk—1—"k(p—1) (3)

elementi, avente la proprieta che le potenze di una qualunque operazione di
@, con esponente compreso fra 1 e p — 1, appartengono ancora a 0.

Scelto un qualunque elemento B, di 6 le sue p — 1 potenze. dalla prima
alla (p — 1)@ appartengono dunque a 6 e sono distinte fra loro. Un secondo
elemento B, di 6 diverso dalle potenze di B, a le sue prime (p - 1) potenze
tutte distinte da (ielle di 5, , se fosse infatti, con certi @, ¢ x, compresi
fra 1 e p—1:

B-I”x — B?z
detto «x} il numero per cui

xr,05=1 mod p
si avrebbe

/ !
Bi”lw? - B?;?w“' o B:)

cioé B, sarebbe tra le potenze di B, contro ipotesi.
Analogamente un terzo elemento By di 0, distinto dalle potenze di B,
e di B,, avra tutte le sue potenze distinte da quelle di B, e di B,. Cosl pro-
cedendo potremo scegliere
m

p—1

elementi di 8 in modo che le loro prime p — 1 potenze siano tutte distinte fra
loro ed esauriscano 0 : diremo che essi formano una base di 0.
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Si verifica facilmente che a causa della (3) e della (1) visulta:

m
—— =n — k.
p -1 "

Bseludendo il caso, privo di interesse, di p==2 e k=2 & sempre n — k =3,

Indichiamo con:
By yByy.ooy Bu_g

una base di 6, e con B il generico di essi.
Consideriamo ora gli #  k elementi di G che si ottengono moltiplicando
ordinatamente i B per Ryy . Rpys...., Bu; poniamo cioe

Al = BI R;H.] 5 Ag e 32 R}H_g, ceey An___], = Bn#an.

Il sottogruppo I’ generato dagli elementi A .Ay,..., Ay soddisfa
alla (2).
Intanto I' ¢ di ordine p”-* perche A, ....,A,_; sono indipendenti.
Se fosse infatti
X1 Lp—f ——
Al AT =1,
sarebbe
2y Ly — I &Ly Xn—k ——
B...B", ‘R, ... R, =1
ciod, essendo Ry4i,..., R, indipendenti da R,,..., Ry e quindi anche da
B, ..., Bu_g,
Ly Lu—F — PP LTI S,
B'...B", =R/, ... B, =1
il che e assurdo.
Per far vedere che vale la (2) bastera dimostrare che in /' non vi sono
elementi contenenti una sola o due generatrici distinte. Infatti se fosse

R =7R’
4 -y
yE; =7R
(yeyin I'y o e x,<p; i) oppure i ==j,® 4= x,) si avrebbe
— ©  —a
-1 — J 1
yly=R'E, ",
cioe esisterebbe un elemento di I' contenente al pitt due generatrici distinte.
Tenendo presente che ogni B contiene almeno due generatrici segue
dalla definizione stessa delle A che ogni elemento A, ed ogni sua potenza di-

versa dall’identita, contiene almeno tre generatrici di cui una di indice mag-
giore di k e almeno due di indice minore o uguale a .
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In secondo 1 e B B
n secondo lwogo non puo essere B~ B~ = FLeonis=j,ex,<<p;2,<p.

. . z —& . .
altrimenti sarebbe B/: If} /, mentre le B sono state costruite in modo

da non avere potenze di esponente < p 4 comune. Dunque il prodotto di due
potenze di I3, di esponente <« p contiene almeno una generatrice, percio il
prodotto di due elementi A o di loro potenze contiene almeno tre generatrici
di cui due di indice >k ed una almeno di indice < I.

Infine & evidente che un prodotto di tre elementi A distinti, o di loro
potenze, contiene almeno tre generatrici, di cui tre di indice >k, e un prodotto
contenente pitt di tre elementi A, o di loro potenze, contiene pin di tre ge-
neratrici di indice > .

Dunque il sottogruppo I' generato dalle A non possiede elementi con-
tenenti meno di tre generatrici e la (2) & dimostrata.

Nei paragrafi 2 e 3 daremo due applicazioni del precedente teorema.

2. — Se n soddisfa alla (1), con p numero primo e k intero =2, tra le
p" disposizioni con ripetizione di p oggetti della classe n é possibile sceglierne
un insieme H di pr=X% tale che ogni altra disposizione differisca da wna i
quelle pcr un solo elemento.

Siano byl .00, by, pooggetti distinti. Congideriamo tntte le p” dispo
sizioni con ripetizione di classe n che si possono formare con essi. Indiche.
remo, per maggior chiavezza, Poggetto h; rispettivamente coi simboli

h,'1 o hi? goe oy hm

a seconda che lo consideriamo, in una data disposizione, al primo, al se-
condo, ..., al’n-esimo posto, (iascnna disposizione puo allora seriversi cosi;

hi,,l y hig,iu ey "1’1,,51

dove i ,...,0, & una disposizione con vipetizione di eclasse n dei nomeri
1o...,p

Chiamiamo R, il ciclo

hyy sl yeeey by )

Gli elementi R,...., Bx sono evidentemente permuntabili, e indipendenti,
perche operano su simboli diversi: inoltre anne ciascuno periodo p. Pertanto
essi generano un gruppo G d’ordine p', isomorfo a quello del n. precedente,

Chiamiamo disposizione fondamentale la seguente

higyhigyeooslym.
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T evidente che, applicando alla disposizione fondamentale le sostituzioni
del gruppo @G, si ottengono tutte le disposizioni con ripetizione di classe n
sui p oggetti dati.

Poiche per ipotesi n soddisfa alla (1) costruiamo il sottogruppo I" di cui
al 1. precedente. I insieme H delle disposizioni che si ottengono applicando le
sostitugioni di I" alla disposizione fondamentale coincide con 'insieme H di
cui alPenunciato. Infatti ogni altra disposizione si ottiene applicando alla
fondamentale una delle sostituzioni di G contenute nei laterali di I'; tenendo
presente la (2) risulta cioe che ogni altra disposizione si a da una disposi-
zione di H cambiando un oggetto in uno solo degli n posti. E Passerzione
¢ dimostrata.

Questa proprieta si pud utilizzare in quei giochi con totalizzatore nei
quali vengono premiati non solo i giocator1 che totalizzano il massimo pun-
teggio, ma anche coloro che realizzano un punto di meno del massimo.

Se le partite da pronosticare sono n e consideriamo come p oggetti i
possibili risultati di una partita, il numero complessivo dei pronostici ugna-
glia le disposizioni con ripetizione dei p oggetti della classe n. Se = sod-
disfa alla (1) un giocatore pud limitarsi a giocare le disposizioni dellinsieme
H con la certezza di realizzare o il punteggio massimo o il punteggio infe-
riore al massimo di una sola unita.

A titolo di esempio consideriamo il caso p=—=3,n = 4. La (1) risulta
soddisfatta con k = 2. Se, per usare simboli assai in voga. indichiamo con
1, X, 2 i possibili risultati di una partita avremo:

19 i possibili pronostici sulle 4 partite formano le disposizioni con
ripetizione della classe 4 dei tre simboli 1, X, 2; sono percio in numero di
3t =81;

29 in base al teorema del presente paragrafo & possibile scieglierne
p"F=23+2=9 in modo che ognuna delle 72 rimanenti differisca da una
di esse per un solo elemento: percio il giocatore che punti sopra quelle 9
disposizioni & certo di realizzare almeno 3 punti su 4.

Le 9 disposizioni si ottengono costruendo per questo caso il sottograppo I,

Poniamo
B, =R, R, B, = R;’ R,
quindi
A, =R, R, R, A, =R} Ry, R,.

11 sottogruppo I'generato dalla base A,, A, contiene i seguenti 32 elementi :
1 y A =R ByR;, A]=FR} R, R;
4, =R'R,R, , Ay Ay=R,R3 R, , A A, = R, R} R,
A}==R/ R*R} . Ay A]=R{ Ry R , A} A]=R, R’ R;.

2
2
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Applicando alla disposizione fondamentale
1111

le sostituzioni di /' si ottiene Vinsieme H delle 9 disposizioni cercate:

1111 . XXX1 . 2291,
2X1X , 12X X . X12X.
X212 , 21X2 , 1X22.

I facile verificare che ognuna delle vimanenti 72 disposizioni differisce
da una di queste per un solo elemento.

3. — Ne n ¢ della forma

n=—292k — 1 (4)

n

con k=2 fra gli (3) terni che si possono formare coi numeri interi da 1 ad

N L . 1 /m . . s .
n ¢ possibile sceglierne =5 (o) modo che ogni ambo figuri in essi una e una

sola volta.

Infatti se il numero n e della forma 4 soddisfa alla (1) con p = 2, per-
cio si pudo costruire il sottegruppo I Gli elementi di I' formati con tre
generatrici danno, coi loro indici, i terni richiesti.

Difatti ogni elemento di @ contenente due generatrici non potendo stare
in I" si trovera in qualche laterale: dunque in [” vi sara un elemento, ne-
cessariamente di tre generatrici, da cui esso differira soltanto per la 3* ge-
neratrice. Ne segue che ogni ambo & contenuto in uno dei terni.

D’altra parte due elementi di I’ formati da tre generatrici non possono
avere due generatrici comuni, perché il loro prodotto, che sta in I, conter-
rebbe due sole generatrici; ne segue che i terni non possono avere un ambo
comune, e il teorema & dimostrato.

Ad es. per k=23 si a dalla (4)

n=2 —1=7.
Posto
By=R,R,. B,=—=R, Ry, B, —=R,R;. B,— R, R, Ry

¢ quindi

A1:R1R2R4, AQ:]I)1R3R5Q A3:R2R3R6, A4:R1R2R3R7,
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il sottogruppo I' consta delle 27-3 = 16 sostituzioni:

1. R R,R,. R RR,. R R IR, B, R R R RER, RREERE,.
R R,R;, R F,R,R,. R,k R, B,R,R,. R R, R R, R RI;.
R, R, R,R., B, R, R R.. E R E R R R R;.

I terni richiesti sono :
(124) (135) (236) (456) (347) (257) (167)
ed & facile verificare che ogni ambo vi & contenuto una ed una sola volta.

| Percenuta alle Redazione il 25-10 49
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