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INTORNO AGLI INTEGRALI DI FUBINI-TONELILI
I- CONDIZIONI SUFFICIENTI PER LA
SEMICONTINUITA

di ENrR1cO MAGENES (Padova)

Nella presente memoria ed in una successiva esporrd alcuni risultati
circa gli integrali di FUBINI- TONELLI:

b b
I(y)z/f.f(w,z,y<x>,y<z>,y/<w>,y'<z»dwdz

b d
I(!/:73/2)://].("'72'?/1(m)’?/2(5)7y’1(x)»?/3(z))’1wdz'

11 funzionale I(y) é stato considerato per la prima volta da G. Fusini (1),
il quale nell’introdurne lo studio, ha messo ben in rilievo Pimportanza che
tali ricerche i Calcolo delle Variazioni hanno anche in altri campi dell’Ana-
lisi, come ad es. in quello delle equazioni integro-differenziali (basta pen-
sare che l’equazione di Eulero di I(y) & appunto un’equazione integro-dif-
ferenziale). I1 FUBINI si e limitato pero ad un caso particolare.

Anche H. H. GoLDSTINE (®) ha ottenuto alcuni risultati circa il « mi-
nimo relativo debole» di I (y), come applicazione dello studio di un fun-
zionale pitt generale, studio fatto, nelPambito del Caleolo Funzionale, secondo
Pindirizzo classico del Calcolo delle Variazioni.

(!) G. FUBINI: Alcuni problemi di Calcolo delle Variazioni con applicazioni alla teoria
delle equazioni integro-differenziali (Annali di Mat. pura e appl. (3)- XX, 1913, pp. 217-244).

(?) H. H. GoLDSTINE : Conditions for a minimum of & functional (Contributions to the
Calculus of Variations - 1933-37 - Chicago - pp. 316-357); in particolare v. pp. 353-357.

1 Annali della Scuola Norm Sup. - Pisa.
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Excico MacuNus @ LIntorno agli integrali di Fubini-Tonelli :

Nel 1939 L. TonrLLI (3) ha introdotto il Suo metodo diretto nello studio
di I(y), trattandone alcuni casi particolari, di notevole importanza sopra-
tutto per Vapplicazione, ben nota, che se ne fa nella teoria delle equazioni
integrali di FREDHOLM.

Solo recentemente perdo & stato intrappreso da S. FAEDO (¢) lo studio
sistematico di questo capitolo del Calecolo delle Variazioni, mediante il me-
todo diretto del TONELL1, incominciando dalla ricerca delle condizioni neces-
sarie per la semicontinuita di I (y). Egli ha messo in luce le difficolta che
possono incontrarsi nello studio di I(y) ed ha rilevato come sia opportuno
introdurre anche il funzionale pin generale I (y,,y,). il quale presenta del
resto interesse di per se stesso.

Ottenute condizion1 mnecessarie per la semicontinuita di I (y,,y,) e di
I(y), S. FArno ha dato anche successivamente le condizioni sufficienti per
la coutinuita di I(y,,y,) e di I(y). (%)

Impostato cosi il problema nei termini generali, secondo il metodo di-
retto del TONELLI, resta ora da continuare nella ricerca delle condizioni
sufficienti per la semicontinuitd e dei criteri di esistenza dell’estremo. In
questa Memoria io daro appunto alcune condizioni sufficienti per la semi-
continuita di I'(y,,y,) e di I(y) «in tutto il campo», di cui mi serviro
successivamente nella prossima Memoria per stabilire dei criteri di esistenza
dellestremo, nei quali rientreranno tra Paltro i casi particolari studiati dal
FuBint e dal TONELLI.

Le suddette condizioni sufficienti sono ottenute estendendo opportuna-
mente un ragionamento fondamentale del TONELLT ¢ facendo uso dei teoremi
di «uguale continuita » dell'integrale semplice ordinario del C‘alcolo delle
Variazioni, messi in 1ilievo da S. FAEDO.

(3 T.. ToNgLLL  Su aleuni funzionali (Annali di Mat. pura e appl. (4) - XVIII-1939-
pp. 1-21) L. ToNkirLl ha anche additato le ricerche relative ad I(y) e I(y,,y,) allatten-
zione dei matematici nella Sua conferenza L’ Analisi funzionale nel Calceolo delle Tariazioni
(Annali Scuola Normale Sup, di Pisa (2)-1X - 1940 - pp. 289-301).

(*) S. Farpo Condizioni mecessarie per la semicontinuitda di un nuovo tipo di funzionali
(Annali di Mat. pura ¢ appl. (4) XXIIT - 1944 - pp 69 (21); - Sulle condizioni di Legendre
e di Weierstrass per gli integrali di Fubini Tonelli (Litografia Tacchi - 1946 - Pisa)

(5) 8. Farup) - Un nuovo tipo di funzionali continui (Rend. di Mat, e delle sue appli-
cazioni - (5) - IV - fase 1IT-TV - 1943 - pp. 223-249),



I - Condizioni sufhcientt per la semicontinuita 3

CariroLo 1.

La semicontinuitd di 7 (y,,y,).

§ 1. - Definizioni e posizione del problema.

1. — Definizioni. — Diremo campo A, [ecampo A,| un insieme di punti
del piano (x,y,) [(#,yy)] che contenga ogni suo punto di accumulazione
posto al finito. Diremo poi campo A Pinsieme dei punti dello spazio a 4
dimensioni (x,z,¥,,y,) prodotto dei due campi .i, e Ady: A=A, > 4,.
La funzione f(x,z,¥,,Ys ¥yi,y5) sard definita in ogni punto (x,e,y,,ys)
di A e per ogni valore di y; e y, e continua insieme alle sue derivate

. . . ;o o . .
fy;’fy;yl” y;,fy;y; in ogni punto (r,z,¥y,,¥Ys,¥i,y:) in cui e definita. Di-

remo curva (' ogni coppia di funzioni y, =y, (@), e <<x<b; y, =1y, (2),
¢<<z<.d, assolutamente continue rispettivamente in (a,bd) e (¢,d), tali
che i punti [x,y, (¥)] e [z, y,(2)] appartengano rispettivamente ad 4, e ad 4, .

Diremo poi che la curva C e anche ordinaria se, inoltre, esiste finito
Vintegrale nel senso del LEBESGUS :

b d
I(ym/z):ff.f(w,z,.%m,yg (), y7(x) ) (2) d a d z;
a ¢

«arveo» di una curva Cly, (@), y,(2), « =x =1, ¢ =z=d| si dira ogni curva
Ty @), v,(8), d ==V, c==d|con a=d <V=bce=c<d=d.
Per ogni punto (x,z,y,,¥,) di A e per ogni terna di numeri vy, @{ T

dira funzione &, di Weierstrass la funzione

gl(myzvywyw?/by{’;f) :./-(m75~3/1a1‘/37§/19!/;) @2 Yy Ya s Yy YY) -
—@f“—y;)fy;(w7z’1'/17.’/27%73/;)-

Analogamente per ogni punto (z,z,y,,¥,) di A e ogni terna y{, v, ¥4 la
funzione &, di Weierstrass sara definita da

Sz({”797?/173/2’?/{5?/27:7/;):.f('”737y17y27?/;,§3)_f(xyzayuyz,?/iy?/g)'_'

- =YD Sy @Yy Ve Y, 0



4 Exrico MaGuNes: Intorno agli integrali di Fubini-ZLonelli :

Diremo che una curva Cly, (), y,(2), a=2=0>b, c =2=4d| «appartiene
propriamente » allintorno (o) di un’altra curva C [y, (x), v,(2), « =a =<1,
c=z=D| se:

1) Per ogni ¥ comune ad (a,d) e (E,Z) e ogni z comune a (¢,d)
e (c,d) &

|y @) — 9, (@) | So; 1920 —9:() | e

2) Per ogni w<Z e appartenente ad (a,b) e ogni z<_c- e apparte-
nente a (c,d) e:

|y @) —y, @) | <e; |y20) —92(0) | S e
3) Per ogni x>b e appartenente ad (a,b) e ogni 2>d e apparte

nente a (¢, d) e:

Ly @ —y 0) | Se; | 4200 —yy (d) | So;
4) B

la—a|Se; |b—c|Se; |e—b|S¢o; |d—d|=e.

Si dira che l'integrale I (y,,y,) & « semicontinuo inferiormente sulla curra
ordinaria C(y,,ys) » se preso ad arbitrio ¢>0, si pudo determinare un
0>0, in modo che per tutte le curve ordinarie C(y ,y,) appartenenti
propriamente all’intorno (o) di C sia

](?/17?/2)>I(§H§2)_8-

Se I(y,,ys) © semincontinuo inferiormente su ogni curva ordinaria. si
dira semicontinuo infertormente. Analoghe definizioni valgono per la semi-
continuitd superiore e per la continuita. Ci occuperemo della semicontinuita
inferiore.

2. — Dosizione del problema. — S. TFAEDO () ha stabilito che condizione
necessaria affinche I(y, ,y,) sia semicontinuo inferiormente in tutto A é che sia:

() f;,:y"(wyz?%,?/27.'4;7?/;)20, .7;,;y;(-r’57?/1a?/zv?/fa?/:*)?—ﬂ

er ogni valore finito di y; e yi, in tutti i punti interni di A o di accumu-
() . 1 ’
lazione di tali punti.

(8) v. lnogo citato per primo in (4) pag. 79.
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Bgli ba rilevato anche notevoli analogie tra I (y,,y,) e l'integrale sem-
plice del Calcolo delle Variazioni in forma ordinaria,

b
/‘F(x,?/(‘v)a?/,(w))dw-

v

a

Ora & noto (7) che per quest’ultimo, ammesse Vesistenza e la continuita
delle derivate F,, F,, , F,, dappertutto, la condizione F,, =0 & non
solo necessaria, ma anche sufficiente per la semicontinuitd inferiore in tutto
il eampo.

Si puo quindi esser portati a credere, per DPanalogia tra I(y,,y,) e
Pintegrale

b
jF@w,mdw

a

e tra le (x) e la F,,, =0, che le (x), ammesse delle ipotesi di continuita
su alcune derivate della f, siano sufficienti per la semicontinuitd inferiore
di I(y,,y,); tuttavia cio non e, anche nell’ipotesi della continuita di tutte
le derivate del secondo ordine della . E opportuno mettere in rilievo questo
fatto mediante il seguente esempio.

La funzione

S@,2z,y, a%s?/i;?fz) =02y1~,2/?’+

1 1 2 1 1,
Tt g Ry = 29 it 5t — L

¢ continua in tutto lo spazio (x,2z,¥,,¥, e qualunque siano y; e y;, insieme
alle sne derivate del primo e secondo ordine. Risulta :

Ly @2y 959, 1, 9 =48 L @ R L) 6y 2y g — 4y

11
fy;y;(w,za%a.‘/z’?/i,?/;):fy{ylr(w,z,yl,yz,y;,y;)=
=450 (4 — R 1) — 4y 2yl 652

(") v. ad es. L TONELLI - Fondamewgi di Calcolo delle Variazioni. Vol. I - 1921 - Bo-
logna pag. 397.



6 Exrico Macings . Intorno agli integrali di Fubini-Tonelli ;
Si puo vedere facilmente che fyryr e fuf,/r sono sempre positive.
71v1 a2
Limitiamoci a considerare fu'u"
Jave
Fissiamo un qualunque valore ) di y; e consideriamo f ', come funzione

. Yy
della sola ¥, ; .fy’y’ puo considerarsi allora come somma delle due funzioni di g :
272

) =4I A — Y 1) e pE)=— 492+ 219, + 612
o pe P ' . ' 3 — ’ =
® (y;) & positiva per ogni y,, y(y,) si annulla per y, = —- y, e per y; = — y,.

Supporremo 7_/;>0 (in modo del tutto analogo si ragionerebbe se fosse

b

— — 3 — .
y" =0). Allora per — y; <y, < —— ¥, anche w(y:) & >0 e quindi anche

. NN~ s 3 =
S =@ )+ v @) & >0 per — y25y157~y2-

Yy

D’altra parte la dervivata (vispetto a y7) di ¢ (y7) -F v (y1) e data da
16 (i~ 2 0TI (A — Y 1) B2 — v et — Sy 2

- - 3 -
Risulta quindi per yi> | y}:

Y s y?

)

) ) T 32—y et — 8y =32y e’ —32y,e’ — 8y >

= 2] 2
% o U sy (82 ,
>>382y1¢” -32-——ye” — By; = 3 e — Sn>\5-— 8w >0.

3
~ » . N N . 1} / L}
Ne segue che @(y;) + w(y;) ¢ tunzione crescente di y; per y; > 5 Yz e

«
4

3
—5‘ Y.
Analogamente, con artifici di calecolo ancor pitt semplici, si dimostra
che anche per y; <_ —-E/—; risulta ¢ (y)) + v ) > 0.
Risulta quindi sempre, essendo ;, un qualunque valore di v, , fy;u,'> 0 (™).

quindi ancora positiva per y; >

La funzione sopradefinita soddisfa quindi alle («).
Tuttavie UT (v, .y, ad essa relativo non ¢ semicontinuo inferiormente su
ogni curva ordinaria.

(") La cosa poteva del resto f:wilmeut‘ vedersi anche osservando che risulta

f?//t// > 29 y;“ — 30 _I/; y; + 12 _1/;2, che & una forma qnadratica definita positiva
Y,
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Sia infatti €, la curva formata dai due punti origine dei piani (v,y,)
e (2,¥): Y 00) — 0, y,,(0)=0. B evidentemente I(y,,y,,) =0. Sia

T— T
poi C la curva composta da y, (x) = Lb—— 2, 0= ="0"; y,(e)= I——E-—— z,
0=z=0", con b>0.
Risulta
3la b {2 2
(L—02 . (1 b
I(J17y [/ 3b4 d"l’dz'_' 3b N

Ma al tendere di b a zero la curva C tende alla curva C,, ciod fissato
comunque un intorno (¢) di ¢, per b sufficientemente piccolo la curva O
appartiene propriamente all’intorno (¢) di C,, mentre d’altra parte I (y,,y,)
tende a — co per b —0. Su ¢, I(y,,y,) non & percio semicontinuo in-
feriormente.

Se si vogliono dunque cercare delle condizioni sufficienti per la semi-
coutinuita inferiore di I(y,,y,) in tutto A, Dbisognera aggiungere alle (x)
delle nuove ipotesi sulla funzione f.

Un suggerimento pud essere dato dalle condizioni sufficienti per la
continuita di I(y,,y,), stabilite da S. FAxDO (8), e dai ragionamenti stessi
che sono scrviti al ToNELLL e ad altri autori per stabilire la semicontinuita

b
di altri tipi di funzionali, sopratutto dell’integrale [ Fa,y@,y @)dax,
22
con il quale I(y, ,y,) ha profonde analogie.

Le condizioni sufficienti, che sono date in questo lavoro, Vengono otte-

nute estendendo appunto un ragionamento fondamentale del TONELLI (?).

§ 2 - La semicontinuita in un caso particolare.

1. — Studieremo dapprima il caso in cui la f soddlsh a condizioni
agsai restrittive, che poi generalizzeremo.
Si supponga dunque che la f(x,2z,y,,¥,,¥1,Y,), considerata nel n. 1,
§ 1, soddisfi anche alle seguenti ipotesi :
I) per ogni valorve finito di yy e yy, in tutti ¢ punti di A sia

(d) '/’41’?/1’ =0 H fy/y’ = 0

(®) \. luogo citato in (5).
(® v, luogo citato in (7) pag. 892-400,



8 Exgico MAGENES : Intorne agli inteqrali di Fubini Tonelli :

I1) per ogni parte limitata A di A si possano trovare tre numeri N, v,
e Y con v, >0,e Y =1, tali che sia:

(1) NACRE T T I T A = TR P

per ogni (X, 2,y ,y,) di Ay per ogni yy e per |y, | =Y'; e inoltre
(2) I @, 2,9 5Y,%,%:)=N

per ogni (X,2,y,,y, di A e per yi e yi qualunque ;

III) esistano due campi A{ ¢ Aj, aventi rispettivamente tutti i punti
di A, e di A, come punti interni, tali che posto A' = A{>< A} in A’ - A
possa definirsi la £(X,z,¥,,y,,¥1,Y.) per ogni valore finito di y; ¢ y5, in
modo che in ogni punto (X ,2,¥,,¥9,¥1,¥:) COn (X,2,Yy,,Y,) appartenente
ad A’ e yi e yy qualunque, la f e le sue derivate fy;, fylrylr, fy;, fy;y; siano

continue ed inoltre ivi esistano ¢ siano pure continue le fy,
1

IV) per ogni parte limitata A’ di A’ si possono trovare sedici numeri
positivi My, My, Ny Ny, Ry v Ry 838, 0y 5ty s By Boy Yoy Y2y Yoy Yao tali che

t;
x? y;z )

per (X,2,Y,,Y, ¢ppartenente ad Al e yi ¢y, qualunque sia :

(3) [y | S Mo 1901+ Ny B S ISy L+ N
(W) 1y ISR o]+ 8 W Wy 1 = Bobwi b8
(5) PR AE (5" PR A
(6) ISI=rlyl lel 4 ono 4wl + ..

V) per quasitutti gli x e tutti gli z,y, e y, tali che (X,2,5,,¥,)
appartenga ad A’ e per tutti gli y; e y,, esistano la fyl e la fyl/yl e siano
continue, per x fissalo, rispetto a (z,y,,¥,,¥1,ys); inoltre per ogni parte
limitata A’ di A’ e ogni L >0, si possano trovare quatiro numeri positiv
B,,B,,D,,D, tuli che per (x,z,y,,y,) appartenente ad A', y; qualunque
e |yl | =L sia

(7) Sy S Bl Y1 By (M) Ay | =Dy + Dy,
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In queste ipotesi dimostrerémo che il funzionale I (y,,y,) & semicontinuo
inferiormente (19).

Sia dunque Z‘E/l (w),yz (#), ESxSZ,—EEzSTﬂ] una curva ordina-
ria (11) appartenente al campo A e indichiamo con A e A’ le parti rispettiva-
mente di A4 e di A’ appartenenti all’intorno unitario di C.

Siano N,», e Y’ i numeri corrispondenti ad A secondo Vipotesi LI).
B evidente che c¢i potremo limitare a considerare tutte le curve ordinarie
Oly, (@) ,y,(2), a=x=0b, c=2=d] di A appartenenti propriamente all’in-
torno unitario di 6, per le quali & verificata la I(yi,y2)<I(§‘,§2). Per
ognuna di queste C detto E, linsieme dei punti di (¢,d) in cui &
| ¥2(2) | > Y’ oppure y;(2) non esiste finita, in virtd dell’ipotesi II), si ha

b d b
[{vllyﬁ(z)ldxdzi[g [v“y}(z)ldz—l—v, Y’(d—c)gdxf

E,
b d
s”fu,z,yl(w),yg(a,y;(a-),y;(z»dxdz+ | X106 ad—o+

T Y —a)(d— )<Ly, y)+ [N+ )]b—at2)(d—c+2)=H

e quindi
¢ H
(8) { yé(z)\d5<m

o

[

dove la costante H ¢ indipendente dalla C.

Inscriviamo ora rispettivamente nella curva di equazione yzyl () e
in quella di equazione y:§2 (2) due poligonali, aventi gli stessi estremi
delle suddette curve ed i cui vertici corrispondano nell’ordine degli z e 2z
crescenti alla suddivisione rispettivamente di @,E) e di (;,Zi) in n parti
uguali. Siano y, = 7, () e y, = 7,, (2) le equazioni di queste poligonali.
Per n — co, 7, (¥) € 7,, (2) convergono uniformemente rispettivamente verso
la E/-, () e la _3}2 (2) e le lunghezze di =z, (¥) e m,, (2) convergono alle lun-

(10) Se il campo 4’ coincidesse con 4, la dimostrazione che daremo porterebbe alla
~emicontinuitd inferiore di I(y,, ys) su ogni curva ordinaria C completamente interna ad 4.

(1) Osserviamo che, in questo caso, in virtd della (6), ogni «eurva C» & una curva
ordinaria,



10 Exrico MaGENEs : Intorno agli integrali dv Fubini-Tonelly :

ghezze di -3;1 (x) e di —3)2 (2). Allora per noti risultati (1%), preso ¢ >0 ad ar-
bitrio, e possibile determinare un TL, tale che per = =n gli insiemi E, e
E,’,_dei punti di (71‘, b) e di (Z.E), in cui rispettivamente non esistono finite
le ¥ () e ¥,(2) o non sono verificate le :

[y @) — il @) <ey, |yi(e) — awhule) | <<e
soddistino alle :

.

- & f &
{ g(z)!dz<——2~; /|n:,u(3)|d5<7§

Ey £y

T

—_~

-, € o, &
/l?/(a')!dx<—.:,—; /In..n(w)ldw<~2
E,; E,

Supposto allora n=n  smussiamo » i vertici di 7y, (@) ey, (2) (clog,
sostituiamo alla poligonale, in prossimita dei vertici, dei piccoli archi di
curva opportunamente) in modo da avere due curve continue y, — ;.‘n () e
y2:7_z_, u(2), con derivate prime ¢ seconde pure continue e soddisfacenti alle

(10) [|§;<x)|d.v<e; fl%(x) | do <Ce;
‘En Ey,
(11) [ ;;(z)ldz<£; V[|:7t—3,,,(z)|(12<8
=, E), )

dove E, e E, sono rispettivamente gli insiemi dei punti di (E,Z) e (—c_, (7) in
c¢ui non esistono finite le y7 (x) e y,(2) o non e

LY @) — A, @) | <e, | 95 (&) — 5 (2) | <e

Poniamo poi ;1‘,, () = ;Qm (t—t_)_nell’integvall_o (Z —&, a) e 7—1;,,, () == ;',,,, ('b—) in
(b, b+ e e analogamente =), (s) =my,(¢) in (¢ &,¢), 7, (2) = 7, (d)
in (d,d+¢).

(12) v. luogo cit. in (7), n, 28, 52 ¢), 66.
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Allora per ogni punto (xr, z,y,,y,) di A, appartenente all’intorno (p)
di ', con ¢ <'min (¢,1) e per ogni ¥, e y,, si ha

J@, 2,y Y, v, =Sz, 2yY14Ys, El,n (x)y'.'/é) + (1 —
(12)
- ;;,:« @) Sy, (@2, Yy 5 Yz T (0) ) A 8 @2, Yy 5 Yo U5 A (@), 9D)
12 S@,z,y, ’yzayllaytz):f'(wvzayi7?/2’3/1,52,1‘(2))“‘"(?/2“‘
12/
;2,11 (3))‘71/; @y2yY1+Yy, % 9;1'/:,11 (8) 4 &5 (v, 2, Yis ¥y Y1 ; ;52,1: (2) , %)
Se ora ¢ & una qualunque delle curve ordinarie sopra considerate che
appartenga inoltre propriamente all’intorno (p) di ¢, potremo scrivere

b d

I(?/i-?/z)"l(_!}xayz)zjff(x’z’yu?lz,y:-.’/é)d‘”dz -

b d b d
(13) _/jf(w,z7§x,y27§{>y;'dez+fv/f(wazy?/ny27371s?/;l)dxdz—
@ ac

bd

“’jff(x73,—§17ig?ﬁ;yi)dwdz
a ¢

poiché effettivamente il secondo e il terzo integrale del secondo membro di
(13) esistono finiti in virtl della (6).

Applichiamo allora ai primi due integrali del secondo membro di (13)
le (12) e agli ultimi due le (12). Otterremo ad es.

b d b d
fff(w,z,@/uywyi,yé)dwdz: [ff(w,z,yi(w),yg(z),:_zl,n(r),y;(z))dwdz+
a ¢ a C

d

b
+f f 97 (&) — o (@) @25 91 @) 3 (), i (@), Y2 ) A d .+

c

d

b
+f/g1 (@,2,9, (@), y,(2), 95 (2) 77;,71 @),y (r)dedz

(4
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poiche effettivamente gli integrali del secondo membro ora scritto esistono
finiti, in virtt della (6) e della (5,. Analogamente per gli altri integrali che
compaiono in (13). Se ora teniamo presente che in tutto A e per ogni y{
e y. finiti &, e &, sono =0 in virth dell’ipotesi I), potremo scrivere :

b d
I(yi,yzi—1@1,?mzlf/f(w,z,y,w).yz(z),5:,,,(m>,y:<z>)dwdz—

b d

_fff(w,z,51(w)yz(Z),;;,,,(W),yé(Z)dwdz +

a ¢

b d
+[// y;(x)f:y;(x,za.’/tu)73/2(3)};;,n('”)?y;(z))dxdz"’
a e

b d
*[ﬁ’.(m)f,,;(w,z,?,(x),y2<a>,5;,,(v>,y;<z>>dwdz -
b 4
(14) _U j ;;,n (@) Sy, (s 25 Y, (@), Yy (2), ;;,’l (1,9 () dads —
b d
— f j T (@) Sy @2, ¥y @), 9, (2), 7 (@), ¥l () dw d 2| +
b d
+[fff<w,s,§1(x>,y2<z>,Em,?z.;.,.<z>)dwd»
b d
~”f<m,z,“y,<w>,§2<z),?/;<w>,5;,n<z>>dxdz +

b d
+Ufy;<z>fy;<x,z,5,(w>,y2<z>,51(w>,5.;,,,<z>>dwdz—

Yi(e) fy, (@8, 9, (@), Yo (o), ¥ (@), mou (&) dwd 2| —

al\am
QI\\&'
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~ H” @2, Uy @) 5 Ya(2), 91 @), To (@) Ao d o —

b d
-H7z;,n<z>fy;<w,z,§,<w>,§2<z>,§:<w>,5é,n<z»dwdz]—

ac

—/f%(“ 2, ¥ @), 9 (2),9:(@); 70 @), Yi @) dede—

—ffvg(%" 2, 9, (@), 45 (2) 5 Y1 (@) 70 (), 9 () d @ e,

Consideriamo anzitutto gli ultimi due integrali del secondo membro
della (14); in virta della (12) e della (5), per tutti gli # e gli z nei quali
esistono finite le y, (x) e ¥i (2), potremo scrivere:

8 (x, 2, ¥, @),93(2),95(2), mu (@), 91 @) =
S| v@ — ma@ |1 fy @, 2, 9, @), 9, (), ma @), %) | +
| f@, 2, 9, @), 9, @), 41 (0,45 — T @, 2, Y, @), (2), i (@), 93 (2) | =
=2 Y@ — ma @ | (% | 952) | + By
e quindi, se x non appartiene all’insieme L—‘,,:
& @, 7, Yy (@), 95 (2), 95 (R); 0 (8), 91 (@)= 26 (g | 42 (2) | + ) -

b—a
4 )

Ma allora, in virti anche della (8) & delle (10), si ottiene se e o <C
b d

jf«w,z,@(m),yz(z).yé(z);5{,,,<w>,§;<x»amaz<

Hb—a)
vy (b — )

- - b—a 42, H
e b — d— 2
+ﬂ2 a) ( ¢+ B >+71(b-——a) +

oy 11

< 2¢ oy +4‘3[_1,:(T_—a)+.32(”—‘f‘) <

—+ By (l)—a (d —¢)

+ B (?f —c+ ”—g—”f)

con K indipendente da (',

—2c¢ K
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Analogamente in virta delle (12') ('), (11) e dell’integrabilita di &1 (),
si puo ottenere

/] @52, 9, @), ¥, (215 ¥, @) 5 730 (2), yi(Ndad 2 =2e K’
ac

con K’ costante indipendente da (.
Passiamo ora a considerare la prima differenza fra parentesi quadre del
secondo membro della (14). Essa puo scriversi anche:

b b
/F(w Y, (@ fFT,% () d x
a
dove s8i & posto
(15) F(W:?/1)'—"—“/}“(917,z,y1 Y (2), E,/,,, (), 9, (2) dz.

Osserviamo che F(r,y,) dipende da y, (2) e quindi da (.

Fissata che sia una delle (' considerate, e quindi una delerminata y, (2)
F(xr,y,) e continua in tutti gli (x,y,) di A, appar I;enentl all’intorno (p) di
y‘( ). Infatti poiche | n,,,(x & limitata in (« —e,b+ &) e per la (6 )y Si
ha che, per gli (x.,y,) suddetti e per ogni : in cui esuste finita la ¥, (2),
cioe quasi dappertutto in (¢, d), vale la:

(16) L@ 2,9y, 9, (@), T (@), 45 | =1 ys(2) | + m

con ! e m costanti opportune indipendenti da y, (2). Ma allora, dalla con-
tinuita di 7 rispetto a (z,y,,y') e dalla integrabilita in (¢,d) di y:(2), si
ha, per un noto risultato (13), che I’integrale

d

ff(T 12 Yy Y (2), 7’;," () ,ys (&) da F(r.y,)

¢

e continuo rispetto a (z,y,).

(1%) 8i tratta del fatto che se¢ g (x, a) & una funzione quasi-continua in x per ogni «

e continna in a per ogni x (r, <z <"®, .2, =a < «,) e inoltre esiste una funzione ¢ (x)

integrabile in (2,, %) per la qnale & per ogni a e quasi-dappertutto mn iz, )| g, a) | <
21

< ¢ (x), allora ¢ (&) = | g(x,a)dx & una funzione continua di « in (&g, a;). Esso segne
£

per es. dalla nota di L. TiBaLD): Un teorema sulle funzioni misurabili rispetto a una e conti-

nue rispetto ad un’altra variabile (Rend. Acc. Lincei, vol. I, fase. 2, 1947),
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Inoltre esiste una costante I, >0 tale che, qualunque sia la curva ('
tra quelle considerate e appartenenti propriamente all’intorno (9) di C, &

| F(x,y,) | <1 in ogni (z,y,) di A, appartenente all’intorno (¢) di ?/, (®).
b —
Infatti. poiche & o <-—4~—a—, dalla (16), in virta della (8) otteniamo

21H_..+,,,(E_E+ b"“):i

lF(m’yi)lSri—(T;::) 9

Dico anche che per quasi-tutti gli « di ((7—@,—54—9) esiste finita
la F, (x,y,) ed continua, per r fissato, rispetto a y, . Infatti nella (15) &
possibile la derivazione sotto il segno di integrale ('4), in quasi tutti gli »
di (@ — o0, b+ @) in virti delPipotesi V) e dell’integrabilita di y;(2) e del
fatto che ' (}—z;.,, () | & limitato in (_a — &, I_>+ #); ed e quindi per tutti gli

x suddetti :
d

(17) F.lh (® 3 ?/1) :j /.yl (w2, YisYe (), ;l;,n (@), ?//z (Ndez

Per gli stessi « inoltre I, (', y,), considerata per una determinata y, (2),
& continua rispetto a y,, in virth della continuita stessa di f, rispetto a
y, e ancora della (5) dell’ipotesi V), secondo la quale &:

(18) @20y, Y (2) 70 @), 95 () | S By | yi(2) | + By

dove B, e B, dipendono effettivamente dal massimo di | Ay (@) | in (@ —e,
b+ e)(19).

B ora anche facile dimostrave, tenendo presenti le (17), (18), e (8) che,
qualunque sia la curva C di quelle considerate appartenenti all’intorno (g)
di E, in ogni punto (x,y,) di A{, appartenente all’intorno (g) di 5‘ (@)
in cui esiste la Fy, (x,y) e: | Fy (x.y,) =L, con I/ costante opportuna

indipendente da (.
b

Ma allora il funzionale j F(x,y, (*)) dx ¢ «ugnalmente continuo » (1)

a
su y, () nellinsieme di curve y, (x), con y, (x) appartenenti ad una qualunque

(14) v. ad es. C. CARATHREODORY, Torlesungen iber veelle Functionen. Leipzig, 1918,
$ 572, p. 661,

(45) Anche qui si ricorre, in virti della (18), al risultato eitato in (*3),

(1) v. luogo citato in (8), § I, n. Se.
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delle curve C cousiderate e appartenenti propriamente all’intorno (g) di O,
sicche si pud determinare un g, <o e positivo, tale che per ogni curva C,
di quelle considerate, appartenenti propriamente all’intorno (p,) di O sia:

b

/F x,y, (@ dm—-/ 7% ) d v s—*lf[f x,2,Y (v ()’ﬂln(w)

a

?/Q(z))"“'dz—fff(waz,?h(w),ye(z),;;,n(w)ay;‘z))d“‘dz|<8

Passiamo ora alla seconda differenza del secondo membro di(14). Essa
si puo scrivere :

b
fyl()Q( Yy (@ d““*/‘—?; @,y (®)de

dove s8i e posto: .
(19) Q('I',?/I)= / f}/;(x’z"yl 1 Y2 (2) ”;,n (w)’y;(z))dz
¢

Osserviamo che ¢ (x,y,) dipende da y,(z) e quindi da C. Per una O,
e quindi una y,(z), determinata, ¢ (x,y,) € continua in tutti gli (x,y,) di
A7 appartenenti all’intorno (¢,) di y,( ). Cio segue immediatamente, in
modo analogo a quanto si & fatto per F(x,y,) tenendo presente la (5). E
in modo analogo si ottiene pure che esiste una costante M > O, tale che
qualunque sia la curva C, tra quelle considerate, appartenenti propriamente
all’intorno (g,) di C, & | Q@,y,) | =AM, in ogni punto (r,y,) di Ay, appar-
tenente all’intorno (o,) di y, (x).

in tutti i

Dalla (19) ricaviamo Desistenza e la continuita di 9 Q7 Y
x

punti (x,y,) di A{, appartenenti all’intorno (¢,) di @—l( ). Infatti dalle ipo-
tesi III) e IV) e dal fatto che esiste continua e limitata in (¢ — ¢, b+ ¢)
la n,,, @), & possibile in (19) derivare sotto il segno di integrale (17) ed
ottenere :

-

«w 29@,y) ffw (@25 ¥1 Y2 (8), 7010 () 3 (8) -+

+ T (@) Fyly, (@2, Y1 5 92 (@) 7o (@), 3 (D] d 2.

{#7) v. luogo citato in (44).
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E la stessa (20), per le ipotesi stesse citate, ci assicura anche la con-

a(l)( 7/1)
o

tinuita di rispetto agli (v, y,) suddetti (18).

Infine dalla (20), dalle ipotesi ILI) e 1V), dalla limitatezza delle ;;m ()
e 7—1;:"(00) in (; s,_b -+ ¢) e dalla (8), otteniamo Desistenza di una costante
M' > 0, tale che, qualunque sia la curva (', tra quelle considerate, appar-
tenente propriamente all’intorno (¢,) di (', in ogni punto (xr.y,) di A7, ap-
19 (1) (9,

partenente all’intorno (o) di 51 (@), ‘< M.

b

Ma allora al funzionale / Yy (@) @ (x,y, (®)) dx & applicabile un altro ri-
a
sultato di S. FArpo (19) sulla «uguule continuitda » dei funzionali, cioe si
puo determinare un g, < @, e positivo tale che per ogni curva (', di quelle
considerate, appartenenti propriamente all’intorno (p,) di (' sia

b

b ]
/_,,; () Q(a,y, () A -ﬁ? W) Qla, g @de <e.

a

La terza difterenza che appare nel secondo membro di (14), si tratta
come la prima, tenendo presente la continuity e quindi la limitatezza di
n,,,('l’) in (« —e¢ b - ¢, Dipotesi V) e la (3), sicch¢ essa pud rendersi in
modulo <Ze pur di considerare le curve (', tra quelle gia considerate, ap-
partenenti propriamente ad un intorno opportuno (g;) di €', con g3< g, e
positivo.

Passiamo ora alla qnarta differenza  del secondo membro di (14); essa
puo seriversi:

d d
[, v e de— [ G,y ()

N

dove si & posto:

Ay y)=| 1@, 2,y (@) Yo, 4 (@), 72 (2)) da.

R — ot

7(2,¥,) © continua in tutti i punti (z,y,) di A5, appartenenti all’intorno

(18) v. nota (15).
(*%) v, luogo citato in (%), § I, n. 5-a).

¢ Awwnali delin Scuola Nerwi Suy  Pica
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(0g) di 2172 (2); cio segue immediatamente dal risultato ecitato in (8), poi-
che vale la (6) e 7, (2) | & limitato in (¢ — &, d 4 ¢). Allora il funzionale
d

/G (2,¥:(2))d 2z & continuo su g;;(z) (20) ; si puo quindi determinare un g, < g4
‘C

e positivo, tale che per tutte le curve €, di quelle considerate, appartenenti
propriamente all’intorno (g ) di € sia soddisfatta la

d d
'/G(z,yg(z))dz»— [G(z,?/?(z))(lz < €.
[ <

r

La quinta differenza del secondo membro di (14) si puo serivere

d d
/yg ()P (2.y,(z)dz — [g"/.; (@) (2.9, () dz
dove si ¢ posto
%
(21) Ploy) = / Sy @z g @)y @)y () d
a

1

P(z,y,) & continna in tutti i punti (2,y,) di A). appartenenti all’intorno (g,)
di 52 (), in virti della (5') ¢ del risultato citato in (13),
. 6P (z.y), .o L N
Esiste anche negli stessi (z,y,) la i,iz_il/i); infatti nella (21) si puo
derivare sotto il segno di integrale (v. nota (14)) in virth delle ipotesi IIT),
IV), e della continuita di a3, (2) in (¢—e&,d - ¢); ottenendo

b
or Y. . — — —
—%{) :f[fy;z @,z2,y, (@) Yy J1 (), 7,0 (7)) +

o+ o @y (5 2,y (0,925 91 (@) o (D) A 0

e di qui si ricava, per le stesse ipotesi citate e sempre per il risultato citato
C OP (z,y,) . . ) .
in (13) che #lf) ¢ continua negli (z,y,) sopradetti.

z

(*) v luogo citato in (7), n" 149, pag. 385-3R9,
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d
Allora il funzionalefy;fz) P (2,9, (2) dz & continuo suy,(2)(3); si puo

4
quindi determinare un pyz<Zp, e positivo tale che per ogni curva C, di

quelle considerate, appartenenti propriamente all’intorno (g;) di C sia

d d

;fy;w)l’(z.yg(zwz /'z)-L(z)P(z..«Zfz))dz <e

c

Infine anche la sesta differenza del secondo membro di (14) si tratta in
modo analogo alla quarta, tenendo presente la (5').

In definitiva si puod trovare un gz >0 tale che per ogni curva C or-
dinaria, appartenente propriamente all’intorno (g;) di € e per la quale ¢
T@W,,y,)<<1(y,,y, si abbia

(22) 1, ,9) Ty, .y)>- 6 2:K—2eK =—¢kK

con K costante opportuna indipendente da C. I'(y, ,y,) € quindi semiconti-
nuo inferiormente su C.

2. — Le ipotesi dell’enunciato del n. 1 presentano delle dissimmetrie
rispetto alle variabili (x,y,,yi) e (#,¥,,%.) che non sono evidentemente es-
senziali alla dimostrazione data. Cosi il risultato & ancora valido, se nel n. 1
alla (1) dell’ipotesi II) & sostituita la simmetrica :

Sz, Y0 0,y =y Y|

per ogni (¥,z,y,,¥,) di A, per ogni y, e per ¥ | = 17, e se lipotesi V)
¢ sostituita con la:

V') per quasi tutti gli z e tutti gli x.y, ey, tali che (X,7,y,,¥,) ap-
partenga ad A’ e per tutti gli y| e y, esistano la fy, e la fy;v e siano conti-

2

nue per z fissato, rispetto « (X, ¥, .¥,,¥i,¥s); inoltre per ogni parte limitata
é’ di A" e ogni 1.>> 0, si possano trovare qualtro numers positivi B, , B,, D, e
Dy, tali che per (x,z,¥,,y,) appartencnte ad A',y; qualunque e |y; | < L, sia :

[ IS By 4B 1y, <D luil+D,

Bastera infatti, in questo caso, invertire il ruolo di \—1 (x) con quello di
vy (z) nella dimostrazione data in 1.

(*1Y V. luogo ecitato in (20,
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3. — T opportuno fare infine un’osservazione. Se, ferme restando le
ipotesi 1), III), IV) e V) del n. 1 ¢i si limita alla semicontinuita in ogni
classe W di curve ordinarie C [y, (%), y, (¢)] appartenenti ad A, per le quali la
curva rappresentativa della funzione y = ¥, (z) abbia lunghezza inferiore ad
uno stesso numero L, indipendente da €, allora 1’ ipotesi II) del n. 1 pud
tralasciarsi, come risulta dalla dimostrazione stessa data nel n. 1 e dal fatto
che in questo caso non occorre dimostrave la (8), essendo senz’altro verifi-
cata la

con H costante indipendente da C.
Un’osservazione analoga vale cirea il teorema del n. 2. seambiando na-
turalmente il ruolo di y, () con quello di y, (#).

¢ 3. — La semieontinuith di I(y,,v,) nel caso generale.

1. Bstenderemo ora i risultati del § 2 a elassi di funzioni f pin
generali.
Precisamente supporremo che la f(r,z,y,,v,,:.¥y"), considerata nel
n. 1 § 1, soddisfi alle seguenti ipotesi:
1) per ogni valore finito di yy e yi, in tutti i punti del campo A, sia:

(o) f,,l’,/]' (Tozy Yy Yoy ¥ YD) =05 qu,," (Tyz Y Y ¥, ¥) =0

2) esistano due campi Ay e A5 aventi vispettivamente tutti i punti di
Ay e A, come punti interni, tali che posto A’ — A{>< A} in A" — A
possa definirsi la £(X,2,Y,,¥..¥1,¥)) per ogni velore finito di y{ ¢ v}
modo che, in ogni punto (X ,z.y,,Vs,¥1,¥2) con (X,7,V,,Y,) appartenente
ad A’ ¢ yy e v, qualunque, la f e le sue derivate fy:’fy:Vf’ f‘y;, o

'
2

in

siano

'

2
continue e neyli stessi punti esistano anche e siano continue le derivate
fy:w ’f11:3 i

3) per ogni parte limitata A’ di A’ si possano trovare due numeri
y, >0eY =1 ¢ quattro funzioni P (x,7,5,¥,), Q (5,2, v, ¥.), R(X,2,5,¥.)
- . .= . i oR %8

e S(X,2,Y5,,Y.), definite ¢ continue in A’ con le derivate —8—@

ARTATERTS
D ( Q — —
ﬂ—, ig, 5?4]{, QL , tali che, detta A la parte di A contenuta in A':
Y, oY, oY Y
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a) in tutto A e per ogni valore di y{ e y} sia:
F@y2,9,9:,9, ) =P+ Qyi 4 Byl 4 Syi v

b) in A, per ogni yi e per |y | =Y sia:

S@ sy Y, ¥,y — (P Quy - By -+ Syivn) =v [y |5

4) in ogni punto (X,z,y,,¥,,¥1,¥5) CON (X, 2,y ,¥,) apparicnente

ad X" ¢ yi e y; qualunque esistano e siano continue le derivate f, e fv'\ .
“11

In questa ipotesi dimostrevemo che il funzionale I(y,,v,) ¢ semicontinuo
inferiormente (33,

Sia infatti (7[_171 (@), 1/: (2), a < <bh c<» S-] una curva ordinaria
appartenente al campo A, e fissiamo un intorno, per es. quello unitario, di
. Dette 1 e 1/ le parti rispettivamente di A e di A’ contenute nel detto
intorno. siano I, ¢, R, Se» e Y le funzioni e i numeri corrispondenti ad
A e A", secondo Vipotesi 3). Consideriamo la nuova funzione

S@yz, 0, 8,,,91,y)=F— (P -+ Oy + Ryl +'Syi?/;)

la quale risulta definita per ogni punto (x,z,,y,,¥y,) di 4’ (e quindi anche
di .1) e per ogni valore finito di y, e ¥, e per gli stessi (¥, 2, Y, ,Ys,¥1,Y.)

ammette continue le devivate £, Ff fr Fisfr i ] ro ; inol-
¢ '/yl Yy My fv’j!/? ’/y2 Uy ’-1.1;_,?: ’-’.1/1 ’ fy{ v’

tre essa © maggiore o uguale a zero in tutti gli (@,z.Y,.Ys Y1,y con
(x,2,¥y, .y, appartenente ad 4 e y; e y, qualunque e per gli stessi (x,z, y;.
Y.y Y1,y soddisfa alle:

f

L, = . f’ , = .
. - ) - ?
vy Yo ¥y

e in tutto .1 e per ogni y, e per |y, = 17 soddista alla

J@sz590 8,090 =y 4|
E chiaro, in virtu della continuita del funzionale
b.d,
[ w+ov F vt syyyasaze

a c

(%) Se il campo 4’ coincidesse con d, la dimostrazione che daremo, porterebbe alla
semicontinuita ifeniore di I(y,,y,) su ogni curva ordinaria completamente interna ad 4,
23) v, lnogo et 1n (5) § 2, n. 2,
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che, volendo dimostrare la semicontinuita di I(y,,y, su O, basterd dimo-
strare la semicontinuita su € del funzionale

~

bd
Ty 90 = / @,y @), 00 (8, VL) Y ) d o dx

4

il quale esiste per oguni curva ordinaria (' appartenente propriamente all’in-
torno unitario di €, in virti dellesistenza di Iy, ,¥, stesso.

Scelto allora ad arbitrio un numero positivo ¢ =1, possiamo determi-
nare un numero positivo R > Y7, tale che sia

ron

(23) // S@, e,y @, Y., 0 (), v dods <e.
)
C(E)

dove C (F) indica il complementare, rispetto al rettangolo [;SwSI‘)ﬁ;
U_SzSﬁ], dell’insieme E dei punti del rettangolo detto in cui esistono
finite ambedue le 5] () e y—',,(z) ed hanno un valore assoluto = R.

Vogliamo ora sostituire alla funzione f una funzione ; la quale coin-
cida con la f in tutto d’eper  yi |<Re |y | =R, sia =</ e =0 in
tutto 4’ e per ¥} e y, qualunque e inoltre soddisti alle ipotesi del teorema
del § 2, n. 1. Potremo, per esempio, costruire ¢ nel seguente modo, che @
suggerito dall’esempio analogo costruito dal ToNELLI, per Pintegrale sem-
plice in forma ordinaria (24).

Definigmo anzitutto in ogni punto (x,z,y,,y, di A’, che indicheremo
brevemente con w, una funzione g(@,z,¥y,,%,,¥,¥:) = gl® ,¥y1,y:) ponendo:

perogni vy e per |y |=SR: g=171;
per ogni ¥, e per R<y, <2 R:

'

’ — —

9= 0, (H=2F0,i,4) — LT, v,

1 .
/ f(a)ayiy?/é)dy{"‘%f(wyR}f‘/;) + flw, B,y

R

:.Ui; [

(24) v. luogo cit. n (7) pag. 398, nota (1).



I - Condizioni sufficientv per la semicontinuita 23

per ogni ¥, e per ;=2 R:

9= 0, () =L (Flo, 2R, 4) — Flo, B, 9] ~

:wl‘i

2

|

S,y y)dy;

"~

2_7((9,21_8,}/2) ‘i‘f—(wyR'yi)'}’”E

o
:Ul\

dove con ();Ir(f) e Oz/ (f) si intendono gli operatori, applicati alla f sopra-
ot L4t
seritti.
Analogamente cambiando R in — R si costruisca ¢ per — 2R =y| =—
—R e per =— 2R.
Trasformiamo poi la g, cosl definita, mediante gli operatori Oz’jr e 0
2

’

"
Yy

analoghi ad Ol'/r e 0;/, ponendo ¢ioe in ogni punto di A’ :
J1 1
per ogni y; e per yy =R: g¢g=—g¢;
per ogni ¥’ e per R=y, =2 K:

! / 4 12 ’ 7
yz()y;(g)zw(w,yl.y.») - —%—g(m.yl,y;)+

Yo
2 ’ ’ ylz /7 VR ¢
+R[ g, Y,y dy é!}(a’,ylah) Fg(w,y, R);
R
per ogui ¥y e per y,=2R:
_ " e R R , _
7= 0!/;(9): % 9 (0, ¥1,2R) — g(o, ¥y, R)— 29 (0,y1, 2R)+-
YRS 2 2 ’ ’ ’
+g(w,y1,R)+§ g9 (@,y1,92)dy,
B
e analogamente, cambiando R in — R, si costruiscafq per — 2R =y =

=—R e per y;=— 2R.
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La funzione 3(3/,z,g/1 yUs s Y1, ¥), che abbiamo cost definita in tutto
A’ e per ogni y; e y, finiti, soddisfa ivi alle ipotesi I), II), III), IV), V),
del teorema del § 1, n. 2.

Infatti osserviamo anzitutto che g =f in tutto 4’ e per |yj | =K e
| ¥, | =R. Diqui e dal significato degli operatori 0;,;7 0!'/’;, ();/:, 0;;, i quali
trasformano funzioni non negative, in funzioni non negative, ricaviamo che

in tutto A e per y; ¢ ¥, qualunque ¢ ¢ - =0 ¢ ¢ = 0; infatti teniamo
te ¥ 1 S TYy ity ’

prescente che negli stessi (@, 2,¥9,,4,,Y1,y)) © /, ) =0 e Fu'u' =0 e che e
1 Jo e

- / - ) i 3 T . , r ) o ‘, , Y —

])”; ”; [0”1, (/) ’ =0 )’/1 " I()'/l (/), =0 I"/z '/:':()”I ) ‘ o ()'/1 ll)-'/r'/z /) \

=0 . (f, )Y=0: D, . 0"(r)
Yy YUYy ", 1/_,) yy

i“- 0, ‘[“u,»/, (_/')i =0, (/) =0,

dove con 1)7/,/ ¢ ])///' indichiamo VPoperazione di derivazione rispetto alle
71

h ey

variabili indicate; ne risulta che e 9y y =0 e ¢ 1//20 in tutto .1’ e per
1”1

J22
oghi ¥) e yo; in modo analogo si passa alla g. B cost provato che & sod-
disfatta I'ipotesi I).
Per quanto riguarda I'ipotesi 1I), risulta anzitutto, poiche gli operatori
1 ’ 1 ] I
0,,0,0,,0" trasformano funzioni non negative in funzioni non nega-
n Ty Ty Ty, °
tive, che in tutto 4 e per ogni y; e y. ¢ g =0. Inoltre in tutto .1, per
ogni y; e per |y, | =R & pure g =, | ¥, | . Infatti cio ¢ evidente per la
g, in virtit della definizione stessa di g e del tatto che f soddista nei sud-
detti punti (®,z,y,,v., 91,9 alla f=» ¥, |.
D’altra parte gli operatori O, e O/, applicati alla funzione g — », y,
2 v, g, 4P 1 Y2,
che per ogni y; e yy=R & = 0. trasformano la y — », y» in una funzione
non negativa in tutti i punti (x,2z,y,,y,) di 4, per ogni y; e per y, = R;
ma si verifica subito che & ()2'// (g — » yh) = ();/ (9) — v, y» e percio da
72 2

0;,; (g — v ¥5) =0 si ricava ()!'/;(g) — ¢ =, ¥, per ogni y; e per y» = K. A-
nalogamente si ragiona per y,= — R e si arriva cosi alla g= v, | y» ! per
ogni (x,z,y,,y,) di A, per ogni y; e per |y, = R. La g soddisfa quindi
all’ipotesi II).

L’ipotesi II1) & immediatamente verificata in virta del fatto che gli
operatori 03//{’()~://1 , 0!’/;,();;; mantengono le proprieta di derivabilita delle

funzioni a cui si applicano,
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Le ipotesi IV), V) si verificano tenendo presente che per (r,2z,y,.y,)
appartenente al A’ e |y| | =2FK,|y,| =2R le

959y 59,y s Iyl Iyl o Dyl > Iyier 9y Yyly 0 990 Yy,

sono tutlte in modulo limitate e che gli operatori (),'/" ¢ (); trasformano le
o, Y,

funzioni, cui si applicano, in funzioni lineari rispettivamente in y, e y; e
trasformano anche funzioni lineari rispettivamente in y; e ¥, in altrettante
funzioni lineari rispettivamente m y; e y,.

Possiamo anche notare che, nel nostro caso le costanti indicate nelle
ipotesi IV), V) dipenderanno dai confini superiori dei moduli di g e
delle sue derivate per (¥, 2.y, ,yy) appartenente ad A’ e |y}|=2 R,|y,|=2R.

b d

Ma allova il t‘uuzioualefj G@y 2, Y, Yy ¥, ), i1 quale esiste sulle
a ¢

curve ordinarie (', appartenenti propriamente all’intorno unitario di U, in
virtit del fatto che in tutto A e per y; e y, qualunque & qu, 6 semicon-
tinuo inferiormente sulla curva U, per il risultato del § 2, n. 1. Si puo
quind; determinare un ¢ <1 e positivo, tale che per ogni curva ordinaria
C appartenente propriamente all’intorno (p) di C , Sia

boa bd
//;dmdzi /j;da'dz——s.
¢

o

c

ot

D’altra parte e pure per le stesse C:

b bd
[[fdwdzi/[ﬁdwdz
a ¢ a~6
e anche:
B
/{gdwdz:f gdadz+ gdurdz
P ‘E C.E)
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e quindi per la (23):

fydw z>]] dxdz—c¢
b 5a
jffdwdzijj?dwdz—Ze
an ¢ c

cioe il funzionale I (y,,y,) & semicontinuo inferiormente su € e quindi lo
e pure I(y,,y,).

Ql\

Y
el

¢ percio:

Q

oP a() 8R oN

6y, 8y, "8y,
j'y e f,,’y possono essere notevolmente attenuate, in quanto esse mterven
1 171

OSSERVAZIONE. — L’ipotesi della continuita

gono nella dimostrazione solo per assicurare Dapplicabilita dei teoremi di
« ugunale continuita » di S. FAEDO, citati nel § 2. Si pud per es., analogamente
a quanto si e ammesso nella V) del n. 1 § 2, sostituire la 4) con la

4*) per quasi-tutti gli x e tutti gli z ,y, ¢ y, tali che (x,z,y,,y.) ap-

partenga ad A’ e per tutti gli y{ ¢ y5, esistano la fv e la f . € siano con-
R l 1

tinue, per x fissato, rispetto « (z,y,, V., Y1, Y2 ; inoltre per ogni parte limi-
tata A’ di A" e ogni 1.>0, si possa trovarc un numero BB >0, tale che
per (X,z,y,,y, appartenente ad A’ e y{ | =L, |y, | =L. sia:

|f, | = B; K | =B.
# u W
c P
In modo analogo basta per es. che la — esista per quasi-tutti gli x e
(4] ?/1

tutti 2,y, e y, con (r,z,y,,y, appartenente ad A’ e sia limitata in .1".

2. — 11 risultato del numero precedente e stato ottenuto riportando
la dimostrazione al caso studiato nel § 2, n. 1, e presenta come quello delle
dissimmetrie rispetto alle variabili (x,y,,!) e (2,¥,,¥5) . Si potra dunque
sostituendo alla 3) b) la
3) b): in tutto A per ogni y, e per | yi ' =Y’ sia

S P Qyi+ Ry, +Syiyd)=» |y .
alla 4) la
4') in ogni punto (X ,7Z,Y, Yo, ¥1,¥s) con (X,z,y,,y,) appartenente ad A’
e y7 e y5 qualunque esistano e swano continue la fy e la fr H

2 ’ 2
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l) ~ ) n ~ N
e nelle 3) all’esistenza e alla continuity delle o7 -0——(3 ) P—R, o8
oy, 9y, 9y’ 0y,

8 P 4 Q 8 R ¢ 8

, ottenere un’altra condizione sufficiente per la semicon-
8y, oYy’ I

tinuita di [ (y,, ¥,), sfruttando con lo stesso ragionamento del numero pre-
cedente, il risultato del n. 2 § 2.

Ed anche in questo caso varra un’osservazione analoga a quella finale
del n. precedente.

, quelle delle

3. — La condizione 3) del n. 1, § 3 é stata enunciata per ogni parte
limitata A’ del campo A’, sicché in un certo senso si potrebbe dire che
essa © data «globalmente» in A. Ma essa potrebbe essere data anche
« puntualmente » e in questo secondo modo puo essere piu utile, anche se
non e sostanzialmente pit generale della 3) (cioe non & detto che la 3)
rientri in quella che ora daremo). Precisamente, il risultato enunciato & an-
cora valido se, ferme restando le ipotesi 1), 2), 4), (o la (4*) & verificata la
seguente ipotesi:

3) per ogni punto (;,E,§1,§)) di 8i possano determinare sette
numeri p,q,r,s8,v,,¥Y e R, con v ¢ R posctcm e Y =1, tali che in tutti
i punti (X,z,y,,y,) di A distanti da (x z,yi,yz) per non piw di R sia:

(@) J@2,9, 8 91,9 =p +Fqyi+ryi+syiy
per ogni valore finito di yi e yy; e inoltre :
(b) S@y 2y Y ¥1,9) — (P qy +r s+ syiy) = |yt |

per ogni y, e per |y, = Y.

Sia infatti 5[}/_1 (@), v, (é), « < a~£b_; 5£z£d_]_ una curva ordinaria
appartenente al campo 4. Per ogni punto (ié,yi (w),y)( )) di ¢ possiamo
determinare i numeri p,q,r,s,» , Y e R dell’ipotesi 3); mediante il teo-
rema di PINCHERLE-BOREL e ragionamenti ben noti. opportunamente adat-
tati allo spazio ambiente (a quattro dimensioni), in cui & immersa 5, che
qui ometto per brevita, potremo scomporre € in un uumero finito di archi
su ciascuno dei quali valga una condizione analoga alla 3); pil precisa-
mente potremo leldele (a b) e («H,_a—l) in un numero finito »n di parti, me-
diante i punti a, = a, Apyonty = b ocp=Cyc, ... ,c,,__.d in modo che
per ogni arco (4, di ¢ di equazioni: y, =y, (¥), ah__x<ah+, yz——y)(z),
=tz Sck_H (hyk=10,1...n—1) (in totale sono quindi n* archi di C che
consideriamo) si possono trovare sette numeri Puu, Quk s Znk s Shke sy Vi s Yhjos
Qpis COL ¥y, € 0, positivi e Y7, =1, tali che in tutti i punti (x, 2z, y,,y,)

di A appartenenti all’intorno (o, ) dell’arco (,,,‘,,« di ¢ considerato, sia:

S@ 2y Y, Yy Vi Y2 Z Pk~ Qup Y1 - 2np Yo - Sup Y1 Yo
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per ogni valore finito di y; e y,; e inoltre
S@sz,9,4, Y,y — (l’h,lc -+ anx v |- zn g ¥ - S Y1 yn= Vi | Yy |

per ogni yy e per |y | = Yiu

Allora per ogni arco (,, , di C esinte uno opportuno intorno in cui sono
verificate le condizioni 1), 2), 3), 4) del n. 1, § 3

Su ciascuuo di questi archi quindi, I(y,,y,) & semicontinuo inferior-
mente. Basta allora osservare che si puo scrivere:

b
./17?/ j
a

e che una analoga scomposizione di I(y,, y,) varra per ogni curva ordi-
naria C appartenente ad un intorno opportuno di C, per concludere che

N

I(y,,y, e semicontinuo inferiormente su tutta (.

] 5h+1 ;A+I
" n ot
(2 YUYy dedz= 3 X / //(w HY LYYy daeds

h=0 k=0’ J
ap (;k

GI\NI

OSSERVAZIONE. — Non occorre far rilevare natuwralmente che una ana-
loga e «simmetrica condizione « puntuale » corrispondente al n. 2y 3, puo
essere sfruttata in modo del tutto analogo.

4. — Analogamente a quanto si ¢ osservato nel n. 3 del parag. pre-
cedente, se ¢i si limita alla rvicerca della semicontinuita mnella classe I
di curve ordinarie (' ivi considerata, si puo tralasciare Pipotesi 3), 1)
enunciata nel n. 1 di questo paragrafo e cosl pure la 3), b) del n. 3. K
un’osservazione analoga vale naturalinente anche per il risultato del n. 2 e
per quello dell’osservazione tinale del n. 3.

4. - Estensione della semicontinuita.

1. Sia € una «curva O » la quale non sia pero una curva ordinaria.
Dimostriamo che:

Se la funzione t(X,%,Y,,¥2,¥1,y2) soddisfa alle ipotesi enunciate nel
n. 1, § 3 preso ad arbitrio un K, si puo determinare un o >0, in modo che,
ogni curva ordinaria C appartenente propriamente all’intorno (9) della curva O,
soddisfi alla disuguaglianza 1(y,,y,) > K.

Jonsideriamo la funzione /= /— (P + Qy; + Ry, 4+ Sy y’) introdotta
nel n. 1, § 3. E chiaro che la / risulta integrabile sulle curve ordinarie C,
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essendolo la f. Poiche y, (x) e y,(z) sono assolutamente continue la funzione

P@,z, 9, @), y,@)+ Q@,z,y, @ ,9, @)y @)+ R@, 2,y (r), ¥ @) ys(2) 4

+ N @,y (@), (2) ¥ (@) 4 (o)
¢ integrabile sul rettangolo (; ,7;) ‘e ,E) e in virtt dei rvisultati di 8. FAEDO (23),
I'integrale :

b d
ffw— Qv+ Ry, Sylgddeds
a ¢

& continuo anche sulla curva €. Ma su € la / non & integrabile, quindi
non & integrabile su ' nemmeno la J; e poiche f & =0, si puo quindi
determinare un E> 0 tale che, indicato con E Vinsieme dei punti del ret-
tangolo (a ,—13)(? ,71), in_cui esistono finite ambedue le ¥ (x) e y;(2) e hanno
un valore assoluto = R, risulti:

Uf“‘(-r,z.?/]m,w).?ﬁ<w>,§3<z»sz>K+1+
K

R

b
1 / (P Qi+ Ry Sy yydads

t

Prendiamo poi ¢ >0 e <1 in modo che per ogni ecurva ordinaria ap-
partenente propriamente all’intorno (o) di (', si abbia:

b d b d
[ = ovit o siaraz— [ for 4 0w+
(3G (_,Z

(25)

F Ry S YY) dads <

Consideriamo ora la tunzione ¢ introdotta mnel n. 1, § 3 in corrispon-
denza al R ora fissato ¢ osserviamo che, poiche la g soddisfa ad una rela-

(*) v luogo eit, in (5), § 2 n. 2,
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zione del tipo
0=g=py +rlvil +rlyl-trlyillyl

con v, , 75, V35 ¥4 costanti opportune, essa risulta integrabile anche su C.

Continuando allora la dimostrazione come in n. 1, § 3, determiniamo
un ¢ >0 e <E in modo che per ogni curva ordinaria (" appartenente pro-
priamente all’intorno (p) della C; si abbia:

d

b d b
/];dmdzzf g_d.rdz—-‘lzh
.ac ;t

o1

N

Ma per le stesse curve C é pure

b,

d b d
j _fdmt?zzjjgtl.rd:
a ¢ a ¢

/5
A

da cui per le (24) e (25)

Ol —

;;—da'dzi[/;dxdz ’/,ffdmdz
" S

Ly, ,y,) > K.

OSSERVAZIONE 1. — Il teorema precedente si puo dimostrare con ovvie
aggiunte e modifiche al ragionamento ora svolto, anche se la f soddisfa le
condizioni del n. 3 § 3.

\

OSSERVAZIGNE IT. - B poi anche chiaro che il teorema & vero se la
f soddisfa le condizioni del n. 2,§ 3 o quelle dell’osservazione finale del n. 3, § 3.

2, — Se c¢i si limita a considerare la classe K di curve ordinarie (¢
introdotta nel n. 3, § 2 allora i risultati del numero precedente e dell’osser-
vazione I valgono rispettivamente indipendentemente dalle ipotesi 3) b) del
n.1,§ 3 e 3)b) del n.3, § 3.

Un’analoga considerazione va fatta per i visaltati dell’osservazione I1
del numero precedente.
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Cariroro 1II.

La semicontinuita di 7 (y)

v 1. - Condizioni del I e II tipo.

1. — Premettiamo alcune definizioni.

Intendiamo qui per «campo A » un insieme di punti del piano (x,y)
che contenga ogni suo punto di accumulazione posto al finito.

La funzione f(®,z,¥y,,¥,,% ,y5) (*%) sia definita per ogni coppia di
punti (®,y,), (z,¥,) di A e ogni valore finito di y; e y, e continua in ogni
punto (®,z,¥,,Y,,¥1,¥ys) in cui & definita insieme alle sue derivate parziali
j:ylr,ff,f /. . Per mantenere Panalogia con I(y,,y, si puo anche

vy,
indicare ogni coppia (¢,y,) (z,¥,) di 4 con il punto (2,z,y,,y, dell’in-
sieme, nello spazio a quattro dimensioni, 4 >< 4.

Diciamo «curva ('» ogni funzione assolutamente continua y—y (x)

(¢ =a=10) appartenente ad A; se inoltre esiste finito Vintegrale

b b
1<y>=f/f<w,z,y<w>,y<z>,y'm,y'(z)dwdz

a a

allora diciamo che (' & una «curva ordinaria ».
Diciamo poi che una curva C |y (¥),a = =10| appartiene propriamente
allintorno (g) di un’altra curva C [y (x),a = x=b| se:
1%  per ogni # comune ad (a,d) e (a,b) &
ly (@) —y @) | =e;

N

2% per ogni x <Z a e appartenente ad (« ,b) &
ly@) —y(a) =e
(28) Si & soliti, considerando I (y), limitarsi alle funzioni f tali che

flx,z, '/1;.1/21?/‘,)y;)zf(zywyyzyylry;;?/;)y

il che non toglie, come si pud facilmente vedere, generalitd al problema ; per quanto di-
remo & pero inutile introdurre questa limitazione,
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39  per ogni x > b e appartenente ad («,h) e

ly@—y )| =e;
49) ) la—a | =o; b —b <o

Si introducono poi nello stesso modo le altre definizioni del n. 1,§ 1, Cap. L.

Anche per il funzionale I (y) le (a), come risulta dallo stesso esempio
del n. 2, § 1, cap. I non sono sufficienti per la semicontinuitd inferiore
in tutto il campo; ma esse non sono nemmeno pilt necessarie. Kd in realta,
come ha messo in rilievo nei lavori citati S. FAEDO, vi sono diversita no-
tevoli tra T(y) e I(y,,y,). Tuttavia & chiaro che ogni condizione sufficiente
per la semicontinuita di I (y,,y,) pud essere interpretata anche come con-
dizione sufficiente per la semicontinuita di I(y), la cui generalita dipende
dalla generalitd della stessa condizione per I(y,,y,).

B evidente dunque che i ragionamenti fatti nel capitolo precedente,
portano, sotto le stesse ipotesi (*") circa la f, agli stessi risultati anche per
I (y). Si possono quindi enunciare altrettante condizioni sufficienti per la
semicontinuita di I (y).

Indicheremo tali condizioni come condizioni del I tipo.

2. — Ma accanto ad esse possono ottenersi anche altre condizioni suf-
ficienti che permettono di considerare anche altre classi di funzioni f assai
importanti. Queste nuove condizioni, che chiameremo condizioni del IT tipo,
si ottengono partendo dalla seguente osservazione,

Supponiamo che la fuunzione J soddisfi alle ipotesi I), 11I), IV) e V) (*7)
del n. 1, § 2, cap. I e inoltre alla seguente ipotes:

1) per ogni parte limitata A di A si possano trovare tre numeri N,
v, e Y con v, >0 e Y =1, tali che sia:

(1) J@ 258,98, =y Ly | Y
per ogni coppia (X,y,) e (z,y,) di A e per ¥ =Y, | ¥i | = Y'; e inoltre
@) J@y 2 Y Y YY) =N

per ogni coppia (X ,y,) € (2,Y¥,) di A epery)e v qualunque.

(?7) Naturalmente enunciando le I),. . (e tutte le altre ipotesi del cap. 1 sulla 1) le
intendiamo adattate alla nuova nomenclatura introdotta per I(y): in altre parole si tenga
presente che i campi 4,, 4, e 4 introdotti nel § 1 cap. I coincidono ora rispettivamente
con 4,4 e 4 4.
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Allora & facile vedere che gli stessi ragionamenti del n. 1, § 2, cap. |
permettono di dimostrare che I(y) & semicontinuo inferiormente in tutto A.

Consideriamo infatti una eurva ordinaria C [y (v), a = & = b] appartenente

ad A e indichiamo con A la parte di .l appartenente all’intorno unitario di
di C. Siano N,»,,e Y i numeri corrispondenti ad A secondo Pipotesi IT")
¢ si considerino tutte le curve ordinarie Oy (z)« =2 =10] di 4, appartenenti
propriamente all’intorno unitario di (' per le quali & verificata la I (y) << I (y).
Per ognuna di esse, detto K I’insieme dei punti di («,d) incuni ¢ g (x) |

> V' oppure y (x) non esiste tinita e () il complementare di £ in
(a , D), risulta

b
/]y/ dr:fty |dr}—[[ )y 1 dae=
“a “«(E)

/’ [vi|y(ac|]./ y]ldoedz 4+ Y (b —a)=
o Vi

Stl/ [/(T .y, y@,y ),y rdede FY b —a)=

Jy

b
3] Flrcz,y@. v,y y@drd: - N|(b~n)2€—+—

1 .,/ — — _ —
—}-Y/(b—_a)<]/7:l/l(y) FINJG ~a+224+Y' 0 —a-+2)=
1

con H costante indipendente da C. Risulta dunque analogamente alla
(8) del n. 1. § 2, cap. I:

b
fly’(w>|dw<H

Non resta ora che adattare i ragionamenti del n. 1, § 2, cap. I, tenen-
do presente che 1 (y) si ottiene da I(y,,y, se y, (®) =y (x) e ¥, (3) =y (2).

Con gli stessi ragionamenti1 si ottiene anche la semicontinuita inferiore
di I(y), se f soddisfa le ipotesi I), III), IV), V') dei n. 1, e 2, § 2,
cap. I e la IT').

3 Annals della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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Sfruttando poi questi risultati e con gli stessi ragionamenti dei n. 1, e
2, § 3, cap. I si oftiene che I(y) e semicontinuo inferiormeunte in tutto A,
se la f soddista le ipotesi enunciate rispettivamente negli stessi n 1 e 2,
§ 3, cap. I, dove perd la 3)d) e la 3)D') vanno sostituite con la

3') b) per ogni coppia (z,y,) e (2,9,) di A e per |y | =Y, |y, =1V sia:

F@ 2.y 39,9090 (P Q-+ Rys-+-NSyiy) = Lyl | |y

3. — Anche al teorema del n. 3, § 3, cap. I corrisponde una analoga
condizione del II tipo. Precisamente dimostreremo che I(y) ¢ semicontinuo
inferiormente se la f soddisfa alle ipotesi 1), 2), 4) (0o 4%) del n. 1, § 3.
cap. I [oppure alle corrispondenti del n. 2, § 3, cap. [] e inoltre alla:

3y per ogni coppia di punti (x,y,) ¢ (z,y,) di A si possano determi-

nare 7T numeri p,q,r,8,v,Y ¢ R con v ¢ R positivi e Y = 1. tali che pes
tutte le coppie (X,y,) e (z.Yy,) di A distanti iispettivamente da (X, y,) e (z,¥))
per non pin di R, sia:
) F(@y2. 9 Y, %1, Y) =P + 9y Fry:-+ sy y)
per ogni yy e vi;
by ¢ inoltre, nel caso che X =1z, 5;', = ;), per le stesse coppie (X,¥,) e (7,¥.)

F@2,y Yy i ¥~ @4+ an -+ ryi-Fsmy)=r |y ||yl

per|lyi' =Y e|y: 1 =Y.

Sia infatti C [y (®), « =2 =¥5] una curva ordinaria appartenente ad .
(‘on lo stesso ragionamento del n. 3, § 3, cap. 1 potremo dividere (' ina
archi €y corrispondenti alla suddivisione di (« ,5) in n parti mediante i punti
a_ozu—;ﬁul,...,ktih,..;t,,zb,ah_z ¥ =y (@). @y, == dpyq| (h=0,1,...,n— 1),
in modo che per ogni coppia C;, e (' di essi (h,k=0,1,...n— 1) si pos-
sano trovave 7 numeri Ppu, Gaky Yik s Shk s Vink s Y7, e opn con v, e opp
positivi e Y, =1, tali che per tutte le coppie &, y,) ¢ (2,y,) di punii di A
appartenenti vispettivamente agli intorni (Qh,k) di (e Oy sia:

(26) F @2y Yos Y1 YD Z Py + @ Yt g Y A= S Y1 Y2
per ogui y; e y, e, se & anche h =1k

(27) @y 2,903 Yoy U590 — 0+ @ V0 + 75, Y5+ Sureyi ¥2) Zvne | yi 1] 921

per | yi | = Yip, |y | = Yig.
Sia g, il pint piceolo dei g, , e Yj il pin grande degli ¥, (h , k=0,
E P 1) 1).
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Consideriamo ora una qualunque curva ordinaia Cly(x), « =x =0} di
A appartenente propriamente all’intorno (g,) di ', per la quale e I( )< I(y)
Potremo evidentemente supporre )il ')iwolo anche di a, — a, e di

i Yo I 0

a,, —dy 1, (‘OSI(‘L]I(} I’mtelvtlllo («,b) viene diviso mediante i punti a; =a,
M=) €y ==(y,.. a,,“l_u”_‘ y 0, =b in narchi Oy ly=y@) 0 = =ap4.]
h—0,1,...,n - 1) appartenenti propriamenie rispettivamente agli intorni
(0o) degli archi C) di .

Dopo di che, dalla (26) risulta, per h,b=0,1,..., n—1:

.

“h+1 f'}r-rx
/./’(w,z,y<~r),.l/ (®),y (), ¥ ) dadz
a g
“h+1 O+
= j [Pk A ¥ () | 20py () +snpy @y ()dedz=
ap  ox

Z Pinge (g — i) (g0 — 05) 4 G e (@ — ag) [Y (@) Y (ar)] +
+ Tk (@pr — @) [y (@ 41) = Y (@] S10 1Y (dnr) — Y (an)] [¥ (@p41) — ¥ (an)] =
= (0 a 42008 Taallb—a t 2001y (ny) —y ()] + 2 gpl—
— Lo | T — a4 200 [[1 9 (0 4) — ¥ (@) [+ 2 o)l —
— sl [y (@) — ¥ (@) + 200l [1Y (@ep) = ¥ (@) |+ 2 0] = — K*

dove K* & una costante positiva dipendente solo dai numeri pjx, qui
Pih oy Shh oy Qo € dalla 7/ ().
Detto ora I insieme dei punti di («,d) in cui e |y (2) | >~ ¥ oppure
Yy (x) non esiste finita, ¢ (&) il complementare di Kin («,b) e K, (h=0,1,
,n—1) le pavti di K contenute in (aj , a;4,) . risulta per la curva C ora
considerata :

I

‘ ""“=]IJ ‘dT',l'/r)'dx<)"(b—(l—{—2go+

u (F)

n—~1 —_ — n—1
)| doe = Yj(b—a+ 2 2
/ly( $P—at 2ot l/ Y@ |y @ |dede=
Ey “h

Eh

n—I1

=Yib—a+20)+ 3

h=0 v, 1,

>
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>< l// |79” 2y (1), y( )?/( 1Y (2) - (Prntqnny @) Fraay ()4 spny @)y C))dedz=
Ehl’*h
SV —a 20+ = A<
=0 Fp,p

/“}g-i—x “ht1
< // / [ @)Y O (DB 1] G @) 208 (2)- 3109 @)y (2 dcdlz

ap “n

Ch41 Ch4
n 1 1 /

J@yz,y @) y(2),y(®),y (@) deds-+
h= “V"’hh /

<Y1} (b — a1 200 4 2

(lh ah
L4 A+ n
+' / Py -t @y @) 100y (@) sy @y @ldedz | =
t‘é‘h “n ’ .
_ . n—1
SYVib—a- 20) - 3 - U (. 2,y (0),y@),y (@) ye)drdes -t
=0 l”h Jh

T =D k*+ K*=
n—1t

., . 1 V.
SV —at20) 4 2 ]/[(y) o K*=1
=0 J vy g,

dove H & una costunte positiva indipendente da (',
Varra quindi anche per la stessa €
ul‘l-l-l
(28) / y@ |de=H h=0,1,...,0—1)

h

Consideriamo allora, sempre per la C sopraddetta, la differenza

Ap 1 O]
— 7 -1 n—I1
Iy —1I(y— 2 2 [ f fle,z.y@),y(),y@.y@E)drds
h—0 k=0 . a
ap—1 Apq

_ /f(w,z,mx),y(z),y'(m,y_(»aom

ap (4573
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Ciascuna delle differenze

Ap 41 Y41
fx,z,y@®),y@),y @),y ()deds —

'ah ag
W1 Ut

[ [ e i@ ve,y @, T,
ap  ag

poiche valgono le (28) e le ipotesi 1), 2), 4) (0 4*) del n. 1, § 3, Cap. I (op-
pure le corrispondenti del n. 2, § 3, cap. I) pud essere trattata con gli
stessi ragionamenti del n. 1. § 3, Cap. 1 (si ricordi anche il n. 4, § 3, cap. I).

Ne segue dunque la semicontinuita inferiore di I (y) anche in que-
sto caso.

4. — Osserveremo infine (¢ la cosa & naturale) che un'estensione della
semicontinuita di 1 (y) analoga a quella data nel § 4, Cap. I, si ottiene sen-
zaltro in modo analogo. se la f soddisfa ad una qualunque delle condizioni
del 1 o Il tipo poste in rilievo nei numeri precedenti.

o 2. - Confronto con i risultati precedenti.

1& opportuno ora domandarsi se le condizioni trovate per la semiconti-
nuita di I(y,,y,) e di I(y) hanno una sufficiente generalita, soprattutto in
relazione con gli ulteviori sviluppi della teoria.

Anzitutto osserveremo che sotto abbastanza larghe ipotesi di regolarita
anche i casi particolari studiati dal FUBINI e dal TONELLI possono rientrare
nelle condizioni qui enunciate.

Il FuBINI (28) ha considerato il funzionale I (y) nel caso che sia:

eyl +2by Yoy S2ey 9l 20y, F2uyiys+ Ly +
+2By s+ Cy:-+2Eyy,
dove a.b.c,e,4,B,C,E,.,u sono funzioni di (r,z) nel quadrato ¢
(0=y=1.0=2z=1) continue con derivate parziali rispetto a ¥ e z limitate

e integrabili in () e inoltre le a,b,c,e, si mutano nelle 4, B, ¢, E, scam-

(*8) v, luogo citato in (1) pag. 225,
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biando « con 2z e 1 e u sono funzioni simmetriche di « e :; ed ha suppo-
sto anche che la /' fosse una forma definita positiva o pitt generalmente po-
sitiva ¢ &= 0 quando almeno una delle ¥ e ¥, & =+ 0, Questo caso, se sup-
poniamo in pit che le derivate parziali delle a,b,c,e,4,B,C, 1, 1,u
siano anche continue in ¢, rientra evidentemente nella classe di funzioni f
considerate nel cap.I, § 2, n. 1. I funzionali I (y,,y,) e I(y) a essa relativi
sono quindi semicontinui inferiormente.

L. ToNELLI (*¥) ha dimostrato la semicontinuita inferiore dell’integrale

11
I<y>=/[K<w,y>y'2<w>y'2(z)dwdz

dove K (r,z) & una funzione continua e positiva nel quadrato ¢ (0 =x=
=1,0=2=1). Anche in questo caso & evidente che la funzione K (x,2) y; yf
rientra in quelle considerate nel n. 2, § 1, cap. 11, se ammettiamo in pilt
Pipotesi che K (x,z) abbia le derivate parziali del primo ordine rispetto a
x e z continue in ().

Ma e sopratutto dallapplicazione ai teoremi sull’esistenza del minimo,
di cui trattero nella Memoria a questa successiva, che mi sembra risulti che
le predette condizioni presentano una sufficiente generalita.

[ Pervenuto alla redazione il 1O marzo 1919]

(#9) v. luogo citato per primo 1 () \ 2. n. 2,



