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INTORNO AGLI INTEGRALI DI FUBINI-TONELLI

I - CONDIZIONI SUFFICIENTI PER LA

S E M I C O N T I N U I T À

di ENRICO MAGENES (Padova)

Nella presente memoria ed in una successiva esporrò alcuni risultati

circa gli integrali di FUBINI - TONRLLI :

Il funzionale I(y) è stato considerato per la prima volta da G. FUBINI (1),
il quale nell’introdurne lo studio, »a messo ben in rilievo l’importanza che
tali ricerche di Calcolo delle Variazioni hanno anche in altri campi dell’Ana-
lisi, come ad es. in quello delle eqnazioni integro-differeuziali (basta pen-
sare che l’equazione di Fulero di I(y) è appunto un’equazione integro-dif-
ferenziale). Il FUBINI si è limitato però ad un caso particolare.

Anche H. H. GOLDSTINE (2) ha ottenuto alcuni risultati circa il « mi-

nimo relativo debole» di I (y), come applicazione dello studio di un fun-

zionale pi i genera,le, studio fatto, neIPambito del Calcolo Funzioiiale, secondo
l’indirizzo classico del Calcolo delle Variazioni.

(1) G. F"UBINI : Alcuni problemi di Calcolo delle Vai-iazioiti con applicazioni alla teoria
delle equazioni integi-o-diffei,e iziali (Annali di Mat. pura e appl. (3) - XX, 1913, pp. 217-244).

(2) H. H. GOLDSTINE : Conditions for a minimumm of a functional (Contributions to tho

Calciilus of 1933-37 - Chicago - pp. 316-357); in particolare , pp. 353-357.

1. Annali della Scuola Sup. - Pisa.
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Nel 193J L. (3) ita iitti’()(IottO il Suo i icto(lo diretto nello studio
di I (y) , trattandone alcuni casi particolarie di notevole importanza sopra-
tutto per l’apj&#x3E;licazione, ben nota, che se ne fa nella teoria delle equazioni
integrali i di FREDHOLM.

Solo recentemente però è stato intrappreso da S. FAEDO (4) lo studio

sistematico di questo capitolo del Calcolo delle Variazioni, mediante il me-

todo diretto del TONELLI, incominciando dalla ricerca delle condizioni neces-
sarie per la semicontiniiità di I (y). Egli ha, messo in luce le difficoltà che

possono incontrarsi nello studio di I (y) ed ha rilevato come sia opportuno
introdurre anche il funzionale pi i generale 1 (yl il quale presenta del
resto interesse di per se stesso.

Ottenute condizion  necessarie per la semicontinuità di I (y1, y2) e di

I (y) , S. FAFi)o ha dato anche sticcessivaiiieiite le condizioni sufficienti per
la continuità di I (y, , y.) e di I (y). (5)

Impostato cos  il problema nei termini generali, secondo il metodo di-

del resta ora da continuare nella ricerca delle condizioni

succienti per la s8mieontinuità e dei criteri di esistenza dell’estremo. in

questa Mei ioi-ia io darò appunto alcune condizioni sufficienti per la semi-

continuità di I (Y1 , Y2) e (li « ill tutto il », di i cui lni i servirò

successivamente nella prossima 1BIemoria per stabilire criteri (li esistenza

nei quali rientreranno tra i casi particoJari studiati dal

FUBINI l e dal TONELLI.

Le suddette condizioni sufficienti sono ottenute estendendo opportuna-
mente un ragionamento fondamentale del TONELLT c facendo uso dei teoremi
(11 « uguale eon1illlii1Ù),&#x3E; dell’integrale semplice ordinario Calcolo (]elle

Variazioni, messi 111 l’ilipvo da S. 

(3) L. Su alcuni junzionali (Annali di Mat. pnra e appi. (4) - XVIII - 19119 -

pp, 1-21 ) L. I anche additato le ricerelie relative ad 1 (y) e 7(/?/) 
zione dei matematici Sna conferenza : nel delle 

Scnola Normnlu Rnp. di Pisa (2) - lX - JlJ40 - pp. 
(4) S. f’orrrliziorri necessarie per la semicontinuit  di un tipo di funzionali

(Annali di Mat. pura n sohpl, (4) XXII1 - 1944 - pp fi9-L?1); - Sulle condiziom di I,PpP)ttl?’c
e di Weierstra8s per gli di Fubini-Tonelli (Litografia Pisa).

(5) S. nuovo tipo di funzionali cortinui (Reii(1. di Mal. e delle stie appli-
tazioni - (~) - IV - fase. 1 Il - pp. 223-249).



3

CAPITOLO l.

La semieoiitiniiità di i I ( l1, 1/2). · 

 1. - ) e f i n i z i o Il i e posizione d e 1 prcb ema.

1. - - Diremo c01npo .4~ 1 Il2J un insieme di punti
del piano (x, Y1) [(8’, Y2)] che coiiteuga ogni suo punto di uccumulazione

posto al finito. Diremo poi l’insienie dei punti dello spazio a 4
diniensi&#x3E;iii (2) prodotto dei due campi j11 e Ag: 
La z , 2/i yí , y~; sarà definita in ogni punto (x ~ z , Y2)
di A e per ogni valore di yl e continua insieme alle sue derivate

f , , , , , f , f - in ogni punto (x , , y1, y2 ,I i , y) iii cui è definita. Di.
1 2 vzYz 

. &#x3E; ..

remo curva C’ ogni coppia di funzioni y 3 = yi (x) , a x b ; 
assoluta,iiiente continue rispettivamente 111 (a, b) e (c, d), tali

che i punti [x , y1 (x)"1 (z)] appartengano rispettivamente ad A~ e ad -4 ~ .
Diremo poi die la curva C è anche se, inoltre, esiste finito

l’integrale nel senso del 

« di una curva O [y (x) , yz (z), II ~ x’ ~ ~~ , c ~ z ~ di ] si dirà ogni 

Per ogni punto (x , Z, y.,~ di ~1 e per ogni terna (~1 numeri ~’, ~ ~i ~ y~ ~i
dil’H funzione 81 (di Weierstrass la fnnzíoIle

Analogamente per ogni punto (x , z , y1, y,~ di A e ogni terna y’ , 1 í~, , y, 2 la
funzione 82 di Weierstrass sarà dennita da
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Diremo che una curva C [Y1 (x), y2 (z) , « appai-tieite
propriaiiiente » all’intorno (e) di un’altra curva

) Per ogni x comune ad (a, b) e (c~ , b) e ogni z comune

è

2) Per ogni x  a e appartenente ad (a b) e ogni z  c e apparte-
nente a ~c , d) è :

3) Per ogni x &#x3E; b e appartenente ad (a, b) e ogni z &#x3E; d e apparte
nente a (c, d) è :

Si dirà che rinterrale è sulla 

U (y1, y2) » se preso ad arb ti’io e&#x3E; 0 , si può determinare un

~O &#x3E; 0 ~ in modo che per tutte le curve ordinarie C (y1, y.,) appartenenti
propriamente all’intorno (e) di C ,sia

Se I (Y1 , y2) è semincont nuo inferiormente su ogni curva ordinaria. si

dirà semieontiituo Analoghe definizioni valgono per la senii-

continuità superiore e per la continuità. Ci occuperemo della seinicont,inuità

inferiore.

2. - l’osizione del problema. -- S. FAFDO (6) ha, sta,bilito che condizione

necesaaria I sia, in tvtto A è che sia:

per ogni finito di tutti i .interni di A o di 

lazione d i 

(6) v. luogo citato per primo in (4) pag, 79. 

’
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Egli ha rilevato anche notevoli analogie tra e l’ntegrale sem-
phce del Calcolo delle Variazioni in forma ordinaria, . .

Ora è noto (7) che per quest’ultimo, ammesse l’esistenza e la continuità
delle derivate ~~~, ~ y 9 clappertutto, la condizione 0 è non

solo necessaria, ma anche sufficiente per la semicontinuità inferiore in tutto
il campo.

Si può quindi esser portati a credere, per l’analogia tra I (y 1 , Y2) e
Pintegrale

e tra le (a) e la o ~ che le (a), ammesse delle ipotesi di continuità

su alcune derivate della f, siano sufficienti per la semicontinuità inferiore

di tuttavia ciò non è, anche nell’ipotesi della continuità di tutte

le derivate del secondo ordine della f . ~ opportuno mettere in rilievo questo
fatto mediante il seguente esempio.

La funzione .. 
’

è continua in tutto lo spazio (x, x ~ ys ~ Y2) e qualunque sîano yi e y~ , insieme
alle sue derivate del primo e secondo ordine. Risulta:

(7) v, ad es. L. TONELLI - FOndaMenti di Calcolo delle Variazioni. Vol. 1 - 1921 - Bo-

logna pag. 397.
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Si può vedere facilmente che j’ , , e, fy" , * 2?/ 2 sono sempre positive.
Limitiamoci a considerare / . .
Fissiamo un qualunque valore y*, di y’ 2 e consideriamo , come funzione

della sola yí ; f , , può considerarsi allora come somma delle due funzioni di y’,:

gJ è positiva per ogni si annulla per ; --- 2 Y2 e per 2/ 2013 Y2 -2

Supporrenio y, &#x3E; 0 (in modo del tutto analogo si ragionerebbe se fosse

y"&#x3E; 5 0). Allora per - y’  y,’  # y’ anche 1p (y,,) è &#x3E; O e quindi anche

])’altra parte la derivata (rispetto a yí) di 99 (yí) -i V’ (y?) è data da

(quindi per

Ne segiue che -- è funzione crescente di 

o
quindi ancora positiva &#x3E; 20132013 .J

Analogamente con artifici di calcolo più seniplici, si dimostra

che anche risulta (y;) ’J &#x3E; O .

Risiilta qaiiidi seinpre, un qualunque valore &#x3E; 0 (1’).Risulta quindi sempre essendo 2 . un qualunque valore yz ./t/ )’
La funzione sopradennita soddisfa quindi alle (a) .

relativo non è ,~2c

ogni 

(7’) La poteva del resto facilmente edersi anche osservando che risulta

,j , ] 22 -w- lS0 + 12 y22, che è una formn qnadratica dei mta positiva.
, ’ à 2
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Sia intatti Co la curva formata dai due punti origine dei piani ( /)
e (z, Y2): (O) 2013 Y2,0 (O) = O . È evidenteniente I _ O . Sia
poi V la curva composta da

Risulta

Ma al tendei-e di b a zero la curva C tende alla curva (lo, cioè fissato
comunque un intorno (9) di t’o per b safficientemente piccolo la curva

appartiene propriamente all’intorno (e) di Co , y mentre d’altra parte I y2)
tende a - oo per b - 0 . Su C’ I (yl , y.,) non è perciò semicontinuo in-

ieriorinente.

Se si vogliono dunque cercare delle condizioni sufficienti per la 8emi-

continuità inferiore di I (yl , y.,) in tutto A, bisognerà aggiungere alle (a)
dellc nuove ipotesi sulla funzione f.

Un suggeriiiiento può essere dato dalle condizioni sufficienti per la

continuità di I (y, , y,) , 1 stabilite da S. FAEDO (8), e dai ragionamenti stessi
che sono seiviti al TONELLI e ad altri autori per stabilire la semicontinuità

di altri tipi di funzionali, sopratutto dell’integrale

con il quale I ~y~ , yy,) ha profonde analogie. ,
Le condizioni sufficienti, che sono date in questo lavoi’o, vengono otte-

nute estendendo appunto un ragionamento fondamentale del TONELLI (9).

2 - La sem continuità in un caso particolare.

1. - Studieremo il caso in cui la L soddisfi a condizioni
assai restrittive? che poi generalizzeremo. 

’

Si supponga dunque che I~/(.~~2/i~~i~)? y considerata nel n. 1,
~ 1, soddisfi anche alle seguenti ipotesi :

I) per ogni ,finito di y~, in tutti i di A sia

(a) v. luogo citato in (5).
(9) v, luogo citato in (7) pag. 392-400.
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II~ pey° ogni parte, A cii A si possano trov(yre tre N ~ vi 1
e Y’ con y &#x3E; 0 ~ e Y’ ~ 1, tali che sia :

ogrzi i (i, 1 Z 1 Y2) di i A ~ i yí e _per ( y~ i ~ y’ ; ~ 

per ogni (x ~ z , Y 2) ui A e per y’ 2 
III) esistano due cacmpi Aí e A2’ , aventi i-isl).ettívfi e tte tutti i punti

di 1 e di A2 come punti tali che posto A’ = A X A" 2 iit A’ -- A

possa definirsi la, f (x , z, y;) ogni valore _fi&#x3E;iito di v’ e y‘ i,7u

che in ogni punto (x, z Y 2 , y’ y) con (x, z y1’ y2) appartenente
ad A’ e y e y’ qualuacque, la f e- le sue derivate 

2 

siano

corttinuc ed inoltre ici esistario e siccrao continue le f f, ;
IV) ogni lirrtitatec A’ di A’ si possono trovare sedici 

positivi 
"

tcxlz che

per (g ~ z, y 1 , y~) ad A’ e y~ c y~ 8ia :

V) per quasi-tutti gli x e tutti gli z, y1 e Y2 tali che (x , z , y~ , 
appartenga ad A’ e per tutti gli yl e y , esistano la f e la, f , i e siano2 

Y1 YY

continue, - per x fissato, rispetto i, (z, Y2 y) inoltre per ogni parte
lirtitata A’ di A’ e ogni L &#x3E; O, si possano trovare numeri positivi
B2 , D2 ~ D2 ta,li che per (x, z, 9 YI Y 2) appartenente ad A’, y, qualunque
e sia
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In queste ipotesi dimostrerél o che il funzionale I (yi , y.,) è semicoutinuo
inferiormente (10).

Sia dunque C [yt (x), Y2 (z), y ~ ~ x ~ b , c S z = d] una curva ordina-

ria appartenente al campo A e indichiamo con A e A’ le parti rispettiva-
mente di A e di A’ appartenenti all’intorno unitario di C.

v e 1" i numeri corrispondenti ad A secondo l’ipotesi II).
È evidente che ci potremo limitare a considerare tutte le curve ordinarie

(x), Y2 (z) , o x b , c = z ’ d] di A appartenenti propriamente all’in-

torno unitario di C , per le quali è verificata la I (yl , y,) [ I (y , y). Per
ognuna di queste C detto E, l’insieme dei pnnti di (c , d) in cui è

I y2 (z) I Y’ oppure yz (x) nou esiste finita, in virtù dell’ipotesi 11), si ha

e quindi

dove la costante H è indipendente dalla C .

Inseriviamo ora rispettivamente nella curva di equazione y (x) e

in quella di equazione y = y~ (z) due poligonali, aventi gli stessi estremi
delle suddette curve ed i cui vertici corrispondano nell~ordine degli x e z
crescenti alla suddivisione rispettivamente di (cc , l~) e di (c, d) in n parti
uguali. Siano y, = n,,,, klx) e Y2 = (z) le equazioni di queste poligonali.

oo, (x) e (z) convergono uniformemente rispettivamente verso
la e Ia Y2 (z) e le lunghezze di (x) e (z) convergono alle lun-

(10) Se il campo d’ coincidesse con A , la dimostrazione che daremo porterebbe alla
semicontintiità inferiore di Y2) su ogni curva ordinaria C completamente interna ad A.

(H) Osserviamo che, in questo oa,so, in virtù della (6), ogni « curva C » è una curva
ordinaria.
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ghezze di y1 (x) e di y, (z) . Allora per noti risultati (1’), preso e&#x3E; 0 ad ar-

bitrio, è possibile determinare 5 tale che per gli insiemi E,, e

dei punti di (-;:;,7)) e di (c,~)~ in cui rispettivamente non esistono finite

le y,’ (x e y; (z) o nou sono verificate le :

soddist no alle :

Supposto allora i vertici di 

sostituiamo alla polig-onale, in prossimità dei vertici, dei piecoli archi di

cnrva oppoi°tunameiite) in modo da avere due curve contiiiue yj 2013.(.r) e

y, = ,yz (z) , con derivate prime e seconde pure continue e soddisiacenti alle

dove E,~ sono rispettivamente gli insiemi dei punti di (a , b) e (c , n~) in
cui non esistono finite le y; (x) e ~/j (z) o non è

Poniaimo (x) _ (a i nell’intervallo (cc - s o) e c," (x) =_ !

(b, b -- e) e analogameiite
in 

v. luogo cit. in (7), n. 28, 52 o), 66,
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Allora per ogni punto (x , z yz) a appartenente all’illtorto (Q)
di C , con g [ min (e , 1) e per oglii y’ e y , si ha

Se ora C è una qualunque delle curve ordinarie sopra considerate che
appartenga inoltre propriamente all’intorno (e) di (1 1 , y potremo scrivere

poichè effettivamente il secondo e il terzo integrale del secondo membro di
(13) esistono finiti in virtù della (6).

Applichiamo allora ai primi due iutegrali del secondo membro di (13)
le (1~) e agli ultimi due le (12’). Otterremo ad es.
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poichè effettivamente gli i integrali i del secondo membro ora scritto esistono

finiti, iu virt i della (6) e della (5). Analogamente per gli altri integrali che
compaiono in (13). Se ora teniamo presente che in tutto A e per ogni yl
e y~ finiti e &#x26;2 in virtù dell’ipotesi I), potremo scrivere :
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Consideriamo anzitutto gli ultimi due integrali del secondo membro

della (14) ; in virtù della (12) e della (5), per tutti gli x e gli z nei quali
esistono finite le y~~ (x) e yí (x) , potremo scrivere :

e quindi, se x non appartiene all’insieme En:

llla ktllora , in virtù anche della (8) è delle (10), si ottiene se è 1

con K indipendente da C~ ,~
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Analogamente in virtù delle (12’) (5’), (11) e dell’integrabilità di yi (x),
si phò ottenere

con K’ costante indipendente da C.
Passiamo ora a considerare la prima differenza fi.a parentesi quadre del

secondo membro della (14). Essa può scriversi é+ii»lie :

dove si è posto 
J1

’ 

Osserviamo che F (x , y,) dipende da Y2 (Z) e quindi da ’ .

Fissata cito sia una delie (’ considerate, e quindi nna 

P’ (x , y,) è continua in tutti gli (x , yl) di i A,, app u tenenti all’intorno (e) di
y, (Z). Infatti poieliè  (x) è limitata in ( - 8 , ; +- e) e per La (6), Si

hn che, per gli (x, Yt) suddetti e per ogni: il~ cui esiste finita la y.’&#x3E; (z) ,
cioè quasi dappertutto in (e ~ d), vaie la :

con 1 e ii  costanti opportune indipendenti da y2 (z). Ma allora, dalla con.

tinuità (di f’ rispetto a (x, y, , y,) e dalla integrabilita in (c , ci yh (z) , si

lia; per un noto risultatn (13), che 

è colitilitio l’iRpetto -,I, (x «vi) -

(i3) Si tratta del fatto che se g (x , a) è una funzione (lllayl-(’(1nt11111iL in x per ogni a
e continua in a per ogni x e inoltre esista nna funzione q ~x)
iiitograbile in per la qnaie è per ogni K e qiiasi-(I,,tl&#x3E;I)erttitto in 1 g (x;, a) c

ae

 q (x), è una funzione cont nua di a Esso segue

XI

per ce. da.lla nota di L. TiBALDo : Un teo1’ema sulle ni,nrabili una e conti-

nue rispetto ad un’altra variabile (Rend. Acc. Lineei, vo1. 11, fase. 2, 19~7).
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Inoltre esiste una costante L &#x3E; 0 tale che, sia ln cmw l 
tra quelle considerate e appartenenti propriamente all’intorno (O) di C , è

in ogni (x y1) di A; appartenente a,llintorno (Q) di y, (x) .

Infatti, poichè è ~ dalla (16), in virtù della (8) otteniamo

Dico anche che per quasi-tutti gli x di (o - , b + e) esiste finita

la ed , continua, per A, fissato, rispetto a y1. Infatti nella (15) è
possibile la derivazione sotto il segno di integrale (14), i1 quasi tutti gli x

di(2013 b + e) in virtù dell’ipotesi V) e dell’integrabilità di y2 (x) e del

fatto che ’ 1 (c,,?, (x)  I è limitato in 0 - 8, t -- F) ; ed è quilHli per tutti gli
x suddetti :

Per g.li stessi x ino tre (. - , considerata per una determinata (z) ,
è continun rispetto a y1 , ;n virt i della continuità Rtessa di rispetto a

y1 e ancora (5) clell’iotPSi V), secondo la quale è : 
’

dove 7 e B., lipriiIniio effetti va eiite dal massimo di j :7i)) j i 

~+~)(~.
J ora anclie facile liiiiosti’&#x3E;ire, tenendo presenti le (17), (18), e (8) che,

qual,iiiiqus sia la curva C di quelle considerate appartenenti all’intol’Ilo (g)
di C’ , in ogni punto (x , y,) di appartenente all’intoi’fio (p) di M?
in cui esiste la iu : j 2,r/j) ! L’ co t L’ opportuna
indipendente da ~.

allora il funziona le , « iiguiiliii&#x3E;ntr eontinuo» (16)

(a) ne ll’usicmc li curve Y (x), ·x) appartpJlpntj una qualunque

(14) v. ad es. C. CARATHEODORY, iibei- i-celle Leipzig, 1918,
~ 572, p. 661.

(15) Anclie qni si ricorre, in v rth della ( 18), al risultato citato in (t3),
(1&#x26;) v, citato in (5), ~ I, n. 5 e.
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delle curve C covsiderate e appartenenti propriamente alPintorno (e) di C,
sicchè si può determinare un l [ O e positivo, tale CHe per ogni curva C,
di quelle considerate, appartenenti propriamente all’intorno (e1) di (7 sia :

Passiamo ora alla seconda differenza del secondo memhro di (14) . Essa
si può scrivere :

dove si è posto :

Osserviamo che dipende da Y2 (z) e qnindi da 7. Per una C,
e quindi una Y2 (z), deterJninata, è continua i tutti gli (x , y1) di
A; appartenenti all’intnrno di yl (x) . Ciò segue immediatamente, in

modo analogo a quanto si è fatto per tenendo presente la (5). E
in modo analogo si ottiene pure che esiste una costante M &#x3E; 0 , tale che

qualunque sia la curva C , tra quelle consideiate, appartenenti propriamente
all’intorno (e 1) di O, è (x , y) ll , in ogni appar-

tenente all’intorno (1) di Y (x) .

])alla (19) ricaviamo l’esistenza e la continnita di 111 tutti i

punti (x , yl) di A~ ~ appartenenti all’intorno (y) di Y~ (x). Infatti dalle ipo-
tesi III) e IV) e dal fatto che esiste continua e in itata 

la ;;~u(ae), è possibile in (19) derivare sotto il segno di integrale (17) ed
ottenere :

~.~7) v. luogo citato in 1’4).
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E la stessa (20), per le ipotesi stesse citate, ci assicurà anche la coit-

tinuità di rispetto agli (,r , suddetti (18).

Infine dalla (20), dalle ipotesi III) e IV), dalla limitatezza delle 

e in (o -- b -+-- ) e dalla (8), otteniamo Inesistenza di una costante

0 , tale sia la curva (’, tra quelle colnsiderate, appar-

tenente propriamente all’intorno (0) di (7, a in ogcll punto (x , 1) 11 A’ , ap-

partenente al? intorno (O1) cM y (x~ , 
b

Ma allora al funzionale (’)Q((.T)).T è applicabile un altro ri-

Ct

sultato di S. (19) snlla « uguale continuità dei funziona1i, cioè si

può determinare  Ql e positivo tale clu’ per ogni curva (1, di quelle
;nnsiderate, appartenenti propriamentp all’intorno (Q2) di (J sia

terza differenza clle appare nel secondo membro di (14), si tratta

la prima tenendo presente 1a contiluità e quindi la limitatezza di

y,a, jr) in (a - e , b -t c, v’! e la (5), sicchè essa può rendersi in

modulo pitr di considera ’e le curve C , tra quelle già coiisiderate, a)-

partenenti propriamente iiii i tto ’no opportuno (Oa) (li C, 1 con e

positivo.
Passiamo ora alla quarta djffpJ’enza del secondo membro ni (14) ; essa

può sciivel-,si : 1

doyft s  
, 

è 
c

(-" (z , y2) è ontinuu 111 i i punti () di appartenenti all’i-ritorno

(~$) P, luogo citato in (5), ~ I, ll. õ-a).

2 
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(Q3) di ?12 (z); ciò i nmediatame te dal risultato citato in (18), poi-
c tè vale la (6) e nl,,, (z) i è limitato in (e 2013 7 -f-- f). Allora il funzionale

z è continuo su yz(z) (2°) ; si può quinrli determinare un (24 [ (23

e positivo tale che per tutte le curve C, di quelle conRidprate, apparteneiit
proprinmente all’intor1lo (e4) ci C sin la

Iua qnintu differenza del secondo iiieiiibro (1 (14) si può scrivere

dove si è 

 (2’ y.,) continua in tutti i i punti (z y.,) di appartenenti all’intorno (94)
di i (Z)1 io virt i (Iell-,t (5’) e risultato citato in (13).

Esiste unche negli i stessi infatti iiell-,t (21) si può

sotto i1 seg.no di integrale (v. nota (14)) in virtù ipotesi IIJ),
IV), e (lella continnità di c," (z) iu (c - E , -- E) ; otteneMdo

e oi qui si ricava per le stesse ipotesi citate e sempre per il risultato citato

lll (13) negli (z , 1 y2) sopradetti.) 
5 z 

’

(211) citato in (7), n" 149, pag. 385.389.
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Allora il funzionale è continuo su yz (z) (21) ; si può

quindi determinare un (25  (24 e positivo tale ehe per ogni curva C, di

quelle considerate, appartenenti propriamente all’intorno (95) di C sia

Infine anche la sesta differenza del secondo membro di (14) si tratta in

modo analogo alla quarta,, tenendo presente la (5’).
In defiuitiva si può trovare un O6 ] 0 tale che per ogni cnrva C or-

dinaria, appartenente propriamente alFintorno (e6) di C e per la quali è

con K costante opportuna indipendente da C. è quindi semiconti-
nno inferiormente su C~.

2. - Le ipotesi deiPenunciato del n. 1 presentano delle dissimmetrie

rispetto a,lle variabili (x, Y1 , e (z, Y2 , y) cle non sono evidentemente e-
senziali alla dimostrazione data. Cos  il risultato è ancora valido, se nel n. 1
alla (1) dell’ipotesi II) è sostituita la siminetrica :

per ogni (x, z y1, Y2) cti A, per ogni y§ e per I h lTI, e se l’ipotesi V)
è sostituita con la :

V’) gli z e x . yi 6 Y 2 tali (x r z y 1 , Y 2) 
partenga ad A’ e per tutti gli y lr f e conti.

pe1’ Z (l (x, y 1 , Y:2 ,  ? y); inoltre ogni 
A’ di A’ e ogni L &#x3E; 0, si possano quattro B1, B1, 
Do Cli&#x3E;0 (x , z , )’2) A’, yi qualunque e ~ L, sia : t

- 

in¡fatti, iit questo caso, il ruolo di Y1 (x) con quello di
-V2 (z) nella d’i1nost1’azione in 1,

(21) Y. lnoàu citato in (2°),
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3. - È opportuno fare iniine unosservazione. Se, ferme restando le

ipotesi 1), 1I1), IV) e V) del n. 1 ci si limita alla semicontinuità in ogni
classe l~ di curve ordinarie C (x) ~ y., (Z)1 appartenenti ad A, per le quali la
curva rappresentativa della funzione y ~ y., (~) abbia lunghezza inferiore ad
uno stesso numero L, indipendente da C, y allora 1’ ipotesi II) del n. 1 può
tralasciarsi, come risulta dalla dimostrazione stessa data Ilel n. 1 e dal fatto

che in questo caso non occorre dimostrare la (8), esseii(lo verin-

cata la

con H costante indipendente da C.

U tlosservazione analoga v-, le circa il trnirnin, (lei 11. 2, RCH1HhiHIHlo 

turalmente il ruolo di y., (z) con quello (11 Y1 (v)

3. - La m cont nu tn (li nel caso g-euernle.

1. Bstenderemo ora i risultati del § 2 a »liissi di funzioni / più
generali.

Pi-ecisaiiieDte supporrenio che ?le Jí , Y"), considpl’ata nel

Jl. 1 ~ 1, soddisfi alle seguenti ipotesi :
1 ) pei- ogni v(tlo -e tinito di ~~; e y~ , in tutti i ,ii« :

) A; i e A2 i pmui di

A., punti tlli che A’ - A X A’ - A

per ogni ili y~ c y~ i~~

i~z ogni punto (x, z , , Y 2 , y~ , ~~) con (x, i ~ Y i , Y 2) 
(ul A’ e yi c v~ l~r f e le sue f,~ , f’f f 

s~ J2 z 

11egli punti e 

3) pe ogni parte A’ di A’ si _possano t -ovaie 

1’1&#x3E; 0 e Y’ 1 o funziconi P (x, z, Yo R (x, Z, Y15 Y2)’]{ (x, z 2)

e S (x z 7,), de.tinite e contíniie in A’ con le 

i di eontenuta 7c 1’ 
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tutto e per ogni valore di

4) in ogni 
B’ c y esistano e continue le derivate e .

, 

11 L
In ipotesi chc 

e:2).
Sia infatti C ly (x) , ih (2 b, c £ z  cI una curva ordinaria.

appartenente 111 campo A, e nssiamo un nitorno per es. quello iinitarill, (di

(’. Dette ,1 e l’ le parti rispettivamente di A e di A’ co teuute uè! detto

introrno siano l, ( e i’ le funzioni e i numeri corrispondenti ad
e r’’ ~ secondo 3). Consideriamo la nuova funzione

la quale lisulta definita per ogni punto (,x , ~~ ~ y~ t J2) di .¿Lt’ (e quindi anche
(li ..4) e per ogni valore finito di / e y’ e per stessi (x , Z1 !li , Y2 , Y;)
ammette continue le derivate ; iOI-

tre essa è maggiore o uguale a zero tutti gli (.2/!2) con

~x’ , ~ , J~ , appartenente ad A e ~/.~ qualunque e per gli stessi (x’ , ~ , J1,
y:;. , 2/i ? ~l ~) soddisfa alle :

e in tutto A e per e 1" soddisfa alla

È chiaro, in virtù della continuità del funzionale

- ---- - --

(N2) Se , il coincidesse cou .-1, la, dil lostrazioue che daremo, porterebbe alla
semieoi t nuità inferiore di 1 (1 y2) sii cnrva ordinaria completamente interna, ad à,

(23) v. 111()go cit iii 5) :, u, 2,
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che, volendo dimostrare la semicontinuità di 1 (YJ /.) su O, basterà ditilo-

strare la semicontinuità su (J del funzionale

il quale esiste per ogni i curva ordinaria (’ appartenente propriamente airin-

torno unitario di C in virt i dell’esisteiiza, di stesso.

Scelto allora ad arbitrio un numero positivo possiamo determi-

nare un numero positivo R &#x3E; tale che ~ia

dove C (E) indica il l complementare rispetto ai rettangolo 

c’ dell’ ilsieme .E dei punti del rettangolo detto in cui esistono

nnite ambedue le yJ (.v) (z) ed nanno un valore assoluto :5 R,

Vogliaino ura sostituire alla funzione f una fiinzione g la, quale coin-

cida con la f’ in tutto e per ) 111

tutto A’ e per yl qualunque e inoltre soddisfi alle ipotesi del teorema

del § 2, n. 1. Potremo, per esempio, costruire 9 nel seguente modo, che è

suggerito dall’esempio analogo costruito dal ToNKLLiy per l’integrale sem-
plice in forma ordinaria (24).

Denniamo anzitutto in ogni punto (x , z , yt , ,y) di A’, che indicheremo
brevemente con ~.v, una funzione ý(x, z , yl , y~ , y; , y~) = g(w , y]) ponendo :

(24) V. Illogo cit. ill (7) B98, notlt (i),
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per ogni

dove con si iutendono yli operatoria applicati alla f sopra-

scritti.

Analogamente cambiando R in - R si costruisca g per - 2jR:2013
-R e per 2013 2R.

Trasforniamo poi la g, cos  definita, mediante gli operatori

analoghi ad ponendo cioè in ogni punto di .4’ :

e analogaJnent,’ cambiando in - R, si costruisca g per.
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La funziode (y, z, y,  y2 , J), che abbiamo cos  det uita in tutto

A’ e per ogni y, e y, filliti, soddisfa ivi alle ipotesi 1), 11), 111), 1 V), V),
del teorema del § 1, 11. 2. 

_

Infatti osserviamo anzitutto elie 9 =~i iii tutto A’ e per yi ~ ~ R e

y,2 i 7. Di qui e dal sigi ifleato degli operatori 0’, , 0" 01, 50,1 i quali
1 1 E Y2

trasformano funzioni noti negative, in funzioni non iieg-ttive ricaviamo che
in tutto ,1 e e !12 qualunque è ’ (I !Il !Il 0  U j infatti teniamo- "’ i i 

presente che negli stessi i e dice è

dove con 1) e 1&#x3E; , , indichiamo l’operaxione t1i dcrivazio e alle
’/s /z

variabili indicate; iie risulta clie è ,(’, 0 i  iJ 
 ) iii tutto ....1’ e per’ 

a 2 
’

ogni y e in nodo analogo si pas sa alla g. lE cos  provato che è 
disfatta l’ipotesi I.

Per quanto riguarda llil)otesi 11), anzitntto, poiché yli operatori
ti--,tsfoi- ai o funzioni non negative 111 funzioni non nega-

tive che 111 tutto A e per ogni yí e y’ è , 0. IllUl tt’e 1ll tutto .A per

ogni y~ e í ~  h è ~j ~j ~ . . Infatti ciò e evidente per la

(g in virtù della dennizione stessa e del fatto elie f soddisfa nei 

detti punti
D’altra parte gli operatori 0’, e 0", applicati alla 

l 2 Y2 
9 2

die per ogni y[ yb -- R è :- 0. trasformano la q - j 2 in funzione

non negativa in tutti i punti (x, z, y, y2) di A, per ogni y’ 2 e per 

ma si verifiea subito che è 0’, (g -- = 0’, (g) - e perciò da
~2 ’ 

. 2 
~2 2 

2

O (g - . ) O si ricava 0’, (g) =: per ogni Y; e per y’ ± R. A-
/S 2 2 

2

nalogainente si ragiona R e si arriva cos  ~2 ! per

ogn i soddisfa quindi
all’ipotesi 11).

L’ipotesi III) è immediatamente verificata in virtù del fatto che gli

operatori ()’ , , 0", , 0 2 , manteng’oo le proprietà di derivabilità delle
Y li, !I Y, ù

fnnzioni a cui si applicando.
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Le ipotesi V) si veri6cuno tenendo presente che per (,z, ~ z , y~ , y.,~
appartenente ad ~1’ e

sono tutte in modulo limitate e che gli operatori O", e 0", trasformano le
!I, z 111

funzioni cui si applicano, in funzioni lineari rispettivamente in y’ e y§ e
trasformano anche funzioni lineari rispettivamente in y( e y§ in altrettante

fmizioni lineari rispettivamente I 

Possiamo anche notare che, nel nostro caso le costanti indicate nelle

ipotesi IV), B7") dipenderanno dai contini superiori dei niodali di g e

delle 8ue derivate per (x , $’, y.) appartenente ad A’

allora i1 t"uuziont+le
o

il quale esiste sulle

curve ordinarie C’, appartenenti propriamente alPintorno unitario di C, in

vírt t del fatto elie in tutto A e ,per y e y’ 2 qualunque e g ’ f’, è semicou-
tinuo inferiormente sulla curva C , per il risultato del § 2, n. 1. Si può
quindi determinare m e positi vo, tale ehe per ogni curva ordinaria
C appartenente propriamente all’intorno (e) di C’ sia

b d b tal

~ 
a c a c e

D’altra parte è pure per le stesse C :

e anche :

e, poichè per
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e quindi per la (23) :

e perciò :

cioè il funzionale I (yl 1 y2) è seinicoii« nuo inierioruieiite sn C e quindi lo

è pure I ~y1, y~) , *

OssERVAZtONE. 2013 L’ipotesi clell;z contmuità delle

f 
y 

e possono essere notevolmente attenuate, I in qmnto esse interven-

gono nella dimostrazione solo per assietti-ai-e l’applicabilit dei teoremi di

« uguale continuità » di S. citati 2. Si può per es., analogauente
a qudnto si è ammesao nella V) del 11. 1 2, sostituiire la 4) con la

" 

4*) per gli x e tutti gli z , Y e Y2 tali che (x, z , Y2) cr.
ad A’ e per tutti gli yl e y;, la f r e La f , e siano con.

vi YI.N’1

,f 88Gt0, rispetto « (z , 5 yi Y2 Y; , y) ; inoltre. per ogni parte 
fata A’ di A’ e ogni I.J &#x3E; O) possa trovi -e un rz2crrter°o B &#x3E; 0, tale elLe

l)er (x, z 5 y2) appartenente ad A’ e  y’ I  L , y, I ’ L , sia:

in modo anlogo basta per es. che per quasi-tutti e

0 1 
_

tutti z y1 e Y2 con (,z , z , y, y.,) appartenente ad A’ e sia limitata in il’.

2. - Il risultato del numero precedente è stato ottenuto riportando
la dimostrazione al caso studiato 2, 11. 1, e presenta come quello delle
dissimmetrie rispetto alle variabili (x y y) e (j)’ Si potrà dunque
sostituendo alla 3) b) la

3) b’) : i~i tutto A per ogni y~ e per I y[ j ± i’ 8ia

4’) in ogni Ix , z Y i , Y 2 , ~i , y~) (x, z, y I , Y 2) A’

e y~ e y~ 
:.~ 

e f’,, ;
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e lLc’lllG 3) e alla, continui delle
, quelle delle

ottenere un’altra condizione sufficiente per la semicon-

tinuità di I (ya ~ y.,), sfruttando con lo stesso ragionamento del numero pre-
cedente, il risultato del n. 2 § 2.

Ed anche in questo caso varrà uu’usservaziolle analoga a quella tinale
del n. precedente.

3. - La condizione 3) del n. 1, § 3 è stata enunciata per ogni parte
limitata A’ del campo A’ , sicchè in uii certo senso si potrebbe dire che
essa è data « globaliiieiite » in A . Ma essa potrebbe essere data anche

« puntualmente » e in questo secondo modo può essere pi i utile, anche se
non è sostanzialmente più generale delia 3) (cioè non è detto che la 3)
rientri in quella che ora daremo). Precisamente, il risultato enunciato è an-

cora valido se, ferme restando le ipotesi 1), 2), 4), (o la (~~)) è verificata la

seguente ipotesi :
3) per ogni punto (x, z , y 1 , y2) di A si sette

1~, s , v~ , 5 Y’ e. R ~ y con vl e R positivi e Y’=’- 1 ! tali che in tutti

i punti (x ~ z , Y 2) d i A da. Cx, ~ , Y2) per non più di R sia :

per ogni finito di yl e e inoltre:

per ogni per y." ~’ y.
Sia infatti (x), Y2 ~ x~ C b ; c ~ z ~ ~ una curva ordinaria

appartenente al caiiipo 9 . Per ogni punto (x , z y (x) y., (z)) di C possiamo
determinare i numeri p , q , ? , s , vl , Y’ e R delPipotesi 3) ; mediante il teo-

rema di PINCHERL*E-BORRI, e ragionamenti ben noti. opportunamente adat-
tati allo spazio ambiente (a quattro dimensioni)J in cui è immersa C, 5 che

qui ometto per brevità potrei o scOCllpol’re C 111 un numero finito di archi

su ciascuno dei qua i una condizione analoga alla 3) ; più precisa-
mente potremo dividere (a, b) e (c , d) lll un numero finito u di parti, 
diante i punti ...(t,, --- b ; ... ~ c~~ = d in modo che

per ogni arco di C di equazioni : 
Ck ~ s = (h, k = 0 , 1 ... i&#x26; - 1) (in totale sono quindi n2 archi di C5 che
considerianio) si possono trovare sette numeri qJ, , Zh,k , ,Çh,k , ’Vh,k , 

con h,k e (!h,k pORitivi e 1, tali che ill tntti i punti (,V, z, y1, yz)
di A appartenenti all’iutorno (o ) dell’arco (li C considerato, sia:
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per ogni valore finito di e inoltre

per ogni yt e ’ . 
-

Allora ogni arco di G~ esiste uno opportuno intorno in cui sono
verincnte le condizioni 1), 2), 3), 4) del n. 1, § 3.

su ciascuno di questi a,rchi quindi, I (yj Jy,) è enncontinuo n fel’ior-

mente. Basta allora osservare elie si può scrivere :

e ehe uua di 1 y.,) vrarlv 1)er vg.iii curva ordi-
. al)I)a ,teiieiite un llltU1’110 opportiii o (li C, 1)l’1’ che

1.,) è seiiiicontiiiiio iinferiot-iiiente su tutta C.

NoJl ()C(’,01’1’e far rilevare naturalmente una ana

e «simmetrica ’&#x3E; condizione « j&#x3E;iiiitiiale » alu. 2 11; 
essere sfruttata ill modo del t,utto 

4. - An-,tlog,, iente a quanto si (e osseivé to nel 11. a del pre-

cedente, se ci si limita olla ricerca della semicontinuita nella alasse ]

di curve ordinarie I ivi si può tralasc·,iare l’ipotesi 3), b)
enunciata nel ll. 1 di questo paragrafo e cos  pure la 3), b) del 11. 3. 

un ’osserva zioi e analoga vale naturalineiite aiitlie per il risultato del n. 2 e

per quello dell’osservazione finale del ll. 3.

J, - hatensione della semicoiitiniiità.

1. Sia C una « curvai- (ù » la qu«&#x3E;le no sia però una curva ordinaria.
Dimostriamo Clle :

Se la funzione f’ (x , z , y, z , yí 1 Y’2) alle ipotesi enunciate nel

11. 1, § 3 _preso ctd (ti-bit -io K si può un (2 &#x3E; 0, in modo che,
ogni curva C appartenente propriamente all’&#x3E;into?.iio della cui-va C ,
8oddis.fï crllu disitguaglia iz« I &#x3E; K.

(’ojisidei-iaitio la, funzione ’ - (P + Q yí -t- L y -- A Jí J/§) introdotta

tl. 1 § 3. FJ ebikiro che la f risulta integrabile sulle curve ordinarie C,
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essendolo Poichè sono ,tssoluttimeiite continue la funzione

è integrabile siil rettangolo (a , d) e 111 viit i dei risultati di 8. FAFDO (25)@
P integrale : 1

è continuo anclie sulla curva C. Ma su (7 la 4j non è integrabile quindi
non è integrabile nemmeno la e poieliè I’ è h 0 , si può quindi
determinare un tale indicato Iliiisieille dei punti dei ret-

tangolo ((i , ) (e d), in cui esistono unite a-t be(lue le l (x) e (-3) e hanno

un valore assoluto «::::::: R 5 risulti :

Pre idun o poi o &#x3E; 0 e  1 in che per og’ni (’lll’t’Sl ordi aria ap-

j&#x3E;;ii.txii&#x3E;iife j&#x3E;i&#x3E;j&#x3E;riiiiii&#x3E;iit,r ii,ll’iiit,&#x3E;i&#x3E;ii&#x3E; (li si 

Consideriamo ora la t’iinzione g introdotta nel n. 1 , § 3 in corrispon-
denza nl E ora nssato e ossel-vi,,t o die. poiché soddisfa ad una i-ela-
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zione dei tipo

con f i? ,7’3’ Y4 costanti opportiiiie, essa risulta integrabile anche S11 O.
Continuando allora la dimostrazione come in Il. 1, 13, deteriiiiiiiaino

0 e C 0 in modo che per ogni ciii-v,,t, ordinaria (J appartenente ]11’W
priamente alPintorno (t» C; si 

Ma per le stesse curve C è pure

da cui perle (24) e (25)

OSSERVAZIONE I. - Il teorema precedente si può dimostrare con ovvie

aggiunte e modinche al ragionamento ora macle se a ,/’ soddisfa le

condizioni i del L 11. ~~ ~ 3.

OSSERVAZIONE li. -- FJ poi anc C chiaro che il teorema è vero se la

,~’ soddisfa le condizioni del n. 2, § 3 o quelle fina~le del n. 3, § 3.

2. - Se ci si limita a considerare la classe ~ di curve ordinarie C

introdotta nel n. 3, § 2 allora i risultati del nume! o precedente e 
vaziolle 1 valgono rispettivamente indipendentemente dalle ipotesi 3) b) del

Un’analoga considerazione va fatta per i risultati (Iell’ossei-vazioite Il

(lel nnmero precedente.
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~ 

CAPITOLO .

La seinicoiatintiità di 

,i ~, - Condizioni i del I e II f,lpo.

1. - Premettiamo alcune defi lizioni.

Intendiamo qui per A » un insieme di punti del piano (x, y)
che contenga ogni suo punto di -, ee  ul azione posto al finito.

La funzione ,f (x , z , yi , y, , yi , y~) (26) sia definita per ogni coppia di

punti (x , y~) , 1 (z , y,) di A e ogni valore finito di y; e y~ 2 e continua in ogni
punto (x , z , y , y., , yi , y~) in cui è definita insieme alle sue derivate parziali
// ’ /’ ’- Per uantenere l’analogia con I (y1, ,y,) si può anche" 1 

indicare ogni coppia (x, yl) (z, Y2) di /i con il punto (x, z , yz) dell’in.
sieme nello spazio a quattro dimensioni, A X A .

Diciamo J » ogni funzione assolntalHente continua y = y (x)
(cc x l) appartenente ad se inoltre esiste finito llíntegrale

tvllora, diciamo che C’ è una ».

Dicianio poi che una curva C [y (x) , c x hJ ] 
a Pintorno (o) di un’altra CLlI’PcL C

1°) per og-ni x comune ad (n, ~ b) e

2°) per x ~ a e appartenente ad (n ~ b) è

(2f!) Si è soliti, comiderando I (y), limitarsi alle fnnzioni f tali che

il che non toglie, come si può facilmente vedei’e, generalità al problema ; per quanto di-
remo è però jnntile introdurre questa limitazione.
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3°) per e appartenente ad « , 1» è

Si introducono poi nello stesso modo le altre oefiuizioni del 11.1, § 1, Cap. I.
Anche per il funzionale I (y) le (ai, come risulta dallo stesso esempio

del n. 2, § 1, cap. I non sono sufficienti per la semicontinuità inferiore

in tutto il campo; lna esse non sono nenllneno più necessarie. Ed in realtà,
come ha messo in rilievo nei lavori citati S. FAEDO, vi sono diversità no-

tevoli tra I (y) e I (yl , y?). Tuttavia è chiaro clle ogni condizione sufficiente

per la semicontinuità di può essere interpretata anche come con-
dizione sufficiente per la semicontinuità di I(y), la cui geiteralità dipende
dalla generalità della stessa condizione ver I 1 Y2)’

È evidente dunque che i ragionamenti fatti nel capitolo precedente,
portano, sotto le stesse ipotesi (27) circa la ,t, ag-li stessi risultati auche per

I (y). Si possono quindi enunciare altrettante condizioni sufficienti per la

semicontinuità di I (y).
Ilrdicheremo tali condizioni come condizioni I tipo.

2. - Ma accanto ad esse possono ottener8i anche altre condizioni suf-

ficienti che permettono di considerare anche a tre classi di funzioli f’ assai

iJnportanti. Queste nuove colldizioni, che el i-, ,t ere o condizioni del II tipo,
si ottengono partendo (dalla seguente osservazione.

Supponiamo clle la funzione j- soddisfi alle ipotesi I), lII), IV) e 

dol n. 1, § 2, cap. I e inoltre alla seguente ipotesi

II’) ogni parte A di A 8i tre N,
Y’ coit v, &#x3E; 0 e Y’:::&#x3E; 1, tcrii che 

pe1’ ogni (~, r 1) e (z, y.,) A e I ~; ~ ~ Y’, I ~’~ ~ ~ ~r’; e 

per- ogni coppia (x,Y~) e ( ~ , ~~) di i A e per y ~ í e y’ 

(?7) Naturalmente enunciando le 1),... (e tutte le altre ipotesi del cap. 1 anlla f) le
inteudian o adattate alla nuova noniciielatiii-a introdotta per 1 (y): in altre parole si tenga
presente che i e d introdotti nel 1 f1ap. I comc dono ora rispettivamente
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Allora è faeile vedere che gli stessi liylmmrllenti del n. 1, § 2, cap. I

per nettono di dimostrare che è in tutto A.

Consideriamo infatti una curva &#x3E;idi niiria C [!y (x) , n  a ir appartenente
ad A e indichiamo con /1 a parte di ,~’1 appartenente al]’ intorno unitario di

cli i C. Siano F’ i numeri corrispondenti A secondo l’ipotesí II’)
e si considerino tutte le curve ordinarie appartenenti

propriamente -,il]’ iiitor o unitario di le quali è verificata la I (y)  I (y).
ognuna c3i esse, detto E Il insieme dei j&#x3E;niiti (I1 «( b) incni è ) [

&#x3E; f oppure non esiste ti ii ita e (E) il l complementare di E in

(r~ , b), risulta

con H costante indipendente da c. Risu ta dunque analogamente alla
(H) lf11 11. 1. 2, eap. 1 :

Non resta ora che adattare i ragionamenti del n. 1, § 2, cap. I, tenen-
do presente che 1 (y) si ottiene da I (y1, y2; se y1 (x) .= y (x) e Y2 (z) = y (z).

Con gli stessi ragionamenti si ottiene anche la semicontinuità inferiore

di I (y), se f soddisfa le ipotesi I), I11), IV), V’) dei n. 1 ~ e 2, § 2,
cap. I e la 

3 Annali della Scuola Pisa.
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Sfruttando poi questi risultati e con gli stessi ragionamenti dei n. 1, e

2, § 3, cap. 1 si ottiene che I (y) è semicontinuo inferiormente in tutto A,
,s(~ la ~’ soddisfa le ipotesi enunciate rispettivamente negli stessi n 1 e 2,
§ 3~ cap. I, dove però la 3) b) e la 3) b’) vanno sostituite con la

3’) b) j&#x3E;er ogiii coppia (x, y,) e (z, J) ci A e per ’ sia :

3. -- Anche al teorema del n. 3, ~ 3, cap. I corrisponde una analoga
condizione del Il tipo. Precisamente dimostreremo che I (y) è semicontinno
inferiormente se la L soddisfa alle ipotesi 1), 2), 4) (o 4~’)) del n. 1, ~ 3.

cap. I alle corrispondenti del 11. 2, ~ 3, cap. r I e i nol tre vlla :

3’) per ogni coppia di punti A si 

a 7 s v y., e l{ R ’r’ i, la7i che per
(x, yj) e (z , y.,) oi A (x , Y ~) e 

pC1’ di i 1~~~ sia:

h) o iuoltw, caso clte x - z ~ y === y.~ per le (x,y,) e (x~y~)

per i
Sia infatti i C y (,) cc ,x h una curva ordinaria appartenente ad yt.

lo stesso ragionamento dei 11. 3 § 3, cap. 1 potremo dividere (’ 

archi CI, eoriispondeiiti alla suddivisione (1 «1  ) iii n parti mediante i punti i

~o=~i?’’’?~?’’’~=~~_== ~~~(’~)’ ~ (lc _-_ 0,1~..~~2013 1 )~
111 modo die per ogni coppia C~? e di essi (h y lc = 0 , 1 , , , . ~a - 1 ) si pos-

sano trovare 7 numeri con e Pl ,k

positivi e I’í,l,. 1 tali che per tutte le coppie e (z y.,) (li )11s111 di 7t

appaia ene ti i-isl)ettiva,inente agli intorni (Ol’) di e (,’k sia :

per ogni yl e y’ 2 e~ xe è = k

per ~ I
il più piceolo (lei eh k e pi v grande degli ( ==0

~~,.,,7z -- 1). 
’
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Consideriamo ora una qualunqne curva ordinaria Gr 1,"), di

A appartenente propriamente a rintorno di C, per la quale è I (J) I (J).
Potrellio evidente ne Lte supporre (lo pi ù piucolo auclie di - ao e di

aH - j , cosicclcè Fintervallo (o , b) viene diviso mediante i punti a,o - r 

((1 == ~ ~ ~ = ((/2’...’ a ,i - i = «,,i_ , , archi ~.T’~/~~.~ ]
(11 - () , 1 , . , , , rz -_. 1) appartenenti rispettivamente llrill intorni

mulii eh di (j. 

Dopo di dalla (26) risn ta. per fi , k == O 1 , ... 2013 1 :

li* è una costante positiBTH dipendente solo dai numeri 

y (,x) .
I ~y’ (x~ ~ j .~’~ oppure

(,1’) nOH esiste nmta, % (F il comp!eme! tare di in ((( ò) e Eh (/==0 ,..
.. ? )t - ) le parti di àf contennte 111 G( l(T) , risulta per la curva C ora
considerata :
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(1 () ve Il H mm positiva (la (f.

quindi i n idteperlastessaO

Coi si(leri,,t io sempre per la C snjii&#x3E;ii1lettii, 1,,1 di’erenza
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Ciascuna delle differenze

poiché valgono le (28) e le ipotesi l ), 2), 4) (o 4*)) del n. 1, 3, I (op-
pure le corrispondenti del n. 2, ~ 3, cap. I) può essere trattata con gli
stessi ragionamenti del n. 1. ~ 3, Cap. I (si ricordi anche il n. 4, ~ 3, cap. I).

Ne segue dunque la semicoutinnità inferiore di I (y) anche in que-

sto caso.

4. -- Osserveremo iWue (e la cosa è naturale) che un’estenxione della

seiiii.oi&#x3E;tii&#x3E;uità di I (y) analoga a quella data nel § 4, I, si ottiene sen-
z’altl’o in modo analogo, se la ,f soddisfa ad una qualunque delle condizioni
del I o II tipo poste in rilievo nei IlLllllel’1 precedenti.

~ 2. - Confronto eon i risultati precedenti.

Ì~ opportuno ora domandarsi se le condizioni trovate per la semiconti-

nuità di I (y1 , y~) e di I (y) hanno una sufficiente generalità, soprattutto in
relazione con gli ulteriori sviluppi della teoria.

Anzitutto osserveremo che sotto abbastanza largite ipotesi di regolarità
anche i casi particolari studiati dal FiTBINI e dal TONEIJLI possono rientrare

nelle condizioni i qui enunciate.
Il FuBiNi (28) ha considerato il funzionale 1 (y) nel caso che sia :

c , e ; ,4 , H , C , jE sono funzioni di (x , z) nel quadrato Q
(O ~ ~ ~ 1 ; O = z c 1) continue con derivate parziali rispetto a x e z limitate
e integrabili in () e inoltre b , c, e, si mutano G’ , E, scam-

(28) v, luogo citato in (i) pago 225.
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hiando x con z e 2, e p sono funzioni simmetriche di x e y ; ed ha suppo-
sto anche che fosse una forma dennira positiva o più generalmente po-
sitiva quando almeno una delle zy e yL è =f= 0 , Q-itesto caso, se sup-

poniamo in più che le derivate parziali delle ac , b , c , e , A , B ~ C~ ~ l: ~ ~ , ,u
siano anche continue in Q, rielltra evidentemente nella classe di funzioni f
considerate nel 2, ll. . I funzionali I (Y1 , Y2) e 1 (y) a essa relativi

sono quindi semicontinui inferiormente.
L. ToNEijLi ha dimostrato la semicontinuità inferiore (Iell’integi-ale

dove ..g (x , z) è una funzione cnntinua, e positiva nel quadrato () 
~ 1 ~ 0 = z ~ 1). Anclie in questo caso è evidente che la funzione K (x, z) y’1 y.’,2
rientra in quelle (-onsi(lerat(, nel n. 2, § 1, cap. II, se amiiiettia i o in più
1’ ipotesi che K (x , z) abbia le derivate parziali tIp] primo ordine rispetto a
~ e z continue in ~.

Ma è sopratutto dalPapplicazione ai teoremi snll’esistellza del miuilllo,
di cui tratterò nella Memoria a questa suceessiva, che mi seint)ra risulti che

le predette condizioni presentano una sufficiente generalità.

alla il lU 19_(~~ ]

(29) v. luogo citato per prh o in (3) B . u. ’’.


