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SULLE FUNZIONI ASSOLUTAMENTE CONTINUE
IN DUE VARIABILI (%)

di LAMBERTO CESARI (Pisa).

Una funzione f(z, y) definita nel quadrato 4(0, 0, 1, 1) si dice assolutamente
continua secondo TONELLI se, per quasi tutti i valori z e y di (0, 1) le £(z, y)
e f(z, y) sono funzioni assolutamente continue rispettivamente della y e della
in (0, 1), e se inoltre le variazioni totali V,(z) e Vi(y) della f(z, y) e f(z,¥) in
(0, 1) sono funzioni, rispettivamente della z e della ¥, integrabili in (0, 1) (3).

Una funzione assolutamente continua & dotata quasi ovunque in 4 di deri-
vate parziali prime e queste risultano integrabili L in 4. Una tale funzione pud
perd non essere differenziabile secondo SToLZ (®). S. SAKS (*) ha costruito
infatti un esempio di funzione assolutamente continua che in nessun punto di 4
¢ differenziabile secondo STOLZ.

-

Scopo della presente nota & di dimostrare (§ 1) il

TEOREMA. - Se f(z, y) é assolutamente continua secondo Tonellt in A
e le sue derivate parziali prime sono integrabili L*** con un a>0, la f(z, y)
é differenziabile secondo Stolz quasi ovunque in A.

In questo teorema la sola derivabilith L? delle derivate parziali prime della
funzione non & sufficiente. Infatti utilizzando il metodo usato da S. SAks &
possibile costruire (§ 2) un esempio di funzione assolutamente continua
secondo Tonelli dotata quasi ovunque in A di derivate parziali prime
integrabile L* in A, che tn mnessun punto di A é differenziabile secondo
Stolz.

(Y) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore di Pisa.

(*) L. ToxeLLI : Sulla quadratura della superficie. Rend. Reale Accad. dei Lincei, Ser. VI,
Vol. III (1926), pp. 633-638.

(®) Una funzione f(z, y) definita in 4 si dice differenziabile secondo SToLz in un punto
%y, Yo) se per tutti i punti (z,y) di 4 si pud scrivere

i@, y)— f@y, Yo) = M —ay) + Ny —y,) + 08(@, 9, %o, Yo)
ove M, N sono indipendenti da = e y, o =V(@—my)?+ (y —¥,)? ed esiste un infinitesimo &(o)
tale che ‘ e(z, 9, Zyy Yo) l < &(g) lin(l) £(@)=0.
o>

(%) S. SAKs: On the surfaces without tangent planes. Annals of Mathematies, Ser. II,
Vol. 34 (1933), pp. 114-124.
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92 L. CEsARI: Sulle funziont assolutamente continue in due variabili

§ 1. - Dimostrazione del teorema.

1. - Sia f(z, y) una funzione soddisfacente alle ipotesi del teorema.

Sia (2., yo) un punto di 4 e sia C= C(z, yo, 7) il cerchio di centro (z,, ¥,)
e raggio r del piano (z, y).

Cominciamo col dimostrare che esiste un insieme E di misura nulla di
puntt di A tali che per ogni punio (z,,y,) di A fuori di E e per ogni
coppia di numeri realt ¢, e ¢y, st ha (%)

2+a of 2+a
@ lm L f f 5 }dxdy_
C(@g, Ypr 1)
To Yoo T _ g 24a of 9ta
o % PR dy —Ce %z-rzo.
Y=Yy

Sia e l'insieme di misura nulla di punti di 4 costituito di tutti i punti del
contorno di 4 e di tutti quei punti in cui non é:

bf Lt Of t+a
lim "E = | co.
=0 T o z=1,
C(wo, Yor r) Y=Y
. N . - of
Sia ¢ l'analogo insieme relativo alla derivata 5y

Sia ¢ un qualunque numero razionale e diciamo e, 1’insieme di misura
nulla dei punti di 4 in cui non &
, [24a bf
— <oco.

1 Iad
lim —, dzdy=|+
rgrcli ar® ]f y= T=Tg

C(zg, Yoy 7) Y=Y

2+a

Diciamo ¢’ !’analogo insieme relativo alla derivata or . Sia infine
g 3y
E=ete+D e+ €0,

ove le sommatorie sono estese a tutti i numeri razionali ¢’ positivi e negativi.
E & di misura nulla.
Sia ora (z,, ¥,) un punto di 4 fuori di £ e ¢ un numero irrazionale.

of [1+a ..
Siano N > un numero reale finifo, ¢>0 un numero reale e ¢’ un

numero 7razionale tale che
/ 7 £ &
@l <lels le=el<z)
(5) Cfr. per questa proposizione e per la sua dimostrazione il ben noto Lemma di
Lebesgue : H. LEBESGUE: Recherches sur la convergence des series de Fourier. Math. Annalen
Bd. 61 (1905), pp. 251-280. V. anche L. TONELLI: Serie trigonometriche. Zanichelli, 1928, p. 174,
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Sia inoltre 7, >0 un numero tale che per ogni 0<<r<<7, si abbia

2+a 2+a

dz dy—'

<e,

ar?

c(-"'o;?lo, 7)
bf 1+a of 1+a
L f/ dady < |5/ SN,

C(@gYgr 7) Y=Y
E allora, per ogni 0 <7 <7,

1 of 2+a 1 of 2+a
;r—,m% ‘ dedy— Mgﬂa—c dxdy|<
2+a of 2+a
<z [ ||z == [z e[|y <

<z 2] 11 <
< C.Clo— clgmsz of

< 0.0 le—c| }N+N+ |c|‘+“§ <80,Cie

1+ad dy+]0|1+a£ <

ove C, e C; sono costanti che dipendono solo da a (°).
Infine

dz dy 02€+301028——(1+50402)8

)2+a

of 2+a
el
T=0,

ar?
c o

Ne segue che in (z,, ¥,) si ha

lim — f f
>0 %7

C(zy, Yoy ")

bf 2+a

2+ad d:l/—- ‘

$=Z°

Analogo risultato si ha per la derivata b—; . La (1) & cosi dimostrata in

tutto 4 fuori di E e qualunque siano i numeri reali ¢, e ¢;.

2. - Da quanto si & visto nel numero 1 segue, in forza della (1), che in tutti
i punti (z,, o) di 4, ad eccezione al pill di un insieme £ di misura nulla, si ha

bf
@) llII; ar f [ bm z.s;,,-

0
C(Zgs Yoy 7) =Yo

ey (o
oy 02/>z=x.,
Y=Y

2*“% dedy —0.

Diremo I.(z,, ¥,) la quantitd sotto il segno di limite.

() C, e C, sono quelle costanti positive minime per le quali, qualunque siano i numeri
reali @, b, e >b> 0, si ha @*T*—p*To< ' THa—b), (@+ )< CatTe4019).
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8. - Sia Q= (2., ¥,) un punto énferno ad 4 e sia £ una curva continua
tutta ¢nferna ad A4 e dotata nelle coordinate polari (o, ), z=z,+ o cos 6,
y=Y,+o0 sen 0, di rappresentazione

o=0(0), 6,<6<0,, (0<6,<6,<2n, 0,—0,=w)
ove o(0), 0<r, <p(0) <7, & una funzione continua di ¢ in (6,,6,). Sia L la
regione di 4 formata dai punti (o, 0) tali che
0<p<0(0), 0,<0<0,.
Dimostriamo che se per tutti ¢ punti (z,y) di £ st ha

lf($, y)_f(zm ?/o)l = 0 > 07
allora

3) ﬂ {

ove C é una costante assoluta che dipende solo da a e che é >0 per a>0.
Per =0 la (3) & evidente. Sia dunque 0>0. Sia /,>>0 la minima distanza

di £ e di Q dalla periferia di 4. Diciamo [a, b, ¢, d] il quadrato /, <z, y <1 —{,.
Siano

of
o

2+a of

5y dzdy >

2+a] C6*t %

(2]
T2

O, y), FO@ Y FO@, y)yon

i polinomi di STIELTES (7) della funzione f(z, y) in 4. E noto che, uniforme-
mente nel quadrato (a, b, ¢, d) e quindi in Z, si ha

lim 7Y, =f(z, y)
>0

e inoltre

>0

lim {f % | FQ |2t | £O) [2He % dzdy =//g | £, [2e+ | fy|2+ai dzdy.
T L’

Sia 0<<o<<1 un numero arbitrario. Esisterd un intero ! tale che per ogni
(z,y) di £
l f(l)(xy ?/)‘f(l)(xoy ?/O)l > 6(1_G)v
e inoltre

(4) f/% |FO Py | [”“% dady<o+ [ {15+ 5[ § dsdy.
Z gL

(") Cfr. per una trattazione generale di questi polinomi L. ToNELLI: Sulla rappresen-
tazione analitica delle funzioni di piw wvariabili reali. Rend. Circolo Mat. di Palermo,
Tomo XXIX (1910), pp. 1-36. Per il teorema che qui occorre vedi S. CINQUINI: Sull’appros-
stmazione delle funzioni di¢ due variabili, Annali di Mat. pura e applicata, S. IV, T. XI
(1933), pp. 295-323 n. 3, Teor. III, nel quale si faccia L=D, D,=D'=A4.
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Diciamo 7T I'integrale a primo membro e osserviamo che la funzione 7®(z, y)
& dotata di derivate parziali prime continue in tutto 4 e quindi, introdotte le
coordinate polari (g, 0), si ha

FO _ 0

o cos 0 — ° D sen 6, f(l) f“) sen 9+ " cos 6.

Da qui si deduce
[T+ (A7 = (27 + [37°]
(A0 < 2 max [[#7], [#7]]
| £O |2+a ottaly o “ O+ |0 ] <

<
< 9l +aha [ Ifil) |2+a+ |f.1}” |2+a] )

Ne risulta
61 o(6)
() [2+a
T/21+a/2f] | £ P+ dg d.

Sia ora O un numero qualunque, §,< 6 <6,, e si ponga
0(0)=a, o=at, 0<E<], o< <a<r
8(0) =7V [0(6), 01 — FP(zo, o),  [6(0)| > 6(1—0)
e infine su tutto il segmento z=x,+4 0 cos 0, y=y,+p sen 6, 0 < o < 0(6),
rO@, y)=FO(z,, y) +0O) (), 0<i<L1.

La funzione ¢(?) riesce una funzione dotata di derivata prima continua in
(0, 1) e ¢(0)=0, ¢(1)=1. Si ha infine

()
f@lfﬂ”a |5(9)l ft PR
0

Ma esiste una costante C, che dipende solo da a e che &8 >0 per a>0
tale che (%)

1
[tlg®lat=>C  p(0)=0,  p(1)-1.
0

(®) L. ToNELLI: Un teorema sul Calcolo delle Variazioni. Rend. Reale Acead. dei Lincei,
Ser. 6% Vol. XV (1932), pp. 417-423.
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Ne segue successivamente

[@ ' or®

1 0(1—.;)”“ o

e <, C186) [2te . c1—a)®t?
> =

r*

o2t

cl—o)’t%w

24a
21+a/2 rza 0

e infine per la (4)

1 —o)t%w
21+a/2 rza

dzdy > s+a_g

bf 2+a of
Oy

2+a€

Ma 0 <6< 1 & un numero arbitrario e quindi

() /j {5

ove C & una costante assoluta che dipende solo da a e che & >0 per a>0.

bf 2+a bf

2+a%d dy > —_62+a

21+a12 7’

4. - Sia (z,, ¥,) un punto di 4 fuori di £. In (z,, y,) esistono entrambe

finite le derivate g—f , o . Consideriamo la funzione
z’ Oy
of
#(@, Y)= 1o, 9)— a0, yo — (57, _, @=a) = (), @—0).
?/_?/o Y=Yo

11 punto (z,, y,) & interno ad 4. Sia » abbastanza piccolo perche anche il
cerchio C(z,, ¥, ) sia tutto interno ad A4.

Diciamo 4, B e C, D le intersezioni del contorno di C con le rette z=z,
e y=y, rispettivamente.

Sia P=(z, y) =(r cos 0, r sen ) un punto del contorno di C e poniamo

s 3
min | @(z,+&¥,) —(,y) | se IO——' goppurese‘0—§'<%’
—r<&<
©® apn={ = . 3
min | p(zeyo+7) — (@ y)| se |6] <7 oppure se |6—xn| <.
—r<n<r
Per 0= - ) 3;!, 54“, 1 assumiamo per A(P,r) il pii grande dei due valori

che la (6) fornisce. ~ ~
Sia infine P=(z, y)= (r cos 6, » sen 6) un punto del contorno di C per il
quale A(P, ) assuma il suo massimo valore. Sia questo A(r). Supponiamo, per

fissare le idee, che sia g <6< ‘zf Allora la differenza tra i valori che ¢(z,y)

assume in P e quelli che la ¢(z, y) assume nel segmento 4B & >I(r). Diciamo
L il triangolo APB che & rettangolo in P. La distanza di P dai punti di 4B
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& compresa tra r1=r/|/§ e r2=V2+ Vﬁr. Tutte le condizioni ammesse nel n. 3
sono ora soddisfatte ove si sostituisca al punto @ il punto 17, a £ il segmento 4B,
alla funzione f la funzione ¢. L’'angolo w & qui w==/2 e il punto P, quanto
il segmento AB, sono internt ad A. Per la (5) (ossia la (3) del n. 8) si ha

{[{ | Pu l2+a+ I‘le |2+a} dzdy > g tal2(y _C:'l/é)a/z o A2Fe(r).

Ma
Qo="Fr— (fw)a:=xov py=ry— (fy)$=xo
Y=Y Y=Y
e d’altra parte L & completamente contenuto nel cerchio C(z,, ¥,, 7). Ricor-
dando la definizione di I.(z,, y,) introdotta nel n. 2, si ha

1 Cr
nr? 22+a/2(2 + ]/E)a /2ru

I(zo,y0) > A2te(r).
Ma (z,, y,) & un punto di 4 fuori di £ e quindi vale la (2) del n. 2, ossia
esiste un infinitesimo &(r) tale che

I(%,, yo) < e&(r)
e quindi

22+a/2(2 + Vé)aﬂ
(o]

2ta(r) < r¥eg(r),

1
e se C una opportuna costante positiva e finita e ¢, (r)=¢*+2(r)

(7 Mr) < Cre(r), lim & (r)=0.
r->0

Osserviamo che la funzione @(§, y,) per £=g, & differenziabile come funzione
della sola £ e che la funzione ¢(z,, ) per n=y, & differenziabile come funzione
della sola #. D’altra parte ¢(z, y) ha in (z,, y,) derivate parziali prime nulle
e quindi esiste un infinitesimo &,(r) tale che

|p(zo+ 5 yo) | <7ea(r) per —r<EL<+r,

8
® | @@y Yo+1) | <7es(r) per —r<y<+r.

Per ogni punto P=(z, y) del contorno di C si ha

AP, 1) < Mr)
e in forza delle (6), (7), (8)

| (2, ) | AP, 7) +7es(r) < [ Cei(r) +eo(r)]| =res(r),
ossia

| (2, ¥) — F(@o, Yo) — (—2)(%: o)a=zo — (Y — Yo) (Fy)s=z, | < 7res(r),
Y=Y Y=Y

r=Y(E—2,)*+ ¥ Yo, lim &5(r) =0,
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cid che dimostra la differenziabilita secondo SToLZ della funzione f(z, ¥) nel
punto (Z,, ¥,). Ma (2, ¥,) ¢ un punto qualunque di A4 fuori dell’insieme di
misura nulla £, da cui !’ asserto.

" § 2. - Sull’esempio di S. Saks.

5. - Dobbiamo qui dimostrare che esiste una funzione f(z, y) assolutamente
continua secondo Tonelli in A, dotata, quasi ovunque in A, di derivate
parziali prime f, e f, integrabili L* in A, che in mnessun punto di A ¢é
differenziabile secondo Stolz.

Per questo ci serviremo del medesimo procedimento che ha adoperato
S. Saks (°) per dimostrare 1'analogo risultato relativo alle funzioni soltanto
assolutamente continue secondo TONELLIL.

Sia 7T, la totalita delle funzioni assolutamente continue nel quadrato 4,
dotate di derivate parziali prime integrabili L®. Se u(z, y¥) & una funzione di 7
diciamo norma di « il seguente numero reale >0

= e s, 0+ [ 02+ (2t
00

Diciamo poi distanza tra le due funzioni » e v di 7} la quantitd | w—wv | che
indicheremo talvolta con
% vl
Lo spazio T, & con cid evidentemente metrico e lineare. I facile dimostrare

che T: & completo, ossia che se %y, U,y Up,... € una successione di funzioni

di T, e lim ”urrn un“=0’
m, 1—>00

allora u, converge uniformemente verso una funzione » appartenente a 7, e inoltre

lim g, u||=0 (*°).
n—>00

(®) Loe. cit. in (%).
(1%) Infatti poichd lim [|%, u,||=0 anche lim max |u,—u,|=0 e quindi esiste una
m, n—>00 My N—>CO

funzione w(z, y) continua in 4 tale che lim %, =w uniformemente in 4. Di pil esistono due
7->C0

funzioni g,(z, y) e g.(z, y) integrabili L? (E. W. HoBsoN: The theory of functions of a real
variable. Vol. II, 2* Ed., Cambridge, 1926, nn. 171-172) tali che

7n—>00

11 11 11 11
lim / [ (un)i dzdy = / / gfdxdy, lim / f (un)f, drdy = f f gg dzdy.
n—->Qo n->00
00 00 00

00

11 11
lim [ [(n)o —gs ] dzdy =0, lim / / [(tn)y — ol dody =0
00 "—moo

*




L. CEsARI: Sulle funzioni assolutamente continue in due variabili 99

Diciamo I Vinsieme delle funzioni appartenenti a 7, per le quali in tutti i
punti (z,y) di 4

lim max
t>+0 002

;[u(z+t cos 0, y + ¢ sen 6) —u(z, y)] l = +oo0.

Diciamo A, V'insieme delle funzioni di 7% per le quali esiste almeno un punto
==y, Y=Y, %<xo, Yo < 1——% di A tale che per tutti i 0 < ¢ <}z
max \ }[u(z+ t cos 0, y+t sen 0) — u(z, y)} l <n
0<0<2x
Le funzioni differenziabili almeno in un punto di 4 appartengono ad uno

degli insiemi 4,. Manifestamente To=1 +Z A, e gli insiemi 4, sono chiusi.

n=1

Ma per ogni (z,y) di 4

Ty zy 11
l f [ () dzay — / f g1 dedy \ / () —g,J dody % e
00 00 00

zy
*) lim [ / (s dady = | [ g,azay.
00
La funzione, della sola z, u,(z, y,) & assolutamente continua per quasi tutti gli y,, e
quindi, per quasi tutti gli y,, si ha, per ogni z,

z Yy
[f(un)zda:dy—— fundy, (n=1,2,..).

Ma entrambi i membri di questa uguaglianza rappresentano funzioni continue in 4 e
quindi, per tutt: gli (z,y) di 4,

e quindi per la (*)

zy Y
[ f (tn).s dy = f U Y.
00 0

Infine per la (**)
zy

4 Y
(@) lim f o dy = [ | g1dady.
n—>0 , JJ
0 00
D’altra parte u,-~wu uniformemente in 4 e quindi per la (a)

[udy /]gidzdy

00

/y[u——[gid.z]dy=0.

0 0

e, per il teorema di FuBINI,
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Noi dimostreremo che gli insiemi 4, sono mai densi e allora, per un teorema
di BAIRE, !'insieme I & non vuoto.

Sia u(z, y) una funzione appartenente all’insieme 4.

Poniamo o,= max |u(z, y) —u(z, y')| per tutti i punti P—(z, y), P'= (&', y')
di A tali che PP’'< —:—L . Manifestamente lim ¢, =0.

>0y, .
Consideriamo per ogni intero » i punti Pg‘)z (7—:, ﬁ), 4J=12.,n—1 e

i cerchi Cg”) di centro Pg‘) e raggio r,— %@ Sia 01, 025wy Onye. UNA SUCCES-
sione di numeri reali positivi tali che — log o, >8n(r—1)2 0, <<1 e costruiamo
i cerchi O’g‘) concentrici ai precedenti e di raggio g.r,<<7,. Sia infine v,(z, y)
la funzione identicamente nulla in tutto A4 fuori dei cerchi (Jg’), uguale a
2(on,+7"1/%) nei cerchi C’%-”) e definita in tutti i punti (2, y) della corona eir-
colare C’— C'{” ponendo (*1)

x=%+tcos@, y=£+tsen0, Pn0n < < T,y
log r, — log ¢ -
On(®, y) = 3‘%—1‘;?;’;— +2(0n+ 1),

Per un noto teorema (L. ToONELLI: Sull’integrazione per parti. Rend. R. Accad. dei
Lincei, Ser. 5% Vol. XVIII (1909), pp. 246-253) segue che, quasi ovunque in 4, deve essere

k4

® uz, y) = / 916, y) dE.
0

Sia E l’insieme di misura nulla dei punti di 4 nei quali la § non & vera. Diciamo e
I’insieme di misura lineare nulla dei numeri y di (0, 1) tali che £ sega sulla retta y=y
un insieme di misura lineare non nulla (0 non misurabile) oppure tali che g,(§, ) sia non
integrabile L (o non misurabile). Allora per ogni y¥ =y, non appartenente ad e la (f) vale
per quast tutti i valori z e i due membri della (f) stessa sono funzioni continue di z. Per
tali valori di y la (8) vale allora per tufti gli x e quindi »(z, y,) riesce una funzione asso-
lutamente continua della sola z. La funzione della sola z, u(z,y,) &€ dunque assolutamente

continua per quasi tutti gli y,. Analogo risultato scambiando z con y.
Ma u(z, y) & una funzione continua e quindi I’insieme dei punti (z,y) di 4 in cui maneca
0 . . .
la derivata p(z, y) = % & un insieme di BAIRE (cfr. C. CARATHEODORY : Vorlesungen i. reelle
Punktionen. Teubner (1927), nn. 472, 557) e quindi misurabile. Ma tale insieme sega su quasi

= I . s . 0
tutte le rette y =% un insieme di punti di misura nulla e dunque p(z, y) = -b}afz =g,(z,y)

0 .
quasi ovunque in 4. Analogamente si dimostra che g(z, y) = D_Z =gz, ¥) quasi ovunque

in 4. Dunque p e g sono integrabili L2 e cid basta per assicurare che w(z,y) appartiene a Tj.

A

(1) Cfr. per questa posizione, L. ToNELLI, loc. cit. in (8), pag. 423.
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Evidentemente la funzione wv,(z, ¥) appartiene a T, e inoltre, con calecoli

elementari
n—1

“ vn(z7 ?/) ” =2(0n+n—1/2) + g 2 [f {(?}n): + ('Un):] dxdy % ,
By j=1 din)—C’%”

—2(0u+n711%) o+ (o ) G

_‘lg On

e tenendo presente che — log 9, >8n(n—1)*
| vn(y ¥) | < B(0n+n472).
Se ora consideriamo la funzione w,=wu-+v, & evidente che

lim || %,, v| = lim |v,]|=0.
n—»00 n~—00

Sia Py =(z,, ¥,) un punto qualsiasi di 4. Se
V@0, Yo) < O+t
allora esiste un punto'Pi = (21, ¥1) tale che v (2, ¥1)=2(0n+n "), ﬁﬁ<i
e quindi posto z,=a,+¢ cos 0., yi=vy,+ ¢ sen 0, si ha 0 << ¢, <11»

1
}t—i [un(:vo+ ty cos 0y, Yo+t sen 0,) — un(z,, yo)]

>n- n—!l2=n!/2.

— ‘:_4 [u(g;1 s Y1) F (T Y1) — (T Yo) — Vn(Z0, ?/o)]

Se invece
V(@0 Yo) > On+n12

allora esiste un punto P, = (z,, ¥,) tale che wv,(z., y.)=0, P,P, <;1 e quindi

posto z,=z,+ ¢, cos O,, yi=¥y,+ ¢ sen 6, si ha ancora 0<t1<7—t e

‘tl—i[un(a:o+t4 cos 0., Yo+ £, sen 0,) —un(2,, y.,)]

> nentt=ntl2,

= {tl [u(zi [} ?/i) + vl .?/4) —u(z,, ?/0) —'vn(zo, ?/o)]

1

Dunque se # > N* la funzione %, non pud appartenere ad 4,. Gli insiemi
y Sono dunque mai densi in 7.
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