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DETERMINAZIONE DELLA SOLUZIONE POLINOMIALE
DELL'EQUAZIONE (aiz+ ao)y” + (biz+ bo)y’ —nb,y=0

di ANTONIO MAMBRIANI (Bologna).

Consideriamo l'equazione differenziale
(E) (@ z+ag)y” + (biz+ bo)y’ —nb,y =0,

con a@,, @i, by, b, costanti date, @, e @, non contemporaneamente nulle, b, 50
ed 7 intero non negativo: una tale equazione ha fra le sue soluzioni un poli-
nomio y,(z) di grado n.

Nel caso a,, a1, b,, b, costanti reali, il prof. P. BURGATTI, nel Vol. I di questi
« Annali » (*), si & occupato della realita degli zeri del polinomio y,(z) e poi,
contemporaneamente e indipendentemente, i proff. B. LEVI, nello stesso Vol. I di
questi « Annali » (*), e G. SANSONE, nei « Rend. dei Lincei » (*), hanno completato
i risultati del BURGATTI. Le acute analisi di questi Autori sono fatte tutte senza
conoscere un’espressione di y,(z).

Nel presente lavoro, applicando un procedimento gid da me indicato (*) per
la risoluzione di equazioni differenziali lineari, determino rapidamente per la solu-
zione polinomiale y,(z), di (E), la seguente espressione

1) Yn(®) = (b1 + bo)" + (Z) @by (biz+ Do) 2+
+ (;‘) 1-8(@obs)*(baz + bo)"* + (z) 1.85(@obs) (baz+ bo)™ 5 + ...

(!) P. BURGATTI: Sull’equazione (@, + ag)y'’ + (b,z + I')o)y’——nbiy= 0 e sopra un criterio
per riconoscere la natura delle radici di y,(r)=0. Annali R. Scuola Norm. Sup. di Pisa,
S. II, Vol. I (1932), pp. 165-172.

(®) B. LEvVi: Determinazione della natura delle radici della soluzione polinomia del-
Vequazione differenziale (a,x -+ az)y''+ (b2 + bg)y'—nby =0. Annali R. Scuola Norm. Sup.
di Pisa, 8. II, Vol. I (1932), pp. 255-261.

(®) G. SANSONE: Sugli zeri delle soluziont polinomiali dell’equazione (a,x -+ ay)y'' +
+(8,z + by)y' —nby — 0. Nota I. Rend. R. Accad. Naz. Lincei, 8. VI, Vol. XV (1932), pp. 125-
130. — Ancora sugli zeri delle soluzioni polinomiali dell’equazione (a,x + ag)y'' + (b1z + bo)y'—
—nb,y =0. Nota IL. Idem, pp. 194-197.

(*) A. MAMBRIANI: Sulla risoluzione delle equazioni differenzialt lineari. Atti I° Con-
gresso Naz. dei Matematici di Firenze, aprile 1937 (in corso di stampa).
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nel caso a,=0, la seguente altra
2)  yu(@) =0l (az+ ao)"+n(d+ (n—1)ai)bi (a2 + @0)"* +
+ (’;) 0+ (n—1)a3) (0 + (n —2)a2) br—2(@z + ao)* +

e o e o o s s s s s s s e e s s s s e e s+ e s e s s s a2 s s s s s e e e

"‘(ni 1) 0+ (r—1)ad) 0+ (n—2)@}) .... (6 + &) by (@12 + a0) +
+(:) 0+ (n—1)a2) 3+ (n—2)a) .... (6 + a2

nel caso a,=+0, avendo posto col BURGATTI d=a,b, — a,b,. Possiamo notare su-
bito che la (2) si pud anche scrivere (indicando con D la derivazione rispetto ad z):

-5 b, St b,
2" Yn(@)=a(az+a,) “e @ D*|(az+ @)™ em
ed ancora, quando sia in particolare d=»a; (v=..,—2, —1,0, 1, 2,....),
_bh b
® In0)—arr e s D | (@ ageen],
b b

a, —1'-’5
a en
11 polinomio y,(z) & dunque un polinomio di APPELL (°) o ha molte analogie

—T
qualora si precisi D! ponendo D! —

con un simile polinomio; in particolare, quando & @,=0, a,=1,by=a+1, b,=—1
esso & il noto polinomio di TCHEBYCHEFF-LAGUERRE, quando & a,=1, a,=0,
bo=0, b;=—1 esso & il noto polinomio di HERMITE.

La conoscenza delle eleganti espressioni precedenti di y,(z) permette poi, fra
Paltro, di giungere con facilita alle sopra accennate conclusioni del BURGATTI, del
LEVI e del SANSONE (°).

() Con denominazione introdotta dal PINCHERLE, si chiamano polinomi di Appell in
una variabile ¢ e relativi ad una successione a;, a;, a,.... i polinomi

ayt” + naitn—i -+ (Z) azt""“‘Z e s o (nﬁ 1) Ap—yl + (Z) Ay, (=0, 1, 2,....).

(6) Nel periodo dalla presentazione del manoscritto di questo lavoro per la stampa alla cor-
rezione delle bozze, il ch.me prof. B. LEvI e I’amico prof. L. ONOFRI mi hanno osservato, molto
gentilmente, che la risoluzione dell’equazione, anche pi1 generale di (E), (2,2® + ez + ay)y''+
+ (0,2 + bg)y’ + cy =0 era gia stata fatta in antico. Si confronti, ad esempio:

J. DIENGER: Die Differential-und Integralrechnung, Bd. II, Stuttgart, 1868; in parti-
colare, pp. 119-122. &P

Hs. HOLMGREN : Sur [Uintégration de Uéquation différentielle (ay+ box -+ co?) d_z?; +

+ (a, + b,7) Z—Z + ayy =0. Kongl. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handingar, Bd. 7, n. 9

(1869), pp. 1-58.
Questi autori, perd, — seguendo vie che mi sembrano avere poco i caratteri di proce-

dimento di ricerca — non danno pel polinomio y,(z) espressioni di forma semplice quale, ad
esempio, si richiede ora per rispondere ai quesiti posti dal BURGATTI.
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Rimando ad altro lavoro la deduzione di conclusioni di carattere pilt generale
che discendono dal metodo qui seguito.

1. - Trasformazione dell’equazione (E).
Incominciamo coll’osservare che, essendo ay, a; delle costanti (a, == 0), si ha (7):

4) (212 + a0)" T D(asZ + a0) ™Y = (a1 + ao)y’ — N y.

Consideriamo dapprima il ecaso — pilt semplice — in cui nella (E) sia a,=0,
ciog il caso dell’equazione

(Eo) apyll + (b,.’l: + bo)y' —nb1y=0, (ao :i: O, bi :#: O).
In virtt di (4) quest’equazione si pud scrivere:

(Eo') ao.D?y + (bix + bo)”+‘D(b4$+ bo)ny =0.

Di qua nel numero seguente dedurremo la (1).
Nel caso @, +0 osserviamo che (E) si pud scrivere:

aibo - aobi

(aix‘f‘ao)?/"'l‘gz‘i (mz+a0)+ — % y' —nby=0

od anche, ponendo col BURGATTI @,b,— a@ob,=4,

i) b
(a1z +ao)y” + @ y % + a—: $(az+ ao)y’ —nay }=0.

Quest’equazione, tenendo presente la (4), si pud quindi scrivere nella forma

-2 2

(a1z+ ao) 4 D(az+ ao) Y -|— (aiz+ ao)" M D(az+ @) "y =0

od anche
8 F)

(E)  (az+a) “D(az+a)%Dy+ Z—i(alx—l—ao)”l)(aix—{-ao)— y—0.

Di qua nel numero seguente dedurremo la (2).

2, - Determinazione della soluzione y,(z).
1°). Partiamo da (E,’) ed appllchlamo ad ambo i membri di essa un’operazione
inversa di (b,z+ b,)" 1 D(b.z+ bo)“" quale (b +bo) L(biz+ bo) ™4, dove I

(") Sul significato — del resto molto naturale — della serittura nel primo membro di (4)
e di altre analoghe, si confronti loe. cit. in (%).
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indica « determinazione di una primitiva particolare ». S’ottiene:

(5) ao(biz + bo)n.[(b1$ + bo)—n_lpzy + Y= c(bix + bo)”

con ¢ costante arbitraria. Quest’equazione ha la soluzione formale

(6) y—c ) (—1)a} {(biz+ ) L(Big+bo) D P(biz -+ bo)™.
»=0

Se ora precisiamo I ponendo I(b,z+ b,) = —2—2—1 (b1 + b,)?, si vede facilmente, ese-

guendo i semplici caleoli indicati nel secondo membro di (6), che la (6) ci di una
soluzione effettiva in quanto la serie precedente si riduce ai suoi primi 741
termini, essendo nulli tutti gli altri. Calcolando successivamente questi termini
non nulli e facendo, in (6), c=1 si ottiene proprio 'espressione di y,(z) data da (1).

2°), Partiamo ora dalla (E’) ed applichiamo ad ambo i membri di essa un’opera-

zione inversa di % (@12 + ao)"D(asz+ @)™ quale Z—‘ (a2 + ao)" L(az+ ag)™.
1 1

Risulta :
s

——=—n

(7 3 (@ +a)L(aa+a) % D(as+ a0)% Dy +y—c(az+ao)"

con ¢ costante arbitraria. Quest’equazione ha la soluzione formale

4 3

) a’ ———n —
® y=cS(-1) b—‘ f{(az+a) (@z+a) G D(as+a)’D P (s +ao)m
1

»=0

s 1 . .
Se ora precisiamo I ponendo I(a,z+ ay)= Sa (a1z+ ay)? si vede facilmente, ese-
1

guendo i semplici calcoli indicati nel secondo membro di (8), che la (8) ci da una
soluzione effettiva in quanto la serie precedente si riduce ai suoi primi n+1
termini, essendo nulli tutti gli altri. Calcolando successivamente questi termini
non nulli e facendo, in (8), ¢=1 si ottiene proprio I'espressione di y,(z) data da (2).

3. - Osservazioni.
12). In modo del tutto analogo alla (E,) si tratta Pequazione

ay™ + (byz+ b))y —nb,y=0, (m>2).
Cosi pure, in modo del tutto analogo alla (E) con a,50 si tratta l'equazione
(@1 Z+ @o)y™ + hy ™D + k-« (a.z+ a0)y’ —nka, =0,

con A, k costanti (£=F0). Si possono perd fare delle generalizzazioni molto pilt
estese ed interessanti, come indicherd in altro lavoro.
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29). Circa laltra soluzione ¥(z) di (E), linearmente indipendente da y.(z),
risulta quindi la seguente espressione:

¥(z)=yu(2) [ ye = e
nel caso @,—0, la seguente altra
z _% Y
Y(@)=ya(@) [ya* (@t +an) Lo @ at
o

nel caso a,=F0. Si pud anche osservare (%) che, derivando » volte la (E) e
risolvendo lequazione cosi ottenuta, si ha:

©) Fortgg)— dg a3 )
nel caso a,=0 e

_i_,, n
(10) Yti)g) =B-(a12+ ay) o e M

nel caso a,+0, dove 4 e B sono costanti convenienti se si vuole proprio la ¥(z)
precedente. Ne segue, nel caso a,==0,

(e

Y(@)— 2 f (@—tyre » dt

ossia

Y@)= 2 2( 1)v()xn—v[tve a(3em) 44

e, nel caso a;, =0,

——-{—n b;

Y(:z:)— f @—t)™(at+a) % e n ‘at

ossia

—'i’

nZ( 1)”””(>(a;z+ao) f(a1t+ao) g 4 Z_:tdt.

a0

Y(z)=

Per la determinazione in forma di serie di ¥(z) servono le (9) e (10) ed

(8) Cfr. loc. ecit. in (!), pp. 171-172.
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anche egregiamente le (E,’), (E’) precedenti; ed utile & notare che la (E) nel
caso @;+0 si pud anche scrivere:

s 3
2 k) b
(E ”) (a1:c+ ao) af D(aiz + ao)a’? D (ealz ?/) .

) ']

L (2
— a—‘(a,x+ao) 1 D(awz+ap)™ en y)=0,
i

da cui discende un’interessante espressione asintotica di Y(z); ma su ¢id non
indugiamo per non uscire dall'argomento del presente lavoro.



