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UNTERSUCHUNGEN UBER DIE GESTALT
DER HIMMELSKORPER

SECHSTE ABHANDLUNG (%)
Weitere Beitrige zur Maxwellschen Theorie der Saturnringe.

Von LEON LICHTENSTEIN (Leipzig).
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Einleitung.

Den Entwicklungen dieser Arbeit liegt das bereits in der vierten Abhandlung
betrachtete mechanische Modell zugrunde.

In dem Ursprung eines ebenen kartesischen Koordinatensystems :cA, ;cl} moge
sich eine punktférmige Masse M befinden. Auf der Kreislinie C': 224y =R?
sei ferner eine Massenbelegung konstanter Dichte u fur die Lingeneinheit verteilt.
Die einzelnen Teilchen konnen sich, unbehindert durch die Nachbarteilchen, nach
allen Richtungen hin frei bewegen und iiben keinerlei Spannkrifte aufeinander
aus (?).

(!) Vgl. L. LICHTENSTEIN : Untersuchungen wber die Gestalt der Himmelskorper. Erste
Abhandlung: Die Laplacesche Theorie des Erdmondes, Math. Zeitschr., 10 (1921), S. 130-159;
Zweite Abhandlung: Eine aus zwei getrennten Massen bestehende Gleichgewichtsfigur rotie-
render Flissigkeiten, Math. Zeitschr., 12 (1922), S. 201-218; Dritte Abhandlung: Ringférmige
Gleichgewichtsfiguren ohne Zentralkorper, Math. Zeitschr., 13 (1922), S. 82-118; Vierte
Abhandlung: Zur Maxwellschen Theorie der Saturnringe, Math. Zeitschr., 17 (1923), S. 62-110;
Fiinfte Abhandlung: Neue Beitriige zur Maxwellschen Theorie der Saturnringe, Festschrift
fiir H. v. Seeliger, Berlin, 1924, S. 200-227.

(?) Betrachten wir irgendeine Verriickung der mit Masse belegten Kreislinie d2 4= R?,

bei der der Punkt Po(ilé, 1’}) in 130(:5 + A%, b + Ag‘}) iibergeht, unter A:Q', A% Ortsfunktionen
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Die einzelnen Massen sind durch Gravitationskréifte aneinander gekniipft.
Die zwischen zwei in einer Entfernung 7,, befindlichen Massen =, und m,
wirkende Kraft soll den Wert
1

der auf das logarithmische Potential fiihrt, haben (%). Ein statisches Gleichgewicht
kann natiirlich nicht bestehen. Nimmt man aber an, dass das ganze System mit
der Winkelgeschwindigkeit ,

@ 0=" (M+auR)*

mym
L 2’
Ti2

um den Koordinatenursprung gleichférmig rotiert, so wird ein dynamisches
Gleichgewicht wegen der hinzutretenden Zentrifugalkrifte moglich.

Dieser Bewegungszustand wird gestort, sobald dem System eine weitere punkt-
formige Masse M, hinzugefiigt wird. Wir nehmen an, dass M, um den Korper M,
der festgehalten wird, in der Ebene xA, U gleichf6rmig rotiert. Die Entfernung
der Masse M, von dem Koordinatenursprung heisse R;, die Winkelgeschwin-
digkeit sei f.

In der vierten Abhandlung ist gezeigt worden, dass im allgemeinen fiir

hinreichend kleine Werte von }l;i und u periodische Bewegungszustinde des

Systems existieren (vgl. a.a. O. . 66-83). In dem ersten Kapitel dieser Arbeit
wird dieser Eristenzsatlz auf beliebige u ausgedehnt. Die Bestimmung perio-
discher Bewegungszustéinde héingt mit der Bestimmung periodischer Lisungen
eines Systems nichtlinearer Integro- Differentialgleichungen zusammen, die
durch sukzessive Approximationen erfolgt. Wie immer bilden die linearen Glei-
chungen, die man erhilt, wenn man von den Gliedern zweiter und héherer
Ordnung absieht, die natiirliche Grundlage, auf der sich das Verfahren der

auf C verstanden, die stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung haben. Geht dabei
das Bogenelement d§ in P, in dsd iber, so wird die Dichte ,u der Masse in .i’o der Gleichung

,z;d §— ua ] gemiss festgesetzt. Die Dichte ,u., als Ortsfunktion auf C aufgefasst, hat augen-
scheinlich stetige Ableitung erster Ordnung.

Bei physikalischen und astronomischen Anwendungen hat man sich vorzustellen, dass
die einzelnen Massenteilchen einander nicht beriihren und u die mittlere Dichte der Belegung

darstellt. Die Gleichung ,u.dgz,ud 4 ist die Kontinuitétsgleichung.

(3) Macht man die iiblichen Ansitze fiir die Komponenten der Krifte, die von der Gravi-
tation des Ringes auf irgendeines seiner Teilchen herriihren, so kommt man auf Integrale, die
nicht unbedingt konvergieren, jedoch bestimmte Cauchysche Hauptwerte haben. Das gleiche
gilt, wenn der Ring eine in der vorstehenden Fussnote beschriebene Deformation erleidet.
Diese Hauptwerte betrachten wir als Anziehungskrifte in unserem dynamischen Modell. Man
kommt auf diese Ausdriicke, wenn man sich die gravitierende Masse zunéchst iliber n gleich
grosse, einander paarweise berithrende Kreise verteilt denkt und nachher zur Grenze n — 0o
itbergeht.
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sukzessiven Approximationen aufbaut. Im vorliegenden Falle bieten die « linea-
risierten Gleichungen » einige interessante Besonderheiten dar, auf die niher
eingegangen wird (vgl. S. 190-200). Der Konvergenzbeweis stiitzt sich auf zwei
Ungleichheitsbeziehungen, denen die Gesamtheit der Glieder zweiter und héherer
Ordnung unserer Integro- Differentialgleichungen geniigt und die unter Heran-
ziehung funktionentheoretischer Mittel gewonnen werden (*).

In dem zweiten Kapitel werden in Ausfithrung eines bereits in der vierten
Abhandlung aufgestellten Programms (vgl a. a. O. S. 64) Kkleine (endliche)
periodische Bewegungen des Systems in der Nachbarschaft des dynamischen
Gleichgewichtszustandes bei Abwesenheit eines storenden Korpers untersucht.
Es gibt, wie auch u beschaffen sei, periodische Bewegungszustinde, die
sich als fortschreitende Wellen charakterisieren lassen. Die Dauer einer Periode
héingt von dem maximalen Ausschlag aus der Gleichgewichtslage ab, — diese
Abhingigkeit tritt freilich erst in den Gliedern hoherer Ordnung zum Vorschein.
Eine mechanische Deutung dieses Resultates ist in der vierten Abhandlung
(S. 64-65) gegeben worden (vgl auch a. a. O. S. 103).

ERSTES KAPITEL

Permanenter Bewegungszustand des Ringes bei Vorhandensein
eines storenden Korpers.

§ 1. - Grundgleichungen.

Wir gehen vom dynamischen Gleichgewichtszustande bei Abwesenheit eines
storenden Korpers aus und beziehen die Lage des Ringes auf ein kartesisches
Koordinatensystem z, y, 2, dessen Ursprung mit dem Ursprung des Systems a@, 1'}

und dessen z, y-Ebene mit der Ebene 1@,1’} zusammenfillt. Wir nehmen an,
dass das System =z, y, z um die z-Achse mit der kaelgeschwmdlgkelt w
gleichformig rotiert. Zur Zeit {=0 sollen die beiden Achsenpaare z, :l: Y, Y v
koinzidieren. Die Lage eines bestimmten Massenteilchens P, des Ringes (Fig. 1)

ist durch seine Polarkoordinaten R, % in bezug auf das rotierende Achsenkreuz

(¥) Man vergleiche in diesem Zusammenhang meine kiirzlich erschienene Monographie :
Vorlesungen iiber eintge Klassen nichtlinearer Integralgleichungen und Integro- Differential-
gleichungen nebst Anwendungen, Berlin 1931. Dort werden u. a. Systeme von nichtlinearen
Integro- Differentialgleichungen, die sich bei verschiedenen Problemen der mathematlschen
Physik darbieten, durch sukzessive Approximationen gelost. Der Konvergenzbeweis wird
mutatis mutandis in einbeitlicher Weise unter Zugrundelegung der beiden vorhin erwihnten
fundamentalen Ungleichheiten gefiihrt.
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vollkommen bestimmt (3). Tritt eine stérende Kraft hinzu, so wird das Teilchen P,

Fig. 1.

im Laufe der Zeit seine
Lage gegen die rotieren-
den Achsen, allgemein zu
reden, dndern, seine Po-
larkoordinaten werden die
Werte

@) R+g LY

unter & und o gewisse
Funktionen der Amplitude
% und der Zeit ¢ verstan-
den, annehmen.

Im Laufe der weiteren
Betrachtungen wird es
sich stets um kleine Be-

wegungen handeln. Wir wollen ein fiir allemal |&|< R voraussetzen.

Es gilt jetzt

A s+o
@) x=(R+§)cos(mt+ L )
mithin A
0z 1 d6\ . s+o
(5) 50— — (B0t 57)sin (0r+ 57 +
oy

Wz(R'*‘E)(aH- % g‘;’) cos (wt.*_s‘;") 0

i)
so dass die kinetische Energie 7" den Wert

08

5 sin (wt—l— 3

U —(R+8) sin (wt+£7),

cos (wt-}— g _; 6),

s+o)
’

t

R e E )

hat. Man findet weiter leicht die Formeln

A A

d [ oT or 0% 1 00\2
dt ;55>—5§=W—(R+5)(w+§(ﬁ)y
()

o7

(M

d

()

d <—> S
dt 00 06 R? o

1 00\ 1 0¢
+fza7>7m-

(°) Hier ist s die von dem Punkte (R, 0) bis zu dem gerade betrachteten Punkte gezihlte

Linge des Bogens des Kreises 2?4 y?= R>
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Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des Massenpunktes (R, %) sind
demnach 2% 1 90\2
) = QE ’

® o _(R’*"E)(w"_l_ab_t
i (B9 55 +2(B+8){ 0+

1 006\ 1 0§ _
7 5¢) ot = O
Hier bezeichnen Q:0f und Q.00 virtuelle Arbeiten der Gravitationskrifte, die

auf eine in (R+§, $

gang in die Punkte (R+§+a§, S+"> bzw. (R—}-S, S+6+6o).

R R
Sei C, der geometrische Ort der Punkte P= (R—I—E, s—? .

element ds von C entspricht das Bogenelement ds, auf C,. Wird die Liniendichte
in s, auf C, mit u, bezeichnet, so gilt die Kontinuitéitsgleichung

= 6) befindliche Einheit der Masse wirken, bei ihrem Uber-

Dem Bogen-

9) uds=p.ds, (°).
Sei o die Entfernung des Punktes P—= (R—{—E, S—E—“) von einem beliebigen
Punkte P’ =(R+§', S_-%‘i) auf C,. Der von der Eigengravitation des Ringes
herrithrende Beitrag zu ) hat den Wert
~ . ,0. R . R
(10) %[ wids, 5 log s —x [ uds' 2 1og z.
C. ¢

Hier bezeichnet ds,’ das Bogenelement der Kurve C, im Punkte P’; die Massen-
dichte ist dort gleich u,’. Ferner bezeichnet das Symbol % die Ableitung in der

Richtung der Normale zu C in P (Fig. 1). Die Integrale (10) sind als Cauchysche
Hauptwerte aufzufassen. Diese sind gewiss vorhanden, wenn, wie vorausgesetzt
werden soll, £ und ¢, als Funktionen von s aufgefasst, stetige Ableitungen erster
und zweiter Ordnung haben (7). Man kommt auf den Ausdruck (10) fiir die
Anziehungskraft, wenn man sich die gravitierende Masse zunichst iiber n gleich
grosse, einander beriihrende Kreise, deren Mittelpunkte auf C, liegen, verteilt
denkt und nachher zur Grenze 7»— oo iibergeht.

(6) Vgl. die Fussnote (*). Augenscheinlich kann man einern Punkt des gestérten Ringes
einem beliebigen Punkte des Kreises z® - y?-= R? zuordnen. Ist aber die Wahl einmal
getroffen, so ist damit auch die paarweise Zuordnung aller iibrigen Punkte der beiden
Figuren vollkommen bestimmt. Wegen (9) ist nimlich

/”ds =/,u*ds*,

die Integration links und rechts zwischen zusammengehoérigen Punktepaaren auf C und C,
erstreckt gedacht.

(") Man vergleiche die Betrachtungen auf S. 180-183 sowie die Ausfithrungen in dem
IV Kapitel der vierten Abhandlung dieser Reihe.

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 12
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Der Beitrag der Gravitationskriifte des Ringes zu (), hat, wie man sich
leicht tiberzeugt, den Wert

& , 0 R & 0 R
1) x(1+7e)f/4*’ds* 5;log£)—=x<1+§)//zds’5;10gg,
e, ¢
unter D_ar die Ableitung in der Richtung senkrecht auf (») in P verstanden (Fig. 1) (8).

Ist die Entfernung des stérenden Koérpers M, von P gleich P, so sind die
von seiner Anziehung herriihrenden Beitrige zu Q§ und @, entsprechend gleich

(12) #M, > log & und x(1+ ) o logh ().
Die Anziehung des Zentralkorpers gibt nur zu ) einen Beitrag. Dieser hat den
(13) R+

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lauten demnach
1 00\2
Otz (R +¢& )( R ji)
Mx , 0 R 0 R
it m +%[/4d8 E}log Z +%Mga’ lOg f”

(14)
(B+8)" 3 35 +2R+ D0+ 5 37) 5 3

L0, R >, R
=n(1+72)'{,uds D_zIOgE +z(1+%)M8bAtlog P
C

Sei g, der Abstand der Punkte R, % und R, % auf C, (»,) die nach aussen

gerichtete Normale, (7,) die Tangente in (R, %) zu C. Wie man leicht sieht, ist
(15) /,uds log — = —apu, {,uds log - =0

Es sei £, eine hinreichend kleine Zahl, und es moge

RTINS
<)s|’ 0s%|? | 0s?

=0,

(16) [&], lo],

()s

A A
() In der Tat ist z. B., unter X und Y voriibergehend die Komponenten der betrachteten
Gravitationskrifte in der Richtung der £- und der &-Achse verstanden, der gesuchte Beitrag

zu Qo gleich
AR ndd s+ +o) R4 &
(X R R

+ Y—)50:603—£sin<mt+—1—2——)+ Ilf\'cos(

o g
5 / ' ga ! 0 E
= %00 (1 + ~> | u,'ds, 5 log _e .

*

() Vgl. die Fussnote (8).



iiber die Gestalt der Himmelskorper 179

sein. Wie wir alsbald zeigen werden, lisst sich der Ausdruck

0 R
’ —— p—
’ [ udas 5 log 0
c
in eine Reihe von der Form

7 j / ,uds—log [ puds’ —log +I(‘>+I(2>+

=—7t,u+I(‘)+I

entwickeln, unter I, 1) I® _ Integralausdriicke verstanden, die in bezug
auf &, 0; &, o und ihre Ableltungen erster Ordnung nach s bzw. &' entsprechend
vom 1ten 2ten - gten . Grade sind.

Ebenso gilt

0. R L. R
(18) K- [ pds' 5. tog o [ uds o log -+ KO+ KO+ .
C C

— KO+ K.

Mit Riicksicht auf (17) und (18) kann man (14) nach einer naheliegenden
Vereinfachung auf die Form bringen

(19) 5~ (R0t ;%3)% (MR — T E—wI®
Mx(R+§ ;z+ Rl) —l—xI+;»zM,g % log P
(20) (R+¢) ,lg ;,;’ +2 ( ; g«;) O _ L KO— xRt nM, > = log 5
Wir setzen
(21) w*= 75 (M+nRy)
und erhalten nach einer weiteren leichten Umformung
(22) gf 2w ()6 (w2+]—g) E—nl = (m) +28 3 g:+532 (bt)2
—Mxllg (R; 1": +.. )-{—x[-;—stb log P
@) RYI12Rw % —xREO——20 22 % RR 4R, 2log .

Jetzt finden sich Glieder erster Ordnung links, Glieder zweiter und hoherer
Ordnung rechts vereinigt.

§ 2. - Funktionaloperationen / und K.

Bevor zur weiteren Behandlung der Differentialgleichungen (22), (23) und,
was unser nichstes Ziel ist, zu einer Restimmung ihrer periodischen Lésungen
geschritten werden kann, miissen die Entwicklungen (17) und (18) abgeleitet
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werden. Insbesondere erscheinen explizite Ausdriicke fiir 7®) und K% von
Interesse.

Zu dem Zwecke betrachten wir, wie wiederholt frither bei &hnlichen Unter-
suchungen (!°), neben C und C, eine einparametrige Schar geschlossener ebener
Kurven C,, die sich symbolisch in der
Form C+p(C,— C) darstellen ldsst. Dem
Punkte P—= (R + & g _’3) auf C, entspricht
auf C, der Punkt mit den Polarkoordi-

s+ po
naten R pé, &
Kurve (), stetig gekriimmt.
Es sei g, der Abstand der Punkte

. Augenscheinlich ist die

P,= (R +pé° Hw)
und
Tig. 2. Py = (R +p&, s’—l;de'),

es moge (»p) die Normale zu C durch P, (vgl. Fig. 2), v, den von den beiden
—

—
Vektoren PpP,” und P,O eingeschlossenen Winkel bezeichnen. Betrachten wir
den Ausdruck (vgl. Fig. 2)

@) ZlogE—_¥_ LRy pe (Rpt)cos I

—s + plo’' — 6)]
0wy @p @p @p

—— |R+pi— <R+ps>cos 3i3‘-°—"’}[(R+p§)2+(R+ps'>2

—Q(R—E—pf)(R—l—pE’) OOS 5+1’(0 —6)}

— — |B+pE—(B+pé) cos * “"«—”“’ 2| e+ 2Rpstpree

+ B+ 2BpE +pE*— 2R+ Bp(§-+&) + pEE) cos T eos L2

’

. s'—s . p(o'—o)\]1
—Ssin B sin I3

Das Integral
(25) I,— [ uds’ —1og
oy’

wie die vorhin betrachteten Integralausdriicke (17) und (18) als Cauchyscher
Hauptwert aufgefasst, hat, falls & o und ihre Ableitungen erster und zweiter
Ordnung absolut hinreichend klein sind, etwa die Ungleichheiten (16) erfiillen,

(1% Man vergleiche bsp. meine erste Abhandlung zur Theorie der Gleichgewichtsfiguren
rotierender Flussigkeiten, Math. Zeitschr., 1 (1918), S, 229-284, insb. S. 239 ff.
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fiir alle reellen und komplezen p mit |p|<p* p*>1 eine bestimmte Bedeutung
und stellt eine in der Kreisfliche |p|<p* analytische und regulire Funktion
von p dar. Dies kann man leicht so zeigen. Es sei C derjenige Teil von C, der
in einer Kreisfliche um P vom Radius 7 enthalten ist. Es ist

(26) I,—lim / pds’ - log—

r—0 c—C
Der Integralausdruck rechts ist gewiss fiir alle 7 >0 und alle p mit |p|<p*
regulir, und da, wie man sich wegen (16) leicht iiberzeugt, der Grenziibergang
gleichmiissig ist, so ist auch I,, wie behauptet, in der Kreisfliche |p|< p*

regulir (*!). Es gilt darum

@7) L=IO 4 pI® ... +pmIm 4 ..
mit

- > R
(28) 1m—_ [ uds [ 5 log 2| ()

(1Y) Gelten, wie vorausgesetzt worden ist, die Beziehungen (16), so ist fir alle |p|<p*
gewiss o
—Q”z 1+ k(p) mit [k(p)|<1.
Ferner ist
r__ r__
R-—*—pf—(R-—I-pE')COSﬂ(L—(’):

I PE— E) + (R4 pB)|1 — oos T ELE =),

R
Der Klammerausdruck verhiilt sich fiir s'—s wie g% Augenscheinlich bleibt nur noch zu

zeigen, dass / E—

fiir 7 — 0 gleichmissig konvergiert. Es sei 7, <7, und es moge E}’; den in _der Kreisfliche
vom Radius 7, um P enthaltenen Teil von C bezeichnen. Offenbar ist C; ganz in C enthalten.
Unsere Behauptung ist bewiesen, sobald gezeigt ist, dass

2
A
—C,
fiir 7 — 0 und alle 7, <7 gegen Null konvergiert und zwar fiir alle P auf C gleichmissig.
Nun ist
— D — 02
i PR / gy L[ € 0
e ¢ o
~ 0—0‘ -G c-c'l

a‘)
unter 5—% den Wert der fraglichen Ableitung in einem geeigneten zwischen s und s’ gelegenen
Punkte verstanden. Der zweite Summand konvergiert, wie unmittelbar ersichtlich, fiir 7 — 0
und zwar gleichmissig. Dass auch der erste Summand diese Eigenschaft hat, sieht man nach
einigen Zwischenrechnungen, wenn man allemal die zu den entgegengesetzt gleichen Werten
von s’ — s gehorigen Integrationselemente zusammenfasst.

(*?) Es ist leicht einzusehen, dass alle Integralausdriicke J(™), als Cauchysche Hauptwerte
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und fir p=1 N R
30 pds’ s-log = =IO JOLT@O 4 L T4 |
, o %o
C

Augenscheinlich ist -
g I0= / y’ds’a—a log£= —anu.
Vo Qo

Qe

Des weiteren ist > b
31 IO — / '<_ 21 )
(31) J uds op vy g p/ p=0

und nach (24)

o 0 R 1 d¢g2 , s'—s+ p(6' — o)
(Y s loe g =g o [R+p§—(R+p§)cos e

_%[é—é’cos —»—s+p(6 +(R+p§’) —Gsins_s'l'g(“—a)}.
g

Ferner ist
(33) 2(R+p£)é+2(R+pf’)§'—2[(R+ps>s'+(R+ps')§1cosi‘—“’i,;i‘“’;“’
+2(R+pE) (R +p&) ¢ —o sin s’—s—}—p(a’—-o)’

R
darum
0 0 R y ’
34 (55 5108 )p ’ [R§+R§ — (s Rl
+R(o' —0) sin * ][ - il }—E[E—E'cosTs-i—(o’—o) sin s—;s]
- é;; [2(E+E') sin® s'2;s+(a’—o) sin &= ] sin? SQ—RS
_Qi[g & cos -—+(a —0) sin & 7 8}.
Nun ist aber ’ )
—4R?sin* 7,
so dass (34) sich zu
o 0 R 4R? , s , , —s
(35) (@ﬁloge—) L [2(E+E)sm2 g —2¢ sin? 23]
L s E—g

aufgefasst, einen bestimmten Sinn haben. In der Tat ist dem in der Fussnote (1) benutzten
Satze lber die Folgen analytischer Funktionen zufolge

1 [om 0 R
29 I =1lim — [ f ds ’( log —)J
(29) Fao™ o | ¢ 0¥y @p/lp=0
c—C

N
== lim 1/yd [Dm 0 logz] .
Too™! op™ v, Qplp=
c—C
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vereinfacht. Man bestiitigt leicht, dass der Integralausdruck
(E E—F & §—¢& 4
) R T e e A
¢ ¢

als Cauchyscher Hauptwert aufgefasst, eine bestimmte Bedeutung hat.
Durch ganz #hnliche Betrachtungen gewinnen wir die Entwicklung

37 [ uds' 2 10g §=K<°>+ KO+ KO ..
¢
mit > B
(38) Km=21 { ds’ (bpm 52 10g )p_
Insbesondere ist N R
(0) — / — — =
(39) K cf uds’ -log 3 —0
und
(40) KO— [ pds’ (ap 52 log )
¢
Er ist nun (vgl die Fig. 2)
2 og B_eosepy 1 , —s+p('— o)
(41) 5, log o & = (R +pé&’) sin —T———— ,
mithin 0 0, R 1 (g) +p(e' — o)
0 9 B __ 1 0(e) N . 8—s+po—o
(42) 3 v, log o 9 i p (B+p&) sin ———2——
ep [E' sin 2 ————s + e +(R+p&) 2 ; % cos L ¢ +1§’(6 _——l)] .
Beachtet man (33), so findet man
, s'—s
(48) (55 5 1o gep)ﬂ———(§+§'—(5+5 =) sin U
rfrn A M
+ (o s;s]+-1;[§’sins—z—j-s+(o’—o)coss;s]
oder nach einer einfachen Umformung mit Riicksicht auf of=4R? sin® g 5 Rs
o 0 R o/—e¢ & . §—s
4 _- - _——_—— 2
(44) (()p 5, log Qp>p=o o o sin ——.
Da ferner
=0

ist, so erhalten wir endgiiltlg

o' —o

(45) KW= f uds’ (bp 5= log ) —u f ot ds”
C
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und auch hier kann man leicht verifizieren, dass K®), als ein Cauchyscher
Hauptwert aufgefasst, eine bestimmte Bedeutung hat. Setzt man die eben ge-
fundenen Werte von 7®) und K® in die Bewegungsgleichungen (22) und (23)
ein, so erhilt man

46) 20 —2wzs+w/5 a5 (57 +2 5 5

Yz
2 3 0 R
+g:R2 (bt) i (5 — gt ) H LM, log X,
06 0&
(47) bt3 < +2R0 at ==t Dt at +#RK
+ %.RMg 'D';_ log P
Es sei
2 bY
(48) Q—Max ;|§|, lol; |2, |22 %

Wie wir sogleich zeigen werden, ist, wenn £ hinreichend klein, etwa QéEQO,
vorausgesetzt wird, A A

(49) ], |K|=<a, 0%

unter a, eine Konstante verstanden, wie spiter unter a,, as,... Wir fithren zum
Beweise eine einparametrige Schar geschlossener ebener Kurven C} ein, indem

wir dem Punkte P—= (R +¢, %,) auf C, den Punkt
1
.R+ % S, R (3+ % 0)

zuordnen, und bezeichnen den zu C, gehorigen Wert des Integralausdruckes I

mit I, N R
(50) I,,=é[ pds' 5 og )

Fiir p=0 deckt sich C, mit C, fiir p=® aber mit C,; darum ist I, fiir p=2
gleich 1, fiir p=0 aber gleich I,. Den Entwicklungen auf S. 180-182 gemiss ist I,
eine in der Kreisfliche |p|=Q, stetige, fiir |p|< £, regulire Funktion von p,
iibrigens auch, wenn man unter & und o beliebige der Beziehung Qé%go
geniigende, nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige komplezxe
Ortsfunktionen auf C versteht.

Wir finden jetzt augenscheinlich

(1) L=IO4+I0D L foP L gm

Es sei I' der Kreis vom Radius £, um den Koordinatenursprung in der
komplexen Ebene der Variablen p. Fiir alle |p|< Q ist gewiss
A §
(52) L—s [ 52 d8,  0=Qev, 0=y<2n

27t P
P
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sggie weiter 2r 9 I, s,
(53) o 2ai / @—pr
Wie man sich ohne ernstliche Schwierigkeiten iiberzeugt, ist fiir alle der

Beziehung Qé%[}o geniigenden reellen oder komplexen & und ¢ und alle §=Q,¢t*

(54) [l=a: (*).
Wegen 2 é% 0, ist

1 1 2
I‘s—P[—Z-EQo, ‘T_‘I“,é‘"o’
darum
bzl
(55) e =2 .2:0, - % %"—
Beachtet man, dass m
(56) I—IO4 104 . =] JO_[0— [ dp, /

gesetzt werden kann, so iiberzeugt man sich sogleich, dass in der Tat

A

(87) | I| = a,82

gilt. In einer ganz dhnlichen Weise wird gezeigt, dass auch
A

B7) | K|<a,0Q?

ist.

. 1 . I
Wir nehmen von nun an QéZQO an und bezeichnen mit & o ein System

ganz wie &, o beschaffener, reeller oder komplexer Funktionen, so dass insbesondere

(58) &}, 1], rel=0=lo,
gilt. Es sei weiter
(59) |é—¢), [6—0), ,'52 (e —0)|=0=30.

Die zu E, o gehorige, C, entsprechende Kurve heisse C’ Der zugehorige Wert

des Integralausdruckes [ ist . N R
(60) I—(uds' > log=,
C" o o

unter ¢ der Abstand der Punkte (R-l—é’, i"}%ﬁ) und (R—I-S’, s’_;(’,) verstanden.

A A
Dem Integralausdruck I entspricht jetzt ein ganz analog gebauter Ausdruck I
Dann gilt eine Ungleichheit von der Form

61) |1—1=a,00.

(*3) Man vergleiche namentlich die Formel (24) und die Bemerkungen der Fussnote (i1).
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Zum Beweise schalten wir zwischen C, und O"* eine stetige einparametrige
Schar von Kurven C,, ein, indem wir diesmal dem Punkte P:(R+§, f—%o)
E

auf C, den Punkt
deckt sich C,, mit 0*, fir g=0 m1t O
Der Integralausdruck R
/
0[ ,uds a’-q IOg Q_q’

(s +o+¢q J )) zuordnen. Fiir ¢g=0

(oq Abstand der Punkte F, und P/, », der vom Kreismittelpunkt nach P, hin

gerichtete Vektor), der sich fiir g=0 mit Z, fiir g=0 aber mit I deckt, ist eine
fiir alle reellen oder komplexen ¢ mit |g|=Q stetige, fiir alle |g|< £ regulire
Funktion von g¢.

Es ist nicht schwer, sich davon zu iiberzeugen, wenn man die Formel (24)
und die darauf folgenden Entwicklungen betrachtet und beachtet, dass fiir
alle | ¢ |=Q wegen (48) und (59)

E—¢
Tl’

(62) I5+q o+q"—;“]gg+g=29§§go,

A
Also hat auch der zu I, gehérige Ausdruck I, die gleiche Eigenschaft (!*).
Es sei jetzt I, der Kreis vom Radius £ um den Koordinatenursprung in

der Ebene der komplexen Veriinderlichen ¢. Es gilt dann fiir alle |g|=0U gewiss
0

I
(63) L= [ tyds,  9—Qev, O0syp<on,
I
mithin A 7
2L, 1 Ly
(64) 50~ 3wt | o I
I
Wegen

19—¢|Z25Q wd |h]Sa2 ()

(M) Es gilt N
I=T1—10—1I
mit
I0— —au und =" _, il
B es

ein. Wir finden

Im vorliegenden Falle tritt fiir & der Ausdruck & 4 ¢
A d. r__E__E! '
quIq+”ﬂ——(§+q )—}—y[@s[—g’q_qg_._&(f_—l—i].

Es ist darum tatséchlich I,, eine fiir alle |q|=C 2 stetige, fiir | ¢| < 2 regulire Funktion von g¢.
(!*) Man beachte die Ungleichheiten (62) und die analogen Ungleichheiten, denen die

E—&

partiellen Ableitungen erster und zwelter Ordnung von & -+ ¢q 7 und o+ q

E—¢
4

geniigen

Sie entsprechen der Beziehung .Q< .QO, die bei der Ableitung von (49) zugrunde gelegt
worden ist.
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ist

A
01, 1 27Q0a, Q%4
(65) e
darum infolge ) 5 a
A l\_ an
(66) -1 [ 50 da,
0 .
wie behauptet, i
67) | I—I|=a,00.
In einer ganz #hnlichen Weise kann man zeigen, dass, in naheliegender
Bezeichnungsweise, N
(67") | K—K|=a,02
gilt.

A 1 . . "
Vorhin ist U §§Q angenommen worden. Diese Einschrinkung kann man

auf folgende Weise aufheben. Neben den Kurven C, und C’* betrachten wir die
Kurven C,y, C,y, Cyy, indem wir dem Punkte P auf C, entsprechend die Punkte

1, 1 1,.
R+&+;6-8, st z(o+;6—a),
1, 1 1,.
(68) R+&+36-8, st z(o+;5(6—a),
: 1 3 .
R+&+36E-8, s+ z(o+:(—0)
zuordnen Die zu C*}, C,,,%, (J*,2 gehorigen Werte der Integralausdriicke I und K
mogen I}, I,, I%, Kl, KI, K heissen. Da stets O =20 ist, so geniigen
C, und C,y; €,y und C,; C,y und Cy; C,y und C.

den vorhin eingefiihrten Voraussetzungen. Es gilt darum

A A AA AA A A
\L—1\, LI, L1, |[-]|=a0F,

mithin i
| T—1|= a;Q20
Ebenso findet man
| K—K|= a,20

§ 8. - Grundgleichungen. Fortsetzung.

Sei f die Winkelgeschwindigkeit des Korpers M, und es seien R;, ¥ seine
Polarkoordinaten in der festen .1‘}, &-Ebene zur Zeite ¢. Offenbar ist

B=tytBt P (B8 + R—2R(R+8) cos (ot + 257 —),

0 =R+ + (B+EV—2R+H(R+) cos (V52— E7).

(69)
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Die Winkelgeschwindigkeit der relativen Bewegung von M, gegen das rotie-
rende Achsenkreuz (z,y) ist gleich f—w=y. Wir nehmen y==0 an. Wire y=0,
so wiirde dies bedeuten, dass der storende Korper im rotierenden Achsenkreuz
feststeht. Es wiirde sich dann um ein Problem des relativen Gleichgewichtes
handeln. Wir suchen Losungen der Differentialgleichungen (22), (23) von der Form

(70) E=E&(s, t)=Z(s— Ryt)=Z(u), o' =o0(s, £)=8(s— Ryt)=S(w)

zu bestimmen, unter Z(%) und S(u) periodische Funktionen mit der Periode 2xR
verstanden. Das von uns betrachtete, auf den Punkt R, s des Kreises C' bezogene
Massenteilchen des Ringes hat zur Zeit £ in der Ebene 2, ¥y die Polarkoordinaten

s+ S(s — Byt) s+ S(w)

(71) R+Z(s— Ryt)= R+ Z(u), 3 o

Seine Bahn in der z, y-Ebene erhilt man, wenn man in (70) s konstant hilt.
Sie ist eine geschlossene Kurve, die in der Zeit —n einmal voll beschrieben wird.
Hilt man in (70) ¢ fest und ldsst s das Intervall (0, 27R) beschreiben, so

erhélt man die vorhin betrachtete Kurve C,, den geometrischen Ort aller Teilchen
des Ringes zur Zeit £ in der z, y-Ebene. Sei ), der geometrische Ort der Punkte

(72) R+2(s), Tt

in der Ebene z, , d. h. die Lage des Ringes zur Zeit £=0 (Fig. 3). Die Kurve C,
kann man augenscheinlich dadurch gewinnen, dass man C, um den Koordinaten-
ursprung durch den Winkel y¢ im positiven Sinne dreht. Da der Kérper M, in
der Zeit ¢ denselben Winkelraum beschreibt, so bleibt die relative Lage der
Kurve C, und des Korpers M, unverindert. Die Konfiguration des Systems
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dndert sich also nicht mit der Zeit. Freilich verschiebt sich die Lage eines
bestimmien Tetlchens gegen M, fortwihrend. Die Polarkoordinaten der Masse M,
zur Zeit =0 sind offenbar R, .

Bevor wir die speziellen Funktionen (70) in (23), (24) einsetzen, wollen wir
den geometrischen Ort der Punkte

(13) R+Zw),

in der Ebene zA, zl} einfiihren. Dieser ist natiirlich die vorhin mit C, bezeichnete
Kurve, die Lage des Ringes zur Zeit =0 (!¢). Sei M,, der Punkt mit den
Polarkoordinaten R, 9.

Betrachten wir jetzt wieder das Teilchen, das auf den Punkt (R, s) des
Kreises C bezogen wird, zur Zeit {£. Es gilt zunichst

% _ a7 VE_p., @

0& _Z Do 02 o 2d?S
by du’ oF 7 aur’ Y

Rydu =Ry

™ o -

Die Lage aller iibrigen Teilchen und des Korpers M, gegen das betrachtete
Massenteilchen zur Zeit ¢ ist, wie man nach dem Vorstehenden leicht sieht,

dieselbe wie die Lage des Punktes R4 Z(u), u+S(u) =s— Ryt) gegen die

Kurve C, und den Punkt M,,. Dreht man die Kurve C, durch den Winkel — y¢,
so fillt sie mit ¢, zusammen. Um nicht neue Buchstaben einfithren zu miissen,
wollen wir unter g,, o, P,... Grossen verstehen, die aus den vorhin ebenso be-
zeichneten Gréssen durch die vorerwihnte Drehung entstehen (Fig. 3). Es ist also

z. B. jetzt o der Abstand der Punkte R+ Z(u), — u+S(u) und R+ Z(u'), % (*7).
Aus (46), (47) und (74) folgen nunmehr die welteren Gleichungen :

(75)  LO(Z 8) = 2R2—+2 R “—26022_

—Ry() 2wZ +72Z<S) M"_<1—a§ R3+>
+nI+:VM8 log——A(‘)(Z S),

(76)  LNZ 8)=y'R* S5 2y Ro %2 4 [ 5= —RZS
—2p R R 1M, ) log R=A%(Z, 5).

A A

Im Einklang mit einer vorhin gemachten Bemerkung bedeuten jetzt / und K

Ausdriicke, die sich aus den auf S. 184 ebenso bezeichneten Ausdriicken ergeben,
indem man in diesen s, & o entsprechend durch w, Z, S ersetzt.

(16) Zur Zeit =0 fallen ja die Achsenkreuze z, ¥y und %, § zusammen.
(") Fir Z(u'), S(u') wird kirzer Z', S' geschrieben.
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§ 4. - Ein System linearer Integro-Differentialgleichungen.
Periodische Losungen.

Wir beginnen mit der Untersuchung des Systems der Integro- Differential-
gleichungen

PR Z 4 9y R B 2027 — s [—_ du'—F,(u),

(77
§—3

2R2 —— 2;/Rco + x,u

(w),

unter F,(u«) und F,(u) stetige, periodische, reelle oder kompleze Funktionen des
reellen Argumentes « mit der Periode 2nR verstanden. Gesucht werden perio-
dische, nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Ldsungen
mit der gleichen Periode.

Vor allem, was die homogenen Gleichungen F,(u)=0, Fy(u)=0 betrifft.

Sie haben hochstens endlich viele linear unabhingige Losungen. Dies kann
man auf folgendem Wege zeigen.

Es sei G(& w) die gewiss vorhandene periodische Greensche Funktion der
Differentialgleichung

A

@z 2

@2 zZz 0 (*).
Es gilt demnach %G 20
(78) S — 72‘1‘;0 G=0,

0
G(&0)=G(E 27R), (ﬁ G(& 0)= 5, G(& 22R),
0 0

(79) o G(§ E+0)— 5 G(§ E—0)=—1 (%9,

Sie ist in bezug auf & und % symmetrisch. Wie man sich leicht iiberzeugt,
ist iibrigens G Funktion von &—wu, etwa G(&, u)=A(f—wu). Hieraus und aus
der Symmetrieeigenschaft G(&, u)= G(u, &) folgt

G(—§ —u)=A(—é+u)=A(u—E&) =G, §) =G (& u).

(') Der Buchstabe & bezeichnet jetzt etwas anderes als in den vorhergehenden Para-
graphen. Eine Gefahr der Verwechselung liegt nicht vor.
(*%) Das allgemeine Integral von (78) ist

ST ot
Ce?™ + e TE,

Periodische Losungen mit der Periode 2zR sind nicht vorhanden. Also existiert, wie man
weiss, die Greensche Funktion G.
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Offenbar ist

(80) / o G{& uydu—— [ 35 66 1) =0,
o
(81) i [ 6 wu— [ 53 O u)du—[ & u)]
+0
Wir schreiben die zu (77) gehorigen homogenen Gleichungen in der Form
@Z 2%, wdS B xp (Z—Z,,
PR I= 25wt rm) e W
(82) ¢
gﬂ_‘g_g_“’zs_g ® 4z _ 2P o  xp S'_Sd '
d? 9PR° T “yRdu pR 7R | g2 u
c’
und setzen
a2z 202 a8 20 °
(83) W 2R' Z"—Z W—WS=S-

Nach bekannten Sitzen folgt aus (83)

Z(w) = — [ Gu, u")Z(w")du",

(84) ¢ .

S(u)= — [ G(u, w")S(w")du".
¢

Dies, in (82) eingesetzt, liefert

(85) Huy=22, / D G, w)Sw")du"
;;; ’;’ 166, uny— Gy wVi"ydu",
(86) S(u)=—2 [ = G, u ”)Z(u”)du”+ ol [ G(u, w")S(w")du”
C

+;Z% & [16w, un— 6w, w)iSedu".
¢

Wie wir sogleich zeigen werden, ist
”n /I 'd ' ”n ’ ”
(87) (——[G(u W)= Gl u")]= [ S 160!, w)— G, u)]
é 0

= L(u, u")= O(log |u—u"|).

Die Beziehungen (85) und (86) stellen ein System linearer homogener Integral-
gleichungen, die der Fredholmschen Theorie zuginglich sind, dar.

Es ist vor allem leicht einzusehen, dass L(w,%”) nur von w—wu” abhiingt.
In der Tat ist

L, u")— [ LED G+, W+ )= G+ 5, ut = L(u+fy w"+P)

da g, augenscheinlich mit dem Abstande der Punkte «’+ § und «+ f identisch ist.
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Man iiberzeugt sich ferner ohne Miihe, dass
(88) L(u, uw")=L(u", w)
gilt. In der Tat ist du

Liw )= (%

") — G(u, u”)]

und (Fig. 4), wie man leicht sieht,
L', w)= [ 2 [6(@, w)— G, w)].

172 a’
2 Nz ¢®
% u —
Wir denken uns (Fig. 4) u allemal %’ so zugeordnet,
dass %' —u”=wu—w gilt. Alsdann ist

0+=00) G(ulr u”) = G(u’i ﬁ) = G(QZ u)r

da G(& w) lediglich eine Funktion von &—w ist. Da
endlich G(u, w”)=G(u", ) ist, so gilt in der Tat die
Fig. 4. Beziehung (88).

Es sei jetzt u irgendein fester Wert in dem Inter-
valle <0, 2nR>, und es moge ¢>0 eine feste, im {ibrigen beliebig kleine Grosse
bezeichnen. Es geniigt wegen (88), um (87) zu beweisen, das Verhalten des
Integralausdruckes (87) fiir alle #” in dem Intervalle u<u"< 1w+ ¢ festzustellen.

Wir setzen (Fig. 5)
u+a u—]—2nR—a°

n d ”n ’ ”
(89) L u) = [ (6w, w)— 6w~ + [
u+2nR—a° u+a’
=L+ L, (a® konstant, ¢<a’<nmR).

Offenbar brauchen wir uns nur mit dem Integralausdruk L, zu beschéftigen.
Wir bemerken, dass D,Z G(u”, w') sich gewiss iiberall stetig verhilt, indessen
——G’(u” ') im Punkte «” einen Sprunor erleidet,

07 G, u"+0)— ()7 Gu’, v’ —0)=—1.
Sei jetzt

— "ot ' v " , .
(90) G(u”,u’)= G(u ,u)—l—(u ’U,) fir v'=su'su+a’,

Gu”,w') fir wu+2aR—a'=w'=u".
- . = 0?
Augenscheinlich sind G(»”, %'), () ) S
U+2nrR—a' =u'=u-+a’, usu"<ut¢

stetig, so dass das Integral
u+a°
| 216w, w) -G, w)

u-[—2rtR—a°
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gewiss existiert und, wie man leicht zeigen kann, eine stetige Funktion von w”
darstellt.
Der Integralausdruck (89) verhilt sich nach alledem wie
© wfad
—/ W du' = —log ;7— +g(u” —w),

unter g eine stetige Funktion verstanden, w. z. b. w.

Es sei noch bemerkt, dass wir bei dem Ubergang zu Fredholmschen Integral-
gleichungen in (85) und (86) in den Doppelintegralen rechterhand die Reihenfolge
der Integrationen zu vertauschen haben. Die Zulis- are g r
sigkeit dieser Vertauschung ist leicht einzusehen.

Einem Fundamentalsatze der Fredholmschen
Theorie zufolge kann das System (85), (86)
héchstens endlich viele linear unabhingige Nullo-
sungen haben.

Wir beweisen, dass die (nebst ihren Ablei-
tungen erster und zweiter Ordnung) stetigen
periodischen Lésungen Z(u), S(x) der Integro-
Differentialgleichungen (82) stetige Ableitungen Fig. 5.
aller Ordnungen haben.

In den Tat bilden, wie man sich durch Einsetzen in (82) leicht {iberzeugt,
die Funktionen Z(u+a), S(u+a) fiir alle a ebenfalls ein System periodischer
Losungen von (82). Offenbar haben die Funktionen

u+nRk
u+2nR~-a’

utay

O Z(u) = { Z(u+ a)da— [ Z(B)ap,

91) 0 e (a0 konstant)

08(w) =/ S(u+a)da= [FS(ﬁ) g
p /

u

die gleiche Eigenschaft. Darum auch die Funktionenpaare

u+ag u+tao
®Zw)=[WZP)dp,  OSw)=[WS(B)dp,
@2 et e

OZ(u)=[@ZBF)d,  OS(u)=[OS(B)df,.

u
Da es nur eine endliche Anzahl linear unabhiingiger periodischer Losungen gibt,
so bestehen gewiss Beziehungen von der Form
Z(u) +1aWZ(u) + .... +'aWZ(u)=0,
S(u) +1aMS(u) + .... +'aDS(u)=0,
Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. . 13

(93) (*a,...., '@ konstant).
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Augenscheinlich besitzen Z(w),..., OZ(u); OS(u),.., OS(u) stetige Ableitungen
der drei ersten Ordnungen, also haben auch Z(z) und S(u) die gleiche Eigen-
schaft. Dies hat zur Folge, dass WZ(u),...., ®S(%) und darum auch Z(w) und S(«)

auch noch stetige Ableitungen vierter Ordnung haben u. s. w. Man sieht jetzt
dz dS, &Z d*S
d du' du’ du®’ du® o
In der Tat bilden d—u(i)Z(u)=Z(u+a0)—Z(u) und Eﬁ(i)S(u):S(u—}-ao)—S(u)

ein System von Losungen der Gleichungen (82). Aber auch die Funktionen

leicht ein, dass auch u. s. w. die Gleichungen (82) erfiillen.

L 0gw), LOSU.;  OZw), -OS(),
erfiillen diese Gleichungen. Aus (93) folgt, das auch dZ, . die gleiche Eigen-
2
schaft zukommt. Darum auch @z &S u. s. w. Da, wie vorhin bemerkt, die

' du?
Gleichungen (82) nur endlich viele linear unabhingige periodische Losungen

haben, so erfiillen Z und S je eine lineare homogene Differentialgleichung mit

konstanten Koeffizienten ., d—z

Edi + 71 dul—1 + _l_ YLZ_O
(94) ars a8

ik TV gt - - +718=0.

Die periodischen Loésungen der Integro- Differentialgleichungen (82) sind darum
notwendigerweise trigonometrische Polynome von der Form

95) Z(u)= ZP,(}) oS — —|—P,‘f) sm% S(u)= }_‘ QY cos +Q(2’ sm%u
%=0
(PO, P25 @Y, Q¥ konstant).
Dieses Ergebnis kann man leicht wie folgt prizisieren.
Aus dem System von Losungen (95) erhélt man durch Differentiation die
weiteren Systeme:
y @z Ne PO PO gip ¥
W:——ERZ cos — + % sin =),
(96) k=1

2 ku
—— (1) (2)
du2 E: - (Q cos + QP sin R)

»

ferner . I; )
Z—j => RI% (P,ﬁ“ cos ’%‘ + PP sin k—;;) ,
7 k=t
a5 _ S 2 @eos 2 + g sin2)
dut & R k R k R
zuletzt oy 2 o
i =(—1) Z 1—32—1,<P ) eos ¥ +P(2’ sin R)
98) k:l
zz;'z =(—1)2 1’;2—22 (Q‘“ cos 7 + QF sin Im)

B
ﬂ‘
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Die Beziehungen (96) bis (98) konnen als lineare, nichthomogene Gleichungen

zur Bestimmung von .

Py cos ¥ + P® sin 2 (k=1,...., p)
einerseits,
ku
QY cos — + QP sin — = (k=1,...., p)

andererseits aufgefasst werden. Die Determinante der Koeffizienten

Lo
B R @ . B

pp+Y) | 4 94 pt p(p+1) 1, 13...., 1222

©) (=1) ® & @@ | =(—1) 2 BU L B, 20
ROPFD |« v oo ve e e

.]....éﬂ.o...;ﬂ.p 1, p% ,ng_g

! Ez—[)’ ﬁ’...-’ Eﬁ
ist von Null verschieden. Also kann man die besagten Gleichungen nach
(k=1,..., p)

auflésen. Demnach lassen sich alle periodischen Losungen der Integro- Differential-
gleichungen (82), wenn man von den trivialen Losungen Z= P, S= Q{ absieht,
aus Losungen von der Form

. ku ku
PY cos X + ’smﬁ bzw. QP cos — +Q@ sin —

100 P® cos — + )smk—u QY cos = +Q‘2) sin ¥
R’ R

linear zusammensetzen. Man iiberzeugt sich iibrigens sofort durch Einsetzen,
dass Z=0, S= QY fiir alle y den Gleichungen (82) geniigen, Z= P®=0, S=0
diese indessen nicht befriedigen.

Das Problem ist also auf eine Bestimmung der Lésungen von der Form (100)
zuriickgefiihrt worden. Durch eine geeignete Drehung des Achsenkreuzes kann
man diese Losungen auf die Form

(101) Preos™, QP eos™ 1 Qpsin™

R )
bringen. Fiihrt man diese Ausdriicke in (82) hinein, so findet man nach einer

leichten Rechnung Q®—0. Die periodischen Losungen unserer Gleichungen
sind also von der Form

(102) A cos

kuw
79 aphg sin =

R ’

oder, wenn wir das Achsenkreuz in seine urspriingliche Lage versetzen,
ku « . (ku "

(103) hy. cos (E +a ), arhy sin (7{— +a*).

Die Bestimmung der Losungen von der Form (103) ist in der vierten
Abhandlung dieser Reihe in allen Einzelheiten durchgefithrt worden (vgl. a. a.

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 13*

»
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0. S. 97-103). Wir konnen uns an dieser Stelle mit der Angabe der Resultate
begniigen.
Es sei M"=2nRu die Gesamtmasse des Ringes. Zu einer jeden Zahl

k<mo——' +2

gehdren vier periodische Ldsungen der Integro- Differentialgleichungen (82) von
der Form

ku . (ku .
(104) h; cos (E +a*), ash; sin (E +a*), (G=1ymy 4)
mit %0
(105) aj= ___:_M; (20)-
T} 42
2 R?

Sie gehoren zu den Werten yj von y,

7'"2=—kR
Y kb

}’3,4=iki1—2(M’r ‘2-) .

Es moge nunmehr y von allen diesen Werten verschieden sein. Betrachten wir

die nichthomogenen Integro- Differentialgleichungen (77) und setzen wie vorhin

(=3

(106)

Z(u)=— / G(u, u”)Zo(u”)du”,
¢

(107) .
S(u)=— [G(u, u")S(u")du",
é
d*Z 20? d*S 2w? 3.
G rml=t eSS

é(u) und §(u) erfilllen die der Fredholmschen Theorie zuginglichen Integral-
gleichungen

222, f 32, Gl w")S(u")du" — 2, [ L, W) ") du" + 7 Fu(w),
(108) ¢

=

Suy——2% [ = Gl w") 2" du" + oo 3 / G(u, u")S(u")du"
C

7'232 [L(uy ”)S(u”)du”+ eRz F2(u)

Sie bilden ein sich selbst adjungiertes System. Dies sieht man leicht wie

(*%) In der vierten Abhandlung S. 102 ist fiir a; versehentlich ein anderer Wert ange.
geben worden.
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folgt ein. Nach einer schon von Fredholm gemachten Bemerkung kann man das
System (108) ohne weiteres auf eine einzige Integralgleichung zuriickfiihren,
4nR

(109) Zi(u)— / K(w, ") Z(u")du" + D(u),
0

indem man die beiden Argumente % und u” je das Intervall <O, 4zR> durch-
laufen lisst. Die Werte des Kernes K(u, ") der resultierenden Integralgleichung
sind in der folgenden Tabelle enthalten

K(w, u")
0=u"=2aR 2nR<u"=A4nR
0=u=2xR 2R,, £ Liu,u”) 27“ G(u, u” —2nR)
2R2G(u —27R, w” —2nR)
2rR<u=A4nR e 0 G(u—2nR, u")
%7 + WL(u —2aR, u” —2nR)

Es gilt weiter

i(u) Zw), O0=u=2zR, i(u) Su—2xR), 2rnR<u=4xR,

D(u)= F,(u), 0=u=2aR, P(u)= Fy(u—2nR), 2aR<u=4nR.

2Rz sz
Die folgende Tabelle ergibt jetzt K(u”, u)

K", u)
0=u"=2zR 2aR<u'=4nR
0=u<2R —7—’;}—’;;214(“", ) —-2 b - G(w" —2nR, w)
W " G(u” —27R, u—2nR)
2iR<u=4aR | 2~ Ra . G(u", u—2nR)
+ == ?R2 L(u" —2nR, u—2aR)

Beachtet man, dass G(u”,u) nur von «”—wu abhiingt, somit bb Cf, —gg

sowie ferner, dass

gilt,

Gy, u")=Gu",u),  L(u",u)=L(u, u")
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ist, so findet man in der Tat die Symmetrieformel
K(w”, u)=K(u, u”).

Die zu (108) gehorigen homogenen Integralgleichungen haben eine einzige

Nullésung Z°*=0, ;§*=1. Sie entspricht der, wie wir vorhin gesehen haben,

immer vorhandenen Losung
PR
2%

Z,=0, Sy=—
der Gleichungen (82). Die zu (109) gehoérige homogene Integralgleichung
4R

(110) Z(w) = [K(w, w"y i) du”
;

hat eine einzige Nullésung 2*(14). Sie ist gleich O fiir 0=w=2xaR, gleich 1
fiir 2nR <u =4naR. Die inhomogene Gleichung (109), darum auch die Gleichun-
gen (108) sind nur losbar, wenn F,(x) und Fi(u) eine bestimmte Integral-
beziehung erfiillen. Sie lautet

4R

(111) [ B () Z, (w)du— [ Fo(u)du=0.
0 c

Wir setzen diese Bedingung von nun an als erfiillt voraus.
Nach bekannten Sétzen sind die Losungen der Gleichungen (108) in den
Formeln

Hu)— 2R2F1(u) W [H“(u, ”)Fi(u”)du”
/ Hao(u, u”) Fa(w”)du”,
(112) . )
Su) = gz Folw)— / Hou(u,u )F,(u”)du”
o | Hao(t, w") Fo(u”)du” + ¢
C

enthalten. Die Funktionen H,,, H,», H,;,, H,:, die « Pseudoresolventen », ver-
halten sich fiir (" —wu) —~ 0 wie L(u,uw”).
Nach bekannten Sitzen gilt fiir alle %”

(113) / Ho(uy w")du— [ Has(, ") du=0.
¢ ¢

Dies sieht man leicht so ein. Die Integralgleichungen (108) sind, wie wir worhin
gesehen haben, der Integralgleichung mit symmetrischem Kern

4R
(114) Z(w) = [ K, u") 2" dua” + B ()

0
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#quivalent. Sie ist losbar, wenn
4nR 2R

[ D) Z,(w)du— [ Folw)du—0
¢ g

ist, wie wir bereits vorhin bemerkt haben. Die Losungen kénnen in der Form
4aR
(115) Z(u)=D(u)— { H(u, u")F(u")du” —|—c°Z,,(u)
0
geschrieben werden, unter H diejenige symmetrische Pseudoresolvente verstanden,
die der Beziehung 4R

(1159 [ H(u, u")Z,(w)du—0
g
gemiss normiert ist (*!). Setzt man
Ho(, 0" 0=u=2xR, 0=u"=2xR.
Hio(w, w" —27R).... 0=u=2xR, 2R <u"=<4nR,
n j—
(16) H(w w")=\ p (w—2xR u")... 2aR<u=4xR, 0=<u’"=2xR,

Hoo(w—27R, w" —2aR)... 2nR<u=A4nR, 2aR<u"=A4aR,

so findet man ausgehend von (115) die Formeln (112). Die Beziehung (115’)
ergibt zugleich die Integralbeziechungen (113). Aus der zweiten Gleichung (112)
folgt mit Riicksicht auf (111) und (113) durch Integration

117) b= 5 [ Bwrdu
und wegen (83) weiter ¢
0 1 w?
(118) b= — o [ S(w)du,
¢

da augenscheinlich / Z%Zdu=0 ist.
¢

Wir spezialisieren die Losung durch die Festsetzung

(119) [ 8(w)du=0,
mithin ¢=0. ‘
Ist
(120) | Fi(u)], | Fo(u)|=4 (4 konstant),
so gilt nach (112) o o
(121) lZ(u) l) tS(u)léasA-

(**) Man vergleiche die ins Einzelne gehenden analogen Betrachtungen des zweiten
Kapitels, S. 210.
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Wegen (107) gilt zugleich
dazs

iz
(122) | Z(w)), | S()] —{ |_ = a,A.
Ist insbesondere ’ ’d“’ ' | du? 6
(123) Fi(u)=F,(2%—u),  Fyu)=—Fo(29,—u), (9 konstant)

so geniigen die jetzt betrachteten Lésungen mit
2nR

[ 8@w)du=0
den Beziehungen 0
(124) Z(u) =229y —u), S(u)=—82% —u) (*?).
Sind Z(u) und S(w) mit [S( )0
u)du—=
g

Losungen der Gleichungen (77), so ist, wie man ohne Miihe sieht,
Z(28, —u), —8(2%, —u)

ein weiteres System von Losungen der betrachteten speziellen Art. Da es aber
nur ein System dieser Eigenschaft gilt, so gelten in der Tat die Formeln (124).

§ 5. - Bestimmung periodischer Lésungen der Integro-Differentialgleichungen
(75) und (76) durch sukzessive Approximationen.

Handelt es sich jetzt um die Gleichungen (75) und (76), so ist
as\2 as aS\? 1(22 73
(125) Fi(u)=y2R<a;) —27de—u+7gZ(a§) — M E(ﬁ—§+..n)
A
ol + %M, 2 log £ = AN(Z, S),

ds dz

azs h\ 0 R
(126) Fo(w)=—p"RZ 5n —27°R 5 o +xK+ M, 5 log 5 = AO(Z, S).

Setzt man in (125) und (126) fiir Z und S irgendwelche Funktionen mit
der Periode 27K ein, die nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung
stetig sind und iiberdies den Gleichungen

Z(u) =229, —u), S(u)=—828,—wu)
geniigen (*?), so findet man ohne Schwierigkeit

Fi(u)=F,(29—u),  Fo(t)=—Fy(20,—u)

(*®*) Die Punkte » und 29, —w liegen inbezug auf die Verbindungsgerade von O
und M, symmetrisch.

(3%) Die unter Zugrundelegung der Funktionen Z(w), S(») konstruierte Kurve C, ist inbezug
auf den Strahl y =z tg ¥, symmetrisch.



iiber die Gestalt der Himmelskorper 201

und darum auch
[ Fu(w)du=o.
¢

Es sei jetzt
az dazs
(127) Q=Max§|Z|, 18], ‘@‘ (

du?

%, Q=10 (4.
Den Ergebnissen auf S. 185 gemiss ist

(128) 11}, | K|= a2,

darum, wie man fast unmittelbar sieht, auch

(129) | 49XZ, 8)|, | A®(Z, 8)| S al(2+Q)), Q=F.

Es sei ferner Z, S irgendein wie Z, S beschaffenes System von Funktionen,
so dass insbesondere

(130) |Z), | 8], lZTil ‘Ziuf <0
gilt, und es moge .

(131) | Z—2Z], | §—8 |y ’%ﬁ—j—fg <0
sein. Dann gilt (vgl. S. 187-188)

(132) | [—I|< 0,20, |K—K|=<a,Q0.

Wie man leicht verifiziert, ist demnach
(183)  |AW(Z, 8)—AW(Z, 8)|, | A(Z, 8)— ADNZ, 8)| < as(2+2)D.

Wir versuchen jetzt periodische Losungen der Gleichungen (75) und (76)
wie folgt durch sukzessive Approximationen zu gewinnen.
Wir setzen Zy—0, S,—=0

und bestimmen nacheinander die periodischen Losungen der Gleichungen

LWO(Z,, 8;)=AN(Z,, S,),
; Le(Z,, 8,)=A®NZ,, S,), [ Sy (u)du=0,
¢

LON(Z,, S)=AUNZ,, Sy)

134 2y P2 y y

(134) ? LON(Zy, Sp)=ACNZ,, Sy), f Sz (u)du=0,
¢

L(i)(Z37 S3)=/1“)(Z2, S2)’
3 LON(Zs, 85) = AD(Zs, S5), [ Sa(uwydu=0,

............................

(**) Wir benutzen sinngemiss dieselben Bezeichnungen wie in § 2.
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Nach den vorhergehenden Ausfiihrungen steht der Bestimmung der Funk-
tionen Z,, Si; Z., Sz;... nichts im Wege. In der Tat ist zunichst

[ AON(Z,, So)du—D0,
é

so dass Z; und S, existieren und gewiss stetige Ableitungen erster und zweiter
Ordnung haben. Da iiberdies

[ 46z, 8,)du=0
g

ist, so sind Z,, S; vorhanden und haben stetige Ableitungen erster und zweiter
Ordnung. So geht man sukzessive weiter.
Es sei jetzt

2
(135) We—Max | Zl, | Seh |52 o | T2} k1)
Nach (129) ist
(136) | A(Z, Se)l, | AN Zre, Si) | = ar( Wi+ ),
darum wegen (120) und (122)
(137) Wieps —Max } | B by | Eo %g asar(W2+ ),
kiirzer
(138) Wi = ag( Wi+ £2,), (k=1)
wihrend augenscheinlich
(139) Wi é GQQQ

gilt. Aus (138) und (139) folgt, wie wir sogleich zeigen werden, dass fiir alle %
(140) Wi=r,

gilt, unter t, ein geeigneter mit £, gegen Null konvergierender Wert verstanden.
Insbesondere ist, sofern (2, hinreichend klein, etwa =a,, gewihlt worden ist,

Wkgigo.

Die sukzessiven Approximationen konnen demnach unbegrenzt fortgesetzt
werden (*°).
Es sei 7, die mit £, gegen Null konvergierende Wurzel der Gleichung

(141) T=ay(7*+£)),

und es mége fiir 2, = a,, bereits 1*§i.(20 sein, Aus (138), (139), (140) und (141)
folgt nacheinander

Wist,, WeSao(r,24 Q) =1,, Wi=ay(r,2+2)=7, u s. W.

1
(*%) Man beachte, dass wir auf S. 185 .ng £, vorausgesetzt hatten.
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Also ist in der Tat fiir alle % "
(142) Wké Z Qo.

Wir setzen jetzt zur Vereinfachung

d
(143) Max {|Zr—Zx_sly | Se— Sk ly Tu (Z—Zy_))

d?
\— (Sie—Si_4)

du?

L=
Aus (134) ergibt sich

(144) LNZi— Z—1y Sie— Se—1) = AN Z—yy Sre—s) — AN Z—2, Sk_s),
(145) L(Zy— Zje—yy Sie— Sie—1) = A(Zye_yy Sp_s) — AN Zi—sy Sic_s).

Nach (133), (140), (143) ist
(146) | LU Zie—Zie—sy Sic—Sk—1)ly | LE(Zie—Zic—1, Si—Si—1)| = as (v, + 24) Vies,
wegen (143) und (122) mithin

(147) Vi = asas(z, + 21) Vis.

Es ist nunmehr einleuchtend, dass man £, so klein wihlen kann, etwa
(148) Qiéauéam,
dass
(149) asag(r, + ) =¢g<1
wird, demnach die Reihe

Vi+ Vet Vot

wie eine geometrische Reihe konvergiert.

Sei jetzt

[ee} [}

(150) Z=Z(‘)+2ﬂJ (Z0 — Z k=2, S=S<”+2 (S® — §t—1)),

—2 k=2

Die Funktionen Z und S sind offenbar nebst ihren Ableitungen erster und
zweiter Ordnung stetig, periodisch mit der Periode 27zR und erfiillen, wie sich
ohne ernstliche Schwierigkeiten durch Grenziibergang zeigen lisst, die Integro-
Differentialgleichungen (75) und (76). Es ist

2R
(151) [ S@u)du=o0.

o/

0

Man kann schliesslich durch Betrachtungen, die den soeben durchgefiihrten
analog sind, beweisen, dass die gewonnenen Losungen die einzigen der Bezie-
hung (151) und den Ungleichheiten von der Form (127) geniigenden Ldsungen
sind (*°).

~ ~
(%) Ist Z(u), S(w) ein anderes System von Losungen dieser Art, so werden die Diffe-
~ ~

renzen Z—Z,, S— S, betrachtet und es wird gezeigt, dass sie fiir n—o0o gegen 0 konvergieren.
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Wir haben uns bis jetzt auf die Bestimmung der Losungen beschrinkt, die
durch die Beziehung (151) spezialisiert sind. Es ist jetzt leicht, zu allgemeinen
Losungen iiberzugehen. Man iiberzeugt sich leicht, dass die Funktionen

(152) Z(u)=Z(u+e),  S(w)=Su+s)+e

fiir beliebiges ¢ den Gleichungen (75) und (76) geniigen. Der Ubergang von S
und Z zu ;é\' und % lisst die Konfiguration des Systems ungeiindert und bedeutet
geometrisch nur so viel, dass man als die ungestérte Lage des Teilchens
s+e+8(s+¢), R+Z(s+e), das zur Zeit =0 betrachtet wird, nicht den Punkt R,
s+e¢ des Kreises C, sondern den Punkt R, s ansieht. Jetzt finden wir aber

2nAR 27R 2nR
(153) [ Suydu— [ S(u-+e)du+e [ du=2nRe.
5 g 5

Das von uns betrachtete mechanische Problem hat also nur eine Ldsung.

ZWEITES KAPITEL

Freie Schwingungen.

Wir gehen jetzt zur Betrachtung der moglichen Schwingunszustinde des
Systems bei Abwesenheit eines stérenden Korpers iiber. Man erhidlt die Bewe-
gungsgleichungen, indem man in (46) I und (47) I einfach M,=0 setzt.

Wie in § 3 des ersten Kapitels suchen wir Losungen dieser Gleichungen von
der Form

) §=&(s, t)=2Z(s— Rot)=2Z(u),

o=0(s, {) =S(s — Rot) = S(w)

zu bestimmen, unter Z(u) und S(«) periodische Funktionen mit der Periode 2z R
verstanden. Die Bewegungsgleichungen gehen jetzt {iber in

2z ds z — ,
@ SRS +20R0 % —2wEZ—wé/ —Zau

o

dS\? ds dS\2 1 (22 Z3 A
— &R (d—u) —200z D +azz(d—u> — M} (3?—2 — T+ ....)+xI,
28 dz s =5, ,
3) 0B G —20Rw G o [~ du
C
azs ds dz A

Sieht man fiir einen Augenblick von den Gliedern hoherer Ordnung ab, so
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findet man zur Bestimmung von Z und S die beiden linearen Integro-Differential-
gleichungen

d2Z das zZ —Z ’
2R 2L +20R0 5 — 207 [L 2 aw —o,

(4) . & Qo

a8 daz s —8 .,
SR —26Rw@+x,ué/‘ o du'=0.

Hat 6 einen der auf S. 196 angegebenen Werte, er heisse 8y, so haben diese
Gleichungen periodische Losungen mit der Periode 27R von der Form

(5) heos™,  ahsinZ,
oder aber - -~
6 h sin — —ah cos —-
R’ R
mit 2w,
= — "
x
md + omr

sowie die LOsung 0 1
b b

unter m irgendeine natiirliche Zahl <m,= %{ +2 verstanden.

Gibt es fiir hinreichend kleine |y| und 6=248,+n periodische Lisungen
der vollstindigen Gleichungen (2) und (3) von der Form

Z(u)=d cos ";Tu +dPNd ; u),

) . mu

S(u)=ad sin - + apA(d; u),
bzw. o

Z(u)=d sin =t APCNd ; w),
®)

S(u)=—ad cos - +dP(d; u) ?

In (7) und (8) bezeichnet d einen Parameter; [P®,.., P sind Potenzreihen
in d, die fiir alle hinreichend kleinen |d| und alle % in <0, 27R> konvergieren.
Gleichzeitig soll
© 7=M0(d)
sein. Wir beschrinken uns im folgenden auf die Bestimmung der Losungen von
der Form (7), setzen in (2) und (3) fiir 4 den Ausdruck d,+ 7 ein und erhalten nach
einer Umordnung

Z/

@z s -z,

(10)  &R* 72195, Re G —2027— x‘u! ~Zdu
a*zZ as arzZ dS\2 das
S (.‘2(50132(1—“-‘,3 +2Rw @) —Rp Y2y 5B (@) — 2007

n a%z(g—:)? — Mx 713(% 2+ ) Ful—A0(Z, 8),
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1) &R TS _26,R0 % 4y [ 5 —

, _ d28 az
S dw— —n<260R2 o —2Rw @)

—Rp TS _pRz %S _osR WY R jez, ).

7 d
Wie man sich leicht iiberzeugt, ist  in (10) und (11) rechterhand nur in den beiden
ersten Gliedern mit Grossen erster Ordnung in bezug auf Z und S multipliziert.

Sind Z(u), S(u) Losungen dieser Integro-Differentialgleichungen, so sind es
auch die Funktionen

A )
(12) Z(u)=Z(u+ye¢), S(u)=8S(u+e¢)+e.

Dies bedeutet, wie bereits am Schluss des ersten Kapitels auseinandergesetzt
worden ist, dass man als die ungestorte Lage des Teilchens s+ ¢+ S(s+¢), Z(s+¢),
das zur Zeit £=0 betrachtet wird, nicht den Punkt R, s+e¢ sondern den
Punkt R, s ansieht. Die Konfiguration des Systems bleibt dabei ungeéindert.

Jetzt kann man dariiber hinaus auch noch den Ring als Ganzes um einen

beliebigen Winkel «, drehen, wodurch man zu den Funktionen
A

Z(u) = Z(u—uo) =Z(u—1u,+¢),

(13) : A

S(u)=8S(u—wue)=S(u—u,+e)+e

gelangt. Man kann nun %, und ¢ so wéhlen, dass

14) [[sin ™ 7(u) —a cos " S(u)]du=0, [ 8(w)du=0
; : ; S

gilt. In der Tat ist, wie man leicht verifiziert,

(15) [ [sin ﬁ;ﬁ Z(u) —a cos %S(u)]du
¢
= ”sin 71(3‘—'{—'};‘#‘) —4 Z(u) —a cos i 1 4 — ) +;;" — ) S(u)]du
d
=cos m(uOR €) / [sm "% Z(u) —a cos = S(u)]
¢
+sin m(uo £) [ [cos — Z(u) + @ sin —- S(u)]

m(uy — &)
R

gleich Null, so setzen wir %,—¢=0, im anderen
(“o )

Ist der Faktor von cos

Falle gibt die Gleichung (15) den erforderlichen Wert von cotg —

Dass die Beziehung /S( \du—0
u)du=
P

hernach erfiillt werden kann, ist selbstverstindlich. Wir kénnen uns demnach
im folgenden auf die Bestimmung periodischer Losungen der Gleichungen (10)
und (11) beschrinken, die den Beziehungen (14) geniigen.
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Aus (14) folgt durch zweimalige teilweise Integration sogleich

[ [sm T 2Z(u) a cos S(u)]du 0,
¢

somit in naheliegender Bezeichnungsweise

(16) ( [sin TRE Zo(u) —a cos 7%“ é(u)]du=0.
¢

Es sei G,(§ u) die periodische Greensche Funkion der Differentialgleichung

axz  2w?

du auwz‘o

17)

Wie wir im ersten Kapitel von den Integro-Differentialgleichungen (75) I
und (76) I zu den Gleichungen (108) I, (125) I, (126) I kamen, so kommen wir
jetzt von den Gleichungen (10) und (11), indem wir (*7)

Z(w)=— [ G, w") Z(u")du",
é

(18) »
S(u) —— [ G (w, w")S(u")du",
¢

" d ! ’ " "
L, )= [ S5 [Gu, w) = Gy w)]
C- o

setzen, zu den Gleichungen

(19) Z(u) =2 — 3.E. { 5% G, (u, u”)g'(u”)du”— fgﬂ u”)Z*(u")du”
i zi‘<i>[Z<u>, (),
(20) §(u)=— 7 R - O @ (uy w') Z(w"ydu'" + 2 69 7 [ G (w, w")S(w")ydw"

+iiie, [ L S + g do1z), S@)

die wir wie im ersten Kapitel (vgl. S. 196-197) zu der einen Gleichung

(21) é(u)—; [Ix{(u’ u")Z*(u”)du”q— '1*7(u),
% 6s ("(Z S) fir 0<u<2aR,
©2) Py ) F
i A @(Z, ) tir 2rR<u<4nR (**)

(#") Der Emfachhelt halber schreiben wir fiir Z(u), S(u), .. weiterhin Z(w), S(u),....
(*8) In A(2)(Z S) hat dabei das Argument den Wert » — 2=R.
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zusammenfassen kénnen. Der Kern ﬁ(&, u) ist (vgl. S. 197-198) symmetrisch,

(23) K (& w)=K(x, &).
Er hat drei normierte, zu einander orthogonale Null6sungen
h cos %‘, 0=u=2nR,
wy(u)= _
ahsin =20 - onRp<u=4aR,
(24) g h sin m—;, 0=u=2nR, 1
Wa(u)= P
? —ah cos " =20 - 9nR<u=4xR, =R +a?)
§ 0, 0=u=2aR,
Vo= ) 0nR)t,  9aR<u=4aR.

Nach bekannten Sitzen hat der Kern
(25) N (&, 0)=K (& ) —wa (£ W4 () —Wa(£) W2 (1) —Wa( ) W4 ()

*
keine Nullosungen mehr. Die Werte des Kernes N(& u) sind in der folgenden
Tabelle enthalten

N, u)
0=u=2aR 2rR<u=4nR
2.2 2 G (& u—2xR)
— O,R 0 *\>)
0=¢=2R | — % L.(5u)—ht cos ™e=8| %F%
G2R2 T\ R E—u
+(Zh2 sin m '
2w?
G.((—2aR, u—2naR)
© H
—2 57 o7 Gol6—2R, w)
2nR<¢=4aR ’ + & L.(6—27R, u—2nR)
2 E—u L H
—a’l s m T
E—u 1
—a2k2 COS M —}2— -_ 2712

Driickt man jetzt fi(g, u) durch 1¢T (& w) aus, so findet man nach einer Ordnung
der Glieder die Gleichung
4nR 4zR
* % * *

(26) Z(u)= [ N(u, u”)Z(u")du" +wi(uw) [ Z(uw"ywy(u”)du"

0 4xR 0 4nR .

+walw) [ ()Wl du" +ws () [ Z(u"yWo(u”) du” + P (u).

0 0
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Da wir uns auf die Bestimmung periodischer Losungen beschrinken, die den
Beziehungen (14) geniigen, so diirfen wir
4nR 4nR
* *
@7) / Z(w"ywy(u")du" =0, [Z(u"ywa(w")du" =0
0 0

annehmen. Setzt man nunmehr

4nR
@) [z )wiw)du = / Z(w"y cos ™" du" +a [ S@u") sin ™" qu =4,
: é é

so findet man iR
(29) Z(u) = [ N, w) 2" du" + dw, () + ¥(w),
0
und diese Beziehung ist natiirlich einem System von zwei leicht explizite angeb-
baren Integro-Differentialgleichungen gleichwertig.

Den Ergebnissen des ersten Kapitels zufolge haben diese Integro-Differential-
gleichungen verbunden mit den Beziehungen (18) fiir hinreichend kleine Werte
von d und # ein und nur ein System von Losungen (%°). Diese Losungen
lassen sich nach Potenzen von d und % entwickeln (*9).

Es ist nicht schwer, zu zeigen, dass

(30) Z(—u)=Z(w),  S(—u)=—5()
und darum auch

31) Z—u)=Zw),  S(—u)=—S(u)
gilt (%)

(*%) Der Beweis wire wie auf S. 200 ff. zu fiithren.
(3%) Es ist leicht zu zeigen, dass alle sukzessiven Approximationen analytische und

* *
regulire Funktionen von d und # darstellen. Also gilt fiir Z(x) und S(u) das gleiche.
(3!) Dass ¢31) aus (30) folgt, sieht man leicht so. Es ist

27R —2xR
* 3
Z(—u)= ——[G,(—u, u”)Z(u")du”:fG,(—u, —u")%(— u''ydu''
i

und wegen G.(—u, —u'')= G,(u,u'') nach (30)

Z(—u)= — [G*(u, u' ')E(u' "du''= Z(u)

c
und analog 2zR —27R

S(—u)=— [ Gu(—u, ") S@ Y '— [ G y(— tt, — ' )S(— w'"ydu!!
0 0

- [ G, w'")S(' Y du! ' — — S(u).
p
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Die Beziehungen von der Form (30) gelten néimlich, wie man sich ohne
Mithe iiberzeugt, fiir jede einzelne Niherung der Gleichung (29).

Es sei ﬁ(u, %’’) der losende Kern der Integralgleichung
E 47;'-R * %
(32) Z(u)= / N(w, w")Z(uw")du'" + O(u), O(u) =dw,(u) + ¥(u).

0
Es gilt . 4R
(39) Z(u)= O (u) — [ H(u, u") O (") du".
0

Fiir die weitere Verwendung stellen wir die folgende Tabelle zusammen :

H(E, )

0=u=2nR 2nR<u=4nR

0=¢=27R | H,(&w) H, (&, u—2nR)

OnR<Ei<4nR | Hy(E—2nR, w) | Hp(E—2nR, u—2nR)

Die Integro-Differentialgleichung (33) ist dem System von Integro-Differential-
gleichungen

mu

(34) Z(u) dh cos — +

6“R2

AWz, 8)— / H(x, ")[dk cos 2.

,S”)] du’— /. Ho(u, w ’)[dah sin m_u_ + = A(z)(Z// S")} du”,

, 69R’
C
(35) S(u)—dak sin "o+ . R2 A®(Z, 8)— / H,(u, u”)[dk cos 22
¢

1
tae

2
0

/f(i)(Z”, S”)J du'’ — [ﬁzz(u, u’’) [dak sin % +
¢

#quivalent. Wir schreiben zur Abkiirzung 2", S fir Z(w') und S(u”). Sie

lasst sich, wie berelts erwihnt, durch sukzessive Niiherungen auflésen und liefert

fiir Z(u), d. h. fiir Z(u) und S(u) unendliche Reihen, die nach Potenzen von a

und # aufsteigen. Es ist leicht zu sehen, dass in der Entwicklung von Z(u),

d. h. von é(u) und g’(u) von d unabhiingige Glieder, d. h. Glieder von der Form

69R2 A(z)(ZII SII)] dull

rrm

L ay

nicht auftreten. In der Tat enthélt die Entwicklung jeder einzelnen der sukzes-
siven N#dherungen d als Faktor.
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Wir bestimmen jetzt diejenigen Glieder in den Endformeln fiir é(u) und §(u),
die entsprechend d und dz enthalten. Was die zuerst genannten Glieder betrifft,
so sind sie einfach gleich '

mu . My
(36) dh cos — und dah sin -

Nach bekannten Sitzen ist nimlich
4nR

/ ﬁ(u, wyw,(uw’)du =O0.
]

Die Entwicklungen von Z(u) und S(%) beginnen demgemiss (vgl. die Formeln
(18)) mit

37 Zw)y=—dh [ G.(w, u") cos ™ du'”
( ) ( * ) R
é
bZW. mw'!
(38) S(w)——dah [ Gy ) sin ™0 qu”.
¢

Um die Glieder von der Form dny(u) der Entwicklungen von Z*'(u) und §(u)
zu ermitteln, bestimmen wir vor allem die in (10) und (11) rechterhand vorkom-
menden Ausdriicke

Pu)=—n (25 ke Y

und

Q(u)——7 (20, B2 5E

Nach bekannten Sitzen ist

&

d“Z 2027

QT R —dh cos = R )

dss 2wiS
mithin kT R
(39) P(w)—— (25 %2 oR0 dis) [25 Redh cos ™

—268,R? 6, . dh [ G, w") cos ™" du — 2Rwdah / Z
¢
DDG DG,, (°*?). Nach einer teilweisen Integration finden wir
darum 26,
/ T sin ™% du"— % [ G.(u, u') cos @;; au’,

so dass sich (39) zu

—ndh % 26,R? cos -";Tu - (%:E + 2a)ma)f G.(u, u'’) cos 'ﬁg_” du’’
c

(*> Es sei daran erinnert, dass G,(«,«'’) eine Funktion von »— '’ allein ist.
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zusammenziehen lidsst. Der Integralausdruck
w= [ G.(u, u') cos @z du'’
c
erfiillt die Differentialgleichung
dw 20 mu
7D it
und ist periodisch mit der Periode 2xR. Man verifiziert leicht hiernach, dass

8, R? mu

" 12 “lu” 123
=_ [ = ——_— S ——
w /G*(u,u ) cos —5—du F 5C0S

b
ist. Alles in allem erweist sich jetzt

(40) P(u)=—ndh cos'%‘?zaoRz ( +20 ma) L ;

m‘*’&ﬂ + 2w?

Ganz analog erhalten - wir
Q(u)r;~17[ 28,R2dah sin 2= —28,R? 31 mdak ] G.(u, u") sin 222 du’ !

+2Rw d/z/
C

:—ndk[% Rasin™ ~(2a R X

mu'’ J

6’R?
+2Rw E),/ Q. (u, w"’) sin ﬂ;‘? du”]

und mit
O R? . mu
[G' (4, w sm Zm du’’ — T e sin "
endgiiltig
. MU OR?
(41) Q(u)=—ndh sin "2 [2601220, (——a+2 m) . + W}

Die Glieder mit #d in der Entwicklung von Z(u) und S(u) sind nach (34)
und (35) entsprechend gleich
P:fz;g)‘z fH“(u, //) P(u )d "”__ / ﬁm(u’ u//) %% du”,
(42) é

P
SQ;ZZ _/ Hzi(uyu,) 6(:‘13‘2) auw’— /H22(u7 ") 5(u )d .

¢
Fithrt man in (28)- fiir é(u) und §(u) ihre Entwicklungen nach Potenzen

von d und # ein, so erhilt man die Verzweigungsgleichung. Der Koeffizient
des Gliedes mit dz hat nach (28) den Wert

(43) A= s [ (P cos " +aQu) sin ") au.
C
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In der Tat ist nach bekannten Sitzen

4R "
[ wy(u) H(u, ©')du=0.
)

Aus (40), (41) und (48) folgt nach einer. Umformung

1 202 ; N
Ay ——2haR 3 - (—6— +wma) /& 4 2002
0 0
2 22
+7 —(%ﬁ +oma) /m* 6+ 20° %
0 0
wofiir man nach einer leichten Umrechnung auch schreiben kann

1 + a¥)md, — 20a

m?2 + 2w?

Ist 4,,¥0, so liefert die Verzweigungsgleichung, da, wie wir wissen, alle ihre
Glieder den Faktor d haben, nach Division durch d einen Ausdruck von der Form

n:’l(d)r ’7(0):01

unter 7(d) eine Potenzreihe verstanden, die fiir hinreichend kleine |d | konvergiert.
Sollte 4,, verschwinden, so miissten Glieder héherer Ordnung herangezogen werden.
Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir u—=0, somit auch fiir hinreichend kleine
Werte der Dichte u jedenfalls A4,,==0 ist, somit periodische Loésungen von der
vorhin betrachteten Form existieren.
Des weiteren sieht man leicht ein, dass bsp. zu dem Werte

+ MT)E
So— g {2M+7 |
der sich aus den auf S. 196 entwickelten Formeln fiir y, , mit 4=1 ergibt, fiir
beliebige Werte von u eine periodische Losung existiert. Jetzt ist niimlich

¥
m=1, 1Tz1 s>e=% (M+

M\
%)

darum gewiss 4,,>0.
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