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SPAZI DI RIEMANN DI SECONDA CLASSE

di P1A NarLLi (Catania).

1. - In una Nota (*) ho fatto cenno ad una classificazione degli spazi di RIEMANN.

La prima classe & costituita dagli spazi euclidei.

La seconda classe & costituita dagli spazi per i quali esiste un vettore uni-
tario v, funzione dei punti della varietd, tale che il trasporto rigido lungo una

linea L di estremi 4 e B definito dalla equazione vettoriale
) U= —(Wx<V)V+(uxv)yv

(dove u e v denotano i derivati di u e v lungo la linea) quando si fissa 4
ed in esso il valore iniziale di w, & nel punto B indipendente dalla linea L.

Tale classe contiene gli spazi euclidei e le superficie.

Ci proponiamo di dare la forma canonica per il ds® di aleuni spazi V, di
seconda classe.

Riferita una qualunque varietd ad un sistema di coordinate z;, si fissi in
ogni punto un vettore unitario v. Denotiamo con z il vettore v, derivato di v
lungo una linea L. Le componenti di v hanno i seguenti valori

n n
. . dzy dzy,
J— T JR— ol g —
= 21 ) Ti—= D Vilk 7l
1

dove ¢ & il parametro al quale la L & riferita.

I1 trasporto rigido rappresentato lungo L dall’unica equazione vettoriale (1),
viene rappresentato dal seguente sistema di equazioni differenziali nelle compo-
nenti controvarianti «¢ del vettore u:

. n
dw k) ,ds Ny )
@) a +§h,€§ Hlards - — vy @)
Ma . n n dz n
u><v=$hu"rh=ghkvhlkuhd—;‘, u><v=§huhvh,

(!) Derivazioni gemeralizzate e classificazione degli spazi di Riemamn. Rend. Accad.
Lincei, serie 62, vol. X, 1929, pp. 265-268.
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quindi il sistema (2) si scrive

. n
dut ;5 dT
dove
v (kK , ;
4) hlaz% i 2+?)Z”h|k—'vh7)llc-

Cid vale in generale.

Ora si faccia I'ipotesi che la V, sia di seconda classe. In tal caso, fissati in
un punto della varietd 7#—1 vettori unitari a due a due ortogonali e tutti orto-
gonali al vettore v nel medesimo punto, li possiamo trasportare secondo la (1)
in ogni punto della varietd in modo ben determinato.

Prendendo allora come linee z,, z3,.., &, quelle tangenti ai detti vettori e
come linee z,; quelle tangenti a v, ammesso che cid sia possibile (diremo allora
che la V, & normale di seconda classe) il ds® della varietd prende la forma

(5) ds* =, a,ds;.
1

Ma siccome la V, & di seconda classe, il sistema (3) si riduce al sistema illi-
mitatamente integrabile di equazioni ai differenziali totali

n
3) i+, e L dzy =0,
1

cioé al sistema di equazioni alle derivate parziali

out
dxy,

n
©) + X, Tt =0,
1
Ora, per la particolare scelta del sistema di linee coordinate, le (6) dovranno

essere soddisfatte per ogni j>1 facendo

. . . : 1
wi=0 (7,#]), uj:]/__i
il che porta, per j>1, %
. 0 1 1 ;
7 =0 G+j), 14110
( ) Jk (74 :#.7)’ by V(ljj + Vajj Jk ’

e queste sono le condizioni necessarie e sufficienti perché la V, caratterizzata
dalla (5) sia normale di seconda classe.
Ora consideriamo I} per j>1 ed ¢==j. Si ha, secondo la (4)
. i & . ;
Fﬁc:%]i §+vlvj|k—vj7)f7¢'-
Se ¢==1 & v'=0, ed essendo v;=0, perchd j>1, dovremo avere

o

?
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e ciog Iy ) . o
{ : ]=0 per j>1, i>1, i=j.
Questa & soddisfatta se k==7 e k=kj, sono quindi da prendere in considerazione
soltanto queste due [ i3l _o ji o
i ’ il
che c¢i danno

0 Oai
Pl B e

e si riducono ad una sola condizione, e cioé che a;, per ¢>1, & funzione solo
di z, ed z;.
Questa condizione si & ottenuta considerando solo il primo gruppo delle (7)

per ¢>1. Ora dimostreremo che, quando & soddisfatta, sono anche soddisfatte

le (7) del secondo gruppo e la rimanente del primo, cioé:
0o 1 1 ; Y .
®) =+ =1}%=0, I}=0 (j>1).

oz Vaj; * Vay;
La seconda, per la (4), diventa
i k
©) VL oto—0;
ma

n
jk ik
?)_,-|,=——Zr% , gv,;_% ) %vi,
1

19y, 7 — .yl fk_:_?k
VVjk ’l)’l}i%l% %1

quindi

e la (9) & soddisfatta.
Finalmente dimostriamo che & soddisfatta la prima delle (8). Essendo
=]
7" % J > el J

per k==1 e k=4j & I'/,=0 ed anche

J

A
0z, ]/ &J_J o
e la (8) & soddisfatta.
Per k=1 Ivj_i{jl_l b_a_,!
jl_;ij J ]_ éa—,, 0z,
e quindi —I:I}’1 coincide con —b—b— /—1: e la (8) & soddisfatta.
Vay; % Vay;

Analogamente per k=j, perchd

Voo — 270
T 2a;; 0z;

Concludiamo cosi che la forma canonica per ¢l ds* di una V, normale di
seconda classe é la (5) dove per i>1 a;; ¢ funzione delle sole x, ed ;.
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2. - Dimostrato cosl che esistono V, di seconda classe, daremo in coordi-
nate generiche le condizioni di illimitata integrabilita del sistema (3').
le seguenti: .
Esse sono le segu [kz, Jor] =0

dove

[Ai, ker]= —0— T -2 %=1 ).

Teniamo conto della (4) che da !I'espressione di [}, ed osserviamo che se
scegliamo le coordinate z; in modo da risultare geodetiche in un punto P della
varietd, nel medesimo punto sara
h Icg _ 0

< bxk

hr
z

, 0
(%2, kr] =5
n .

'—2 [(vop ke — v ) (V20 r — 0n0],) — (V0p | r— Op0] ) (VPR | — V30T -

+ 5. M (©on—owin) — 5 o2 (vivn|r—als) —

La parte che figura al secondo membro prima del segno sommatorio, per il
particolare sistema di coordinate scelto, coincide in P con
§ Rty For } + (Vion | —vrin) |r— (VR — 0201 )

Ora le [Ai, kr] sono tali che se si annullano in un sistema di coordinate si
annullano in qualunque altro, perché il loro annullarsi da la condizione neces-
saria e sufficiente per I'illimitata integrabilita del sistema (8’). Cid fa pensare
che le [A¢, kr] siano le componenti di un tensore. Orbene: cid pud verificarsi
facilmente, cosicché in qualunque sistema di coordinate si avra

(73, kr]={ R, kor } + (vion e — 0301 0) | — (W'0n | —0n0] ) e —
n

- Zp [(vivp | e— i) (VPR | r—VaVF,) — (Vv | — V0 ) (VPVR | — V0T ]
1
Trasformiamo il secondo membro. Da
VR e —VrV1E) | r =] Wk + VR kr — VR ) 20 e — VRV 1er
(V'0n | r—VRV} ) e =]1Vh | » + VW | ok — V| V] — VRV ke
sottraendo rieaviamo :
(V'vr e —v00{ ) | — (VR — VRV] ) | e =V (Vh | ler — Vn | k) — O (V) 1er — ¥ o) F
+ V1V ke — Vn ¥k — V| VR | »+ VB k0] -

Ma per la nota formola della inversione delle derivazioni covarianti &

n
Un|kr — V| rke= —2 hp, krivy,
1

n

vfkr—vf,k=zp§pi, krivr

1
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cosieche la differenza precedente si serive

n

n
—vi >k, ker Jvp—on >, {vi kr}or+
1 1
+?)fwh|k—vfkvmr—’vhlrv’ik+vh;kvfr-

Prendendo ora in considerazione la somma che figura nella espressione
di [Ad, kr], avremo
n n
Do (¥ 11— Vi) (VPOn | —VaT,) =vvp > PP —
! n n ! n

; ) ;o
—Vn| Wk Zp VP — vy, zp Vp k0] + Vit Zp (A
1 1 1

Ma essendo n
(10) Z p U7 = 1

la prima e l'ultima somma sono nulle, rimane quindi

n
(11) — v Vi— v D vp k07,
1

Ora derivando covariantemente la (10) ricaviamo

n
>, Upliw?=0
1

e con un’altra derivazione

n n
2 Ol X Op e =0
1 1

cosicche la (11) si pud serivere:
n

— v Vi i Ep Vp k0P
1

Cambiando il segno di questa espressione e sottraendo dal risultato cid che
da esso si ottiene scambiando % con 7, avremo la somma preceduta dal segno —
che figura nella espressione di [A%, kr], cioe

n
Vn |Vl — Vn| k¥ — Vs Zp(vp {er— Vp | ric) VP
1

Ma quest’ultima somma & nulla perché, sempre per la formola d inversione
delle derivazioni covarianti, &

n n

- Ep(”p [ — Vp| k) VP = Epj {pg, krvo?
1 1
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e questa coincide evidentemente con
n
PRCALER

che & nulla, per la nota proprieta di emisimmetria

(pji ’”’) = _(jpr ](,'1').
Si conclude cosi che

n n
(R, krl={hi, kr}—vi Ep hp, kr} 'v,,——vhz P kr3v? oy 0] r —vn Ve
1

Troviamo cosi che condizione necessaria e sufficiente perché una V, appar-
tenga alla seconda classe é che esista un vetiore unitario v funzione des
punti di V, che soddisfi al sistema di equazioni alle derivate parziali

n n
(12)  {&s, ler}—vi > {hp, kr vp—-vh Mo { PO K1} P+ vp 0] — v 0k =0
1
o, cido che & lo stesso, al sistema

n

12) (&3, kr)—wv; Z (hp, kr)v? — vhz (P Er)v? + w410 »— Vn Vi e =0.

Questo & soddisfatto qualunque sia il vettore unitario v quando n=2, come
si poteva facilmente prevedere, e cioé le superficie appartengono alla seconda
classe.

3. - Sia una ¥, normale di seconda classe ed il ds® sia ridotto alla forma (5)
con a;; funzione delle sole z, ed z; per ¢>1.

Daremo le espressioni dei simboli di RIEMANN di prima specie.

I calecoli relativi sono facili ma piuttosto lunghi: per tali ragioni ci dispen-
siamo dal riportarli e diamo senz altro i risultati.

Nel simbolo (¢r, k) supporremo 7>, k> h.

Si trova che i simboli (¢7, 2k) sono nulli ad eccezione dei seguenti:
1 d%ay, 1 08y Oay,

o 1 LI
1) (r, k)= 2bxbzk+4 0z, Oz’ (r=+k);

1 oa,, 0a,,
) (Ar,rk)=—7 “—b?‘k‘ 5z

39) (1r, )= ras 2210 )

oz oz,
1 Dall aa??
4) (i =— o S >1);
. ba,r 1 0%, 1 1100y Dar
) Andn=—5 5 =35 T1% 5% o T

0a,, 0., O0ay,\2

. 1 1 0a,,\2
—prr 31 it A —prr| Yy .
+;a %, o5, 717 (axr>+4“ (Dzl)’

dove aii—

()
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4. - E noto che il ds® di una V, a curvatura costante negativa K si pud
mettere sotto la forma

(13) - 2 da},
Kzy
quindi una tale ¥, & normale di seconda classe.
Ora noi ritroveremo tale risultato e dimostreremo anche che solo per » <3
una ¥, a curvatura costante positiva & normale di seconda classe.
Sia una V, a curvatura costante K= 0. Essendo

(i?‘, kk) =K (a,-haﬂc — aika,.;,)
se la V, & normale di seconda classe ed il ds? ridotto alla forma caratteristica (5),

con @; funzioni delle sole 2, ed z; per ¢>>1, il confronto della precedente con
i valori degli (¢r, hk) avanti riportati, porta le seguenti condizioni per le a:

(14) e R N )
(15) %—; %ﬁ:‘=0 r>1, k>7),
(16) S S (h>1, 7>1, h+7),
(17 % 11 bb‘;’: b;;:r =Ka;0,, (E>1, r>1),
a8) = gt G G pa e
+1an () o () —Kaua, >
Avendo supposto K=0 non pub per la (17), , quindi
dalla (16) si trae, per A>1, =0, cioé a,, & funzione della sola z, e le a,.

per >1 dipendono effettlvamente dalla z,.

Essendo a,, funzione della sola z,, cambiando questa coordinata in una
conveniente funzione della medesima, possiamo supporre a@,,=1.

Teniamo conto della (18). Troviamo che le funzioni @,. come funzioni di z,
debbono soddisfare all’ equazione differenziale

1 y'2
(19) Ky——1y'+7 ?’
Se K >0 I'integrale generale sotto forma reale & B cos? (fo +a), a e B costanti.
Sara dunque
4 Qrr= P c0s? (K21 + ay),

con a, e B, funzioni di z.; f, la possiamo supporre =1.
Poniamo dunque —

4 Qpp=C082 (VK:vi-{—a,).
Intanto deve essere soddisfatta la (17) che si riduce a

tang (sz', +a;) tang (V Kz, + a) = —1,
Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 10
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ciog .
a=0a,+ 3 +hn

con % intero. Questa dimostra che le a; sono costanti e dovendo essere soddi-
sfatta qualunque sieno ¢ ed » maggiori di 1, porta che » non pud superare 3.
Per =3 si ha il ds® dello spazio a curvatura costante K >0 sotto la forma

ds® —da2 + cos? (V Kz,)da3+ sen? (VKz,)dz.
Supponiamo ora K<O0.
L’integrale generale dell’ equazione (19) & allora
(ae'*V:E_I_ ﬁe'l/:fz 2

con a e f( costanti.
Sara dunque:

arr=(are™VEa1 4 §,6VFm)2,

Ma per la (17) si deve avere:
(—a,eV"Eo 4 oV —En)(—qieV—Kn 4 fioV—Km) —

= ((17«3_]/__1{"’1 + ﬁre}/—_—ﬂ’z‘x)(aie— —Kz; + ﬂiev—_lfxl).
Questa porta come conseguenza
a?‘ﬂi + ﬂrai =0

qualunque siano r ed ¢ maggiori di 1. Perché cid accada se & #>3 & neces-
sario che siano nulle tutte le a, o tutte le f,, e si pud supporre che lo siano
le B, cambiando se occorre z, in —z,. Ed allora si pud supporre senz’altro a,=1
e quindi
ds?=dzi + eV Eo(dg2 + da+ ... +dad).
Per »=3 si ha la forma piit generale
ds?—=da? + (ae™V"Eo 4 feV—Ke)2da 4 (ae™V—Ka — feV—Km)2dyg3,

che per a=0 o f=0 rientra nella precedente. Diversamente possiamo sup-
porre a=pf=1 cambiando opportunamente z, in z,-}-cost., e z, ed z; nelle mede-
sime moltiplicate per opportune costanti.
Nel caso generale, prendendo come nuova coordinata z; la quantita
1
V=&

logV—Kxi
si trova la nota forma (13).
Per n=3 si ha la forma piu generale

ds?— 20+ (02 + B)?da} + (ai — pad]
— I(zf !

dove a e f sono costanti arbitrarie non tutte e due nulle.
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B. - Occupiamoci ora di una varietd euclidea: cerchiamo quando un ds*
della forma (5), con a; funzione delle sole z, ed z; per ¢>1, appartiene ad
una varietd euclidea.

Le a; devono soddisfare alle (14), (15), (16), (17), (18) con K=O0.

Per la (16), se ¢’& una a,, (r>1) che dipende dalla z,, la a,, & funzione
solo di z, e di z,. Per tale ragione, e come risulta anche dalla (17), non pos-
sono due delle a,, con »>1 dipendere da z,.

Avremo quindi la forma

n
(20) d82=a“dzf+a22dz§—l—zid$%,
3

a meno di trasformazioni di coordinate che mantengono inalterate le linee z;
per ©>2, e dove a,,; ed @y, sono funzioni solo di z, ed z, tali che a,,d2?+ a,.d2z?
& il quadrato dell’elemento lineare di un piano.

Supponiamo ora che nessuna delle a@,. con »>1 dipenda da z,. A meno di
trasformazioni di coordinate che mantengono le linee coordinate potremo sup-
porre a@.=1 per r>1. Ed allora si possono dare due casi: o a,; & funzione
della sola z,, e possiamo supporre a,,=1, ritrovando le coordinate cartesiane
ed il trasporto per parallelismo (il che si presenta anche come caso particolare
della forma (20)) ovvero la a,, dipende da qualche z, con »>1. Supponiamo
che questa sia la 2,. Per la (18)

_L0ay , 1 <()a“)2=0 (r>1).

2 2 4day\ Oz,

Facendo =2 troviamo
ay = (hzy+9)?

dove A e g non dipendono da z,. Se la a,,, oltre a dipendere da z,, dipende

anche da z3, per la (14), facendo r=2 e k=3, troviamo 37}1=0. Ne viene che A
3

& funzione della sola z,, cioe

Ay = [hg(zi)xg —+ g(Zi, T3 yeeeey .’En)]2.

Ragionando in modo analogo sulle altre z,, con »>2, da cui dipende la a,,,

concludiamo R

A= [hi(xi) + 21 hi(xi)xi
2

e si ha la forma
n 2 n

(21) ds?= [h,(z,)—kzihi(z,)xi} dzf—hzi dz3.
2 2

Questa rientra nella (20) quando le Z;(z;,) (¢>1) si ottengono da una di esse
moltiplicandola per delle costanti, facendo un opportuno cambiamento di coordi-
nate che mantiene le linee z, .
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Sono quindi la (20) e la (21), a meno di ovvie trasformazioni di coordinate,
le sole forme possibili per il ds® di una varieta euclidea che rientrano nel tipo (5)
con le note condizioni per le a; con ¢>1. D’altra parte, se noi riferiamo la
varietd euclidea a coordinate cartesiane, il sistema (3’) risulta illimitatamente
integrabile quando sono soddisfatte le seguenti:

D/Uh b?}i D?)/l bvi

e 0 o —0,

0zy, 0z, 0z, 0Ty

essendo nel medesimo tempo n

>ivi=1.
2

1

Ne viene che o le »; sono costanti, ed il trasporto (1) & il parallelismo, ovvero n—1
tra di esse sono funzioni della rimanente: v;=g@;(v;) (¢=2, 3,..., n) dove

”

2

e le ¢;, purché soddisfino a questa condizione, si possono scegliere ad arbitrio
per far rientrare la varietd euclidea tra quelle di seconda classe. Resterebbe a
vedere in quali casi si ha la forma normale.

La forma (20) si presenta quando tra le componenti »; due al pili sono linear-
mente indipendenti. Per esempio: per #=3 si presenta la forma (20) quando
il campo dei vettori v si ottiene da un campo di vettori unitari in un piano =
portando ogni vettore del piano, parallelamente a se stesso, in tutti i punti della
perpendicolare a z uscente dalla sua origine.

Lo spostamento di un vettore si riduce ad uno spostamento per parallelismo
lungo una perpendicolare a 7, ad uno spostamento in un piano parallelo a =
della componente tangenziale a tale piano, e ad uno spostamento per paralle-
lismo della componente ortogonale. Il secondo spostamento pud avvenire secondo
una legge arbitraria, ma che & la stessa per tutti i piani paralleli a = messi in
corrispondenza in modo che due punti corrispondenti stiano sopra una perpen-
dicolare a m.

Analogamente per n>3.

Escluso questo caso, la cui considerazione si presenta ovviamente quando si
tenga presente il pili generale trasporto rigido in un piano, si ha sempre il
tipo (21) non riducibile al (20), Sarebbe forse interessante vedere come si realizza
il trasporto corrispondente con particolari maggiori di quanti daremo nei numeri
seguenti relativamente ad una V), normale di seconda classe.

B da notare poi che si presenta la forma (20) quando v & un gradiente,
il che aceade in una V, normale di seconda classe quando le linee z, sono
geodetiche, come si vedrd meglio in seguito. Allora a,, & funzione della sola z,
e si pud supporre a,,=1.
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Per una varietd euclidea la forma (20) si riduce allora alla seguente:
n
(20") ds® —=dz3 +[£(x:) + 2,9 () Pzt + D), da?.
3

Dal che, riferendoci a coordinate cartesiane, risulta facilmente che se una per
funzione @D(zi, Z2yey Tn) sono nulli tutti i minori del second’ordine del suo
hessiano (fatto a cui si riducono in coordinate cartesiane le (22) quando

v=grad - 9)
ed & inoltre ”
0P\2 1
> 5r) =1
1
e v da luogo ad una forma normale, si ha

DP=F(y:,Y>)

dove n n

y1=a+ziam, y2=ﬁ+2iﬂi~zi’
1 2

a e f essendo due costanti arbitrarie, le a; e f; pure costanti soddisfacenti alle

condizioni ”

n n
Ei ai=1, Zi pi=1, X aifi=0,
1 1

1

ed F(y.,y.) & la pii generale soluzione dell’equazione
OF\2  (OF\2
() ) =1

6. - Torniamo ora ad occuparei di una ¥, generica normale di seconda classe.
Messo il ds? sotto la forma (5) con le note condizioni per le a,;, denotiamo
con v; il versore relativo alla linea z; ({=2, 3,..., ). Per la linea z, il versore
& il vettore v che figura nella (1).

Essendo v ortogonale a v, sard

n
V=", (V=<V)v;.
1

Vi sono delle linee lungo le quali lo spostamento (1) & il parallelismo: esse
sono tutte e sole le linee lungo le quali si ha v -0, perche per tali linee la (1)
da u=0. Le linee in discorso sono quelle lungo le quali &

v <v;=0 (=2, 8,..., n).

Per trovare tali linee osserviamo che denotando con ¢ le componenti contro-
varianti di v lungo una linea L riferita ad un parametro ¢, & t*=0, e per ¢>1
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(poiche le componenti controvarianti di v sono nulle, tranne la prima che &

1 a
eguale ad -—) sara

Va,, . .
. 1 k) 1 dx ¥ 1 %] dz,
Tl:g % . S = [ ]—
k .
1 ’ V“u at V“u E1k * dt
iod ” ) )

oo ] O LT L R T
V@t t J dat i | dt 2Va, ( 0z, d¢  Oz; dt

Le linee lungo le quali lo spostamento (1) & il parallelismo sono dunque le

linee lungo le quali da da
(23) g 5, 00— 5.+ dzi—0 (6=2, 8,..., ).

1

Esse costituiscono in generale una congruenza, ma possono anche costituire un
sistema di maggiore dimensione.

Tra esse sono le linee 7, quando e soltanto quando queste linee sono geo-
detiche, il che succede quando a,; & funzione della sola z,, cioé quando v & un
gradiente. Tale & il caso delle varietd a curvatura costante: per esse le linee (23)
costituiscono 'una congruenza che coincide con quella delle linee z,.

Per le varietd euclidee, le linee z, fanno parte delle (23) quando il ds® ha
la forma (20'): la congruenza di geodetiche che fanno da linee z, non si pud
scegliere ad arbitrio, ma deve soddisfare a condizioni ben definite. Per esempio,
per =3 la congruenza pili generale si ottiene nel seguente modo: si fissi un
piano z ed in esso una linea L; le rette di = ortogonali ad L proiettate orto-
gonalmente sopra i piani paralleli a # danno nello spazio la congruenza generale.

Analogamente, con le dovute modificazioni, per »>3.

Si pud caratterizzare la congruenza di geodetiche in generale o anche solo
in altri casi particolari, per esempio per le varietd a curvatura costante?

Valendoci della proprietd caratteristica delle linee (23), possiamo realizzare
il trasporto rigido definito dalla (1) nel modo seguente. Siano P e ¢ due punti
di V, ed in P sia fissato un vettore u. Sia C la linea (23) passante per P
(o una di quelle che passano per P se le (23) non costituiscono una congruenza)
H il punto dove C incontra la varietd V,_, z,=cost. contenente . Si trasporta u
da P in H lungo C per parallelismo in ¥, il vettore cosi ottenuto in H lo si
decompone in due ortogonali, uno dei quali tangente alla V,_,, che si trasporta
in @ per parallelismo nella V,,_, (che & euclidea). Il vettore cosi ottenuto in @
si compone con un altro, ortogonale alla ¥,_,, in modo che il vettore risul-
tante u’ abbia la stessa lunghezza di m: w’ & il risultato del trasporto di u
da P in @ secondo la (1).

Si pud operare in senso inverso, e cioé eseguire prima una decomposizione
in P, trasportare uno dei vettori per parallelismo nella V, , z,=cost. conte-
nente P, eseguire una composizione, trasportare il vettore ottenuto per paralle-
lismo in ¥, lungo una linea (23) per arrivare in Q.
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Per esempio: nello spazio ordinario le linee 2, siano le semirette perpendi-
colari ad una retta 7, uscenti dai suoi punti, le linee z, le circonferenze aventi
i centri nei punti di 7 situate nei piani perpendicolari ad 7, le linee z; siano le

parallele ad 7. Allora ds*— do} + 22d+ dad.

Tra le linee (23) sono le z,. Le V,_, z,—cost. sono le superficie cilindriche
circolari aventi per asse 7. Si pud applicare la costruzione precedente prendendo
come linea C una linea z,. Naturalmente ci sono altri modi per realizzare il
trasporto, per esempio facendo intervenire rotazioni intorno ad 7, ma sono costru-
zioni che si applicano al caso particolare, mentre quella che abbiamo data ed
un’altra che daremo, sono costruzioni generali. I’esempio si mostra perd inte-
ressante perché & in istretto legame coi movimenti elicoidali aventi per asse 7,
e quindi coi movimenti rigidi nello spazio ordinario.

Un esempio pilt generale del precedente, sempre per #=3, si ha in corri-
spondenza alla forma (20’). Invece di superficie cilindriche circolari coassiali si
si hanno superficie cilindriche equidistanti, le linee z, sono le normali alle super-
ficie cilindriche.

Per la forma pi generale (20) le V,_, ortogonali alle linee 2, sono pure
superficie cilindriche con le generatrici parallele, ma del resto arbitrarie, le linee z,
sono linee piane ortogonali alle superficie cilindriche. La costruzione relativa si
pud effettuare in infiniti modi, in corrispondenza agli infiniti cambiamenti di
coordinate che conservano le linee zs.

7. - 11 trasporto (1) per una ¥V, normale di seconda classe si pud anche rea-
lizzare in un secondo modo, il quale coincide col primo quando le linee 2, sono
geodetiche. Questo secondo modo, con la sua unicitd, caratterizza le V, normali
di seconda classe, mentre non sappiamo se I'unicitd del primo modo le carat-
terizzi egualmente.

Questa seconda costruzione & analoga alla prima, con la differenza che in
luogo delle linee (23) bisogna servirsi delle linee z,: lungo una di esse il tra-
sporto (1) & il parallelismo di FERMI (il quale & il trasporto rappresentato
dalla (1) quando v & il versore sulla linea lungo la quale viene effettuato).

Orbene: I unicitd di questa seconda costruzione caratterizza le V¥, normali di
seconda classe.

Infatti, sia una 7, ed in essa una congruenza normale di linee L. Le V,_,
ortogonali alla congruenza siano euclidee.

Definiamo un trasporto di vettori nel seguente modo.

Siano P e @ due punti di V,, ed in P sia fissato un vettore u. Sia H il
punto dove la L passante per P incontra la ¥, , che contiene €. Si trasporti u
da P in H lungo la L secondo il parallelismo di FERMI ed il vettore cosi otte-
nuto in H si decomponga in due vettori ortogonali, uno tangente alla L, I'altro
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tangente alla V,,_,. Quest’ultimo si trasporti da H in ¢ per parallelismo nella V,_,
e lo si componga poi con un vettore ortogonale alla ¥,_,, in modo che il vet-
tore risultante abbia la stessa lunghezza di u: il vettore u’ cosi ottenuto in @
& il risultato del trasporto di u da P in Q.

Supponiamo che u’ sia indipendente dal modo come si arriva da P in @),
nel senso che se P, P,, P,,.., P,, @ & una qualunque catena di punti, il tra-
sporto di u da P in P,, da P, in P, etc., dia sempre in @ il medesimo vettore.
Dimostreremo che allora la V,, & normale di seconda classe.

Assumiamo le L come linee z, e fissati in un punto di V,, n—1 vettori v,,
V3, Vu @ due a due ortogonali ed ortogonali alla linea z,, trasportiamoli in
ogni punto della 7, e poi assumiamo come linee z; (¢=2, 3,..., n) quelle della
congruenza tangente a v;. Chiamiamo v il versore sulle linee z,.

Per la particolare scelta di linee coordinate sara

n
ds*=>), a;dz}.
1

Occupiamoci di un trasporto infinitesimo da un punto P di coordinate z; ad
un punto P’ di coordinate z;+ dz;. Per P si consideri la linea z, e sia H il
punto di essa la cui prima coordinata & z,4dz,.

Trasportiamo un vettore u da P in H lungo la linea z, secondo il paralle-
lismo di FERML

I1 trasporto di u lungo la linea z, definird lungo questa linea un vettore,
che continuiamo a chiamare u, e per il quale si avra

(24) U= — (U<V)V+ (1x<V)V,

PN

intendendo le derivazioni rispetto al parametro z, al quale la linea & riferita.
Ora v ha nulla la prima componente controvariante, mentre le altre sono

11) 1 1 da .
. = = —0—1‘1 (’L—_—2, 3,...-, n)
¢ Va“ aiVay, 0%
e percio
P 1 (11 1~ day
uxvV=_— > 1" au=— P Ut
V“u 2 ¢ 2Vay, 7
poi & 1 —
UXV=0A1,U —;:=Va“u.
Vay,
La (24) ci dara dunque, per ¢>1,
o (k1 — 1 da 1 da
dui+» ) %u"dz=— At ——— M g = — — T
+21"b [ : V 1" 2aiivau bzl t 2(11‘,‘ b.’l}@'

e cioe

n
dui+, utdz, =0
2

k1§
t
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e finalmente 1 dau
(25) w4 —— 2 i, —0 (=2, 8,...., n).

2&11' 0311

Avremo cosi nel punto H un vettore le cui componenti controvarianti sono %!+ dui.
Questo lo decomponiamo in due, uno tangente alla linea z, e I’altro ortogonale.
Quest’ ultimo, nella varietd euclidea z,=cost. contenente H, riferita alle coordi-
nate Ty, 3y, Tn, avra le componenti controvarianti #i4du’ (¢>>1). In questa
varietd euclidea lo spostiamo per parallelismo da H in P’. Avremo cosi in P/,
nella varietd euclidea, un vettore le cui componenti controvarianti sono

n
witdui+, % " % (W + duh) das, (i=2, 8,...., 1)
2
ossia, trascurando gli infinitesimi di second’ ordine:
N Rk
witdui+>,, % ; % utdzy, (=2, 3,..., n)
2

e ciog, per la (25),

wt— 2;“ %‘;” u’dzi—i-ghk%hik%uhdxk.
Queste, per ¢=2, 3,..., n, rappresentano anche le componenti di posto ¢ del
vettore u trasportato da P in P’ nella ¥V, secondo la costruzione che abbiamo
indicata.
Detto trasporto, che abbiamo definito per via geometrica, & percido rappre-
sentato da un sistema di # equazioni differenziali, 72 —1 delle quali sono le seguenti:

1 day

dut= T 2ay ba;

widz, +24hlc 3 ; % utdzy (t=2, 3,..., n).

Queste in particolare debbono essere soddisfatte dai versori v; (¢>1) delle
linee coordinate z;. Per v,, avendo questo nulle tutte le componenti controva-

. . 1 . s s N
rianti tranne #?= —, se ¢ & diverso da 1 e 2, sara

Vao,
2k) 1
0— 2,4 % = o
ciod
3l%dz2+% {dz, 0
e quindi 99 9 ¢
% i §=O’ % i %20’
e finalmente
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Analogamente, se i=j, i>1, j>1,

baii

()a:,- =O’

ciod a@; per ¢>1 & funzione delle sole 2, ed z;, ciod la V, & normale di se-
conda classe.

Resterebbe a vedere se esistono V,, di seconda classe che non siano normali,



