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RICERCHE

SULLA

TEORIA DEI GRUPPI D’ORDINE FINITO

PACIFICO MAZZONI





INTRODUZIONE

Nel presente lavoro ci proponiamo di esporre varie proprietà
dei gruppi d’operazioni d’ordine finito. Nella prima parte espo-
niamo quelle dei gruppi isomorfi, che, oltre a esser importanti
di per sè, sono assai utili, come strumento di ricerca, e servono

di fondamento alle parti seguenti. Nella seconda parte è svolta
una teoria dei gruppi permutabili ; nella terza ci siamo propo-
sti di svolgere una teoria dei cosiddetti prodotti diretti di due
o più gruppi.

Un teorema, dimostrato nel § 13, riconduce allo studio di essi
lo studio del prodotto di quei gruppi, che hanno la proprietà di
essere ognuno permutabile con tutte le operazioni dell’altro. Que-
sti prodotti diretti non pare che abbiano attirato sinora molta
attenzione: poche loro proprietà si trovano nell’Opera del 
sIDE : Theory o f ma, come avviene dei gruppi abeliani,
che, per la limitazione di aver le loro operazioni a due a due per-
mutabili, si .studia,ào cor più facilità, e godono di tante impor-
tanti proprietà particolari, cos  avviene dei prodotti diretti di
due o più gruppi, il cui studio viene facilitato dalle limitazioni

imposte alla nàtura dei gruppi stessi.
La ricerca più importante sui prodotti diretti è quella rela-

tiva alla costruzione di tutti i sottogruppi contenuti nel prodotto
diretto di due gruppi, noti che siano tutti i sottogruppi di que-
sti. Una notevole applicazione ne abbiam fatta nei §§ 24 e 25 sul
modo di costruire tutti i gruppi intransitivi di sostituzioni, noti che
sieno i gruppi transitivi.

Tutte queste proprietà ricevono applicazioni e interpretazioni
nella teoria delle equazioni algebriche. In questo lavoro però ci
siamo limitati a studi di pura teoria dei gruppi, condotti con cri-
teri generali, senza scendere alla trattazione di casi o di tipi par-
ticolari di gruppi.

Perugia, febbraio 1917.





- PARTE I.

SUI GRUPPI ISOMORFI

§ 1.

Considerazioni preliminari sui gruppi permutabili.

Premettiamo alcune poche considerazioni sui gruppi permu-
tabili, che ci serviranno subito, e che non potremo perciò riman-
dare al capitolo speciale dedicato ad essi. Questi gruppi si tro-

vano definiti nell’opera del BURNSIDE : Theory of Groups o f finite
order (Crtmbridge, 1911), dove si trovano pure svolte le loro prime
proprietà, che esponiamo brevemente,. seguendo un metodo, che
ci sarà fecondo di resulta,ti. 

°

Per giungere a questi gruppi permutabili, dobbiamo premet-
tere una proprietà generale dei gruppi d’operazioni, d’ordine finito.

Siaro G e I’ due gruppi di operazioni di natura qualunque,
di ordine m e n rispettivamente, e sia E il loro massimo sottogrup-
po comune, di ordine r. Dimostriamo che moltiplicando ognz opera-
zione di G per tutte quelle di r, ossia formando tutti i prodotti della

forma g y, si ottiene un sistema di operazioni, di cui quelle distinte

aono in numero di . mn .
r

Infatti distribuiamo, come può farsi in generale, le m operazioni
di G in un quadro, rispetto a 1, prendendo le moltiplicatrici di G
a sinistra, e lo stesso si faccia pel gruppo r, prendendo invece

le moltiplicatrici a destra. Indichiamo con al, a2 , ... , ar le opera-
zioni di 1, con gl, g2, ... , gia le moltiplicatrici di G, e con ... ,

l’

quelle di ; avremo cos  i due quadri seguenti :
r
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Scriviamo compendiosamente questi quadri, come useremo di
fare anche in seguito, con la scrittura :

Sarà g~, g2, ... , g~2 un sistema completo di operazioni di G,
. 
r

non equivalenti a destra rispetto a , ..., un sistema
l’

conipleto di operazioni di r non equivalenti a sinistra rispetto
a E s

Sia g una qualunque operazione di G : essa è uguale a iin

certo prodotto gi alt. Sia y una qualunque operazione di r

essa è uguale a un certo prodotto o d ~L . Il prodotto si potrà
scrivere

em,seiido 3, t una certa operazione di E; dimodoché, percorrendo

1’ indice i tutt’ i valori l’ indice l tutti i valori

e l’indice t tutti i valori 1, 2,..., $ r, si ottengono

*) In generale due operazioni g e g’ di G si dicono equivalenti a
destra rispetto a I, quando sussista una relazione della forma g ==g’z,
con z operazione di E; equivalenti invece a sinistra, quando sia 
V. BIANCHI. Teoria dei gruppi e delle algebriche secondo Galois,
S 17. Nel nostro caso ... , g’!!2 è un sistema completo di operazioni

r-

non equivalenti a destra, rispetto a Y, poichè due operazioni distinte

qualsiasi del sistema non sono mai equivalenti a destra, rispetto a ~,
mentre un’ altra qualunque operazione di G è sempre equivalente a
una, e a una sola operazione del sistema.
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tutte (e naturalmente anche sole), le operazioni della forma g 7.
Non può mai esser un’operazione g at t ~~ L eguale ad un’altra

se non è separatamente gi = g , a t - a s - 7j
Infatti dall’uguaglianza J~ ~} segue ~ altra 

~= ~ ~ ~ z-1 , onde ~ 1 è un’operazione comune a G e a r, è

cioè un’ operazione a di E ; quindi si ha = c3 y, , da

cui, per la non equivalenza rispetto a delle operazioni y
12’ ... , n , segue yj y, ; ; analogamente si deduce che gt = gk,

e quindi che c3, t - as.

Dunque le operazioni della forma gi sono tutte distinte,

epperò in numero di m r n . Questo è dunque il numero delle ope-

razioni distinte del tipo g 7, e il teorema enunciato è cos  dimo-

strato.

In modo analogo si dimostra che ogni prodotto della forma
 g si può ridurre al tipo ’ aj g‘,, ove "2’ ... , y’n è un si-

l’

stema completo di operazioni di y non equivalenti a destra, e

g’~ g’2, ... , g’- è un sistema completo di operazioni di G non
x

equivalenti a sinistra, rispetto a E : questi prodotti 7’  ’3.i g’k sono
pure tutti distinti, e quindi dei prodotti del tipo -( g, quelli di-

stinti sono pure in numero 
r

§2.

Gruppi permutabili. 

Si osservi che in tutto ciò non si è fatta alcuna ipotesi sulla na-
tura delle operazioni g e i , nè su quella dei gruppi G e I’. Ora si

faccia l’ipotesi che ogni operazione del tipo y g si possa porre anche
sotto la forma g’ y’. Si consideri il gruppo che risulta, compo-

nendo, in tutti i modi possibili, le operazioni di G con quelle di
r ; questo gruppo lo indichiamo con (G, r), e lo chiamiamo, come
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faremo sempre in seguito, prodotto dei due gruppi G e ~. Si vede
subito che ogni operazione del gruppo (G, r), per l’ipotesi fatta
che ogni operazione del tipo 7 g si possa porre anche sotto la forma
g’ ;’, si può sempre ridurre alla forma g ~, *) o se si vuole, alla

forma gi 1, L’ordine N del gruppo (G, r) è dunque finito, e al
. 

L 
m n . - 

Lmassimo uguale a e siccome inversamente tutte le opera-

zioni di questa forma sono nel gruppo (G, r), e sono tutte distinte,

h N’ 
. 

L 
m n 

segue che N è proprio uguale a 
r

Ma d’altra parte le operazioni distinte della forma 7 q sono

già in numero di ~~ ~ , e quindi esse pure esauriscono tutto il

gruppo (G, r), e si conclude che ogni operazione del gruppo (G, r)
si può porre pure sotto la e che in particolare ogni
operazione g 7 è pure uguale a una certa 7’ g’. Abbiamo cos
il seguente risultata :

Se i due gruppi G e ~, di ordine rra e n rispettivamente, hanno
la proprietà che ogni operazione del tipo 1. g è pure uguale a qual-
cuna del tipo g. 7, allora inversamente ogni operazione g 7 è pure

uguale a g, e del gruppo (G, I") è = dove,
- r

r è Z’ordzne del massimo sottogruppo comurte a G e a  ; infine le

operazioni del tipo g. ~~ {o ; . g) esau1’iscono allora tutto il gruppo

(G, ~).. 
"

Ora dati due gruppi G e 1’ d’operazioni, di ordine m rispet-
tivamente, essi si dicono permutabili, quando, detta g i un’ opera-
zione di G (dove i = 1, 2,..., m), e 7, una dir (do ve &#x26;== 1,2,...~),

*) Infatti ogni operazione del gruppo (G, , si ottiene, combinando
in un certo modo delle operazioni di G con altre di ~; essa sarà, po-
niamo, della forma g. ~. g’. -~’. g", ... ; ma ad ogni combinazione del tipo
-íg in questo prodotto, si può sostituire un’operazione del tipo g~ ll1
sicché associando tra loro le operazioni di G che si trovano riunite,
e quelle di ~, che si trovano pure riunite, si avrà infine l’operazione
considerata, ridotta alla forma voluta g-í.
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le operazioni del sistema g? 1 y, non difleriseoiso’ (,he per il loro ordine
da quelle del sistema 7~ g,. Se dunque le operazioni del tipo q. 7
esauriscono tutto il gruppo (G, I"), allora G e r saranno permu-

tabili, secondo la definizione, pichè allora ogni prodotto r. g
sarà pure uguale a un prodotto gl 

Dalle considerazioni precedenti risulta che se due gruppi
G e r sc no permutabili, l’ordine del loro prodotto (G, ~) è uguale
al prodotto dei loro ordini, diviso per quello del loro massimo

sottogruppo comune ; e per vedere ~se G e r sono permutabili, ba-
sta assicurarsi che ogni operazione del tipo q 7 ~ia uguale a qual-
cuna del tipo. g (o viceversa), perchè allora ne risulterà an che
la proprietà inversa, e per definizione, i due gruppi saranno per-

o 

mutabili ; oppure basta assicurarsi che N - m r n , perchè allora
, 

. 

r

le sole operazioni g y esauriranno tutto il gruppo (G, 11), e quindi
G e F saranno permutabili. Possiamo cos  enunciare il seguente
teorema :

TEOREMA I. - Dati due gruppi G e I’ di operazioni di ordine

m e n rispettivamente, se r è L’ordine del loro massimo sottogruppo

,il prodotto (G, 1 ") ha se,tnpre l’ oJ’dine N  e quest’or-

dine N è uguale a 
~~r 

,n , , allora e allora soltanto che rz d~ue gruppi G

e r siano permutabili.
Poniamo subito in rilievo alcune proprietà dei gruppi per-

mutabili. Dimostriamo intanto, stando alle notazioni precedenti,
chl3 se le operazioni del tipo g. -,, f ormano un gruppo, allora ogni
opeïarion(; del tipo -(. g è pure uguale a qualcuna del tipo g. , e

quindi i due gruppi G e r sono 
Infatti il prodotto (g y). (g’ ~,’), qualsiansi le operazioni g, 7,

g’, 1’, è uguale a ~ una certa operazione q" y", e in particolare, se

g = 1, e "(’ == 1, si avrà, qualsian,--i y e q’, che r operazione
7 g - gli C. d. d.

Dimostriamo che se G e I° sono permutafJil , detto gh g2, ... gm
r
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un qualunque sistema completo di operazioni di G, non equivalenti
rispetto a £ (a destra o a sinistra), esso è pure nello stesso tempo un
sistema completo di operazioni di (G, r), non equivalenti rispetto
a h : e similmente, se 11’ 12’ ... , 1 è un ststema completo di ope-

r

razioni di J’, nort equivalenti rispetto a ~, esso é pure un sistema

completo ~?i operazioni di (G, 1’), non equigalenti a G.

Infatti due operazioni qualsiansi ~, i e g, non possono essere

equivalenti rispetto a ~’, se non lo sono rispetto a E ; perchè, sup-
posto per esempio che si tratti di equivalenza a sinistra, ove fosse
g = si avrebbe g 1 

= 7, la quale operazione, essendo

comune a G e a F, sarebbe di 5, e quindi q, sarebbe equiva ente a

g~, rispetto a E, il che è assurdo (e questa considerazione vale anche
se G e r non sono permutabili tra loro). Ma ora, siccome le ope-

sono in numero uguale all’indice d  E in G,
1

esse sono pure in numero uguale all’indice di r in (G, F) (poichè
G e I’ sono permutabili) e quindi formano un sistema completo
di operazioni di (G, F), non equivalenti rispetto a I’. C. d. d.

In generale, se G e 1’ non sono pei-mulabil , avviene sempre che
due operazioni qualsiansi gi e g,~ non sono equivalenti rispetto
a r ; ma non avviene però che una qualunque operazione di G
sia equivalente a qualcuna delle operazioni gl, gz, ... , rispetto

x 

a r, perchè in questo caso l’indice di r in (G, r) è invece maggiore
di quello di E in G. Dunque in questo caso gi, z... , g., formano

r

pure un sistema di operazioni di (G, r), non equivalenti rispetto
a r, ma non completo.

Osserviamo infine la seguente proprietà: Se un gruppo H con-
tiene due sottogruppi G e r, dei quali uno sia invariante in H, i due
gruppi G e I~’ sono Supposto infatti, ad esempio, che
G sia invariante in H, si ha che G è trasformato in sè stesso

da tutte le operazioni di h, poichè lo è da tutte quelle di H, onde
ogni operazione uguale a una certa operazione q’ di G; vale
a dire che ogni prodotto è uguale a un altro prodotto 7. g’,
epperò i due gruppi G e r sono permutabili. C. d. d.
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§ 3. i

Prime proprietà dei gruppi isomorfi.

Se G e G’ sono due gruppi isomorfi tra loro, oloedricamente
o meriedricamente, e se per fissar le idee, il gruppo G ha l’ordine

maggiore o uguale a quello di G’, è noto che ad ogni operazione
di G ne corrisponde una e una sola di G’, e ad ogni operazione
di G’ corrisponde un numero fisso q di operazioni di G, e questo .
numero fisso è precisamente l’ordine di quel sottogruppo 1, in-

variante in G, formàto da tutte e sole quelle operazioni di G, che
corrispondono all’identità in G’ : vuol dire che se l’isomorfismo

considerato tra G e G’ è oloedrico, allora v- si riduce all’identità.

G
D’altra parte anche il gruppo com p lementare G - F è isomorfo

al gruppo G, e all’identità in F corrispondono in G tutte e sole le
G

operazioni di £; sicchè i due gruppi i G’ e 1’ t- sono oloedrica-

mente isomorfi tra loro. *) Insomma si ottengono già tutti i tipi
possibili di gruppi isonmorfi a G, considerando i gruppi comple-
mentari di G rispetto a’ suoi vari sottogruppi.

~) Ricordiamo che in generale, se G è un gruppo, e L un suo sot-

togruppo, il gruppo complementare o quoziente (che prenderemo

sempre a destra) G è meriedricamente isomorfo a G, all’identità~ in

r corrispondendo in G il massimo sottogruppo comune 2:, a E e

ai suoi affini in G. Aggiungiamo *che a due operazioni di G cor-

risponde in ~ una stessa operazione, allora e allora soltanto che esse

siano equivalenti rispetto E~ (equivalenza che qui e in seguito, inten-
diamo a sinistra). Ora nel nostro caso che"!’ è invariante in G, il

massimo sottog ruppo comune a E e ai suoi affini in G è E sterso, e

quindi a due operazioni di G corrispondono in G una stessa opera-

zione, allora e allora soltanto che esse sieno equivalenti rispetto a I.
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Ora se H è un qualunque sottogruppo di G, alle sue opera-
zioni corrispondono in G’, nel considerato isomorfismo tra G e

G’, un sistema di operazioni, costituenti un sottogruppo H’ di

G’, che diremo corrispondente a H. Se H è invariante in G, allora
anche H’ lo è in G’.

Consideriamo le operazioni di H : ognuna di esse corrisponde
a q operazioni di G, e tutte le operazioni possibili di G cui

corrispondano quelle di H~’, costituiscono un altro sottogruppo
K di G. Questo gruppo K potrà coincidere con H, ma potrà an-
che essere più ampio di questo, e contenerlo come sottogruppo.

Cerchiamo quando avverrà che il gruppo K coincida con

H, vale a dire che le operazioni di H sfano tutte le possibili opera-
zioni di G, cui corrispondano quelle di H’ : dimostriamo che la

condizzone necessaria e sufficiente affinchè questo avvenga, è che il

gruppo H contenga E come sottogruppo.
La condizione è necessaria, perchè ove esistesse qualche ope-

razione a di 1, non contenuta in H, siccome a a corrisponde l’iden-
tità in G’, il gruppo H non sarebbe costituito da tutíe le opera-
zioni di G, cui corrispondano quelle di H’.

Ma la condizione è anche suf&#x26;ciente : infatti se h’ indica una

qualunque operazione di H’, vi è certamente qualche operazione
h di H, la quale corrisponda a h’, perchè per ipotesi H’ è il sot-

togruppo delle operazioni di G’, che corrispondono a quelle di

H. Sia g una qualunque altra operazione di G, cui corrisponda
quella operazione : si tratta di dimostrare che g si trova ne-

cessariamente in H. Infatti a ciascuna delle due operazioni h e g

Allora se si scrive il quadro di G rispetto e ~, tutte le operazioni
di una riga di questo quadro corrispondono a una stessa operazione

di e pure a una stessa operazione di G’, sicchè fatte corrispon-

dere tra loro due tali operazioni di r e di G’, si avrà tra le opera-
zioni di h e quelle di G’ una corrispondenza biunivoca, e tale che al

prodotto di due qualunque operazioni di T corrisponde il prodotto delle
due rispettivamente corrispondenti di G’: essa è dunque una relazione
d’ isomorfismo oloedrico tra 1° e G’. ,
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di G corrisponde h’, e perciò al prodotto h. g 1 di G corrisponde
l’identità in G’, onde h. g-1 è una -certa operazione a di ~.

Si ha cos  h. g-1 = a, da cui g = h a ; e siccome i si trova per

ipotesi in H, segue che anche g si trova in H. C. d. d.

Osserviamo poi che se H conviene 1, allora se H’ è invariante
zn G’, H lo è in G ; perchè se g è una qualunque operazio-
ne di G, h una di H, e g~~. g’, h ~ h’, *) allora si ha g.-1 h. g -L

h’. g’, la quale è ancora di H’ ; sicchè I’ operazione g-1 h g,
corrispondendo a una di H’, si trova in H, il quale è dunque in-
variante in G.

Osserviamo ancora che se H contiene 1, esso corrisponde a

H’ in quella stessa corrispondenza che esiste tra G e G’, e in modo
che all’identità in H’ corrisponde in H lo stesso sottogruppo I.
Si può dire quindi che se H conviene I, allora il gruppo H’ è oloe-

dricamente zsomoro nello stesso modo come il gruppo G’

G
lo è al gruppo - . Se invece H non contiene v’ e i’ è il massimo

sottogruppo comune a H e a , allora H’ corrisponde ancora a H, in
quella stessa corrispondenza che è data tra G e G’, ma all’iden-

tità in H’ corrisponde in questo caso in H soltarto il sottogruppo
~’ ; sicchè in questo caso il gruppo H’ è oloedricamente isomorfo

al quoziente H . Se in pMticolare:E’ è 1’identità, cioè se i duequozient j p

gruppi H e X non hanno operazioni comuni, oltre l’identità, allora
1’isomorfi,sm.o tra H e H’ è oloedrico.

§4.

Confronti tra i sottogruppi di G e i corrispondenti di G’.

Supponiamo ancora che il gruppo G’ sia isomorfo a G, e che
all’identità in G’ corrisponda in G il sottogruppo E. Abbiamo la

seguente proprietà :

*) Col segno (~) intendiamo di rappresentare la corrispondenza tra
due operazioni di G e di G’.
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Se H, H’, H", ... sono piÙ sottogruppi qualunque di G, e

K, K’, K",... sottogruppi rispettivamente corrispondenti di
G’, al prodotto (H, H’, H", ...) corrisponde il prodotto (K, K’, K", ... ).
Limitiamoci, per semplicità, al caso di due gruppi soli H e H’.
Ogni operazione di (H, H’) avrà, poniamo, la forma h. h,’, h~. h’1... ,
essendo h, hi, ... operazioni di H, e h’, h’,, ... operazioni di H’.
Ora se h-, k’. h’1-~~ k’ 1, ecc., il prodotto 
- ... ; dunque una qualunque operazione di (H, H’)
ha per corrispondente un’ operazione di (K, l~’). Inversamente,
considerata una qualunque operazione di (K, K’), poniamo della

forma k k’kl k’~ ... , vi è sempre qualche operazione h, di H,
cui corrisponda k e qualche operazione h’ di H’, cui corrisponda
k’, ecc. : allora all’ operazione di (H H’) corrisponde
appunto k k’ ki k’1 .... Dunque il gruppo (K,K’) è costituito da
tutte e sole quelle operazioni di G’, che corrispondono a quelle di
(H, H’). C. d. d. Il teorema si estende subito al caso di più sot-
togruppi di G.

Se il gruppo G contiene due sottogruppi permutabili, H t H’,
anche i loro corrisponilenti K e K’ sono permutabili. Infatti se k
è un’operazione qualunque di K, e k’ una di K’, detta h un*opera-
zione di H, cui corrisponda k, e h’ una di H’, cui corrisponda
k’, si ha h h’ = h’i essendo h’1 una certa operazione di H’,
e h, una H. E allora, se hi ~ k~ e AB ~ k’i, si k’ = k’~ ki,
dove k’1 è un’operazione di K’ e k’ una di K ; e sicconle questo
ha luogo, qualsiansi k e k’, i due gruppi K e K’ sono pure per-
mutabíli.

Ora aggiungiamo che se H e H’ sono due G, dei
quali uno almeno contenga , se ad essi corrispondono in G’ rispet-
tivamente i sottogruppi K e K’, al massimo sottogruppo comune
a H e a H’ corrisponde in G’ il massimo sotiogruppo comune a K
e a K’, e i due prodotti (H, H’) e (K, K’) hanno la proprietà reci-

proca che le operazioni dell’uno corrispondono a tutte e sole quelle
dell,altro 

L’ultima parte dell’enunciato è evidente, poichè (H, H’) ha per
corrispondente (K, K’) e contiene ~. Diciamo ora A il massimo
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sottogruppo comure a H e a H’, e A il ubassimo sottogruppo co-
mune a K e a K’, e facciamo vedere che le operazioni di A sono

tutte e sole quelle di G’ che corrispondono alle operazioni di A,
nel considerato isomorfismo tra G e G’.

Infatti se ~ è un’operazione di A, essa è comune a H e a H’,
e le deve corrispondere in G’ un’operazione, che deve trovarsi
sia in K, che in K’, e quindi in á. Inversamente, supposto che
ad esempio H contenga ~, considerata un’ operazione qualunque

di A, essendo questa oomune a K e a K’, vi sarà qualche ope-
razione h’ di H’, cui corrisponda : quest’operazione h’, corrispon-
dendo pure a una di K, deve trovarsi in H (che contiene tutte le

operazioni di G cui corrispondono quelle di K). Dunque h’ è

comune a H e a H’, epperò è di A. Il gruppo A è dunque costi-
tuito da tutte e sole le operazioni di G’, che corrispondono a quelle
di A. C. d. d.

Se poi i due gruppi H e H’ contengono entrambi E, allora pure
il loro massimo sottogruppo comune A contiene £, e allora A è co-
stituito da tutte e sole le operazioni di G che hanno per corri-

spondenti quelle di à.
Aggiungiamo ancora che se uno almeno dei due gruppi. H e H’ ;

contiene 1, allora se i gruppi corrispondenti K e K’ sono permuta-
bili, tali sono anche II e H’.

Infatti sia h un’ operazione qualunque di H, e h’ una di H’,
e sia h - k e h’ .~ l~’ ; si ha k k’ = k’1 ki, dove ~’1 è una certa

operazior e di K’, e ki una di K. Supposto che, ad esempio, H
contenga 1, detta ki un’ operazione di H’ cui corrisponda k’,,
8i ha che alI’ operazione h’ corrisponde k’ = k~,

epperò h h’ è un’operazione hi di H (il quale contiene tutte

le possibili operazioni di G cui corrisponda 1~1) ; ne segue -che

h h’ = h’~ h,, e questo assicura che H e H’ sono pure permuta-
bili. C. d. d.

Rileviamo alcune altre utili proprietà. Vediamo che se H
è un sottogruppo qualunque di G e K è il suo sottogruppo corrispon-
dente di G’, al sottogruppo (H, ~) di G corrisponde in G’ lo stesso
sottogruppo K che corrisponde a H. E infatti siccome a H corri-
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sponde K, e a 1 corrisponde 1’identitày al prodotto (H, 1) corri-
sponde il prodotto (K, 1) = K.

Ora manifestamente se H e H’ sono due sottogruppi di G,
tali che i prodotti (H, E) e (H’, E) coincidano, a H e a H’ corrispon-
derà in K un medesimo sottogruppo. Inversamente, se a due

gruppi H e H’ corrisponde in G’ un medesimo sottogruppo K,
necessariamente i due gruppi (H, ~) e (H’, Y) coincidono : perchè
a questi ultimi due gruppi corrisponderà in G’ lo stesso sotto-

gruppo K, e siccome entrambi contengono 1, essi coincidono,
essendo essi costituiti da tutte le possibili operazioni di G, cui
corrispondano quelle di K. Abbiamo dunque :

Se sue gruppi G e G’ sono isomorti, e all’identità in G corri.

sponde in G il sottogruppo ~, se H è un sottogruppo c~2 G al quale cor-
risponda in G’ il sottogruppo K, si ha che tutte le possibili operazioni
di G cui corrispondano quelle di K, formano il sottogruppo (H, )
di G. E se H e H’ sono due sottogruppi di G, la condizione neces-
saria e sufficiente, affinchè ad essi corrisponda uno stesso sottogruppo
zn G’ é che i due prodotti (H, ~) e (H’, ~) coincidano.

§ 5.

Ulteriori conf ronti tra i sottogruppi, di G e quelli
di G’. Teorema fondamentale.

Continuiamo lo studio dei gruppi isomorfi, che abbiamo in-

cominciato nei §§ precedenti. Torniamo a supporre di avere un

gruppo G’, isomorfo a G, e tale che all’identità in esso corrisponda
in G il sottogruppo E (eventualmente E = 1). Supponiamo che
G ammetta un sottogruppo H, contenente E, e diciamo H’ il sotto-

gruppo di G’, che corrisponde a H. Diciamo gi, g2, ... , un si-

stema completo di operazioni di G, non equivalenti rispetto a
H, e chiamiamo g’1, g’2 , ... , 9’, le operazioni di G’, che corrispondono
rispettivamente alle operazioni gl, g2, ... , 9 g.. Dimostriamo che

dall’ipotesi che H contenga ~, segue che queste g’~, b . , , 
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costituiscono pure un sistema completo di operazioni di G’, non e-

quivalenti rispetto ct H’.

E infatti due operazioni qualunque g‘Z ~ e g’&#x3E; non possono es-

sere equivalenti rispetto a H’ : perchè ove ciò fosse, allora all’ o-

perazione gi g,;,-1 di G corrisponderebbe l’operazione g’ di

H’, e quindi g z g,£-1 sarebbe una certa operazione h di H, e si a-

vrebbe gi = h g~,, il che è assurdo, non essendo.gi e g~ equivalenti
rispetto a H. C. d. d.

Ogni operazione g’ di G’ è, inversamente, sempre equivalente
a una (e da quanto si è visto, a una sola) operazione del sistema
g’i, g~2 , ... , g’g ; perchè se g è una delle operazioni di G, cui cor-
risponda g’, si ha che g è equivalente a qúalcuna delle operazioni
gl, g2, ... , gq, e posto che sia g = ~t g~, con h operazione di H, po-
sto che h--h’, segue che g = h’ gi ; e questo mostra appunto che
g’ è equivalente a g’i, rispetto a H’. Dunque effettivamente le

operazioni g’1, g’2, ... , g’q costituiscono un sistema completo di

operazioni di G’, non equivalenti rispetto a H’.
Possiamo prendere allora le operazioni g’,, g’2, ... ,g’~~ come

moltiplicatrici del quadro di G’ rispetto a H’, nello stesso modo

come si possono prendere le operazioni gl, g2 ,... , g, come molti-
plicatrici del quadro di G rispetto a H : abbiamo cos  i due qua-
dri seguenti :

Questi due quadri, dimostriamo, hanno la proprietà che le o-
perazioni della riga i,esina del primo hanno per corrispondenti
tutte e sole quelle pure della riga i. esima del secondo, e i,,nver-

samente, tutte le possibili operazioni di G, cui corrispondano quelle
della riga i.esima del secondo quadro, si trovano nella riga i.ma
.del primo.

Infatti, se g = i è ,una qualudque operazione di G, se 
g’, h ~-h’, siccome gi ~-g’i, si ha che vale a dire che g’
si trova nella riga del secondo quadro. Inversamente, se

g’ - h’ g’ i è un’operazione qualunque di G’, si ha che g’ g’t ~~ = h’

2
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è un’operazione di n’; talchè se g è una qualunque delle operazioni
di G che corrispondono a g’, 1’operazione g gz-1, corrispondendo
a una di H’, si deve trovare in H, ossia dev’essere g g2~1 = h, e

g = h quindi g si trova pure nella riga 1:.mai del primo quadro.
C. d. d. ,

Da questa corrispondenza biunivoca che esiste tra le righe
di questi due quadri, trarremo ora profitto, per dimostrare

un’ulteriore proprietà importante dei gruppi isomorfi : facciamo

vedere, sempre se il sottogruppo H contiene E, che i due gruppi
:

L 
. G G’ 

L d. fi Lcomplementari 2013 e G sono oloedricamente isomorfi tra lorc,p H li

anzi che essi coincidono, salvo il nome delle lettere su cui essi

agiscono.
Consideriamo infatti i due quadri.

Se r rappresenta il gruppo complementare (a destra)§ , essoli

è un gruppo di sostituzioni sopra le righe del primo quadro, o
se si vuole, sulle lettere gi, g2, ... , g~ : precisamente, se g è una

qualunque operazione di G, e si moltiplicano gi, g2, ... , g~ a de-

stra per g, se gi. g è equivalente a gi~ , rispetto a H, la sostitu-

zione sulle lettere 9,1 g2, ... , g~~ che porta g z in (i= 1, 2, ..., q)
è appunto quella del gruppo r, che corrisponde a g *). E se si

G
chiama r’ il gruppo &#x3E; altrettanto vale per 1". Vediamo ora

che le sostituzioni del gruppo r’ si ottengono da quelle di r con
un semplice cambiamento delle lettere, precisamente cambiando
le lettere gl, g2 , ... , g~, ordinatamente nelle altre g’i, ~2,.... g’ ~.

Infatti se g è una operazione qualunque di G, e si ha gi g= h gk,
se g-~g’ e h--h’, si ha vale a dire che moltiplicando
le operazioni g’2, ... , g’ ~ per g’, queste lettere vengono a scam-
biarsi tra loro nello stesso modo come si scambiano le lettere

gi, ... , gq, moltiplicando tutte queste a destra per g. Inversamente

*) V.i BIANCHI, Teoria dei gruppi, § 17.
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se g’ è una qualunque operazione di G’, e g è una delle ope-
razioni di G, cui corrisponda g’, moltiplicando le operazioni

g’2 , ... , g’, tutte a destra per g’, esse verranno a scambiarsi

tra loro, nello stesso modo come si scambiano le operazioni
g~, g2, ... , moltiplicandole tutte a destra per g.

Ma g~, g2, ... , gq vengono a scambiarsi secondo quella sosti-
tuzione y di r che corrisponde a g, e g’~, g’2, ... , g’~ vengono a scam-
biarsi secondo quella sostituzione 7’ di ~’ che corrisponde a g’ ;
e dunque ~~’ si ottiene da y , cambiandovi le lettere gl, -g2, ... , gq
ordinatamente nelle altre g’,, g’~, g,q. È cos  dimostrato il se-

guente teorema fondamentale :
TEOREMA 11. - Se un gruppo G’ è isomorfo a un altro gruppo

G, e all’identità in G’ corrisponde in G il sottogruppo E (eventuali-
mente E = 1), se H è un sottogruppo qualunque di G che contenga
2:, e H’ è il sottogruppo corrispondente di G’, allora i due gruppi

L G e G sono tra anzi
H H’ i 

sono o oe rcamente isomor i tra oro, anzi

essi coincidono, salvo il nome delle lettere : precisamente, se gl, g2,... , g,
è un sistema completo d2 operazioni di G, non, equivalenti rispetto a

H, e g’ i è l’operazione di G’ che corrisponde a gi i (2 = 1, 2,..., q~),
le q operazioni g,, g’2, .., costituiscono un sistema completo
di operazioni di G’, non equivalenti rispetto a H’, e le sostituzioni

di G si ottengono da quelle dz G semplicemente cambiando le

lettere g~, g2, g, ordinatamente nelle altre g’,, g’2, ... , g’~.

Insomma si uò dire che il agisce. sulle righe delp g pp H . ,
P rimo dei due q uadri (1), nello stesso modo come il gruppo à
agisce sulle righe del secondo di quei due quadri.

~ 6.

Applicazioni. Gruppi fattoriali di gruppi isomorfi.

Nel caso che l’isomorfismo tra i due gruppi G e G’ sia oloedrico,
se H è un sottogruppo qualunque di G, e H’ il corrispondente
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di G’, i due gruppi G e G 
/ 

coincideranno in ogni caso, salvo il
’ g pp H H,

nome delle loro lettere.

Supponiamo ora, in generale, che all’ identità in G’ corri-

sponda in G il sottogruppo E (riducentesi all’identità, quando
l’isomorfismo tra G’ e G sia oloedrico) ; supponiamo che G con-

tenga un sottogruppo H~, al quale corrisponda in G’ il gruppo

H’1; che H~ contenga un sottogruppo H2, al quale corrisponda
in G’ il gruppo H’2, ecc.; che infine un sottogruppo contenga
un sottogruppo H,, al quale corrisponda in G’ il gruppo H’,~ , e che

H," contenga ~.. Segue dal teorema dimostrato che il gruppo G i
è oloedricamente isomorfo a Gli ; poi siccome i due gruppi HH’, p g pp

e H’1 si corrispondono’ tra loro nella stessa relazione d’ isomor-

fismo che è data tra G e G’, in modo che all’ identità in H’1
corrisponda in H1 il sottogruppo , i due gruppi H1 e H’ ! vengen o a

trovarsi nelle stesse condizioni di G e G’ e quindi il gruppo H1
è oloedricamente isomorfo a H / 1 . Nello stesso modo, rose-z p

guendo, si ha che il gruppo H2 è oloedricantente isomorfo 3 pp Hv H/3

ecc. ; infine che lo è a e che lo è al gruppo H’~~,
Tir

In generale si p uò dire che se i &#x3E; k, il gruppo -2013 e o loedrica-
TT/

mente. isomorlo e che questi due gruppi coincidono, salvo il. l ‘

nome delle lettere su cui essi agiscono (per 1,2,..., - 1, e
k= ~+1,...~).

» 

Aggiungiamo che siccome H, e H’1 si trovano nelle stesse

condizioni di G e G’, se hi, h2, ... , h p è un sistema completo di mol-
tipicatrici di H, rispetto a Ha, e h’ è l’operaz or e di H’, (o di G’),
che corrisponde a hi (i = 1, 2, ... p), le operazioni h’,, h’~, ... , h ~
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costituiscono un sistema completo di moltiplicatrici di H’~ ri-

spetto a H’ 2, e cos  via. *)
Tutto questo vale in generale, siano o no i gruppi Hi, H2, ... , H,

ognuno invariante nel precedente. In particolare, se 
sono i primi termini, fino a ~, di una serie di composizione di G,
allora~ G‘, H’1, Hz, ..., H,, 1 è una serie di composizione di G’, e

dal teorema dimostrato segue che i gruppi fattoriali

sono oloedricamente isomorfi rispettivamente ai gruppi fatto-

f TJ/
riali i  H_ H1 &#x3E; ... &#x3E; H’ , 2 e anzi si può dire che essi coincidano

Mi H’2 ’ - -

rispettivamente, salvo il nome delle lettere su cui essi agiscono.
Dunque, facendo astrazione dal nome delle lettere, abbiamo

che se il gruppo G’ è zsomor f o oloedricamente al gruppo G’, i loro

gruppi coincidono; e se invece G’ è meriedricamente isomorlo
a G, e all’identit4 in G’ corrisponde in G il sottogruppo , allora
i gruppi fattoriali di G si ottengono da quelli di G’, aggiungendovi
i gruppi lattoriali di E.

Questo risultato generalizza quello noto sui fattori di composi-
zione dei gruppi isomorfi, **) che dice che due gruppi G e G’, oloe-
dricamente isomorfi, hanno gli stessi fattori di composizione,
mentre invece se G‘ è meriedricamente isomorfo a G, e all’ iden-
dità in G’ corrisponde in G il sottogruppo X, i fattori di compo-
sizione di G si ottengono da quélli di G’, aggiungendovi tutti quelli
~. Qui vediamo che questa proprietà vale anche per i gruppi
fattoriali ; Ìl1a la cosa va anzi più in là : la proprietà dei gruppi

- H, sussiste sempre, qualsiasi la serie dei sottogruppi Hi, H25, *, 5p ~ q g pp n

*) Ricordiamo che se G è un gruppo e Y un suo sottogruppo, ogni
sistema completo di operazioni di G, non equivalenti (a sinistra) rispetto
a E, dà pure un sistema completo di moltiplicatrici (a destra) del qua-
dro di G rispetto a L, o come diremo brevemente, di moZtiplieatrici
d  G rispetto a i ; e inversamente.

**) V.i BIANCHI. Teoria dei gruppi § 20.
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anche se non accade che ognuno di essi sia invariante nel pre-
cedente.

In particolare se I’ è un sottogruppo invariante qualunque
di G, si ha che i gruppi fattoriali del gruppo G si ottengono, ag-

giungendo a quelli di G I quelli di r.

§7.

Applicazioni varie. Speciali gruppi permutabili.

Facciamo alcune applicazioni dei risultati generali precedenti
sui gruppi isomorfi. 

’

Dimostriamo intanto il seguente
TEOREMA III. - ~’e un gruppo G cont2ene un sottogruppo H,

e questo un sottogruppo ‘’, invariante in G, il gruppo complemen-
TT r

è oloedricamente isomorfo a un sottogruppo K dz G @ e iltare. &#x3E; e un sottoquppo K di - e ili 2-t

gruppo G è meriedricamente t al gruppo @ all’idCDtità ine all identità in

G corrispondendo in p recisamente il sottogruppo K. *)H

r
Consideriamo il che per brevità indichiamo con F;

esso è meriedricamente isomorfo a G, e all’identità in F’ corri-

sponde in G il sottogruppo I. Al sottogruppo H di G , corrisponde

in r un sottogruppo K, e siccome H contiene E, si ha K - H
Dunque è meriedricamente isomorfo a

*) Un teorema in certo modo analogo, ma non cos  generale, è
proposto dal BURNSIDE alia fine del § 31 a pag. 41 dell’opera citata :

of Groups. 
Il

**) Col segno (-) rappresentiamo, per brevità, qui e in seguito,
la relazione d’iisomornsmo oloedrico tra due gruppi.



23

e all’identità in G corrisponde sottogruppo K. C. d. d.

Aggiungiamo che il sottogruppo K è invariante in I’, allora e
allora soltanto che H sia invariante in G.

Facciamo un’altra applicazione dei risultati precedenti, di-

m ostrando il

TEOREMA Iv. - Se ún gruppo qualunque H contiene due sot-

togruppi G e r, dei quali E è il massimo sottogruppo comune, e se G

è invariante in H, allora il gruppo complementare i 
. 

è oloedriea-

niente isomor o a un sottogruppo di H .
Il gruppo H è meriedricamente isomorfo a H, all’ identitàpp G

. H .. ,

corrispondendo in H il sottogruppo G. Al sottogruppo r

di H corrisponderà nel gruppo H un certo sottogruppo I, for-

mato da tutte e sole le operazioni di H che corrispondono ap G p

quelle di (,. Essendo E il massimo sottogruppo comune a G e a
r, si avrà che il gruppo A è n eriedricamente isomorfo a r, ari-
dentità in A corrispondendo in r il sottogruppo E ; e dunque

il gruppo è oleodricamente isomorfo a d, che è un sottogruppo
di

Dimostriamo un altro teorema, che dovremo subito applicare,
e che del resto ritroveremo in seguito (al § 12).

TEOREMA V. - Se due gruppi G e G’ sono permutabili e 

G
er massimo sottogruppo o gruppo o complementare y
è un sottogruppo di (eventualmente coincide con

.

stesso).

Poichè G e G’ sono permutabili, se g’2,... , g’ q rappresenta
un sistema completo di moltiplicatrici di G’ rispetto a 1, esso è
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pure un sistema completo di moltiplicatrici di (G, G’) rispetto
a G. Se g’ è una qualunque operazione di G’,, la sostituzione di
GG che corrisponde a ’ è la sostituzione che si roduce sulle2j g e la sostituzione che p

lettere 1,2, ...,, moltiplicando tutte queste a destra per
J, e cercando le operazioni equivalenti ad esse, rispetto a 1, tra i

singoli prodotti ottenuti. Ma cos  facendo, si ottiene rnanifesta-
le* C’ ’

mente anche la sostituzione di che corrisponde a g, e dun-

que, posto che i due gruppi agiscano sopra le lettere

" ,. h h L 
o o o 

do 
G o 

tg ,2 .. , si ha che le sostituzioni di V si trovano tutte

L (G,G) 01 L 
o 

d 
G

nel gruppo 20132013, 1 il quale contiene dunque j come sottogruppo
(ovvero contiene un sottogruppo oloedricamente isomorfo a

G’)
Rivolgiamoci ora ad alcuni speciali gruppi permutabili, che

hanno particolare importanza. Supponiamo che un gruppo G

sia permutabile con tutte le operazioni di un altro gruppo r :

allora i due gruppi G e F sono certamente permutabili tra loro. *)
Coni’ è noto, e come del resto subito si verifica, avviene che il

gruppo G è invariante (G, ~), come pure il gruppo 1, massimo sot-
togruppo comune a G e a F, è invariante in o Orbene, dimo-

ry - 
. 

striarne che i due gruppi complementari e 

dricamente isomorfi tra loro.

Siccome G è invariante in (G, 1’), è il caso di applicare il teo-

rema IV, dianzi dimostrato : il gruppo y sarà oloedricamente
p

*) Un gruppo G si dice lJerrnutabile con un’ ope?.azioiie i, quando
il gruppo trasformato ’í-1 G ~ coincide con G stesso, cioè quando ogni
operazione í è uguale a qualche altra operazione g’ di G. Se ciò
avviene, allora si ha e siccome g e ~ sono operazioni qual-
siasi di G e di ~, si ha che questi due gruppi sono permutabili.
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isomorfo a un sottogruppo di (G, 1’) ma questi due gruppi hanno
lo stesso ordine (che è uguale all’indice di G in (G, 1’), ovvero
a quello di E in F, i quali due indici sono appunto uguali,

perchè i due gruppi G e r sono permutabili); dunque il è oloe-

dricamente isomorfo a 20132013. Abbiamo cos  ilricamente isomor o a 
(jr 

* amo COSi 1-

TEOREMA VI. - Se un gruppo G è pern utabile con tutte le o-

perazioni di un altro gruppo r, è il loro niassimo soltogrui&#x3E;i?o

comune, i due gruppi complementari sono 

mente isomorli tra loro.

Questo teorema si poteva anche dimostrare, deducendolo

invece come corollario dal teorema V, anzichè dal teorema Iv.

Si vede allora che e r coincidono, salvo il nome delle loro
G i ’

lettere.
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PARTE IL

GRUPPI PERMUTABILI

§ 8.

Relazione tra gruppi permutabili e i loro prodotti.
-.

Nel presente capitolo ci occupiamo dei gruppi permutabili,
di cui le prime proprietà sono svolte nei §§ 1 e 2 ; di tali proprietà
faremo continuamente uso. Proponiamoci intanto di dimostrare

il seguente :
TEOREMA I. - Se un gruppo G è permutabile con due altri,

H e I’, esso è anche permutabile col loro prodotto (H,I’), quando
questo abbia l’ordine finito.

Infatti, siccome G è permutabile con H, detta g una opera-
zione qualunque di G, e h una qualunque di H, il prodotto g h
sarà uguale a ur prodotto della forma hl g1, essendo h, una conve-
niente operazione di H, una di G ; la stessa cosa dicasi pei due

gruppi G e r. Un’operazione del gruppo (H, r) sarà, poniamo,
della e il prodotto g. (h 7 h’ 7’ ...) --.
(g h). ~ h’y’ .. ; ma se g h = hi gi si ha 

’

e quest’operazione, se gl y = ~ gz, è uguale a

essendo hi, h’~ convenienti operazioni di H, convenienti
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operazioni di I’, e g,, g2, g3, g4, operazioni di G. Cos  si può conti-

nuare a operare sul prodotto considerato r~. (h ~~ h’ "/ ’ ’ ’)’ Sic-

come si è supposto che il gruppo (H, r) sia d’ordine finito (come
sempre supponiamo, nelle nostre considerazioni), questo processo
avrà un termine, e si troverà infine

essendo g Z una certa operazione di G. Siccome (hI ;1 h’~ ... )
è di nuovo un’operazione di (H, F), si può affermare che il pro-
dotto di un’operazione qualunque di G per una qualunque di

(H, ~’) è sempre uguale al prodotto di un’operazione di (H, F)
per una di G, e quindi che i due gruppi G e (H, r) sono permu-
tabili. C. d. d. *)

Ne possiamo dedurre come corollario che se un gruppo G è

permulabile con H e con r, il gruppo (H, l’), è pure permulabile coi
due prodotti (G, H) e (G, ~).

Infatti (H, T’) sarà permutabile con G ; ma esso è pure permu-
tabile col proprio sottogruppo H, **) e lo sarà pure col loro

prodotto (G, 1‘). Cos  pure (H, ~) sarà permutabile con (G, 1’).
C. d. d.

Applicando ripetutamente questo corollario, ne consegue
immediatamente il

TEOREMA. Se tre gruppi G, H, 1’ sono permulabili loro a

due a due, tre prodotti (G, H), (H, 1’) e (G, r) sono permu-
tabili loro a due a due.

Questi teoremi si estendono subito per induzione al caso di

più gruppi, e si trovano i seguenti:
Se un gruppo G è permutabile con più altri, G~, G2 , ... , esso

*) Notasi l’analogia che vi è tra questo teorema e l’altro che dice
che se un’ operazione è permutabile con due altr~’, essa è pure per-
mutabile col loro prodotto.

**) Un gruppo G può sempre dirsi permutabile con ogni suo sotto-
gruppo ~, poichè i prodotti g. a esauriscono certamente il gruppo
(G, I) = G.
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è pure permutabile col loro prodotto. Inoltre il prodotto (G~, G2, ... , Grt)
è permutabile con ognuno dei gruppi (G, Gi) (G, (G, G2, Gk,,
G,. , ... ), qualsiansi gl’indici i, k, r, ..., compresi tra 1 e u, *).

Se più gruppi G1 , G2 , ..., G~~ sono permutabili loro a due

a due, in generale il prodotto (G,, G7n Gr...) di un sistema 
que G, , G,,~ , Gr , ... d1: questi gruppi, è permutabile con un altro
prodotto qualunque (Gj , G ~ , Gri2 , ... ) ~ *)

Supponiamo ora che il gruppo G sia permutabile singolar-
mente con tutte le operazioni di H e con tutte quelle di 1’: allora
esso è permutabile pure con tutte quelle di (H, r’).

Infatti se G è permutabile con tutte le operazioni di I’, ogni
prodotto è uguale a un prodotto in cui l’operazione ,
resta la stessa, e g~ è un’ operazione di G’ ; e inversamente, se

questo avviene qualsiansi g e -f, allora G è permutabile con tutte
le operazioni di r. Lo stesso dicasi per G e H. Allora si consideri

il prodotto .

qualunque sia g, onde il gruppo G è permutabile con tutte le ope-
razioni del prodotto (H, r). C. d. d. Per induzione si ha subito il

TEOREMA II. - ~’e un gruppo G è permutabile singolarmente
co-ra tutte le operazioni di ciascuno dei gruppi G1, G2, .., G~~, , al-
lora esso è permvtabile pure con tutte le operazioni del loro prodotto
(G~, G2, ... , G~~ ). E data una serie di gruppi G~, G2, .. , tali

che, considerati due qualunque di essi Gi i e questi siano ognuno
permutabile con tutte le operazioni allora i due prodotti
(G~, Gk, G, ... ) e (G,i, G,, Gn7, ... ) godono pure della proprietà, di

*) Infatti ammesso, ad esempio, che (Gl1 G2, ... , sia permu-
tabile con (G, Gi, Gk), siccome esso è pure permutabile col proprio
sottogruppo Gr, lo sarà pure col prodotto (G, Gi, Gk G;) ; ecc.

**) Si è visto che i gruppi Gi, Gk, G,., ... sono singolarmente per-
mutabili col prodotto (Gj, Gz, Gm, ...); questo sarà dunque permuta-
bile col prodotto (G i , Gk, ... ) di quei g ruppi .
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essere ognuno permutabile con tutte le operazioni dell’altro (qual-
siasi gl’indici i. k. r, ... ,j , l, m, ..., 1 eoinpresi tra 1 e .).

§9. 
’

Alcune proprietà dei sottogruppi del prodotto
di due gruppi permutabili.

Siano dati due gruppi permutabili G e r, aventi per massimo
sottogruppo comune E, e sia H un sottogruppo qualunque di

(G, F), che contenga G ; detto à il massimo sottogruppo comune
a H e a I’, ci proproniamo di dimostrare che H è uguale al pro-
dotto dei due gruppi G e á.

Intanto il prodotto (G, A) è certamente contenuto in H, sic-
chè basterà dimostrare che ogni operazione di H è il prodotto
di una di G, per una di ~1. Infatti, siccome G e ]-~ sono per ipotesi
permutabili, ogni operazione di (G, r) si può ridurre alla forma

g r. Consideriamo un’operazione qualunque di H, poniamo g.7;
siccome H contiene anche esso conterrà anche il prodotto
g 1 g. Y z e dunque -( sarà un’operazion e comune a H e a I’,
cioè un’operazione a di á, e quindi l’operazione considerata g¡
si trova in (G, ~). C. d. d.

Ora, siccome i prodotti della forma g. a esauriscono tutto il

prodotto (G, A) = H, segue che G e á sono permutabili. Inoltre,
siccome h è permutabile sia con G, che col proprio sottogruppo
~, esso sarà pure permutabile col prodotto (G, à) = H. È poi
evidente che á, massimo sottogruppo comune a H e a I’, contiene
I. Abbiamo dunque il

TEOREMA III. - Se due gruppi G e 1--’ sono permutabili, e hanno
per massimo sottogruppo comune l:, se H è un sottogruppo qualunque
del prodotto (G, F), che contenga G, esso è pure permutabile con
r, ed è sempre il prodotto di G per un A di r ; questo
sottogruppo á è precisamente il massimo sottogrup_po comune a H
e a r ; ;- esso è inoltre permutabile con G, e contiene pure 1:.
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Ne segue che ogni sistema completo di moltiplicatrici di G

rispetto a 1, costituisce pure, nello stesso tempo, un sistema com-
pleto di moltiplicatrici di H rispetto a A, e di (G, ~), rispetto a r.
Cos  pure ogni sistema completo di moltiplicatrici di A rispetto
a E dà pure un sistema completo di moltiplicatrici di H rispetto
a G ; e ogni sistema completo di moltiplicatrici di 1, rispetto a’
A nè dà pure uno di (G, r) rispetto a H.

Ora dimostriamo, inversamente, che, considerato un sottogruppo
F, che sia pe&#x3E;"YYlutabile con G e contenga "-’, esiste

sempre uno e un solo sottogruppo H di (G, ~-~), contenente G, e tale

che d sia il sottogruppo comune a H e a r ; e questo sottogruppo
H é preeisamente il prodotto dei due G e A.

Intanto, se esiste un tale sottogruppo H, dal teorema diretto

segue che esso deve coincidere col prodotto (G, à). Ora, A è con-
tenuto s  in r, che in (G, d) ; onde se proviamo che, inversa-

mente, ogni operazione comune a r e a (G, á) trovasi in A, se-
guirà l’asserto. Se y è una tale operazione, siccome per ipotesi
A e G sono permutabili., essa si potrà ridurre alla forma o g, es-

sendo Ò un’operazione di A e g una di G : sarà dunque 7- a q.
e q - Ò-1~(, che è un’operazione comune a G e a I’, cioè un’ope-
razione di 2:; e siccome per ipotesi v- è contenuto in A, sarà g
uguale a un’operazione 8, di A, sicchè l’operazione considerata
~~ sarà == o 01’ che si trova in d. C. d. d.

Dunque la condizione necessaria e affinchè un sot-

togruppo d di r, che contenga L sia permutab1:Ze con G, é che egso sia
il masse sottogruppo comune ai gruppi r e (,á, G). Esiste dunque
una perfetta corrispondenza biunivcca tra i vari sottogruppi H
di (G, r) che contengono G, e quei sottogruppi A di r che sono

permutabili con G e contengono È : tutti i possibili sottogruppi
H di (G, I’) sono dati dai prodotti di G per i vari sottogruppi
A di r. Analogamente per quei sottogruppi di (G, 1’) che conten-
gono 1".

Nel caso particolare che G sia permutabile con tutte le ope-
razioni di I’, allora, se á è un qualunque sottogruppo di r che

contenga L, esso è certamente permutabile con G (chè anzi G è
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permutabile con tutte le operazioni di ~), e quindi à è il mass.

sott. comune ai due gruppi (G, A) e 1’. Vi è allora insomma una

corrispondenza completa fra tutti i possibili sottogruppi di h che
cortengoro E, e i sottogruppi di (G, r) che contengono G.

Se il gruppo G è permutabile con tutte le operazioni di F, al-
lora G è ipvariante in (G, -’), come v- in h’, e i due gruppi comple-

mentari sono oloedricamente isomorfi; siccome inoltreG 2: ’

G è pure invariante in H, e X è invariante in A, anche i due gruppi
rr A

H e  sono oloedricamente isomorfi. Aggiungiamo (ciò che di-Cr L gg g (

mostreremo tra breve, ma che per ora ci limitiamo ad affermare)

che pure i due g ru pp i -H e 17 sono oloedricamente isomorfi

tra loro. 
’

Se invece h è permutabile con tutte le operazioni di (G, I’),
allora I’ è invariante in (G, h’), e quindi è permutabile pure con
tutte le operazioni di H ; come pure è invariante in H, e S lo

è in G ; e i tre gruppi sono oloedricamente iso-

morii tra loro (sempre pel teor. VI del § 7, avendo i due gruppi
r e H per prodotto (G, ~) e per massimo sottogruppo comune

~, mentre r è permutabile con ogni operazione di H).
Supponiamo di nuovo che G sia permutabile con tutte le ope-

razioni 
’ 

di ’ I ’ ; allora i due gruppi 
. ( G, I) coin cidono. *) razon il"; a ora l ue grupp G 2j 

COIDCI ono. uest u-

nico gruppo indichiamolo per brevità con K ; esso è meriedri-

camente isomorfo a (G, I’), e all’identità in K corrisponde in

*) Se si pensa, coni’ è lecito, che questi due gruppi agiscano

sulle stesse tetterei 9’z, ..", 9 q, allora ----o- e r coincidono senz’al-
tro ; ma se si pensa che essi agiscano su lettere diverse, allora le so-

stituzioni dell’uno si ottengono da quelle dell’altro, con un semplice
cambiamento delle lettere; in ogni caso questi due gruppi si possono
riguardare come coincidenti.



32

(G, I’) il sottogruppo G. Al sottogruppo H di (G, ~) corrispon-
derà in K un certo sottogruppo A, e siccome H = (A, G), anche
al sottogruppo A di (G, r) corrisponderà in K il sottogruppo

A (§ 4). Ora siccome H contiene G, i due gruppi sono

oloedricamente isomorfi (teor. II del § 5). Ma siccome K è pure u-
T 1p K

guale a r e siccome à contiene E, si ha pure che . = .. *)g I p 1 A 
*

Dunque (G’ 1 ) r 
e abbiamo cos  il teorema :Dunque T s ’ abbiamo il teorema :

Se un gruppo G è permutabile con tutte le operazioni di un al-
tro gruppo r, e E è il loro mass. sott. comune, detto H un qualunque
sottoyruppo di (G, ) che contenga G, il mass. sott. comurte a H

e a 17, si ha che i due gruppi complementari

r sono oloedricamente isomorji (anzi coincidono, salvo il nome delle
lettere su cui essi agiscono).

Il carattere della completa corrispondenza che vi è tra i vari

sottogruppi H di (G, F) che contengono G, e i sottogruppi A di F
che contengono L, in questo caso che G è permutabile con tutte le

operazionz di r, è dunque il seguente : i primi sottogruppi, (H),
e i secondi, (A), corrispondono rispettivamente agli stessi sotto-

gruppi del gruppo complementare concidente con
Seguono senz’altro, applicando i risultati del § 4, ad esempio

le seguenti proprietà : 
’

Se H e H’ sono due sottogruppi di (G,r), contenenti G, se 3 è
il mass. sott. comune a H e a r, e á’. è il mass. sott. comune a H’

e a r, il prodotto (A, A’) è il massimo sott. comune al prodotto

*) Al gruppo à, considerato come sottogruppo di (G, 1’), corrisponde

in CGt) ==K il sottogruppo .i; considerato invece come sottogruppo di

r, gli corrisponderà in ~===K naturalmente lo stesso sottogruppo A.
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(H, H’) e a r, e i due gruppi ~e !~’ sono permutabili, allora e allora
soltanto che lo sieno H e H’ ; inoltre il gruppo A è invariante in
I~’, allora e allora soltanto che H lo sia in (G, F), ecc. : proprietà
che del resto (sempre nell’ipotesi che G sia permutabile con tutte
le operazioni di I’) possono stabilirsi anche direttamente.

§ 10. 
’

Continuazione dell’ argomento precedente.

Sviluppiamo maggiormente le proprietà dei sottogruppi del

prodotto di due gruppi permutabili, stabilite nel § precedente.
Siano G e r due gruppi permutabili, aventi per mass. sott. comune
2:; sia H un sottogruppo di (G, I’), contenente G, sia il mass.

sott. comune a H e r ; indichi K un sottogruppo qualunque di
(G, I’), contenente ~, e M indichi il mass. sott. comune a H e a

K ; infine A indichi il mass. sott. comune a G e a K. Tutti questi
gruppi conviene rappresentarli, per comodità, disponendoli come
nel quadro seguente :

Siccome H e r sono permutabili, essi si trovano nelle stesse

condizioni di G e 1’, e pel teor. III del § precedente si ha che K

è permutabile con H, che M è pure permutabile con r, e K è u-

guale al prodotto di M per ~-~; infine che A è il mass. sott. comune

a M e a ~-~.

Ma in queste deduzioni possiamo scambiare G con ~-~ e H con

K. Troviamo allora che K e M sono pure permutabili con G, e che
H è il prodotto di G per M; inoltre che A è permutabile con r, ed
è il mass. sott. comune a G e a M; mentre il mass. sott. comune

a A e a P è )2. Aggiungiamo ora che M è uguale al prodotto di A
, 

«.

Ann. Se. Normale. 3
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per A, che A e à sono permutabili tra loro e hanno evidentemente
per mass. sott. comune r.

Infatti, essendo M contenuto in H, ed essendo H il prodotto
dei due gruppi permutabili G e !1, ogni operazione di M si può
ridurre alla forma ~. Ma poichè M è pure contenuto in K, si ha
che g. 8 è uguale a un’operazione 1~ di K, ossia gó= k. e g = 
Ora a si trova in I’, e quindi anche in K, epperò g = k. ~-1 è un’o-
perazione comune a G e a K, cioè un’ operazione À di A. Dunque
g=a, e l’operazione considerata gò= ~a, è cioè il prodotto di un’o-
perazione di A per una di à. E siccome inversamente A e ® sono
contenuti in M, segue che M è uguale al prodotto (A, ~1). Ma poi-
chè inoltre tutti i prodotti &#x3E;,. 8 esauriscono il gruppo M, i due

gruppi A e A sono permutabili. Cos  le asserzioni superiori
sono tutte dimostrate. Abbiamo cos  il seguente teorema, che

comprende il teor. 111 ’del § precedente :
TEOREMA IV. - Se G e r sono due gruppi permutabili, aventi

per mass. sott. comune L, se H è un sottogruppo qualunque di (G, ),
contenente G, e K un sottogruppo di (G, r), contenente I’, i due gruppi
H e K sono pernizttabili ; e se M è il loro mass. sott. comune, se tl

è il massimo sott. comune a H e a r, e A quello comune a G e a K,
il qruppo NI è permutabile con G e con I"’, ed uguale al prodotto di A
per á; il prodotto (G, M) coincide con H, e il prodotto (M, r) coin-
cide con K ; poi A è il mass. sott. G e a M, ed è permuta-
bile con r, come è permulabile con G ed è il mass. sott.

M e a due gruppi A e à sono pure permutabili tra
loro; infine si ha H = (G, A), e K --- (r, A). 

-

Nel quadro precedente tutti i gruppi scritti sono dunque a due
a due permutabili, e questi gruppi sono disposti in modo che H,
(G, r), K e M sono i prodotti dei gruppi che sono scritti sotto

ad essi e li comprendono, e M, A, A e S sono i mass. sott. comuni

ai gruppi che sono scritti sopra ad essi, e li comprendono.
Ora siccome H e r sono permutabili, essi si trovano nelle stesse

condizioni di G e I’, e perciò su di essi possono ripetere le stesse
considerazioni, e si possono dedurne delle proprietà del tutto

analoghe a quelle trovate per G e r.
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Abbiamo visto, nel § precedente, qual’è la condizione neces-
saria e sufficiente, affinchè un sottogruppo A di P, contenente

~, sia permutabile con G, e un sottogruppo A di G, contenente

sia permutabile con I’. Possiamo dire che se A è un sottogruppo
qualunque di G, contenente ~, e permutabile con I’, e A un sottogruppo
di r, contenente 1, e permutabile con G, indicato con H il prodotto
(G, A) e con K il prodotto (F, A), sarà á il mass. sott. comune a

H e a h, e A quello comune a K e a G ; pel teorema diretto ora
dimostrato, i due gruppi A e L1 saranno tra loro, e il

loro prodotto sarà precisamente il sott. comune a H e a K : i

questo è l’inverso del teor. IV.

Ora supponiamo in generale che i due sottogruppi A e A siano
permutabili loro, e dimostriamo che ha luogo la seguente pro-
prietà : il masso sott. comune a (A, à) e a G è A, e il mass. sott. co-

mune a (K, A) e a I’ è A.

Il gruppo A è contenuto intanto in G e in (A, A). Inversa-
mente se un’operazione di (A, A) (che può ridursi alla forma a),
si trova anche in G, si ha À ò = g, da cui a = À-1 g, che è un’ o-

perazione comune a A e a G, cioè un’operazione di E ; e siccome
E è contenuto in A, si ha che l’operazione considerata a, ~ si trova
in A. Dunque A è il mass. sott. comune a G e a (A, ~:l). E analo-

gamente per à. C. d. d.

Se infine il gruppo G è permutabile con tutte le operazioni Q

di r, allora G è invariante in (G, h), e quindi anche in H ; come
pure 1: è invariante in r, e quindi anche in ~, e come A è inva-

riante in K e in M; i tre gruppi complementari

sono oloedricamente isomorfi tra loro, i tre gruppi

pure, e i tre gruppi pure sono oloedricamente

isomorfi tra loro. Analoghe proprietà si hanno~ quando r sia per-
mutabile con tutte le operazioni di G.
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§11.

Serie di gruppi permutabili che sorgono da due
tali gruppi assegnati.

Supponiamo che G~ e r siano due gruppi permutabili, aventi

per mass. sott. comune Trasformiamo G, con tutte le opera-
zioni di r, e diciamo G~, G2, ... , i gruppi che otteniamo,
naturalmente tutti contenuti in (G1, h). Dimostriamo che han-
no luogo le seguenti proprietà :

I gruppi G1, G2, ..., G,,, sono tutti permutabili con I’, e costi-
tuiscono un sistema completo di sottogruppi aflini in (G, 1’); inol-

tre i prodotti (G1, r), (Gz, r) ... , {G,, F) coincidono tutti tra loro,
r: se si considerano i mass. sott. comuni dei gruppi Gi, G2, ... G,
con r, essi f ormano un sistema completo di sottogruppi affini in ~-~.

Infatti ogni operazione di (G, ~-~) si può ridurre alla forma

g. ~’ e si ha 
,

sicchè trasformando G con tutte le operazioni di (G, r) si otten-
gono appunto i gruppi G1, G2, ... , G’ , come si è asserito.

Si vede poi subito che i prodotti (G~, ~’) e (G ~, F) coincidono,
qualunque sia i = 1, 2, ... , ~. ; giacchè se Gi - "{ ~ -l G1 or’ i ,
considerata la totalità delle operazioni ("( ~ -1 g. ~ i ). y, in cui

per g si pongano successivamente le varie operazioni di G1, e

per -~ quelle di r, questa totalità coincide con quella delle opera-

zioni g y, *) cioè coincide col prodotto (G1, r) : sicchè il gruppo

(G1, 1’) è certamente contenuto in (Gi, I’); e siccome GZ i è già
contenuto in (G~, 1’), segue che i due gruppi (G~, ~) e (G,, F) co-
incidono. Allora siccome la totalità delle operazioni g -~ i). -’(
esaurisce il prodotto (Gi, F), e siccome la totalità costi-

tuisce G,, segue che i due gruppi Gz e r sono permutabili.

’*) La totalità delle operazioni i 1 costituisce T, quella delle ope-
razioni g (-íi i ~) costituisce (Gi, r), giacchè G~ e T sono permutabili, e
pure la totalità delle operazioni ~ i-l (g L costituirà (G~, r).
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D’ altra parte, se si pone ^(i -1 Ei i ^(í i - questo gruppo

,vi i è precisamente il mass. sott. comune i i e a F

(poichè Yi è certamente contenuto in Gi in F, mentre la relazione

tra ~~ e Si è reciproca) ; e ciò vale per i = 1, 2, ..., p. Questi
sottogruppi ~~, ~2’ ..., ~,~ costituiscono poi un sistema completo
di sottogruppi affini in r, essendo tutti ottenuti, trasformando
~~ con tutte le possibili operazioni di r. È cos  dimostrato tutto

quanto avevamo dianzi asserito.
I gruppi G1, G, , ... , Glt si trovano dunque tutti nelle stesse

condizioni rispetto a r, come pure rispetto al prodotto (G1, r)
_ (G~ , r).

Poniamo ora F == r~, e scambiamo, nelle considerazioni che

abbiam fatte sopra, il gruppo Gi con ri. Se ri, r 2, ... , rv sono i

gruppi affini a ri rispetto a (Gi, ri), essi saranno pure affini a I~’1
rispetto a G~, cioè si otterranno tutti da ri, trasformandolo con le
varie operazioni di G,. I prodotti (GI, Fi), (Gi, r 2), ... , (G~, r v)
coincideranno tra loro, i gruppi FI, F2, ... , ~’y saranno tutti per-
mutabili con G~, e si troveranno tutti nelle stesse condizioni ri-

spetto a Ora siccome i due gruppi G~ e Gi i si trovano nelle

stesse condizioni rispetto a ri, e siccome i prodotti (G~, 1B) e

coincidono, per i = 1, 2, ... , 11, segue che i gruppi
I’1, r 2, ... , Fy si ottengono tutti trasformando Fi ~ con le varie

operazioni di Gi, e quindi questi gruppi si trovano tutti nelle

stesse condizioni rispetto a Gi, col quale sono tutti permutabili.
1 prodotti (G ~, r) coincidono dunque tutti (i -_-__ 1, 2, .... V.,

i e i~ = 1, 2, ... , v), e i gruppi r~, r2, ... , Fy si ottengono tutti,
trasformando r}~ con tutte le operazioni di Gi (qualsiasi k=1,2, ... v,
e i = 1, 2, ... , p). Abbiamo dunque il teorema :

Dati due gruppi permulabili G1 e , se G1, G2, ... , sono tutti i

gruppi che si ottengono, trasformando G~ con le varie opera-
zioni ài ru e I’2, ... , Fv :sono tutti quelli che si ottengono, 
sformndo "B con le varie operazioni di G1, queste due serie di grupvi
G1, G2, ... , e r~, r2 ..., r1’ hanno la proprietà che i gruppi di

serie stanno tutti nelle stesse condizioni rispetto ai gruppi del-
serie : i prodotti (G i, 1k ) coincidono tutti tra loro, un qualun-
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que- gruppo Gz i è permutab1:le con un qualunque gruppo IB, i gruppi
r~, I’2, ... , r,, si ottengono tutti trasformando ~-B con le vzrie opera-

G~, e cos  pure i gruppi G,, G2 ... , G~l si utt2ngono tutti
trasformando GZ i con le varie operazioni dí (qualunque sia i = 1,
2, ... , t-L e k = 1, 2, ... , v). Inoltre indica il mass. sott.

comune a G~ ~’~, 2 ,,"I un szstemu

completo di sottogruppi affini in r k, e cos  pure i gruppi j~ 2 2,
..., I un sistema completo di sottogruppi affini in G 1.

Dati due gruppi permutabili Gi e 1’1, sorgono dunque due

serie di nuovi gruppi permutabili, nel modo che abbiam visto ;
la prima serie si riduce all’unico gruppo G~, quando G1 sia tra-
sformato in sè medesimo da tutte le operazioni di h,, e cos  pure
la seconda serie si riduce a ~’1, quando I’1 sia permutabile con tutte
le operazioni di’hl.

,

Nel caso generale, se invece di partire dai due gruppi G1 e

si partisse dai due altri G, 1 e rk, si troverebbero le stesse due

serie di gruppi GH G2, ... , e I’1 l r2, ... , ry, dianzi trovate.

§ 12.

Continuazione dell’argomento precedente.

Continuiamo nell’ argomento precedente. Sappiamo che il

gruppo è un sottogruppo di ora cerchiamo di cono-

scere meglio la relazione che vi è tra questi due gruppi.
Consideriamo il mass. sott. comune H ai gruppi affini 

... , G,, e il mass. sott. comune A ai sottogruppi affini 
(essendo li, ricordiamo, il mass. sott. comune a Gi e a T’1). Com’è
noto, H è invariante in rl), come l1 lo è in IB ; dimostriamo
che A è il sott. comune a H e a F’1 o anche il neass. sott. comu-
ne a H e a ¿l.

Infatti A è certamente cortenuto in H, essendo esso contenuto
in GI, G2, ... , G, ; e inversamente, se un’ operazione è comune
a H e a rl, essa è comune ai gruppi G~, G2, ... , G~ e a r~, ossia



39

è comune ai gruppi Ei, ~2’ ... , ’~’~~ e a r~, ossia è un’operazione di
A. C. d. d.

Ora facciamo vedere che il sott. cnmune a G1 e a (H, F1)
è (II, Intanto (H, li) è contenuto s  in G~, che in (H, F1). In-
versamente, se g = h g’, *) si ha h-1 g = g’, che è comune a G~
e a, ossia è un’operazione 1 di ne segue che g = g a. C. d. d.

Siccome poi (H, è contenuto in G~, il massimo sottogruppo
comune a (H, Ei) e a hIè manifestamente L~~

Possiamo rappresentare questi gruppi nel quadro seguente,
in cui due qualunque dei gruppi scritti sono permutabili, e la loro

disposizione è fatta col solito criterio di porre sotto a un gruppo
due altri, di cui esso sia il prodotto, e di porre sopra ad esso due
altri, di cui esso sia il mass. sott. comune.

Ora H è trasformato in sè medesimo da tutte le operazioni
/TJ fB

di e perciò, considerato il prodotto (H, si ha che 201320132013
- T_, A . lVla ( H, contenuto onde il gruppo 
--== 

A 
a , Il e contenuto i n 1, -l’ on e gruppo i-i

è un sottogruppo di (teor. III del 9 7) ; 

e troviamo cos  nuovamente che

oloedricamente isomorfo a un sottogruppo di (G1, F1) Qui1 e oloedricam.ente isomorfo a un sottogruppo l 
però vediamo di più : siccome la condizione necessaria e suf-

ficiente, affinchè i due gruppi
I

coinciddna,

*) Essendo H permutabile con r 11 ogni operazione di (H, r 1) si può
certamente ridurre alla forma /K/.
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è che coincidano i due gruppi (G~, I’1) e (H, r~), cos  troviamo

che la condizione necessaria e sufficiente, affinchè i due gruppi com-

Zementari (G1’ F1) e rl 1 siano oloedrzcamente isomorli, è che ilp emen ar 
l 

e 
, L 

siano o oe rcamen e somor , e c e 

prodotto (H, F,) coincida con (G1 r1).
Siccome (H, è il mass. sott. comune a G1 e a (H, ~1)’ segue

subito che la condizione necessaria e sufficiente amrchè i due

prodotti (Gi, r,) e (H, coincidano, è che il gruppo G~ coin-
cida con (H, Ei), poichè questa è anche la condizione necessaria

e sufficiente, affinchè G1 sia contenuto in (H, l’i). Dunque affini-
. Tp (G1 T1 Bchè i 

o 

due 
1 
e stanno oloedricamente o 

bisognac e ue e 
G 

siano o oe rcamen e f, 9

e basta che G1 coincida con (H, I~).
Ora, a causa del teor. III del § 9, il gruppo (H, 1B) è permuta-

bile con G,, e il gruppo (H, mass. sott. comune a (H, rl) e
a Gl, è permutabile con ri. Possiamo applicare alla coppia di gruppi
permutabili G~ e i risultati del § precedente: trasformando
G~ con tutte le operazioni di (H, r’~), si ottengono i gruppi 9

G,. i quali stanno tutti nelle stesse condizioni con (H, r~), e quindi
il mass. sott. comune a Gi e a (H, P1) è (H, ~ L ), e questi gruppi
(H, (H, ~2)’ ... , (H, 5,), pel teor. dimostrato al § precedente,
formano un sistema completo di sotto:1ruppi rispetto a (H, rl).
Analogamente a quel che si è visto in questo § pel gruppo A, qui
abbiamo che il massimo sott. comune a (H, L~) e ai suoi affini in
(H, ri) coincide col mass. sott. comune a H e a (H, che è H.

Dunque H mtzss. sott. con1urU3 ai T ,J" «H, .,

(H, E,), e gruppo

In queste considerazioni possiamo scambiare i due gruppi
G~ e r,, e abbiamo :

Se K è il mass. sott. comune a r~ e ai suoi affini in (G,,r 1), la

condizione necessaria e sufliciente aflinchè il-fruppo (G1’ , 1) sia oloe-con izione necessara e su cente a ne e L"ruppo 11 
sia o oe-

dricamenie isomorfo a è c:he il gruppo coincida (K, G1),
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ovvero che I1 coincida con (K, I n generale (K, è il sott.

comune ai due gruppi T1 e (K, G~), e K è il sott. comune

a (K, Èj) e ai suoi affini in (K, G, ).
Applicando il teor. IV del § 10, abbiamo infine che il mass. sott.

comune a (H, L~) e a (K, è e il sott. comune ai due

gruppi (H, r~) e (K, G,) è il prodotto (H, K, 



PARTE ili

PRODOTTI DIRETTI DI GRUPPI
~ 

DI OPERAZIONI

§13.

Prodotti di gruppi di operazioni, ognuno permutabile
con tutte quelle dell’altro.

Se due gruppi GL e G2 non hanno operazioni comuni, oltre

l’identità, e le operazioni dell’uno sono ognuna permutabile con
tutte quelle dell’altro, allora il prodotto dei due gruppi prende
il nome di loro prodotto diretto ; sicchè quando diciamo che 
è il prodotto diretto di Gj per G,, intendiamo che per questi due

gruppi G1 e G2 le due suddette condizioni siano A senz’ altro soddi-
sfatte. Ad esempio, se G1 e G2 sono due gruppi di sostituzioni, e
le lettere su cui agisce il primo sono tutte diverse da quelle su

cui agisce il secondo, allora è il caso di chiamare (G~, G2) prodotto
diretto di G1 per G2. ,

Osserviamo che se un gruppo G è il prodotto diretto di due al-

tri, e’ G1 e G2, essendo GI invariante in G, si ha che (G 1’ G) - G

e che i gruppi fattoriali di G si ottengono,

aggiungendo a uelli di G quelli di G1 ma siccome G e G2gg g q q i
hanno gli stessi gruppi fattoriali, perchè oloedricamente isomorfi
tra loro, segue che i gruppi fattoriali di G si ottengono, aggiungendo
a quelli di G~, quelli di G2.
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Ricordiamo il seguente teorema : Se due gruppi sono ognuno
permutabile con tutte le operazioni dell’altro, e non hanno ope-
razioni comuni oltre l’ identità, allora ciascuna operazione del

primo gruppo è permutabile con tutte quelle del secondo ( V. Z BURN-
SIDE, Op. cit., teor. ~x del § 34).

Prima d’incominciare lo studio generale dei prodotti diretti,
facciamo vedere come ad esso si riconduca quello di una classe

più generale di gruppi di operazioni. Dimostriamo il seguente:
TEOREMA I. Se due gruppi G~ e G2 sono ciascuno per1nuta-

bile con tutte le operazioni e E è il loro sott. comune,

il gruppo complementare (G, Y2 Gs,) è Z prodotto diretto dei due gruppi
G, 

e ’;2 ovvero dz 9’y°up p z oloedr,ieawenle Zsomor f z a  e - due gruppi oloedricamente isomorlí a i

Si consideri il e lo si indichi per brevità

con r : esso è meriedricamente isomorfo a (Gi, G2), e all’identità
in r corrisponde in (G~, G2) il sottogruppo 1:, poichè questo è in-
variante in (G1, G2). Al sottogruppo G~ di (G~, G2) corrispon-
derà in r un certo sottogruppo ri, e a G2 un altro sottogruppo

G1 G2
1’2; e siccome G e G contengono E si avrà che ri - , e G2
(§ 3). Proveremo che il gruppo r è il prodotto diretto di r, per
F2, e da questo seguirà l’asserto. Intanto, siccome il prodotto dei
due gruppi G1 e G2 deve corrispondere al prodotto di r~ per r 2,
segue che F = (F1, r2) ; inoltre, essendo G~ e G2 invarianti in

G2), anche r~ e I’2 sono invarianti in ~’, ossia F1 e r2 sono o-

gnuno permutabile con tutte le operazioni dell’altro, e questo
basta ad assicurare che ciascuna operazione di r~ è permutabile
con tutte quelle di r 2, ossia che r è il prodotto diretto di r per r2.
C. d. d.

Nel caso particolare che E si riduca all’identità, allora il gruppo
(G1, G,) diventa il prodotto diretto di G~ per G2.

Le proprietà del gruppo complementare {G1’,G2) e anche
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quelle del gruppo (G~, G2), si deducono quindi senz’altro, come
noi faremo, da quelle dei prodotti diretti (corrispondenti al caso
particolare che ~ si riduca all’identità) ; sicchè lo studio che fa-
remo sui prodotti diretti è anche, più in generale, lo studio dei

gruppi che hanno la proprietà di essere ognuno permutabile con
tutte le operazioni dell’altro.

Osserviamo che, per essere

nel teor. precedente si può anche dire che il gruppo ~G1’, G2)
è il prodotto diretto di due gruppi oloedricamente isomorfi i a

ovvero oloedricamente isomorfi a

ovvero a

§ 14.

Prime proprietà dei prodotti diretti.

Siano G, e G2 due gruppi che non abbiano operazioni comuni,
oltre l’identità, e abbiano tutte le operazioni del primo permuta-
bili con quelle del secondo ; sia ul un qualunque sottogruppo
di G~, e H2 un sottogruppo di G2 ; i due sottogruppi H~ e H2 sono
permutabili, e anzi essi soddisfano alle condizioni che assicurano
che (H1, H2) è loro prodotto diretto. Poniamo Ll~ - (G1, H2), e

Ll2 _ (G2, H1)’ e disponiamo questi gruppi, per maggior chia-

rezza di esposizione, nel quadro seguente : ,

Siccome H~ e H2 sono permutabili tra loro, segue dal § 10 che
se si considera il prodotto (H~, H2)==-= H, il masso sott. comune a H e
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a G1 è Hi, sott. H e a G2 è H2. Siccome Gi è per-
mutabile con H2 (anzi con tutte le operazioni di H2), risulta dal

§ 9 che, posto d~ == (G~, H2), il mass. sott. comune a ~~ e a G2 è H2;
e cos  pure che il mass. sott. comune a d2 e a G, è H~. Dal § 10 si ha

poi che il mass. sott. comune a O1 e a å2 è proprio H = (H,, H2),
il quale è poi permutabile con G1 e con G2 ; inoltre che â è il pro-
dotto di G1 H, e å2 è il prodotto di G2 per H.

Inversamente, se â~ è un qualunque [sottogruppo di (G~, G2)
che contenga G,, e A 2 un sottogruppo di (G1, G2) che contenga
G2, ~~ è il prodotto dzretto di Gi per un certo sottogruppo H2 di
G2, il quale sottogruppo H2 è precisamente il mass. sott. comune

a Ll~ e a G2 ; *) e slmilmente A 2 è il prodotto diretto di G2 per un
jsottogruppo H~ di G1, il quale sottogruppo H1 è il mass. sott. co-

mure a ~.2 e a Gl; inoltre il mass. sott. comune a ~~ e a ~2 è il pro-
dotto diretto H = ( Hi, H2).

Siccome (G1, G2) è il prodotto dei due gruppi G1 e ~2’ i quali
hanno per mass. sott. comune H,, e siccome G~ è invariante in

(G~, G2), anche il gruppo H~ sarà invariante in LB2; cos  pure H2
è sempre invariante in â~, epperò H~ e H2 sono pure invarianti
in H. Ne segue (teor. VI del § 7) che :

e dal teor. alla fine del § 9 segue inoltre che

Applicando il teor. I del § precedente si deduce che se G~ e G2

*) ài è prodotto diretto di G1 per H2, poichè G1 e H2 non hanno

operazioni comuni, oltre l’ identità, e le operazioni di G1 sono tutte

permutabili con quelle di Hz.
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sono due gruppi tali che ognuno di essi sia permutabile con tutte
le operazioni dell’altro, e hanno per mass. sott. comune E, se H1
è un qualunque sottogruppo di G~ che contenga 1, e H2 è un qua-
lunque sottogruppo di G2 che contenga pure £, i due gruppi H,
e H2 sono permutabili tra loro, e il loro prodotto H = (H1, H2)
è permutabile con G~ e con G~ ; posto inoltre (G1, e

~2 = (Gz, H1), si ha che il mass. sott. comune a ~~ e a ~2 è precisa-
mente il prodotto (H1, H2), il quale ha poi la proprietà che il mass.
sott. comune ad esso e a G1 è Hi, e il mass. sott. comune ad esso

e a G2 è H,. Infine si ha che H~ e H2 sono invariante in H, II~ lo
è in A, e H2 lo è in e inoltre si ha

Inversamente, se ~~ è un qualunque sottogruppo di (G~ G2)
che contenga Gi, e A, è un sottogruppo di (G~, G2) che contenga
G2, il-gruppo A, è il prodotto di G~ per un sottogruppo H2 di G,,
contenente E (e questo sottogruppo H2 è il mass. sott. comune a

sl e a G2) ; come pure 3, è il prodotto di G2 per un sottogruppo
H1 di G~, contenente E (e H, è il mass. sott. comune a -A. e a

G~) ; ecc.

Considerato infatti il gruppo se

H’ H’ 2 e H’ sono i sottogruppi di ~Gl’ G2~ che corrispondono
rispettivamente a G1, G2 , ~l’ Hl, H2 e H in (G1, G2), per i

primi sottogruppi varranno le proprietà su esposte, perchè

è il prodotto diretto di G’1 per G’2 ; e siccome i secondi sottogruppi
contengono tutti E, anche per essi varranno tutte quelle proprietà,
a causa della completa corrispondenza che vi è tra i sottogruppi

di (Gi, G2) che contengono 1, e i sottogruppl 
. 

(§§ 4 e 5).
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§ 15.

Estensione dei risultati precedenti al caso del prodotto diretto
di più gruppi.

Un gruppo G si chiama prodotto diretto di più altri: G 1, G2,....Gn,
quando, considerati due qualunque di questi gruppi, Gi i e G,,
con i ~ k, ciascuna operazione dell’uno è permutabile con tutte
le operazioni dell’altro, e detta inoltre gi una qualunque opera-
zione di Gi (i = 1, 2, ... , n), non è mai g~. g2.... gn = 1, se

non è separatamente gI=1, g2 = 1, ... , gn = 1.
Segue che ogni operazione di G si può allora ridurre sempre

alla forma g1 g, ... g,,, essendo gi i un’operazione di Gi (i - 1,
2 , ... , n) ; e che non è - g’1 g’2 ... 9 n.
(dove gi i e g’i i sono operazioni di G ~), se non è separatamente
gl = g~ = g 2, ... , g,~= g’n : perchè, essendo g’ i permutabile con
gi, gz, ..., si deduce che (g1 g’1-1). (g2 g’~rl ) ... (9’n 
= 1, e quindi che g =1, e che g, z - g’ = 1, 2, ... , n).
Insomma decomposizione di un’ operazione di G in un prodotto
della forma g~ g2 ... gn è unica.

Ad esempio, se G~, G2, ... , G, sono gruppi di sostituzioni

agenti su lettere tutte quante diverse, allora (G~, G2, ... , G~)
è loro prodotto diretto,

Osserviamo che se G è il prodotto diretto di più gruppi G~,
G2,... ,Gn, se considerati i due prodotti diretti (G~, G2,..., G,.)
e Gr+2, ... , 9 G,,), si ha evidentemente che G è a sua vol-

ta il prodotto dzretto di questi due gruppi. Cos  pure se 

si ha che G è il prodotto d2retto dei tre gruppi (Gi, G,, ... , Gr),
(Gr+~,..4. G,), (G,+,, ... , Gn) ; e cos  via. Si può dire insomma
che il prodotto diretto di più gruppi gode della proprietà assacia-
tiva. 

Si vede poi subito, procedendo per induzione, che i gruppi fat-
toriali di G si ottengono, associando insieme quelli di G,, quelli
di G2, ecc., quelli di G¡~.

Dato un gruppo G, prodotto diretto dei gruppi G~, G2, ..., G~~,
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indichiamo in generale con Hí un qualunque sottogruppo d  Gi i
(i = 1, 2,... , n) : i gruppi Hi, H2, ... Hn si trovano nelle stesse
condizioni di G~, G2, ... , G,,, cioè il loro prodotto (H1, H2, .. ,H_),
è da dirsi loro prodotto diretto. Indichiamolo con H, e dimo-

striamo che il mass. sott. comune a H e a GZ è precisamente Hi
(qualunque sia i = 1, 2, ... , n).

Infatti se un’operazione c comune a H e a G , , 9

essendo h,. una certa operazione di Hr (poichè ogni operazione di
(H,, H2, ... Hn) può sempre ridursi alla forma hI h2 ... h,,). Ne
segue che hi - h2 =... = - ... ~~,== 1, e che

hi === gi, ossia che l’operazione considerata deve trovarsi in Hi.
Viceversa, ogni operazione di Hi è comune a Gi e a H, e dunque
Hi è effettivamente il mass. sott. comune a Gi e a H. C. d. d.

Ora poniamo in generale di = (Gi, H) (i = 1, 2, ... , n),
e dimostriamo che il mass. sott. comune agli n gruppi Ai,A~...~
è precisamente H, e anzi H è il mass. sott. comune a due qualun-
que di questi gruppi, ái i e 3~. Infatti se un’operazione è comune
a Ai e si h’, dove h e h’ sono operazioni di H *).
Posto che sia h = h~ h2 ... hn, e h’ = h’I h’2... h’n (dove hi e h’2 i
sono operazioni di Hi), si h2 ... h&#x3E;L = g, h’1 h’2 ... h’,x,
da cui segue, come al solito, che gi hi ===h’i ; Yk h’~,= h~,, e hs =h’,,
se l’indice s è diverso da i e da k. Segue che g2 =h’i hi-~, che è un’o-

perazione di Hi : l’operazione considerata gi hi h~ ... hn si trova

dunque in H. Viceversa, ogni operazione di H è comune ai due

gruppi ~1i e e dunque H è il mass. sott. comune a ~12 ea ed

è pure il mass. sott. comune ai gruppi ~~, ... , tln. C. d. d.

Aggiungiamo che H~, è il mass. sott. comune a Ai 2 e G~, (natu-
ralmen te se k, chè altrimenti esso è G ~); il prodotto (Hg, Hr)
è il massimo sottogruppo comune a A, i e a (Gk, Gr,), il prodotto

*) Siccome (Gi è trasformato in sè stesso da tutte le operazioni di
Gli G2, ... , Gn, esso è certamente invariante in G, ed è quindi trasfor-
mato in sè stesso da tutte le operazioni di H, epperò G ~ e H sono per-
mutabili, e ogni operazione di (G2 , H) può sempre ridursi quindi
alla forma g2 h (qualunque sia i=1 , 2,..., n).
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diretto (Hk, Hr, Hs) è il mass. sott. comune a 11 t e a (G~, G, GJ,
e cos  via (sempre k, r, s). Infatti se ad esem.pio gi hl h2...hn
== gli g,. g, è un’operazione comune a à e a (G~, G n si ha

hk= g ,9 hr = g~. e h~ - gs, ossia l’operazione considerata è uguale
a h~, hr hs e si trova in (H,i, H., HS) ; viceversa, ogni operazione
di (H~,, Hn Hs) si trova in ® e in G~~, G= ), e quindi (Hk, H,,, Hs)
è il mass. sott. comune 2 e (G,z, G,., Gs). C. d. d.

Nello stesso modo si dimostra inoltre che H~ è il mass. sott. co-
mune a G~ e a (~70 A,,), a Gi e a (.:B]{1 !1~., ecc.; che (Hz, Hj) è il

mass. sott. comune a (Gi, G~ ) e a ÂJn a e a (J~,, 43.), ecc.; in
generale che (Hi, HL ... ) è il mass. sott. comune a 
e a (A~, A,, As, ...), sempre se gli ... sono tutti di-

versi dagli indici k, r, s, ... E si dimostra ancora che se si consi-
derano due prodotti qualsiasi della. forma 6 j, ...), e

(0~, à,, ... ), questi hanno per mass. sott. comune H, quando
gli indici i, j, 1 ... siano tutti diversi dagli altri k, r, s.... Con-
cludendo, abbiamo il

TEOREMA Il. - Se un gruppo G è il prodotto diretto di più
altri : G,, G2, .. , G¡~, se in generale Hi è un sottogruppo qualunque
di Gi (z = 1, 2, ... n), detto H il prodotto diretto (H,, H2, .. , H,,),
si ha che Hi è il mass. sott. comune a G i e a H ; e posto V i = (G2,H)
(i = 1, 2,..., n), si ha che il mass. sott. 0 2 e a, G, è H,

(quatsiasi z e k, purchè i 4: k), e il mass. sott. comune a due o a pi c
dei giuppi ~l’ Â~h ..., Lln è precisamente H ; in generale il mass.
sott. comune a2 due prodotti (Gi, Gj, G~ ...) e (A,, Lln OS, ...) è
il prodotto (Hi, Hj, HL, ...), e infine il mass. sott. comune ai due

gruppi Âj, Â~, ...) e (11~,, ^ ~~, Âs,...) è H, sempre se gl’indici
2, , l, ... siano tutti diversi k’ r, s, ... Infine il mass.
sott. (Gi, G j , H è (Hi, H~, H ...).

Siccome poi i gruppi G ~, G~ e H sono permutabili tra loro a due
a due, si ha dal § 8 che i prodotti Ai= (G,, H) e ~1~, - (G,, H)
sono pure permutabili tra loro e con G~ t e G~. Dunque : i gruppi
LB~, .. , dn sono tra loro a due a due, e coi gruppi
G1, G-2, ... , Gn ; due prodotti qualsiansi (d~, Aj, de,...) e ~,~9...)
sono pure permutabili (§ 8), due prodotti (Di, ~,lJ’ A,, ...) e { G~,,
Gr, G S ,... ) ecc.

Normale. 4
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Dimostriamo che la condizione necessaria e sufficiente, affinchè
il gruppo H sia invariante in G, è che H, sia in1 a1’iante in G.,, H2
lo sia in G2, ecc., H~ lo sia zn G,,; oppure che i gruppi à1, ~2’ ..., 1 A,,
siano tuttz invarianti in G.

La condizione è infatti necessaria, perchè se H è invariante
in G, siccome anche G2 è invariante in G, pure il loro mass. sott.

comune Hz sarà invariante in G, e lo sarà pure il loro prodotto
La condizione è poi sufficiente, perchè se Ha è invariante

in Gi (i = 1, 2, ... , n), siccome H è permutabile con tutte le

operazioni di G1, ... , G1’-H G~+1, .. Gn, esso sarà pure inva-

riante in G = (G,, G2, ... , (teor. II del § 8); allora, essendo
i gruppi H,, H,, .. , H~ tutti invarianti in G, anche il loro pro-
dotto H sarà invariante in G, e anche i prodotti ®2 saranno

allora invarianti in G. Cos  pure, se Ai t e 0, sono invarianti in

G, lo sarà anche il loro mass. sott. comune H (e allora lo sa-

ranno pure tutti i gruppi rimanenti della serie ùi, ¡j 2, ... , d").
C. d. d. Le due condizioni suddette naturalmente si equivalgono.

§ 16.

Altre proprietà dei prodotti diretti.

In questo §, proseguendo lo studio dei prodotti diretti, ci pro-
poniamo di porne in rilievo alcune altre semplici proprietà, che

ci torneranno utili, per poter enunciare in modo generale alcuni
teoremi, che incontreremo tra breve. Dimostriamo il teorema :

Se un gruppo G è il prodotto diretto di G1 per G2, se H~, H2,...,H,.
sono r sottogruppi qualsiansi di G~, e K,, K2, .. , Kr sono r sotto-

gruppi di G2, il mass. sott. comune a H~, H2, .. , Hr e 1 il

mass. sott. comune a Ki K2, ... , i Kr, si ha che il mass. sott. comune

agli r prodotti diretti (H,, K1), (H2, K), .. , (Hn K¡.) è il prodotto
di E per A.

Infatti se _... è un’operazione comune agli r gruppi
(H,, K1)" (H,, K2), ... , (Hn H.), si ha hi = 1S (qual-
siansi i e s), e quest’ultima, essendo un’operazione comune a
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G, e a G,, è l’identità. Si ha dunque h, == h, = .. == /~, =

k, ==...=: kn ossia h- è un’ operazione comune ai gruppi
H,, H25 .. , H1, 5 e quindi è un’ operazione di r : mentre k, è

un’operazione comune ai gruppi Ki, K2, ... , Kn e quindi un’o-
perazione di A : l’operazione considerata h] k] si trova dunque
nel prodotto (Y, I). Inversamente siccome r e A sono contenuti
entrambi in (H,, K’,), in K,), ecc., in (H,, K,), anche (~, il)
è contenuto in questi r gruppi : dunque il prodotto diretto (E, A)
è il mass. sott. comune ad essi. C. d. d. *)

Dalla dimostrazione fatta segue che se K’ j, K’2, K,,
indicano i gruppi K~, K2, - - , K,, presi in altro ordine, il mass.

sott. comune agli r prodotti diretti (Hi, K’ ~), (H2, K’,), ... , 
è ancora (E, A), e che il teorema stesso vale anche se alcuni dei

gruppi Hi, o K,, coincidono tra loro. Il teorema si generalizza
facilmente cos  :

Se un gruppo G è il prodotto diretto di G,, G2, ... G~,
9 Hí 29 - - ., H,,, s sottogruppí qualsiansi di G, (i == 1,2,...,1-1),

e dello loro mass. comune, si ha che il sott. comune

prodotti diretti

è precisamente il prodotto diretto v ..., ~,~~).
Supponiamo ora che un gruppo G sia il prodotto diretto di

due gruppi G, e G2; diciamo H, un sottogruppo qualunque di G,,
e K, uno di G2. Trasformiamoli con tutte le operazioni di G :

dette g,, g2, ... , g~, le operazioni di G, poniamo H, gi ----Hi,
e gi-1 Ki gi i Ki (per i = 1, 2, ... , n), potendo anche Hj e Hi
coincidere, e K, e K~ pure. Siccome

*) La dimostrazione fatta è generale, e conduce ad affermare il

teorema :

Se H1 e H2 sono due gruppi permutabili, e K, e Kz pure, se i due
prodotti Kl) e (Hz, K2) non hanno operazioni comuni, oltre l’iden-
tità, detto L~ il mass. sott. comune a H1 e a Kl, e il mass. sott. co-

mune a H2 e a K,, si ha che il mass. sott. comune ai due prodotti
e (Kl, K2) è il prodotto 1 Y-2)
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- G~, e g, -’ G2 gi -- G~, qualunque sia i = 1, 2, ... n,
il gruppo trasformato H, g  è ancora un sottogruppo di Gi,
come lo è H,, e gi -1 Ki gi è un sottogruppo di G2, come lo è K,,
e si ha

I prodotti (H,, K,), (H2, K2)... , (H,, K}.) sono dunque af-

fini in G, essendo essi ottenuti da (Hj, K~), trasformando questo
con tutte le operazior  di G ; e osserviamo che questi gruppi
(Hi, K,), (H2, K2), ..., (H,,~, K1o) possono coincidere tutti, o in

parte, tra loro. 46

I gruppi Hi, H2, ... , Hr sono dunque tutti contenuti in G~
(anzi essi danno evidentemente un sistema completo di sottogruppi
affini in Gi, oltre che in G) ; e cos  pure i gruppi K,, K2, ... , Kr
sono contenuti in G2, e affini in G2. Possiamo allora applicare il

teorema dianzi dimostrato, ed affermare che se E è il mass. sott.

comune ai gruppi H,, H2, ... , Hr, e A il mass. sott. comune ai

gruppi Ki, K2, ..., K1o, il prodotto diretto (~, A) è il mass. sott.

comune ai prodotti (Hi, K,), (H2, K2), ... (H~~ K}.).
Applicando questo stésso ragionamento al caso del proddtto

di pii~ gruppi, si ottiene il seguente
TEOREMA 111. - ,Se un gruppo G è 1:Z prodotto diretto di più

gruppi G1, G2, ... G,,,, se Hi è un qualunque sollogruppo dz Gi i

(i -- 1, 2,... , n), detto Li il mass. sott. comune a Hi e ai suoi sot-

logruppi affini in G (o in Gi ), il sott. comune al prodotto
diretto

e ai suoi in G è precisamente il prodotto diretto (£,, ~2’ ... ~n).

*) Perchè ogni operazione di (H1 KL) è della f(~rma h~ ku e si ha

gZ-1 g i) . k, e quindi il gruppo gi -~ 

è certamente contenuto nel prodotto (Hi, Ki); e siccome questi due
gruppi hanno lo stesso ordine (uguale al prodotto dell’ordine di H,
per quello di K~), essi coincidono.
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A causa del teor. I del § 13, possiamo dire che la stessa pro-

prietà vale anche se i due gruppi G1 e G2 sono ógnuno permuta-
bile con tutte le operazioni dell’altro, e hanno per mass. sott. co-

mune A, e R~ sia un sottogruppo di G~ che contenga A, e K1 un

sottogruppo di G2 che contenga pure A : detto allora E, il mass.

sott. comune a H1 e ai suoi affini in (G1, Gz), e ~2 il mass.

comune a K1 e ai suoi affini in (G1, G..), si ha che il mass.

sott. comune a (H1, K1) e ai suoi affini in (G1, G2) è il prodotto
8ÒJ2). *)

§17.

Altro teorema relativo ai prodotti diretti.

Ci varremo subito del teor. III del § precedente, per poter
trattare in tutta generalità la questione seguente :

Sia G il prodotto diretto di due gruppi G~ e G2, sia H~ un

sottogruppo di G1, e H2 un sottogruppo di G2 : si è dimostrato al

§ 14 che se si pore H = (Hl, H2), il mass. sott. comune a H e à

G~ è H1, e il mass. sott. comune a H e a G2 è H2. È naturale che
il tipo del gruppo H dipenda unicamente dal tipo dei due gruppi
H1 e H2 ; **) ma qui ci domandiamo da che cosa dipenda il tipo

*) Osserviamo che siccome nel nostro caso A è invariante in (G1 G2),
esso è certamente contenuto ancora nel mass. sott. comune El, come
pure in 2:2,

**) Due gruppi si dicono dello stesso tipo, quando sia possibile sta-
bilire tra essi una relazione d’isomorfismo oleodrico. Ora se un gruppo
G è il prodotto diretto di dzce gruppi G1 e G2 e 2~n altro gruppo G’ è
il prodotto diretto di G’1 pe -- G’2’ se G1 è oloedricamente isomor fo a G’,,
e G2 lo è a G’2’ allora anche G è oloedricameiite isomorfo a G’. Infatti
se all’operazione g1 di G1 corrispondeq’,, in e a 92 corrisponde g’2 iu

G’2 facendo corrispondere al prodotto g~ 92 di G il prodotto g’~ g’z di G’,
verrà stabilita, si vede subito, una relazione. d’ isomorfismo oleodrico

tra G e G’. Dunque il tipo del gruppo G’ dipende in realtà unicamente
da quello dei due gruppi G1 e G2 : cosa che però non ha luogo in gene-
rale, quando G noti sia il prodotto diretto di G1 per G2. La stessa cosa
può osservarsi se G è il prodotto diretto di più, gruppi.
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del gruppo complfJmentare . Vediamo che esso dipende 
d . d. d 

. c* G2..
mente dal ti o dei due e G e precisamente, consi-p pp H1 ±ig 

p

derando la questione nel caso generale del prodotto diretto di più
gruppi, che ha luogo il seguente

TEOREMA IV. - ~Se un gruppo G è il prodotto dirctto dei gruppi
G~, G2, ... , G~, e H~ è un sottogruppo qualunque di G~, H2 uno d1:

G2, ecc., H,~ uno di gruppo complementare

è il prodotto diretto di r sottogruppi, oloedricamente isomorli ’rispet-
tivamente ai gruppi

Diciamo H il prodotto diretto (Hi, H2, ... , Hr), e suppo-
niamo dapprima che H sia invariante in G. Consideriamo il gruppo

H’ che chiamiamo I’ ; ’ esso è meriedricamente isomorfo a G,

all’identità in r corrispondendo in G il sottogruppo H. Al sotto-
gruppo GZ i di G corrisponderà in F un sottogruppo ri i (per i =

1, 2, ... , r). Siccome H i è il mass. sott. comune H e a G i (~ 15),

si ha che il gruppo l’i è oloedricamente isomorfo a G’ 
i 
(§ 3). Di-g pp 2 

H . 2 (§ )

, mostriamo che T è il prodotto diretto dei gruppi , r2, ..., I’y..
Infatti, siccome G è il prodotto dei gruppi G~, G2, ... , G,.,

il gruppo r sarà il prodotto dei gruppi corrispordenti ~~, V25 ..., F,,;
e siccome due sottogruppi qualsiansi Gi i e G, hanno la proprietà
che ciascuna operazione dell’uno è permutabile con tutte quelle
dell’altro, anche i gruppi corrispondenti IB i e ~~, godranno della
stessa proprietà (§ 4). Resta cos  da far vedere che non è mai

’Ú . ;,. - 1, se non è separatamente 11 === 1, 72 = 1, ... , "( l’ ==1
(essendo y, i un’operazione di Fí). E per questo, se g L è un’opera-
zione di Gi, cui corrisponda ; (~==1,2,...,~), il prodotto 
ha per corrispondente -í 1 2 - - - "’(1 - 1, ... g è



55

uguale a un’operazione h di H ; e posto h h2 ... h,., si ha

da cui segue che g~ === h~, g2 === h2, ..., g,, = h,. : dunque g~, g2, ..., g,.
sono operazioni di H, onde le loro corrispondenti .1~, ... , 7,.

sono tutte uguali all’identità.
Il gruppo r è dunque il prodotto diretto dei gruppi 1,B, L’2,’’’ r1"

che sono oloedricamente isomorfi rispettivamente ai gruppi
G1 G2 

’ caso che H sia invariante in G il teorema,
-2013, ’ .. ’ ? Tf ne caso sia invariaitte in G il teorema
HI ’ H2 Hr
è cos  dimostrato.

Supponiamo ora che il gruppo H = H2, ... , H~) non
sia invariante in G, e che sia b’ il mass. sott. comune a H e ai suoi
affini in G, e sia r il mass. sott. comune a H e ai suoi affini in Gi i
(2=1. ~, ... , r). Dal teor. 111 del§ precedente segue che il gruppo
S è il prodotto diretto dei gruppi ‘’1, ~2’ .. , Ma siccome E è

invariante in G, ad esso si può applicare il teorema, e si può dire

che il gruppo è il prodotto diretto di r gruppi,

G1 G2 Groloedricam.en.te isamorfi, ris ettivamente a G2 ... , Ma si holoedricamente ísomorfl rispettivamente &#x3E; ’ ’V 5 ... . Ma si ha: 1 1-2 -1’

.....

e guindi § è pure il prodotto diretto di gruppi, oloedricamente

isomorfi rispettivamente a Il teor. è cos  di-

mostrato in ogni caso.

Esso poteva anche enunciarsi, dicendo che H è 
zsomor f o al prodotto diretto dei gruppi in-

fatti questi gruppi si può sempre supporre che agiscono su let-

tere diverse, in modo che il loro prodotto possa dirsi loro prodotto
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dzretto : e allora, essendo I’i Gi si può dire che i due pro-
s 

. Hi 
9 p 

,

dotti diretti 
°

sono oloedricamente isomorf  tra loro (V. nota a questo §).
Applicando il teor. I del § 13, e limitandosi al caso di r = 2 si

ottiene il teor. seguente :
Se due gruppi G1 e G2 sono ognuno permutabile con tutte le o-

perazioni dell’altro, e hanno per mass. sott. comune 2, se H1 è un sot-

togruppo di G1 che contenga ‘‘, e I-I2 un sottogruppo di G2 che con-

pure , il gruppo 
(GI, G2j è oloedricamente al pro-9 9’ ppo 
( H l, 2 

f

dotto d2retto dz er G2 . ..1 H2
Come conseguenza del teorema sopra dimostrato si trae que-

st’altro :

Se un gruppo G è il prodotto diretto di più gruppi G,, G2, G,,,
se in generale il gruppo C~ ~ contiene due sotlogruppi H~ e Kn tali

che Gi i sia oloedricamente a K,, e K i lo a HZ
Hi f 

K, z

(i =1, 2, ... , r, allora i due prodotti diretti

godono della proprietà che

Infatti il gruppo è oloedricamente iso-

morfo al prodotto diretto

-- K,, ..., G7 ,. o K e quindi G è anche oloedricamente al pro-Hr 
-- 2 q H p o_

dotto (K,, K,, ..., K,.) = K. Analogamente si ha G H. C. d. d.K
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Naturalmente, se si ammette soltanto che sia H- K
. 

’ 

(per i = 1, 2, ... , r), se ne deduce soltanto che £ - K.

§18. &#x3E;

Sottogruppi contenuti in un prodotto diretto di due gruppi.

Ora veniamo alla questione principale relativa ai prodotti
diretti di due gruppi G~ e G2, quella cioè di cercare tutti i pos-
sibili sottogruppi contenuti nel prodotto (G,, G2), e di costruirli

effettivamente, quando siano noti tutti i sottogruppi di G1, e

tutti quelli di G2.
Sia H un qualunque sottogruppo di G = (G~, G2), e h una

sua qualunque operazione. Essa si può sempre ridurre alla forma
g~. g2, dove g, è un’operazione di G~, e g2 una di G2, e anzi una tale
decomposizione è unica. Cominciamo col dimostrare che la to-

talità delle operazioni gi che si ottengono decomponendo nel

modo ora detto tutte le operazioni di H, costituisce un gruppo, e
cos  pure che la totalità delle operazioni g, costituisce un gruppo.

Infatti se g, e g’i sono due operazioni della prima totalità,
vuol dire che esistono dué operazioni h e h’ di H, che si decom-

pongono nel modo seguente : h = gl g2 e h’ - g’1 1 g’ 2, essendo

g2 e g’2 convenienti operazioni della seconda totalità. Allora si ha:

cioè anche l’operazione g’~ . g’~ appartiene alla prima totalità sud-
detta, la quale perciò costituisce un gruppo. Analogamente per
l’altra totalità. C. d. d.

Chiamiamo G’1 il primo gruppo, e G’2 il secondo : G’1 è un

sottogruppo di G~, e G’, un sottogruppo di G2. Diciamo poi H1
il massimo sottogruppo comune a H e a G~, e H2 il massimo sot-

togruppo comune a H e a G2. Dimostriamo che in ogni caso ~-Il
è il massimo sottogruppo H e a G’1, e H2 è il massimo sot-
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togruppo comune a H G’ 2. Infatti ogni operazione di H1 è cer-
tamente contenuta in G’1; *) inversamente, se g’1 - h è un’ope-
razione comune a G’~ e a H, essa è comune a Gl e H, e quindi
è di Hi, il quale è dunque il massimo sottogruppo comune a G’,
e a H.

Ne segue che ogni operazione di G’1 che sia fuori di H, non
si trova in H, e similmente, ogni operazione di G, che sia fuori
di H2 non si trova in H.

II gruppo H, contenendo Hi e H,, contiene pure il loro prodotto
(H,, H2). Si vede subito che se H co2nczde con (Hi, H2), allora G’i 
coznczde corz H, e G’2 con H,, e si ritorna al caso studiato nel § 14.
Infatti allora ogni operazione di H è della forma ~2? ecc.

Inversamente, se G’, = H1, e G’2 = H2, allora H == (H~, 
° 

poichè allora ogni operazione di H sarà il prodotto di una di Hi
per una di H2.

Facciamo vedere che in generale il gruppo G’1 ~ definito sopra
è meriedricamente isomorlo a H, all’identità in G’1 ~ corrispondendo
in H precisamente il sottogruppo H2 ; e cos  pure che G’2 è meriedri-
camente H, all’identità in G’2 corrispondendo in H il

TTT TT
H1: in altre parole, che si ha G’ - H e G’ 2 H .p 

H2 H1
Detta h un’operazione qualunque di H, decompostala nel

prodotto g, . g2 si faccia corrispondere a h l’operazione g, di G’i :
a ogni operazione di H verrà cos  a corrispondere una e sola ope-
razione di Ora se e h’ --~. ~’i, vuol dire che si ha h= g~ g2
e h’ = g’I g’2, essendo g2 e g’~ convenienti operazioni di G’ 2; quindi
h h’ = (g~ g2j. g’2) _ (g1 g’1). (~’2 g/2)’ onde h h’ -~~ ~1 g’1: la

relazione sopra stabilita ha GB e H è dunque una relazione d’iso-
morfismo. Vediamo poi che all’ identità in G1 corrisponde in H

il sottogruppo H,, poichè se h (= gl. g2) corrisponde all’identità
in G’1, vuol dire che gi = 1, e h = g2, sicchè h, essendo comune
a H e a G2, si trova in H2. Viceversa, ogni operazione di H che

*) Se 7i1 è un’ operazione di H] , essa è un’operazione di H che si

decompone nella 1, e quindi h, appartiene a G’~..
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si trovi in H2, corrisponde all’ identità in C-2. C. d. d. Lo stesso

d icasi poi per G’2.
Segue di qui indirettamente che H1 e H2 devono essere in ogni

caso invarianti in H, ciò che direttamente segue dal fatto che H1
è il massimo sottogruppo comune a G1 e a H, e che G~ è permuta-
bile con tutte le operazioni di H ; e sirnilmente per H2. Segue che
anche il prodotto (H1, H2) è invai-iante in H.

Fermiamoci su questo isomorfismo ineriedrico che vi è tra G’~ l
e H ; vediamo che al sottogruppo (H~, H2) di H corrisponde in

G’, il sottogruppo H1, poichè se h~. h2 è un’operazione di (H,, H2), $
ad essa corrisponde in ,G, l’operazione hj. E anzi, siccome (H,, H2)
contiene H2 (che corrisponde all’ identità in G’~), si ha che il sot-

togruppo (H~, H2) è costituito da tutte le operazioni di H, cui corri-
quelle di H1, nel suddetto isomorfismo H e G’1 (~3).

Si ha allora che H1 è invariante in G’1, poichè H2) lo è in H ;

e che inoltre se li, l2, ... , il] è un sistema com-

pleto di moltiplicatrici di H rispetto a (H,, Ha), e se gl, g2, --- g~
sono le operazioni di G’1 che corrispondono rispettivamente
~ Zt, ~2, ... , ~) allora gi, g2, ... , g~~ formano un sistema completo

di moltiplicatrici di G’1 rispetto a e il gruppo 
1 si ottiene

H,

cambiandovi nelle sostituzioni di questo, le
1, 2 

&#x3E; q

lettere 1,, l2? ... lq ordinatamente nelle altre 9,, g,, g,

(teor. II del § 5).
Similmente si ha che Hs è invariante in G’,, e che se g’l,g’2, ... g’q

sono le operazioni di G’2 che corrispondoro rispettivamente a
li, ... 1 il, nell’isomorfismo che vi è tra G2 e H, queste opera-
zioni ~2? ... ? grl formano un sistema completo di moltipli-

catrici di G’ 2 rispetto a H,; inoltre le sostituzioni di G/2 si ot-
2

tengono da quelle di (Hi, H~) , cambiando le lettere 1,, Z2 

ordinatamente nelle altre g 1, g’21 ... 9~. Dunque si ha
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e anzi questi tre gruppi coincidono, salvo il nome delle loro let-

tere.

Ora, data la natura della corrispondenza sopra stabilita tra
le operazioni di H e quelle di G’1 o di G’,, l’operazioine 1, di H,
corrispondendo ~ in G’ l, e a ~’Z ~ in G’2, deve essere manifesta-

mente uguale al prodotto g2 qualunque sia i -- ~ 1, 2, ... , q.
Dunque :

Scritti allora i tre quadri di H rispetto a (H~, H2), di G’1 ri-
spetto a H~, e di G’2 rispetto a H2, vediamo subito che le opera-
zioni della riga i. ma del primo quadro si ottengono tutte e sole, e

nessuna ripetuta più volle, moltiplicando ciascuna operazione del

secondo quadro per tutte quelle del terzo. Scriviamo infatti questi tre
quadri :

Ogni operazione della riga i. ma del primo quadro si può ri-

durre alla forma (hi g’i, essendo h, una certa operazione
di Hi, e h2 una di H2, e. si ha

ora h, g2 ~ si trova appunto nella riga i. ma del secondo quadro,
e h2 g’ si trova nella riga i. m~ del terzo, e dunque ogni operazione
della riga i. ma del primo quadro è il prodotto di un’operazione
della riga i. ma del secondo, per una della riga 2. ma del terzo.
Viceversa, prese due operazioni hi gi i e h2 g’i, si ha

ossia componendo un’operazione della riga i. ma del secondo qua-
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dro, per una della riga i. ma del terzo, si ottiene un’operazione
della riga i. ma del primo quadro. E ciò vale qualunque sia i =
1. 2, ... , q. Infine nessuna operazione di H può cos  venire ri-

petuta più volte, poichè il numero delle operazioni di ciascuna
riga del primo quadro è uguale al prodotto del numero delle ope-
razioni di ciascuna riga del secondo, pel numero di quelle di o-

gni riga del terzo, essendo l’ordine di (H~, H2) uguale al prodotto
degli ordini di H1 e di H2.

Segue subito da queste considerazioni che se gl, g2, ..., g~
è un sistema completo di moltiplicatrici di G’1 rispetto a H1, detta g‘i i
una qualunque delle operazioni di G’2, che moltiplicate per gi danno
un’operazione di H (per i = 1, 2, ..., q), le q operazioni g’1, g’2, .. g’q
formano un sistema completo di moltiplicatrici di G’2 rispetto a

H2, e i q prodotti ~1 g’l, ~’2 g’2, ..., gq g’q formano un sistema com-
di moltiplicatrici di H rispetto a (H~, H!).

§ 19.

Inversione dei teoremi precedenti.

Dato un sottogruppo qualunque del prodotto diretto (Gu G2),
abbiam trovato che, per costruirlo, bisogna partire da un certo
sottogruppo G’1 di G~ e da un sottogruppo G’2 di G2, tali che G’I i
contenga un sottogruppo invariante H1 (eventualmente coinci-

dente con G/~ stesso) e G’2 contenga un sottogruppo invariante

H2 (eventualmente coincidente con G’2), e tali inoltre che i due

gruppi complementari 
1 
e R2 siano oloedricarnente isomorfi.g pp p H1 H2

Ora ci proponianio d’invertire la cosa, di far vedere cioè, che,
considerato un sottogruppo G’1 di G~ e un sottogruppo G’ 2 di

G2, se G’1 contiene un sottogruppo invariante H1, e G’2 un sot-

t 
.. 

H I. h 
G, 1 G 2. 

1 cl.togruppo invariante H2 tali i che 2013 e H2 siano oloedricamenteg pp ’ 

Hl z
isomorfi tra loro, è sempre possibile costruire un corrispondente
sottogruppo H di (G1, G2).
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Per dimostrare questa proprietà inversa, dobbiamo premet-
tere il seguente teorema (di Jordan) :

TEOREMA V. - Se due gruppi di sostituzioni, semplicemente
transitivi e di ordine uguale al numero delle lettere su eu,i essi agi-
scono, sono oloedricamente zsomor fi, le sostituzioni dell’uno si otten-

gono da quelle dell’altro con un semplice cambiamento delle letle1.e.

Diciamo due gruppi ; -, per le proprietà di tali gruppi
transitivi, vi sarà sempre una e una sola loro sostituzione, che

porti una data lettera di ognuno di essi in un’altra prefissata,.
Diciamo g~, g2, ..., le sostituzioni di G, e ..., ~,,2 quelle
di r, e poniamo che nell’isomorfismo dato tra i due gruppi G e
I’, a gi corrisponda = 1, 2, ... , n) . Diciamo a1 , a2, ... , 1 a"
le lettere su cui agisce G, e supponiamo, com’è lecito, che la sosti-
tuzione gi i sia quella che porti ai in ai (altrimenti cambieremrn.o
il nome alle lettere). Diciamo b1, b2, ... , b~ le lettere su cui agi-
sce I’, e supponiamo che -í i sia la sostituzione di r che porti bl in

b ~ i (i = 1, 2, .. , n). Dimostriamo che le sostituzionz d1: r si otten-

gono da quelle di G, semplicemente cambiando le lettere a1, a2, ..., an
ord1:natamente nelle altre bl. b2, ... , b,L. Basterà din.ostrare che se

glt porta una lettera qualunque in a1, la sostituzione corrispòn-
dente -, porterà b z in b1’.

Infatti il prodotto gi glt porterà ai in a, ; ma anche gr porta
al in e quindi gi g~, = g~~ , poichè è unica l’operazione di G

che porta a, in a1,. Ma e -... ’ "( r, si avrà, &#x3E;

a causa dell’isom orfi smo oloedrico tra G e I’, che ~t = .i ,., da cui

1lt == Ma "( i-l porta b2 ~ in bi, e quindi "(k porta bi in b,~. Dun-
que ~‘~, agisce sulle lettere bt, b2, ... , hn nello stesso modo come la
sostituzione corrispondente g agisce sulle lettere a2, ... , an,
e il teor. è cos  dimostrato.

Premesso questo teorema, ritorniamo al nostro argomento. Sic-
come per ipotesi H1 e H2 sono invarianti in G’1 e in G’2 rispetti-

G G’
vamente, i due gruppi complementari e G/2 sono transitivi e

HI H2



63

hanno l’ordine uguale al numero delle lettere su cui essi agiscono; *)
e siccome essi sono oloedricamente isomorfi, le sostituzioni

dell’uno si ottengono da quelle dell’ altrc con un cambiamento

delle lettere. Detto gi, g2, ... , g~~ un sistema completo di moltipli-

catrici 
o 

di G’, rispetto a se Z è la sostituzione che corri-catrlCl] l rispe o a î , se "( i e a 80S I uzone 
H i 

c e corr-

sponde alla moltiplicatrice (f 2 = 1, 2, ... , q), si ha che G’1 iH,
agisce sulle lettere gi g2 , ... , e che la sua sostituzione i

e"

porta g’ 1 - 1 in g i ; detta -,’i i la sostituzione di l H2 Gr 2 c h e corrispon-iis

L 
. 

fi L d. 
Gl, L G 2 dde a í nel supposto isomorfismo oloedrico tra 2013 e 2 e detta

, 
1 Ms

g’Z i la lettera in cui "C’ i porta g’1 - 1 (i = 1, 2, ... , 5 q), segue
dalla dimostrazione del teor. precedente che le sostituzioni

di -j si ottengono da quelle di Gli semplicemente cambiando leH2 g q H1 ’ 
5 p

lettere gi , g2, ... , 9 q ordinatamente nelle altre g’ 1 , g’ , ... , g’q ;
in altre parole, manda la lettera gi in g1"’ anche "¡’ k mandert  la

la lettera g’ i in g’ , qualsiansi gli indici i e k.

Si formino allora i quadri seguenti di G’i rispetto a H1 e di

G’s rispetto a 

Si moltiplichi ciascuna operazione della riga i. ma del primo
quadro per tutte quelle della riga i. ma del secondo, e si faccia

questo lavoro per i == 1, 2, ..., q. La totalità dei prodotti che

*) In generale, dato un gruppo G e an suo sottogruppo invariante

~, il gruppo complementare G è transitivo e ha l’ordine uguale al nu-
nlero delle lettere su cui esso agisce (uguale all’ indice di L in G) :
infatti, se 91, q2, è un sistema completo di moltiplicatrici di G

rispetto a , quell’ operazione di G che corrisponde a gi , porta la let-
G

tera gi=1 in gi , onde - è transitivo; il suo ordine è poi uguale al-

l’indice q di in G, essendo E invariante in G.
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cos  si ottengono, costituisce, dimostriamo subito, un gruppo.
Ognuno dei prodotti suddetti sarà della forma h h’ gi dove

h è un’ operazione di H1, e h’ una di H2. Allora se h h’ gi g’i i e

sono due tali operazioni, anche il loro prodotto (hh’gigi’).
9~B)? dimostriamo, si può ridurre alla forma h2 h’2 gr g’,,

(essendo ancora h, e h2 operazioni di H1, e hi e h’2 operazioni di H2).
Infatti siccome Hi è invariante in G’1 e H, lo è in G’ 2’ il pro-

dotto gà hi gi --1 è una certa operazione h2 di Hi, onde gi hi -
- h2 g’i, e cos  pure g’Z h’i 1 = h’2 g2, essendo h’~ una certa ope-
razione di H2 ; allora il prodotto

Ora h3 vuol dire, secondo la definizione dei grup-
C’

pi complementari, che la sostituzione -i k di rf manda la lettera

gi in g, : ma allora anche la sostituzione corrispondente -’, di

G’2/H2 manderà, si è detto, la lettera 9’, i in g r , ossia il prodotto
H2
g’ equivalente a g’,. rispetto a H2 , cioè si avrà =

h‘3 g’,,. Ma segue che il prodotto considerato

che è il prodotto di un’operazione della riga r. ma del quadro di G’ ~
rispetto a per un’operazione della riga i. ma del quadro di ’

G’ 2 rispetto a Hz, ossia è di nuovo un’operazione della serie con-
siderata : questa costituisce dunque un gruppo. C. d. d.

Indichiamo con H questo gruppo cos  ottenuto, e osserviamo
che ogni operazione di H è il. prodotto di un’operazione di G’i
per una di G/2 ; di più che il mass. sott. comune a G’, e a H è H,,
e che il mass. sott. comune a e a H è Hz. Infatti se g è un’o-
perazione comune a G’, e a H, si ha g = hi g’2, da cui h2 g’Z =1
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e g,, ossia g’i i - h2-l, ossia g’i i si trova in H2, e quindi l’in-
dice i = 1 ; allora si ha g = h1 gl, che è un’operazione di Hi,
sicchè l’operazione considerata g si trova in H1. Viceversa, ogni
operazione di H1 è comune a G’ e a H, onde H1 è il mass. sott.

comune a G, e a H. Nello stesso modo si prova che H2 è il mass.
sott. comune a G1 ; e a H. È cos  dimostrato tutto quanto ci era-
vamo propJsti.

Risulta da questa dimostrazione che la costruzione su espo-
sta del gruppo H è unica, quando sia determinata la relazione d’i-

somorlismo oloedrico tra i due gruppi 
G’ 1 

e 
G’ 2 

;del L resto, siccomedue 2013 e H 2 2 ; del resto, siccomeHi Ra
ogni operazione di (G’1, G’2) si decompone in un modo solo nel pro-
dotto di un’operazione di G1 per una di G2, la costruzione trovata,
per ogni sottogruppo H di (G~, G2), dev’essere unica. Il numero

dei sottogruppi H di (G~, G2) che si possono costruire, partendo
da dati gruppi G’, , G’2, H~ e H2 è uguale al numero delle rela-

zioni distinte d’isomlorfi,smo oloedrico che si possono stabilire tra

Gli Gr 2

H 
1 
e H2, cioè è uguale all’ordine del gruppo degl’isomorfismi di

1 2

G1 ,Gli in sè.
H1 

in se.
1 

°

§ 20.

Costruzione di tutti i possibili sottogruppi del prodotto
diretto (Gi, G2)..

Abbiamo trovato come si costruiscono tutt’i sottogruppi del
prodotto diretto (G1, G,), dati i sottogruppi di G1, e quelli di G2..
Essi si ottengono tutti secondo il seguente

TEOREMA VI. - Se un gruppo G P, il prodotto diretto di due

gruppi G~ e G2, considerato un suo sottOgTUppO qualunque H, que-
sto si costruisce nel modo seguente : decornposta ogni operazione
di H nel prodotto di un’operazione g di G, per un’operazione g’ di
G2, considerato il gruppo G’ f ormato dalla totalità di queste opera-
zioni g di G1, e il gruppo G’2 formato dalla totalità delle operazioni

Se. 5
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g’ di G2, detto H, il massimo sottogruppo comune a G~ e a H (o a G’1
e a H), e H2 il massimo sottogruppo comune a G2 e a H (o a G’, e

a H), si costruisca il quadi-o di G’1 rispetto a H ~: detto gl, g2,

..., gq un sistema completo di moltiplicatrici di G’1 rispetto H1, e det-
ta gli i una qualunque delle operazioni di G’2, che, moltiplicate per g2,
f ormano un’oeraz2one di H (per i = 1, 2, ..., q), si ha che le q

operazioni g’1, g’2, ... , g’,, f ormano un sistema completo di moltiplica-
trici di G’ 2 rispetto a H2, e che i q prodotti g~ g’1, g~ g’2, ..., g’~,
costituiscono un sistema compleio di iiioltiplicatrieí di H rispetto a

H2); costruito allora anche il quadro di G’2 r2spetto a H2 (ponen-
do nella riga i. esima le operazioní equivalenti a g’ n per i= 1 , 2, ... ,
q), si 

. 

ha che moltiplicando ciascuna, operazione della riga i. ma del

quadro di G’1 rispetto a H1 per tutte le operazioni della riga i. ma
del quadro di G!2 rispetto a H2, e facendo questo lavoro = 1,2,
... ,q~ si ottengono tutte e sole, e ciascuna una sola le operazio-
ni del gruppo dato H. Insomma partendo dai due quadri
G’~ _ H~ 92 1 - - - 1 H~ G’2 = H2 g’2, 1 ... , 

si ottiene, m.oltiplicandone le operazioni righe per righe, il terzo
quadro

Inoltre si ha che i tre gruppi Hi, H2 e (H,, H2) sono in-

1’arianti in H, come H1 lo è in G’1 e H2 lo è in G’2 ; che il gruppo

e che i tre gruppi

sono oloedricamente isomor f i tra loro (e anzi agiscono nello stesso

modo sopra le righe dei tre quadri suddetti).-
Inversamente, se G1 è un sotigruppo di G1 e G’2 un sottogruppo

G’2, se il primo ammette un sottogruppo invai,íante H1 e il secondo

un sottogruppo invar2ante 2, tali che i due Gli e H G , 2 sia-H, H2
no oloedricamente isomorti, si può costruire urt sottogruppo H di
(G,, G2), in modo che ogni sua operazione si ottenga molti_plican-
do una di G’ per una certa di G’ 2, e viceversa, ogni operazicne di
G’1, moltiplicata per una conveniente operazione di G’ 2, ne 

una cl? H; e in modo inolfre che H1 sia massimo soitogruppo co-
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rnune a G’~ e a H (o a G1 e a H), e Hz sia il massimo sottogruppo
comune a G’ 2 e H (o a G2 e a H) : il gruppo H si otterrà con la co-

struzione ora detta, moltiplicando cioè ciascuna operazione della

riga i. ma del quadro di G’1 rispetto a H1 per tutte le operazioni della

riga i. rna del quadro di G’2 rispetto a H2 (dopo aver preso le righe
di quest’ultimo quadro in un ordine e il numero dei

gruppi H che si possono costruire, soddisfacenti a queste condizioni,

è uguale all’ordine del gruppo degl’isomorfismi del ;;11 in

, o di 
G’ 
in sè.sè, o di H 2 2 in sé.

Il gruppo H potremo dirlo, per brevità di espressione, co-

struito coi gruppi G’~ e G‘2, in base ai rispettivi sottogruppi H1 e

H2, e a quell’isomorlismo oloedrico che si considera tra i due gruppi
Gli 

e 
G12 

(una volta che ogni speciale relazíode d’isomorfismo o-G’ e G z (Una vo ta Che ogni speciale relazion e d’isomorfismo 0-

L d. 
1 ’. 

d 
G’1 J Gr 2 

d, L Lloedrico ’tra i due gruppi - e H 2 dà uogo a uno e a un solo rupp H1 H2 g g

po H) ; e quando non vi sia ambiguità, potremo dire il grup-

po H costruito, senz’ altro, coi due gruppi G’1 e G’2, in base ai

loro sottogruppi H~ e H2.
Proseguendo nelle considerazioni delle proprietà dei sotto-

gruppi del prodotto diretto (G~, G2), e mantenendo le stesse

notazioni dei due ~~ precedenti, consideriamo il prodotto diretto
(G’~, G’ 2): esso contiene certamente H come sottogruppo, poichè
ogni operazione di H è il prodotto di un’operazione di G’~ l per
una di G’2. Dimostriamo che le operazioni gl, g2, ... , gq, o anche
le operazioni g’1, g’2, ..., g’~~, costituiscono un sistema completo
d2 moltiplicatrici di (G’1, G’2) rispetto a H.

Infatti se due operazioni gi e y,, fossero equivalenti rispet-
to a H, sarebbe

poichè ogni operazione h di H è della forma hi h2 g,. g’r. Si avreb-
b e g i g,~ g,, e. h z g’ ~ = 1, da cui g,= h,’, e quindi g’r = g’ ~
= 1, ossia 1’indice r = 1 ; si avrebbe
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e cioè gi e g~, sarebbero equivalenti rispetto a Hi, il che è assurdo,
se i t k. Allora, siccome tra le operazioni gl, g2,... g~l di (G’~, G’2)
non ve ne sono di equivalenti rispetto a H, mentre esse sono in
numero uguale all’indice di H in (G’,, G’2), esse costituiscono un

sistema completo di mòltíplicatrici di (G’l, G’2) rispetto a H. *)
Aggiungiamo ora che il prodotto (G’i, G’2) coincide coi due

prodotti (G’i,H) e (G’2, H).
I due gruppi H e G’1 sono certamente contenuti nel gruppo

(G’i, G’2), epperò anche il loro prodotto (G’,, H) è contenuto in

(G’1, G’,) ; talchè basta f ar vedere che l’indice di H in (G’1, H) è
pure uguale a q. Infatti siccome G’1 è invariante in (G’1, G’2), nel
quale il gruppo H è contenuto, i due gruppi H e G’1 soro certa-
mente permutabili (§ 2); e siccome essi hanno per mass. sott. co-
mune Hi, segue cne l’ indice di H in (G’~, H) è uguale a quello
di ÌI~ in cioè appunto eguale a q. C. d. d. Il teo~. VI può dun-
que completarsi, dicendo che i tre prodotti (G’1, G’2), (G’1, H) e

(G’2, H) coincidono, e che il gruppo H è permutabile coi due gruppi
G’1 e G’2 **).

Possiamo rappresentare tutti questi gruppi nel quadro se-

guente, in cui due qualunque dei gruppi scritti sono permutabili.

*) L’ ordine di (G’1 5 G’2) è uguale al prodotto degli ordini di G’1 e
di G’2, e l’ordine di (H , H2) è pure uguale propotto degli ordini di Hi
e di H2, e siccome gl’ indici di H1 i in G’ i I di H2 in G’ 22 e di (H 15 H2)
in H sono tutti uguali a q, l’indice di (Hp H2) in (Gj, G’2) sarà =q2~ e
quello di H in (G’1, G’2) sarà precisamente uguale a q.

**) Del resto, bastava osservare che dall’essere q2, segue che
cioè che 92 è contenuta in (G’,, 1-l), ecc.
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Tutte queste proprietà del gruppo H rimarranno invariate,
quando si consideri, invece dellqisomorfismc oloedrico proposto

. 

d 
. G’1 1 G’2 2 . 

b L L H" 
.

tra i due gruppi 2013 i e H2 "in base al quale H è costruito un
Ìli ÌÌ2

altro isomorfismo. Se, considerato un altro isomorfismo oloe-

drico tra i due gruppi in base ad esso si costruisce unPp Mi 14"
nuovo gruppo H’, i prodotti (0’ l H), (G’, 11’), ecc. coincideranno

tutti tra loro e con (G’~, G’2); i gruppi sa-

ranno oloedricamente isomorfi, ecc. Nulla assicura però in ge-
nerale che i due gruppi H e H’ risulteranno dello stesso tipo ;

, . H
soltanto si potrà dire che saranno dello stesso tipo 

17 2&#x3E;

che sono entrambi delle stesso tipo

Possiamo però affermare che se uno dei gruppi H e H’ è inva-

riante in G, o in (G’1, G’2), all ra lo sarà anche l’altro : ciò che

risulterà dal § 22. 
’ ’

’ 

~ 21. 

Casi particolari. Caso del prodotto di due gruppi, ognuno
permutabile con tutte le operazioni dell’altro.

Nel caso particolare che il gruppo H coincida col prodotto
diretto (H1, H2), allora si è visto che G’1 coincide con Hl, e G’2
coincide con H2, e allora si ritorna al caso considerato nel § 14.
Il gruppo H potrà poi essere distinto da (H1, ILJ, soltanto quando
gli ordini dei due gruppi dati G~ e G2 non siano primi tra loro,
poichè l’indice di (H1, Hz) in H (uguale a quello di H~ in G’1 ~
e di H2 in G’ 2), è uv divisore comune degli ordini di G~ e di G,.

Dunque se gli ordini dei due gruppi G1 e G2 sono primi tra

loro, allora ogni sottogruppo di (Gi, G2) è necessariamerte il pro-
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dotto diretto di un sottogruppo di G1, per un sottogruppo di

G2. *)
In generale si dimostra subito per induzione il teorema :

Se gruppo G è il prodotto diretto di più gruppi G1, G2, ..., G,.,
aventi gli ordini primi tra loro a due a due, ogni sottogruppo di G
è necessariamente il prodotto diretto di un di G~, 
un G2, ecc., per G,,.

Nel caso generale che G1 e G2 siano ognuno permutabile con
tutte le operazioni dell’altro, detto £ il loro mass. sott. comune,

applicando il teor. I del § 1 3, si deduce che per tutt’z sottogruppz
H di (G i, G,) = G che contengono E, vale una regola di costruzione

perfettamente analoga a quella trovata nel caso particolare di

1: = 1, cioè dei prodotti diretti.

Infatti se e diciamo I1 il sottogruppo di r

che corrisponde al sottogruppo G1 di G, e diciamo r 2 il sotto-

gruppo di r che corrisponde a G2, abbiamo che il gruppo r è il

prodotto diretto di ~ ~ per Consideriamo un sottogruppo qua-
lunque H di G che contenga E, e diciamo K il corrispondente
sottogruppo di r ; supponiamo che K sia costruito coi due sot-

togruppi e r’2 (il primo contenuto in F’i, e il secondo in I’2),
in base ai rispettivi sottogruppi Ai e Az ; diciamo poi G’1, I-tl
e H2 i sottogruppi di G, che sono formati da tutte le possibili ope-
razioni di G, cui corrispondano rispettivamente quelle di r’i, di
r’2, di e di Siccome G’1 l e H contengono 1, il loro mass.

sott. comune conterrà pure L, e avrà per corrispondente in I’ il

*) Questo risultato si poteva stabilire subito a priori. Se H è un

qualunque sottogruppo di (G~, Gz), ogni sua operazione h è il prodotto
di un’operazione ~1 di G~, per una g, di Ge, cioè h=gl g,; e basta di-
mostrare che g e g, devono trovarsi in H, chè ne seguirà clre g, si

trova in H1, mass. sott. comune a G~ e a H, e similmente che Gz si

trova io H2. Infatti se m è 1’ ordine di G1, e n 1’ ordine di G,, si ha

e se x è un n umero intero, tale 1

(mod ~), si ha = !/2, e dunque 92 è in H. Lo stesso dicasi
per gl. C. d. d.
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mass. sott. comune a 1--01 l e a K, cioè A1. Segue che il mass. sott.

comune a G’1 ~ e H, contenendo Z, deve essere proprio H~; cos

pure il mass. sott. comune a G’2 e a H sarà H,, il quale conterrà

pure 1:. -

Detto ora "1’2, .... ’’1 un sistema completo di moltiplicatrici di
l’1 rispetto a A,, e detta y, 2 una delle operazioni di A2 che, molti-

plicate per {1’ danno un’operazione di K (per i = 1, 2, ... , q),
si ha che "2’ ... , è un sistema completo di moltiplicatrici
di l rispetto a e i q~ prodotti 19 "i 2’(’2, ... , ~‘~ ~~’~ formano
un sistema completo di moltiplicatrici di I~ rispetto a (Ai, A2).

Allora, detta g2 una qualunque delle operazioni di cui cor-

risponda ~, i, e g’2 una di quelle di G/2, cui’corrisponda y~, siccome
i gruppi H1, H2 e H contengono tutti ~, si ha dal § 5 che le opera-
zioni gl, g2, ... , g~~ formeranno un sistema completo di molti-

plicatrici di G’1 rispetto a H1, che g’1, g’2, ... , g’ f1 formeranno
un sistema completo di moltiplicatrici di G/2 rispetto a H2, e che

prodotti gl g’1, 92 g’2 , ... , g q g’,~ ne formeranno uno di H ri-

spetto a (Hi, H,). Potremo scrivere cioè i tre quadri seguenti :

Allora, con un ragionaniento analogo a quello tenuto alla ùne
del § 18, si vede che le operazioni della riga del quadro di H

(H1, H2) si ottengono, tutte e sole, moltiplicando quelle della
riga i. ma del quadro di G~ rispetto a H~, per quelle pure della riga
i.ma del quadro di G’2 rispetto a H2, qualunque sia i; talchè facendo
poi i=1, 2, .. , q, si ottengono tutte quante le operazioni del gruppo
considerato H (ognuna ripetuta un numero di volte uguale all’or-
dine di L.

Inversamente poi, dato un sottogruppo G’, di G,, e un sotto-

gruppo G’2 di G2, se G’1 contiene un sottogruppo invariante H~,
e G’ 2 un sottogruppo invariante H2, se questi contengono tutti

L. h 
G’ l G’ 2 

Il 
., ..

,,, e sono tali che H 1 1 H 2 2 , allora si può costruire un corrispon-
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dente sottogruppo H di (G , Ga), coi due gruppi G’1 e G’2, in

base ai rispettivi sottogruppi H, e Hs, in modo analogo a quel
che si’è tenuto nel § 19, e di tali gruppi H ve n’è un numero uguale

all’ordine del gruppo degl’isomorfismi di Gli in se. ,H,

§22.

Sottogruppi invarianti del prodotto diretto di due gruppi.

Supposto che G sia il prodotto diretto di G, per Gs, osserviamo
che il gruppo H, considerato nei precedenti §§, non è in generale
invariante in (G’,, G’2) ; anzi facciamo vedere che ha luogo il se-

guente teorema :
Se il gruppo G prodotto dzrefto dz G, per Gs, se un suo sotto-

H è costruíto c)i due G’1 e G2 rispettiv,; sotto-
H, e H,, il gruppo H è invariante nel prodotto diretto (G’1, G’2),

. Gli / Gl .
allora e allora soltanto che i due e -- siano abeliani.9 ppi 1 H2

Si trasformi intanto un’o perazione hl h2 g gli i di H con un’o-
perazione g, ;si ha

dove h’~ è un’altra operazione di H,, essendo questo invariante

in G’~ ; e si ha

Ora quest’operazione apparterrà ancora a H, allora e allora

soltanto che sia equivalente a g2, ripetto a (H,, H2). Ma

se Y, ~ e ~, ~L sono’ le operazioni del gruppo complementare

che corrispondono rispettivamente a g, 1 e a g,, si ha che 

"-,,,{;;l ~í7n e se g;l g2 gli è equivalente a g2 rispetto a H2),
allora ~‘~ ’ ; ~~,L= ~~ 2, e viceversa : dunque considerata,

(h, h . gk appartiene ad H, allora e allora soltanto che

sia "il ~ == ’"¡ ~ e 
’
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Ma se il gruppo H è invariante in (G’l, G’2), allora 1’ opera-
zione deve trovarsi ancora in H, qualsiansi gl’in-
dici i e k e quindi le due operazioni y, i e ’k devono essere permu-
..... , . H

tabili, qualsiansi i e k, cioè il gruppo dev’essere abeliano,
h 2

epperò anche i due gruppi G12013 e G’2 devono essere abeliani : la
1 2

condizione del teorema è dunque dimostrata necessaria. ,

Inversamente, se il gruppo
i

è abeliano, siccome -

TT TJ

abeliano e quindi il gruppo H è trasfor-(H1, 11,)
mato in sè medesimo da ognuna delle q operazioni g2, ... ,g,,, e

anche da ognuna delle operazioni g’,, g’2, ..., g’~l. Ma siccome
ogni operazione di (G’l, G’2) è della forma h1 h2 gi g’k, e sic-

cam.e hl e h2 trasformano certamente H in sè medesimo, tutte
le operazioni di (G’i, G’2) trasformeranno H in sè stesso, cioè H
sarà invariante in (G’,, G’2) : la condizione è quindi anche suffi-

ciente. C. d. d.

La cosa si può mettere sotto un’altra forma. Se H è invariante
in (G’,, G,), trasformando i tre gruppi G’,, G’2 e H con un’opera-
zione qualunque di (G’ ~, G’2), ogni operazione di G’, ~ viene tra-

sformata in un’altra equivalente ad essa rispetto a H,, ogni o-
perazione di G’2 viene trasformata in un’altra equivalente rispetto
a H2, e ogni operazione di H in un’altra equivalente rispetto a
(H,, H2) ; e inversamente.

In altre parole, costruiti i tre quadri di G’, rispetto a H2, di
G’, rispetto a H,, e di H rispetto a (H1, H2), la condizione neces-
saria e sufficiente, affinchè il gruppo H sia invariante in (G’,, G’2)
è che traslormando i tre gruppi G’,, e H con una qualunque
operazione di (G’ 1, G’2) tutte le righe di uno quadri (e quindi
anche degli due) restino invariate. 

’

È questo un altro modo ci i accertarsi se il gruppo H sia inva-

riante in (G’,, G/2); un criterio perfettamente analogo si trova,

quando si voglia stabilire se H sia invariante in G. Si trova allora
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che la condizione necessaria e sufficiente affinchè H sia invariante

in G, è che due gruppi G’l, G’2 con tutte le opera-
zioni {G1, G2), le righe dei due quadri di G’~ rispetto a H1, e di G’2
rispetto a H2, restino tutte invariate.

Segue da questi due teoremi che se H e H’ sono due sotto-

gruppi di G, costruiti coi medesimi sottogruppi G’,, G’2 e H1, H,,
. 

b d d... fi.. d 
. G’2

ma in base a due diversi isomortismi tra i due g ru pp i 1 2
se uno dei due gruppi H e H’ è invariante in (G’1, G’,), allora lo

è anche l’altro, e se uno di essi è invariante in G, anche l’altro

è invariante in G. -

Ora se il gruppo H è invariante in (G’,, G’~), allora esso è per-
mutabile con ognuna delle operazioni di G’1 e di G’2, e perciò se-

condo il teor. VI del § 7, i due gruppi 
i

sono oloedricamente isomorfi ; e inversamente, se questo avvie-

ne, allora l’ordine di {G 1’ H G 2) è uguale all’indice di H in 

e quindi H è invariante in (G’~, G’2). 
i

Dunque la condizione necessaria e sufficiente affinchè il gruppo
H sia invariante in {G1 G’2) = (G’1, H) è che il gruppo 

H2) . ia oloedricamente iso tre ru 
.G’1 1 G 2 

etare 1 5ia oloedi-icamente isomorlo ai tre 
H ’ H2 

e

TT 
H,

. In generale se H non è invariante ~zn G, allora i tre gruppi

sono oloedricamente zsomor f i a un sottogruppo

dij i (teor. V del § 7).

Nel caso che H = (Hi, H2), G’1 ~ = H1 e G’2 = H2, quelle
condizioni si riducono all’ altra che i due gruppi Hi e H2 siano
invarianti in G.

Se i due gruppi G~ e G2 sono ognuno permutabile con tutte

le operazioni dell’altro, e hanno per mass. sott. comune 1, per ve-
dere se un sottogruppo H di (G,, G2), costruito coi due gruppi GB
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e G’2, in base ai sottogruppi H~ eH2, e contenenti E, sia in variante
in (G’1, G,), o in (G1, G2), valgono dei criteri perfettamente a-

naloghi a quelli ora trovati.

§ 23.

Complemento dei risultati precedenti. Casi particolari.

Completiamo i risultati ottenuti nei §§ precedenti sui prodotti
diretti. Supponiamo che il gruppo G sia il prodotto diretto dei

due gruppi G, e G2 ; conservando le stesse notazioni sinora

adoperate, diciamo å~ il prodotto dei due gruppi G~ e H, e j 2 il

prodotto (G2; H). Dimostriamo che 31 è altresi il prodotto di G~
per G’2, che A, = (G,, G’,) e che (G’1, G’2) è il masso sott. comune

a mentre il masso sott. comune c~ .1.1 1 e a G2 è G’1 ~ e 1’l l

sott. comune a ~ 2 e a G’ 1.
Infatti si ha (G,, G’,) = (G,, G’~, G’,) - (G,, G’1, H) -

(G,, H) = 0;, e cos  pure (G2, ==j2. Allora dal § 14 segue
che G’2 è il massimo sott. comune a d~ e a G2, che (G’1, G’2) è quello
comune a ~~ e A,, ecc., e segue ancora che Ll~ è il prodotto di G~
per (G’~ G’,), e A,. è == al prodotto di G2 per {G’,, G’2) ; inoltre

che il mass. sott. comune a (G’,, e a G1 è e quello comune
a (G’,, G’,) e a G2 è G’2.

Se H è invariante in G, allora, come si è visto, anche Hi, ~I2,
G’2 e (G’,, sono invarianti in G, e anche i gruppi 

(Gl, H) e Ll2 == (G2, H) sono invarianti in G. Segue allora dal teor.

VI del § 7 che e similmente che

inoltre :

Analogamente si ha
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Possiamo rappresentare tutti questi gruppi Del quadro se-

guente, in cui due qualunque dei gruppi scritti sono sempre per-
mutabili tra loro.

Nel caso che il gruppo G’~ coincida con Gl, allora ~2 == (G2, G’1)
- G, e se anche G’2 coincide con G-2, allora pure ~1 coincide con

G, e (G’1, pure è uguale a G. ~
Nel caso che i due qruppi H~ e H2 si riducano all’identità,, al-

lora H è da dirsi costruito coi due gruppi G’1 e G/2, in base aZZ’z-

TJ
dentità : allora - - - diventa uguale a H, il quale è dunque

1, 2
oloèdricamente isomorlo a G’1 e a G’ 2 : allora le operazioni hi i di H
si ottengono tutte e sole, moltiplicando una quaiunque opera-

zione gi di G’~ per la propria corrispondente ~’i i di G’2 (nell’ iso-
rn.orfi.smo oloedrico che dovrà esistere tra G’1 e G’2). E se il gruppo
H è invariante in (G’,, G’2) (ciò che avverrà allora e allora sol-

tanto che i due gruppi G’1 e G’2 siano abeliani), allora si ha la no-

tevole proprietà che

In questo caso, dimostriamo, il gruppo (G’~, Gz) è il prodotto
diretto di G’1 per H, ovvero di G’2 per H : infatti i due gruppi G’1 e
H, avendo per prodotto (G’~, G’,) e per mass. sott. comune l’iden-
tità, ed essendo ognuno permutabile con tutte le operazioni del-

l’altro, devono necessariamente avere le singole operazioni dell’uno
permutabili con tutte quelle dell’altro (§ 13). Il gruppo (G’i, G/2) =
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(G’i, H) == (G’2, H) viene dunque a trovarsi, quando H~ e H2 si

riducono all’identità, e quando G’i e G’ 2 siano, abeliani, nelle mede-

sime condizioni rispetto ai tre gruppi G’1, G’, e H. Il gruppo G’1 1
si può costruire allora coi due gruppi abeliani G’2 e H, in base al-

l’identità, nello stesso modo come H si costruisce coi due gruppi
G’1 ~ e G’2 : precisamente, fatta corrispondere 1’ operazione 
di G’ 2 all’altra hi di H, si avrà tra G’~ e H un isomorfismo oloe-

drico, *) e eseguendo tutti i prodotti della forma i

si ottengono tutte e sole le operazioni di G’1, ognuna una sola

volta.

Nello stesso modo si costruisce coi due gruppi G’1 e H,
in base all’identità. Considerati infine due gruppi H e H’, costruiti
in base a due diversi isomorfismi tra G’1 e G’2, essi sono oloedri-
camente isomorfi tra loro, e quando inoltre G’~ o G’ 2 sia abeliano,
allora il gruppo (G’l, G’ 2) si trova nelle stesse condizioni rispetto
ai quattro gruppi H, H’, G’1 e G’2.

Supponiamo infine che H contenga G1 ; allora si ha G’, ~ ==, H~
- G,, e detto H2 il mass. sott. comune a H e a G2, il gruppo H è
il prodotto diretto di Gi per H2. Insomma, come già sapevamo
dal § 14, quei sottogruppi di G che contengono G~ si ottengono
tutti, facendo i prodotti diretti di C~1 per i vari sottogruppi di G,.

In generale, se G~ e G2 sono due gruppi, tali che ognuno di

essi sia permutabile con tutte le operazioni dell’altro, e abbiano

per mass. sott. comune 2:, se ci si limita a considerare quei sotto-
gruppi del prodotto ~G’1, G2) che contengono E, per essi i risul-

tati precedenti perni arranno in alterati.

Le considerazioni sinora fatte sui prodotti diretti di cluP gruppi
si possono estendere al caso del prodotto diretto ài più gruppi:

*) Infatti si ha una relazione d’isomorfismo oloedrico tra G’2 e H,
facendo corrispondere a c~’Z , hi : ma quando G2 è abeliano, allora si

ha manifestamente una relazione d’ isomorfismo oloedrico di G’1 con sè
stesso, facendo corrispondere a già , g z -i ; e allora si ha pure una re-

lazione d’isomorfismo oloedrico tra e H, facendo corrispondere a

g’ 2 --~ , l’operazione hi,
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caso che del resto si riconduce a quello precedente. Se G è il

prodotto diretto dei gruppi G1, G2, ... , G,,, per trovare tutt’ i sot-
togruppi di G, basta trovare quelli del prodotto diretto dei due

gruppi G1 e poscia, G2, trovati questi, cercare quelli del prodotto
diretto dei due gruppi (Gi, G2) e G3 ; poi quelli del prodotto di-

retto dei due gruppi (G1, G2, G3) e G4 ; 1 e cos  via.

~ 24.

Sui gruppi intransitivi di sostituzioni.

La prima e più notevole conseguenza della regola di co-

struzione dei sottogruppi dei prodotti diretti, è l’applicazione,
che ora ne faremo, ai gruppi intransitivi : ogni gruppo intransi-

tivo di sostituzioni è sempre, vedremo subito, un sottogruppo del

prodotto diretto di certi gruppi transitivi, e si può sempre co-

struire, facendo uso ripetuto della costruzione suddetta.

Sia H un gruppo intransitivo qualunque di sostituzioni so-

pra lettere : queste lettere si ripartiscono in tanti sistemi di tran-
sitività ; siano ai, a2, ... , ~,~ le lettere di un primo sistema di

transitività ; siano b, b2, ..., b, quelle di un secondo sistema ;
C15 c2, ... , ct quelle di un terzo sistema di transitività, e cos  via.

Ogni sostituzione h di H è il prodotto di una sostituzione

che agisce soltanto sulle lettere a2, ... , 6~ del primo si-

stema, per una sostituzione "{ 2, che agisce soltanto sulle lettere

bi, b2, .... , b;, per una sostituzione "[3’ che agisce soltanto sulle
lettere cl, c2, ... , ct, ecc. ; e queste sostituzioni ’’(~, ~(2’ 7s? ’ ’ ’

sono uniche e perfettamente determinate, quando lo sia h. Ve-

diamo che la totalità delle sostituzioni .,&#x3E;i, che si ottengono, de-

componendo nel modo suddetto tutte le operazioni di H, costi-

tuisce un gruppo rl ; la totalità delle sostituzioni ; 2 forma un

gruppo ecc.

Intanto, siccome le sostituzioni -,, agiscono su lettere tutte

diverse da quelle su cui agisce .,,, da quelle su cui agisce ecc.,
si ha che ogni sostituzione "{l è permutabile con ogni sostituzione
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, ecc. Allora, se h - Il "{2 73 ... , e h’ = "/3 .... sono

due sostituzioni di H, si ha h h’ - (i! "[2 "[3 ... ). (yB ’/2 "/3 ...)
_ (;1 ~,’1)- (7~ ;’2). ("(3 -í’3) ... Ma la sostituzione ~,1 l ~ agisce
soltanto sulle lettere ~2, ... , a,, e quindi yi appartiene
ancora alla prima totalità ; cos  pure la sostituzione i’ 2 ap-
partiene alla seconda totalità, ecc.

Allora, se -,,, L e L sono due sostituzioni qualsiansi della prima
totalità, anche il loro prodotto "(l "¡’l appartiene a questa tota-

lità : iniatti esisteranno due operazioni h e h’ di H, che si decom-

porranno nel modo seguente : h == "( "{ 2 J 3 ... , e h,’ = l "’ 2 "(’3 ...
(essendo T21 7’2 convenienti operazioni della seconda totalità,
e "(3’ "t’ 3 convenienti sostituzioni della terza, ecc.) ; per quel che

si è visto, anche il prodotto Yi l apparterrà alla prima totalità.
Questa costituisce dunque un gruppo r ~ ; cos  pure la totalità

delle sostituzioni "(2 costituisce un gruppo r 2, quella delle sosti-

tuzioni h3 costituisce un gruppo f’3, ecc.

Siccome due di questi gruppi I’1, r2, ... agiscono su let-
tere diverse tra loro, il loro prodotto (1B, l’2, prodotto

dei gruppi stessi (9 15), e siccome ogni operazione di H è

il prodotto di una di F1, per una di I~2’ ecc., il gruppo H è un sot-

togruppo del prodotto diretto (h1, h2, ...). D’altra parte, i

gruppi li, r2, T3, ... sono tutti transitivi : il che discende dal

fatto che le lettere ai, a2, ~... , c~~~, su cui agisce h1, costituiscono
uno dei sistemi di transitività, in cui si ripartiscono le lettere

del gruppo dato H ; come avviene pure dei gruppi r 3, ....
Aggiungiamo che, fatto corrispondere all’ operazione .h di H,

l’operazione ’ú di ri, verrà stabilita una relazione d’ isomorfismo
(oloedrico o meriedrico), tra H e h1 ; *) e cos  per gli altri gruppi
r2, ... Dunque :

Ogni gruppo intransitivo di sostituzioni è sempre un sottogruppo

*) Se 1~’--v~’~, vuol dire che A e h’ si decompongono nel modo
seguente : h = T~ ~, ~(~, ... , e h’ _ 1’2 1’~, ... ; allora sarà Iz ~’1).
( s ’f 2) ’ (-í3 ~~’3~ ... , onde h h’- ’~ ’~ ; la suddetta corrispondenza tra le

operazioni di H e quelle di ~~ è una relazione d’isomortismo.
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del prodotto diretto di gruppi transitivi, tutti al gruppo
dato.

Possiamo dunque applicare ai gruppi intransitivi le proprietà
dei sottogruppi dei prodotti diretti. Cerchiamo intanto di ridurci
al caso del prodotto diretto di due gruppi soli, nel qual caso ci sa-
ranno utili le ricerche fatte sui prodotti diretti i di due gruppi.
Per raggiungere l’intento, procediamo nel modo seguente : ,

Diciamo a, a,, ... , , am 1’ insieme delle lettere di un certo

numero di sistemi di transitività di H, e diciamo bi, b2, ... , bn
le lettere rimanenti, costituenti i rimanenti sistemi di transiti-

vità di H. Ogni sostituzione di H si decomporrà nel prodotto di
una sostituzione g,, agente unicamente sulle lettere ~1, a2, ... , ftm,
per una sostituzione q,, agente soltanto sulle rimanenti lettere

bl, b~, ... , bn. Come sopra, la totalità delle sostituzioni gi che si
ottengono, decomponendo in tal modo tutte le sostituzioni di H,
forma un gruppo G,, e la totalità delle sostituzioni q, che cos

si ottengono, forma un gruppo G2. Questi due gruppi G, e G2
sono isomorfi a H, e possiedono in ogni caso un numero di sistemi
di transitività minore di quello dei sistemi di H (ne contengono
uno solo, quand’essi siano transitivi) ; e ciò perchè i sistemi di

transitività di G~ sono precisamente tutti quelli di H, che son
formati dalle lettere c~2 , ... , am ; e similmente per G2. Inol-

tre i due gruppi G~ e G2 non hanno operazioni comuni, oltre l’i-

dentità, e le sostituzioni dell’uno sono tutte permutabili con

quelle dell’altro, poichè essi agiscono su lettere diverse : dunque
‘G1, Cr2) è il prodotto diretto di G~ per G2, e il gruppo H è un sot-

togruppo di questo prodotto diretto.
Cerchiamo il massimo sottogruppo comune a H e a Gi, che di-

ciamo H~: esso è dato manifestamente dalla totalità delle so-

stituzioni di H che agiscono soltanto sulle lettere al, a2, - - . ar,2,

lasciando invariate le altre. Cos  pure il massimo sottogruppo cc-
mune a H e a G2, che diciamo H2, è dato dalla totalità delle so-

stituzioni di H che agiscono soltanto sulle lettere bi, b2, ..., b,2,
lasciando invariate le prime. Secondo il modo di dire introdotto nel
§ 20, abbiamo che il gruppo considerato H è costruito coi due gruppi
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G~ e G2, in base ai rispettivi sottogruppi H1 e H2- Applicando il teor.
VI del detto § 20, abbiamo senz’altro il seguente teorema, che ci
dà il modo di costruire il gruppo H :

Se H è un gruppo intransitivo di sostituzioni sopra lettere, ripar-
tite le lettere su cui esso agisce in lanl2, sistemi di transitività, dette
a1, a2 - ... , am le lettere complessive di un certo numero di questi
sistem2, e dette bl, b2, ... , b,, le lettere rimanenti, decomposta ogni
sostituzione di H nel prodotto di sostituzione gl, agente soltanto
sulle lettere a1, c~2, ... , am, per una sostituzione g2, agente soltanto
sulle lettere rimanenti, la totalità delle sostituzioni g1 che cos  si ot-

tengono costituisce un gruppo G~, e quella delle sostituzioni g2 costi-
tuisce un altro gruppo G2 ,. detto H~ il massimo sottogruppo comune (l
H e a G~ dalla totalità delle sostituzioni di H che agi-
scono soltanto sulle lettere a1 a2, ..., am), e detto H2 il massimo

sotlogru ppo comune a H e a G2 (costituito ecc. ) ; si ha che il gruppo
dato H ~ un sottogruppo del prodotto diretto (G~ G2), e si costrui-

sce coi due gruppi G1 e G2, in base ai rispettivi sottogruppi H1 e
H2: precisamente, scritto il quadro di G1 rispetto a H1:

e detta g’ i una qualunque delle sostí tuzíoni di G2 
per g2, danno una sostiiuzione dí. H, ha luogo quadro :

M oltiplicando allora ciascuna operazione della riga i. esima

del primo quadro, 1Jfr tutte quelle della riga i. del secondo,
e facendo questo lavoro per i = 1, 2, .. , q, 8i ottengono, tutte e sole,
e ciascuna una sola volta, le operazioni del gruppo dato H, e 
samente si ottiene il seguente quadro, di H ri,spetto a (H~H2).

Il gruppo H1 è poi invai-íante in H2 lo è in G2, e come

H2) lo è in H ; si ha G1 è oloedricamente isomorfo a H. 
H2 

2

A iii. 6 *
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come G2 lo è a e che i tre gruppi sono oloe-

dr2camente isomorfi tra loro ; di più che i tre prodotti (Gh G2),
(G1, H), e (G2, H) coincidono, ecc.

’ 

§ 2~.

Continuazione dell’argomento precedente.

Ora se i due gruppi G~ e G2 non sono transitivi, essi possie-
dono però in ogni caso un numero di sistemi di transitività mi-
nore di quello dei sistemi di transitività di H; si potrà applicare
ad essi lo stesso processo : il gruppo G~ verrà, poniamo, costruito
con due altri gruppi G’~, G’,, in base a certi sottogruppi H’~ e

H’2 ; e cos  via. Siccome G~ e G2 hanno un numero di sistemi di

transitività minore di’quello dei sistemi di transitività di H, que-
sto processo avrà un termine, e si troverà per ultimo un certo

numero di gruppi transitivi, partendo dai quali, con successive co-
, struzionz della suddetta, si otterrà il gruppo considerato H;
e questi gruppi transitivi, cui da ultimo si perverrà, sono poi, si

vede subito, proprio i gruppi prima trovati ri, r2, ....

Inversamente, se G~ e G2 sono due gruppi di sostituzioni, e le

lettere ai, a2, ..., a,~2, su cui agisce il primo, sotto tutte diverse dalle
lettere bi, b2, ... , su cui agisce il secondo, se G1 ammette un

sottogruppo invariante Hi, e G2 un sottogruppo invariante H,,

IO h 
o 

cl 
G l G 2. 

L d.. f. Iltali che i due gruppi Gl e H2 siano oloedricamente isomorfi, allo-g pp iii 192

ra ogni gruppo H, costruito coi due gruppi G1 e G2, in base ai

rispettivi sottogruppi H~ e H2, è intransitivo : ... , a~ è

è il complesso delle lettere di un certo numero di sistemi di tran-
sitività di H, e bl, b2, .. , , bn l’insieme delle lettere dei sistemi

rimanenti : insomma i sistemi di transitività di H si ottengono,
associando tutti quelli di G1 con tutti quelli di G2 ; e ogni sosti-

tuzione di H è il prodotto di una sostituzione gl di G,1, che agi-
sce unicamente sulle lettere al, a,2, ..., am, per una sostituzione

g2 di G2, agente soltanto sulle rimanenti lettere bl, b~, ..., bn.
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Dunque : t2ctti i gruppi intransitivi di sostztzczioni si ottengono,
partendo da gruppi transitivi e operando successivamente con co-

struzionz della natura suddetta ; inversamente, partendo da gr,uppi
di sostituzioni, agenti s2c lettere diverse, e operando, quando sia pos-
sibile, con costruzioni della suddetta natura, si ottengono sempre,
nuovi gruppi intransitivi, i sistemi di trans tívità si ottengono,
associando insie1ne i sistemi di transitività dei singoli gruppi, dai
quali si parte. .

Partendo, ad esempio, da un gruppo G, agente sulle lettere

ai, a1, ... , si carrhino qaeste lettere, chiamando b1, b2, ... , 9 b,,,
le nuove lettere, e si indichi con CT’ il gruppo che si ottiene, che
è precisamente il gruppo trasformato. e

si costruisca un nuovo gruppo H, partendo dai due gruppi G e G’,
in base all’identità (moltiplicando ciascuna sostituzione di G per
la sostituzione corrispondente di G’, nell’isomorfisrno oloedrico

che vi è tra G e G’ : V. § 23): questo nuovo gruppo H sarà intran-
sitivo, oloedricamente isomorfo a G e a G’ (§ 23), e i suoi sistemi,
di transitività si otterranno associando quelli di G con quelli di G’.
E questo processo si può ripetere : ad esempio, cambiando le let-
tere di G’, chiamando G" il gruppo ottenuto, e costruendo un

nuovo gruppo K, mediante i due gruppi H e G", in base all’identità,
questo gruppo K sarà oloedricaniente isomorfo a G, e avrà un

numero di sistemi di transitività triplo di quello dei sistemi di

G. Cos  si può continuare indefinitamente. Ora siccome, dato

un gruppo qualunque di operazioni, esiste sempre qualche gruppo
transitivo di sostituzioni, oloedricamente isomorfo a esso (ne e-
sistono sempre di quelli di ordine uguale al numero delle proprie
lettere), abbiamo dunque :

Si possono costruire gruppi intransitivi di sostituzioni
di un dato tipo, cioè oloedríeamente isoinorli a un dato gruppo, e con
94n numero qualunque di sistemi di 

Sui gruppi intransitivi di sostituzioni, come sottogruppi di
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certi prodotti dirrtfi, non ci ti atterremo oltre; ad essi si potrpl,,-
bero applicare tutti i i teoremi trovati sui sottogruppi dei pru-
dotti diretti, e se ne dedurrebbero delle proprietà di essi. Su 
sto però non ci fermiamo ; osserviamo soltanto che il problema
di costruire tutti i gruppi di sostituzioni esistenti è cosi ricol1dotto
all’altro di cercare tutti i possibili gruppi transitivi, dai quali si

ottengono poi, nel modo che si è visto, tutti gli altri.
Se, ad esempio, i gruppi transitivi rj, rz, ... , r, sono ahe-

liani, allora anche il loro prodotto direttu è abeliano, e allora an-
che il gruppo H, che ne è un sottogruppo, sarà abeliano. Viceversa,
se 1-1 è abeliano, tali sono anche tutti i gruppi I’,, ... , Tn,
í quali sono isomorfi a H. Dunque tutti i gruppi abeliani intransi-
tivi di sostituzioni si possono costruire, quando si siano costruiti

tutti i gruppi abeliani transitivi. _

Se il gruppo H è risolubile, tali sono anche tutti i gruppi
ri, F2, - - - , ~’n *). Dunque, quando si conoscano tutti i gruppi tran-
sitivi risolubili, allora si possono costruire anche tutti quelli in-
transitivi risolubili di sostituzioni sopra lettere.

Similmente, quando si conoscano, ad esempio, tutti i gruppi
transitivi ci ordine uguale alla potenza di un numero primo, allora
si costruire anche tutti quegli intransitivi d’ordine uguale
alla potenza di un numero primo, ecc. Insomma, partendo da date
classi di gruppi transitivi di sostituzioni si possono ottenere, con

le costruzioni suddette, delle classi di gruppi intransitivi.
A che cosa si riduca poi il problema di costruire tutti i gruppi

transitivi, vedremo in un altro lavoro ; qui ci limitiamo ad asse-

rire che, quando siano noti tutti i tipi di gruppi di operazioni,
a lora si possono costruire anche tutti i gruppi transitivi di sesti-
tuzioni sopra lettere, e quindi poi anche tutti i gruppi intransi-
tivi. Insomma il problema di costruire tutti i gruppi di s,,stitu-
zioni sopra lettere si riconduce a quello di trovare tutti i tipi di

gruppi di operazioni.
PACIFICO MAZZONI.

*) Se all’ identità in T ~ corrisponde in H il sottogruppo K i , è noto
che i fattori di composizione di H si ottengono aggiungendo a quelli
di lfi, quelli di K i ; quindi se H è risolubile, tale è pure r i.
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