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RICERCHE
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THORIA DEL GRUPPI [ ORDIAE FINITO

——e e e






INTRODUZIONE

Nel presente lavoro ¢i proponiamo di esporre varie proprieta
dei gruppi d’operazioni d’ordine finito. Nella prima parte espo-
niamo quelle dei gruppi isomorfi, che, cltre a esser importanti
di per sé, sono assai utili, come strumento di ricerca, e servono
di fondamento alle parti seguenti. Nella seconda parte & svolta
una teoria dei gruppi permutabili; nella terza ci siamo propo-
sti di svolgere una teoria dei cosiddetti prodottr diretty di due
0 pilt gruppi.

Un teorema, dimostrato nel § 13, riconduce allo studio di essi
lo studio del prodotto di quei gruppi, che hanno la proprieta di
essere ognuno permutabile con tutte le operazioni dell’altro. Que-
sti prodotti diretti non pare che abbiano attirato sinora molta
attenzione: poche loro proprieta si trovano nell’Opera del Bur~-
sipE: Theory of groups ; ma, come avviene dei gruppi abeliani,
che, per la limitazione di aver le loro operazioni a due a due per-
mutabili, si studiano cor pih facilitd, e godono di tante impor-
tanti proprietd particolari, cosi avviene dei prodotti diretti di
due o pitt gruppi, il cui studio viene facilitato dalle limitazioni
imposte alla natura dei gruppi stessi.

La ricerca pilt importante sui prodotti diretti & quella rela-
tiva alla costruzione di tutti i sottogruppi contenuti nel prodotto
diretto di due gruppi, noti che siano tutti i sottogruppi di que-
sti. Una notevole applicazione ne abbhiam fatta nei §§ 24 e 25 sul
modo di costruire tuttii gruppi intransitivi di sostituzioni, noti che
sieno i gruppi transitivi.

Tutte queste proprietd ricevono applicazioni e interpretazioni
nella teoria delle equazioni algebriche. In questo lavoro perd ci
siamo limitati a studi di pura teoria dei gruppi, condotti con eri-
teri generali, senza scendere alla trattazione di casi o di tipi par-

ticolari di gruppi.

Perugia, febbraio 1917.






ParTE 1.

SUI GRUPPI ISOMORFI

§ 1.

Considerazioni preliminari sui gruppi permutabili.

Premettiamo alcune poche considerazioni sui gruppi permu-
tabili, che ci serviranno subito, e che non potremo percid riman-
dare al capitolo speciale dedicato ad essi. Questi gruppi si tro-
vano definiti nell’opera del BURNSIDE: Theory of Groups of finite
order (Cambridge, 1911), dove si trovano pure svolte le loro prime
proprietd, che esponiamo brevemente, seguendo un metodo, che
ci sard fecondo di resultati.

Per giungere a questi gruppi permutabili, dobbiamo premet-
tere una proprieta generale dei gruppi d’operazioni, d’ordine finito.

Siaro G e I' due gruppi di operazioni di natura qualunque,
di ordine m e n rispettivamente, e sia % il loro massimo sottogrup-
po comune, di ordine 7. Dimostriamo che moltiplicando ogni opera-
zione di G per tutte quelle di L', ossia formando tutti © prodotts della
forma g ¥, si oftiene un sistema di operaziont, di cui quelle distinte

. .mn
sono wn numero di —

Infatti distribuiamo, come puo farsi in generale, le m operazioni
di G in un quadro, rispetto a ¥, prendendo le moltiplicatrici di G
a sinistra, e lo stesso si faccia pel gruppo I', prendendo invece
le moltiplicatrici a destra. Indichiamo con s, s, , ... .s, le opera-
zioni di X, con ¢, gs, - . -, g le moltiplicatrici di G, e con 7, 72, .-+,

17 quelle di I'; avremo cosi i due quadri seguenti :
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Scriviamo compendiosamente questi quadri, come useremo di
fare anche in seguito, con la scrittura :

Glz(glx,ggx,...,gﬁz), e I‘:(X*{l,Z*"Z,...,Z“’i).

Sara ¢,, g2, - . . , gm un sistema completo di operazioni di G,

r

non equivalenti a destra rispetto a X, e 1,, 75, .. ., 7» un sistema

completo di operazioni di I' non equivalenti a sinistra rispetto
aX *).

Sia ¢ una qualunque operazione di G: essa & uguale a nn
certo prodotto g, 5,. Sia v una qualunque operazione di I':
essa & uguale a un certo prodotto s, 7,. Il prodotto ¢y si potra
serivere

97 == gz Oy G.) T :gt S ‘(l 9
essendo o, una certa operazione di ¥; dimodoché, percorrendo

I’ indice ¢ tutt’i valori 1,2 ,..., 7; , I’indice I tutti i valori

1,2,..., 7~: , & lindice ¢ tutti i valori 1, 2,..., r, si ottengono

*) In generale due operazioni g e ¢’ di G si dicono equivalenti a
destra rispetto a ¥, quando sussista una relazione della forma g—g's,
con s operazione di ¥; equivalenti invece a sinistra, quando sia g=sg'.
V. BiancHi. Teoria dei gruppi e delle equaz. algebriche secondo Galois,
§ 17. Nel nostro caso g,, ¢,, - - . , gm & Un sistema completo di operazioni

+

non equivalenti a destra, rispetto a X, poiché due operazioni distinte
qualsiasi del sistema non sono mai equivalenti a destra, rispetto a X,
mentre un’altra qualunque operazione di G & sempre equivalente a
una, e a una sola operazione del sistema.
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tutte (e naturalmente anche sole), le operazioni della forma g 7.

Non pud mai esser un’operazione ¢, s, 7, eguale ad un’altra
gx 657, ,» se non & separatamente g, =g, , 6, =06, €7, =7, .
Infatti dall’uguaglianza g,5,7,=g, s, 7, segue I’ altra 63'¢g3'¢,6,=
=1v,7.", onde 7, 77" & un’operazione comune a G e a I, &
cioé un’ operazione s di ¥; quindi si hay, v, =o67v,, da
cui, per la non equivalenza rispetto a X delle operazioni v,
Y2 -+ +2Yn , SEQUE 7, =¥, ; analogamente si deduce che g, =g,,

e quindi che s, = s,.
Dunque le operazioni della forma g¢, 5, ¥, sono tutte distinte,

epperd in numero di - Questo & dunque il numero delle ope-

razioni distinte del tipo ¢ 7, e il teorema enunciato & cosi dimo-

strato.
In modo analogo si dimostra che ogni prodotto della forma

1 ¢ si pud ridurre al tipo ¥, 6, ¢'x, ove Y1, ¥ . . ., 7 & un si-
7
stema completo di operazioni di v non equivalenti a destra, e

g1 9% ..., 9m & un sistema completo di operazioni di G non
-

equivalenti a sinistra, rispetto a X : questi prodotti 7, 3, ¢, sono
pure tutti distinti, e quindi dei prodotti del tipo 7 g, quelli di-

stinti sono pure in numero di -

§ 2.
Gruppi permutabili.

Si osservi che in tutto ¢id non si & fatta alcuna ipotesi sulla na-
tura delle operazioni g e 4, né su quella dei gruppi G e I'. Ora si
faccia I'ipotesi che ogne operazione del tipo 7 g si possa porre anche
sotto la forma ¢' . Si consideri il gruppo che risulta, compo-
nendo, in tutti i modi possibili, le operazioni di G con quelle di
I'; questo gruppo lo indichiamo con (G, I'), e lo chiamiamo, come
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faremo sempre in seguito, prodotto dei due gruppi G e T. Si vede
subito che ogni operazione del gruppo (G, '), per lipotesi fatta
che ogni operazione del tipo 7 ¢ si possa porre anche sotto la forma

g+, si pud sempre ridurre alla forma g7, *) o se si vuole, alla
forma ¢, s, 1,. L’ordine N del gruppo (G, I') & dunque finito, e al

massimo uguale a — ; e siccome inversamente tutte le opera-
7
zioni di questa forma sono nel gruppo (G, I), e sono tutte distinte,
X . mn
segue che N & proprio uguale a -
Ma d’altra parte le operazioni distinte della forma 7 ¢ sono
s .mn - . .
gid in numero di — , e quindi esse pure esauriscono tutto il
r

gruppo (G, '), e si conclude che ogni operazione del gruppo (G, I')
si pud porre pure sotto la forma v g, e che in particolare ogni
operazione ¢ y & pure uguale a una certa 7' ¢'. Abbiamo cosi
il seguente risultato :

Se 1 due gruppt G e I, di ordine m e n rispellivamente, hanno
la proprietd che ogni operazione del tipo . g € pure uguale a qual-
cuna del tipo g. 1, allora inversamenle ognt operazione g 7 é pure

uguale a qualcuna ¥ g, e Vordine del gruppo (G, I') ¢ :anan , dove

7 & Pordine del massimo sottogruppo comune a G e a I' ; infine le
operazions del tipo g. % (0 +. g) esauriscono allora tutto il gruppo
(G, T). ’

Ora dati due gruppi G e I' d’operazioni, di ordine m e n rispet-
tivamente, essi si dicono permutabili, quando, detta g, un’opera-
zione di G(dove1=1,2,...,m), e, una diI'(dove k=1,2,...n),

#) Infatti ogni operazione del gruppo (G, IN s1 ottiene, combinando
in un certo modo delle operazioni di G con altre di I'; essa sara, po-
niamo, della forma g.7.¢. {. ¢",...;ma ad ogni combinazione del tipo
(g in questo prodotto, si pud sostituire un’operazione del tipo g, {y,
sicché associando tra loro le operazioni di G che si trovano riunite,

e quelle di I', che si trovano pure riunite, si avra infine ’operazione
considerata, ridotta alla forma voluta g (.
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le operazioni del sistema q, 7, non differiscono che per il loro ordine
da quelle del sistema v, g,.. Se dunque le operazioni del tipo ¢. v
esauriscono tutto il gruppo (G, I'), allora G e I' saranno permu-
tabili, secondo la definizione pciché allora ogni prodotto . g
sard pure uguale a un prodotto g, 7,.

Dalle considerazioni precedenti risulta che se due gruppi
G e I' scno permutabili, I'ordine del loro prodotto (G, I') & uguale
al prodotto dei loro ordini, diviso per quello del loro massimo
sottogruppo comune; e per vedere se G e [ sono permutabili, ba-
sta assicurarsi che ogni operazione del tipo ¢ v sia uguale a qual-
cuna del tipo 7 ¢ (o viceversa), perché allora ne risulterd anche
la proprietd inversa, e per definizione, i due gruppi saranno per-

mutabili ; oppure basta assicurarsi che N == perché allora

le sole operazioni ¢ ¢ esauriranno tutto il gruppo (G, I'), e quindi
G e I' saranno permutabili. Possiamo cosi enunciare il seguente
teorema :

TrorEMA I. — Dati due gruppi G e I di operaziont dv ordine
m e n rispetlivamente, se v ¢ Dordine del loro massimo sottogruppo

. ‘s e mn
comune, il prodotto (G, I') ha sempre Uordine N = e quest’or-

dine N ¢ uguale a ?n—TY-L, allova e allora soltanto che i due gruppi G

e I' stano permutabile.

Poniamo subito in rilievo alcune proprieta dei gruppi per-
mutabili. Dimostriamo intanto, stando alle notazioni precedenti,
che se le operaziont del tipo g.  formano un gruppo, allora ogni
operacione del tipo v. g é pure uguale o qualcuna del tipo g. v, e
quindi © due gruppt G e T" sono permutabils.

Infatti il prodotto (¢ 7). (¢'+'), qualsiansi le operazionig, ¥,
g, 7, & uguale a una certa operazione 4" 7", e in particolare, se
g=1,e ¢ =1, si avrd, qualsiansi ¥ e ¢, che I’ operazione
19 =474 C.d. d

Dimostriamo che se G e I' sono permutabil, detto g,, g,,... gn

”
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un qualunque sistema completo di operazioni di G, non equivalents
rispetto a X (a destra o a sinistra), esso ¢ pure mello stesso tempo un
sistema completo di operaziont di (G, I'), non equivalenti rispetto
a I': e similmente, se i, 2y - - - Tn € UN s15tema completo di ope-

;
raziont di T, mon equivalenti rispetio a X, esso 2 pure un sistema
completo di operaztons di (G, T'), non equivalents rispeit. a G.
Infatti due cperazioni qualsiansi g, e g, non possono essere
equivalenti rispetto a ', se non lo sono rispetto a ¥ ; perché, sup-
posto per esempio che si tratti di equivalenza a sinistra, ove fosse
g.= "¢, , si avrebbe ¢, ¢v' =7, la quale operazione, essendo
comune a G e a T, sarebbe di ¥, e quindi ¢, sarebbe equivalente a
g%, rispetto a X, il che & assurdo (e questa considerazione vale anche
se G e I non sono permutabili tra lore). Ma ora, siccome le ope-
razionig,,¢s, ..., @» sono in numero uguale all’indice di ¥ in G,
)

esse sono pure in numero uguale all’indice di I" in (G, I') (poiche
G e I sono permutabili) e quindi formano un sistema completo
di operazioni di (G, '), non equivalenti rispetto a I.  C. d. d.

In generale, se G e I non sono permufabili, avviene sempre che
due operazioni qualsiansi g, e ¢, non sono equivalenti rispetto
a I'; ma non avviene perd che una qualunque operazione di G
sia equivalente a qualcuna delle operazioni g,, ¢,, . .., gn rispetto

a I, perche in questo caso l'indice di I"in (G, I') & invece maggiore
di quello di ¥ in G. Dunque in questo caso ¢,, g,. .., g» formano

pure un sistema di operazioni di (G, I'), non equivalenti rispetto
a I', ma non completo.

Osserviamo infine la seguente proprietd: Se un gruppo H con-
tiene due sottogruppt G e T, dei quali uno sia invariante i H, ¢ due
gruppi G e I' sono permutabili. Supposto infatti, ad esempio, che
G sia invariante in H, si ha che G & trasformato in sé stesso
da tutte le operazioni di I', poiché lo & da tutte quelle di H, onde
ogni operazione Y~' ¢ v & uguale a una certa operazione ¢’ di G; vale
a dire che ogni prodotto gy & uguale a un altro prodotto 7. ¢,
epperd i due gruppi G e I' sono permutabili. C. d. d.
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§ 3.
Prime proprieta dei gruppi isomorfi.

Se G e G’ sono due gruppi isomorfi tra loro, oloedricamente
o meriedricamente, e se per fissar le idee, il gruppo G ha 1l'ordine
maggiore o uguale a quello di G’, & noto che ad ogni operazione
di G ne corrisponde una e una sola di G, e ad ogni operazione
di G’ corrisponde un numero fisso ¢ di operazioni di G, e questo .
numero fisso & precisamente I'ordine di quel sottogruppo X, in-
variante in G, formato da tutte e sole quelle operazioni di G, che
corrispondono all’identitd in G’ : vuol dire che se I'isomorfismo

considerato tra G e G’ ¢ oloedrico, allora X si riduce all’identita.
D’altra parte anche il gruppo complementare % = I & isomorfo
al gruppo G, e all’identita in ' corrispondone in G tutte e sole le
operazioni di ¥; sicché i due gruppi G'e [‘:% sono oloedrica-

mente isomorfi tra loro. *) Insomma si ottengono gia tutti i tipi
possibili di gruppi isomorfi a G, considerando i gruppi comple-
mentari di G rispetto a’ suoi vari sottogruppi.

7) Ricordiamo che in generale, se G & un gruppo, e X un suo sot-
togruppo, 11 gruppo complementare o quoziente (che prenderemo

sempre a destra) - ¢ meriedricamente isomorfo a G, all'identita. in

G . . . .
¥ corrispondendo in (¢ il massimo sottogruppo comune ¥, a X e
a1 suoi affini 1n G. Aggiungiamo ‘che a due operazioni di G cor-

risponde in o una 3tessa operazione, allora e allora soltanto che esse

)

siano equivalenti rispetto X, (equivalenza che qui e in seguito, inten-
~

diamo a sinistra). Ora nel nostro caso che ¥ & invariante in G, il

massimo sottogruppo comune a Y e ai suoi affini in G & I stesso, e
Lo . . . . G
quindi a due operazion: di G corrispondono in (, una stessa opera-

zione, allora e allora soltanto che esse sieno equivalenti rispetto a X.
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Ora se H & un qualunque sottogruppo di G, alle sue opera-
zioni corrispendono in G’, nel considerato isomorfismo tra G e
G’, un sistema di operazioni, costituenti un sottogruppo H’ di
G’, che diremo corrispondente a H. Se H & invariante in G, allora
anche H' lo ¢ in G'.

Consideriamo le operazioni di H: ognuna di esse corrisponde
a q operazioni di G, e futte le operazioni possibili di G cui
corrispondano quelle di H’, costituiscono un altro sottogruppo
K di G. Questo gruppo K potrad coincidere con H, ma potrad an-
che essere pilt ampio di questo, e contenerlo come sottogruppo.

Cerchiamo quando avverrd che il grupioo K coincida con
H, vale a dire che le operazioni di H siano tutte le possibili opera-
ziont di G, cui corrispondano quelle di H': dimostriamo che la
condizione mnecessaria e sufficiente affinché questo avvenga, é che il
gruppo H contenga X come sottogruppo.

La condizione & necessaria, perché ove esistesse qualche ope-
razione o di X, non contenuta in H, siccome a s corrisponde I'iden-
titd in G/, il gruppo H non sarebbe costituito da tutie le opera-
zioni di G, cui corrispondano quelle di H'

Ma la condizione & anche sufficiente : infatti se b’ indica una
qualunque operazione di H’, vi & certamente qualche operazione
h di H, la quale corrisponda a h’, perche per ipotesi H' & il sot-
togruppo delle operazioni di G’, che corrispondono a quelle di
H. Sia g una qualunque altra operazione di G, cui corrisponda
quella operazione b’ : si tratta di dimostrare che ¢ si trova ne-
cessariamente in H. Infatti a ciascuna delle due operazioni & e g

Allora se si serive il quadro di G rispetto e X, tutte le operazioni
di una riga di questo quadro corrispondono a una stessa operazione

. G . . c s .
di '=g e pure a una stessa operazione di G', sicché fatte corrispon-

dere tra loro due tali operazioni di ' e di G, si avra tra le opera-
zioni di ' e quelle di G' una corrispondenza biunivoca, e tale che al
prodotto di due qualunque operazioni di I' corrisponde il prodotto delle
due rispettivamente corrispondenti di G': essa ¢ dunque una relazione
d’ isomorfismo oloedrico tra 1' e G,
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di G corrisponde %', e percido al prodotte h.g~' di G corrisponde
Iidentitd in G’, onde h. g=' & una certa operazione o di X.

Si ha cosi k. g~ =06, da cui g =ho; e siccome 6 si trova per
ipotesi in H, segue che anche ¢ si trova in H. C. d. d.

Osserviamo poi che se H contiene X, allora se H' é tnvariante
i G, anche H lo é in G ; percheé se g ¢ una qualunque operazio-
ne di G, h una di H, e g~¢', h~ &', *) allora si ha g.7" h. g~
g k.g¢', la quale & ancora di H’; sicché I’operazione ¢~' h g,
corrispondendo a una di H', si trova in H, il quale & dunque in-
variante in G.

Osserviamo ancora che se H contiene X, esso corrisponde a
H' in quella stessa corrispondenza che esiste tra G ¢ G’, e in modo
che all’identitad in H’ corrisponde in H lo stesso sottogruppo X.

\

Si pud dire quindi che se H contiene ¥, allora il gruppo H' é oloe-

dricamente isomorfo a ¥ nello stesso modo come il gruppo G’

lo & al gruppo ¥ - Se invece H non contiene X, e X' é il massimo

sottogruppo comune a H e a X, allora H' corrisponde ancora a H, in
quella stessa corrispondenza che & data tra G e G, ma all’iden-
titd in H’ corrisponde in questo caso in H soltarto il sottogruppo
X', sicehé in questo caso il gruppo H' é oloedricamente isomorfo

’

al quoziente S Se in particolare X’ & I’identitd, cioé se i due
gruppi H e X non hanno operazioni comuni, oltre I’identita, allora
l'isomorfismo tra H e H’ & oloedrico.

§ 4.
Confronti tra i sottogruppi di G e i corrispondenti di G'
Supponiamo ancora che il gruppo G’ sia isomorfo a G, e che

all’identita in G’ corrisponda in G il sottogruppo X. Abbiamo la
seguente proprietd :

#) Col segno (~) intendiamo di rappresentare la corrispondenza tra
due operazioni di G e di G
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Se H,H,H', ... sono pir soltogruppi qualunque di G, e
K, K', K, ... sono © softogruppi rispettivamente corrispondenti di
G, al prodotto (H, H',H",...) corrisponde il prodotto (K, K’, K",...).
Limitiamoei, per semplicitd, al caso di due gruppi soli H e H'.
Ogni operazione di (H, H') avra, poniamo, la forma h. h'. h. ', ...,

essendo h, h,, . .. operazioni di H, e k', b/, ... operazioni di H".
Orase h~k,h ~ky,...,h ~ k'.}W,~ k', ece., il prodotto hh'h} ...
~k¥ kK, ...; dunque una qualunque operazione di (H, H')

ha per corrispondente un’operazione di (K, K'). Inversamente,
considerata una qualunque operazione di (K, K'), poniamo della
forma k k'k k', ..., vi & sempre qualche operazione h di H,
cui corrisponda % e qualche operazione & di H', cui corrisponda
k', ece.: allora all’ operazione h A" h I, ... di (H H') corrisponde
appunto k k' k, k', .. .. Dunque il gruppo (K,K') & costituito da
tutte e sole quelle operazioni di G', che corrispondono a quelle di
(H, H). C. d. d. Il teorema si estende subito al caso di piu sot-
togruppi di G.

Se il gruppo G contiene due sottogrupp: permutabili, H « H’,
anche © loro corrispondentt K e K' sono permutahili. Infatti se k
¢ un’operazione qualunque di K, e k' una di K, detta 2 un’opera-
zione di H, cui corrisponda k, e A una di H, cui ccrrisponda
K, si hah k' =Rk h,, essendo h', una certa operazione di H,
e h, una i H. E allora, se hy~keh' ~ kK, siha kK ¥ =F k,
dove k', & un’operazione di K' e k' una di K ; e siccome questo
ha luogo, qualsiansi k e k', i due gruppi K e K' sono pure per-
mutabili.

Ora aggiungiamo che se H ¢ H' sono due sottogruppi di G, det
quali uno almeno contenga X, se ad essi corrispondono in G' rispet-
twamente 1 sottogruppr K e K, al massimo sottogruppo comune
a HeaH corrisponde in G il massimo sottogruppo comune a K
e a X, et due prodotti (H, H) ¢ (K, K') hanno la proprietd reci-
proca che le operazioni dell'uno corrispondono a tutfe e sole quelle
dell’altro.

L’ultima parte dell’enunciato & evidente, poiché (H, H') ha per
corrispondente (K, K') e contiene X. Diciamo ora A il massimo
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sottogruppo comure a H e a H, e A il massimo sottogruppo co-
mure a K e a K/, e facciamo vedere che le operazioni di A sono
tutte e sole quelle di G' che corrispondono alle operazioni di A,
nel considerato isomorfismo tra G e G

Infatti se A & un’operazione di A, essa & comunc a H e a H,
e le deve corrispondere in G’ un’operazione, che deve trovarsi
sia in K, che in K’, e quindi in A. Inversamente, supposto che
ad esempio H contenga X, considerata un’ operazione qualunque
& di A, essendo questa comune a K e a K', vi sard qualche ope-
razione k' di H’, cui corrisponda 8: quest’operazione &', corrispon-
dendo pure a una di K, deve trovarsi in H (che contiene tutte le
operazioni di G cui corrispondono quelle di K). Dunque A’ &
comune a H e a H’, eppero & di A. I1 gruppo A & dunque costi-
tuito da futie e sole le operazioni di G’, che corrispondono a quelle
di A. C. d. d

Se poii due gruppi H e H’ contengono entrambi X, allora pure
il loro massimo sottogruppo comune A contiene X, e allora A & co-
stituito da tutte e sole le operazioni di G che hanno per corri-
spondenti quelle di A.

Aggiungiamo ancora che se uno almeno dei due gruppt H e H',
contiene X, allora se 1 gruppt corrispondenti K e K’ sono permuta-
bili, tali sono anche H e H'.

Infatti sia A un’ operazione qualunque di H, e b’ una di H’,
esiah~keh ~k;siha bk =k, k, dove k', & una certa
operaziore di K', e k; una di K. Supposto che, ad esempio, H
contenga X, detta k, un’operazione di H' cui corrisponda k',
si ha che all’ operazione h',~'h B’ corrisponde k', k k' =k,
epperd ' kB’ & un’operazione h, di H (il quale contiene tutte
le possibili operazioni di G cui corrisponda k,); ne segue che
hb' = Hk, h,, e questo assicura che H e H' sono pure permuta-
bili. C. d. d.

Rileviamo alcune altre utili proprietd. Vediamo che se H
¢ un sottogruppo qualungue di G e K ¢ 1l suo sotlogruppo corrispon-
dente di G', al sottogruppo (H, X) di G corrisponde in G' lo stesso
sottogruppo K che corrisponde a H. E infatti siccome a H corri-
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sponde K, e a X corrispcnde l'identitd, al prodotto (H, ) corri-
gponde il prodotto (K, 1) = K.

Ora manifestamente se H e H' sono due sottogruppi di G,
tali che i prodotti (H, X) e (H, X) coincidano, a H e a H'corrispon-
derd in K un medesimo sottogruppo. Inversamente, se a due
gruppi H e H' corrisponde in G' un medesimo sottogruppo K,
necegsariamente i due gruppi (H, £) ¢ (H', £) coincidono: perche
a questi ultimi due gruppi corrispondera in G' lo stesso sotto-
gruppo K, e siccome entrambi contengono X, essi coincidono,
essendo essi costituiti da tutte le possibili operazioni di G, cui
corrispondano quelle di K. Abbiamo dunque :

Se due gruppi G e G' sono isomorfi, e all'identitd in G corrie
sponde in G 1l sottogruppo X, se H é un sottogruppo dv G al quale cor-
risponda wn G' ¢l sotlogruppo K, si ha che tutte le possibili operazioni
di G cuv corrispondano quelle di K, formano 1l sottogruppo (H, X)
dv G. E se H e H sono due sotlogruppi di G, la condizione neces-
saria e sufficiente, affinché ad esst corrisponda uno stesso sottogruppo
i G' ¢ che v due prodotts (H, X) e (H, X) covncidano.

§ b.

Ulteriori confronti tra i sottogruppi di G e quelli
di G'. Teorema fondamentale.

Continuiamo lo studio dei gruppi isomorfi, che abbiamo in-
comineciato nei §§ precedenti. Torniamo a supporre di avere un
gruppo G, isomorfo a G, e tale che all’identitd in esso corrisponda
in G il sottogruppo ¥ (eventualmente X = 1). Supponiamo che
G ammetta un sottogruppo H, contenente X, e diciamo H' il sotto-
gruppo di G, che corrisponde a H. Diciamo ¢, g, - - -, g, un si-
stema completo di operazioni di G, non equivalenti rispetto a
H, e chiamiamo ¢,¢'s ,-..,9g', le operazioni di G, che corrispondono
rispettivamente alle operazioni ¢, gs, - - . , §,. Dimostriamo che
dallipotest che II contenga X, seque che queste operaziont ¢',¢'z,-.-»4 ,
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costituiscono pure un sistema completo di operazionv di G, non e-
quivalenti rispetto a H'.

E infatti due operazioni gqualunque ¢, e ¢’, non possono es-
sere equivalenti rispetto a H': perché ove ¢id fosse, allora all’o-
perazione ¢, ¢,7' di G corrisponderebbe l'operazione ¢, ¢/, di
H’, e quindi ¢, ¢g,~' sarebbe una certa operazione h di H, e si a-
vrebbe ¢, = h g¢,, il che & assurdo, non essendo ¢, e g, equivalenti
rispetto a H. C. d. d.

Ogni operazione ¢' di G' &, inversamente, sempre equivalente
a una (e da quanto si ¢ visto, a una sola) operazione del sistema
g g2s...,9,; perche se g & una delle operazioni di G, cui cor-
risponda ¢', si ha che ¢ & equivalente a qualcuna delie operazioni
1> J2s -+ » Gg» © posto che sia g="hg,, con h operazione di H, po-
sto che h~F, segue che ¢ = h'yg, ; e questo mostra appunto che
g & equivalente a ¢',, rispetto a H. Dunque effettivamente le
operazioni ¢, ¢'s, . . ., ¢, costituiscono un sistema completo di
operazioni di G', non equivalenti rispetto a H.'

Possiamo prendere allora le operazioni ¢, ¢'s, . .. ,9, come
moltiplicatrici del quadro di G' rispetto a H', nello stesso modo
come si possono prendere le operazioni ¢y, ¢, ,..., g, come molti-
plicatrici del quadro di G rispetto a H : abbiamo cosi i due qua-
dri seguenti :

G=(Hg,Hg,...,Hy), G=Hyg,Hg:...,Hqg).

Questi due quadri, dimostriamo, hanno la proprieta che le o-
perazioni della riga i.esvma del primo hanno per corrispondenti
tutte e sole quelle pure della riga i.esima del secondo, e inver-
samente, tutte le possibili operazioni di G, cui corrispondano quelle
della riga i.esima del secondo quadro, si trovano nella riga i.ma
.del primo.

Infatti, se ¢ = h ¢, & una qualunque operazione di G, se g~
g, h~F, siccome g,~¢',, si ha che ¢ = h ¢,, vale a dire che ¢
si trova nella riga i.ma del secondo quadro. Inversamente, se
g =k g, & un’operazione qualunque di G/, si ha che ¢’ ¢',”'= I

Ann. Se. Normale. 2
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& un’operazione di H'; talche se g & una qualunque delle operazioni
di G che corrispondono a ¢, 'operazione g g,~', corrispondendo
a una di H', si deve trovare in H, ossia dev’essere g g,”' = h, e
g=nhg,; quindi ¢ si trova pure nella riga i.ma del primo quadro.
C. d. d.

Da questa corrispondenza biunivoca che esiste tra le righe
di questi due quadri, trarremo ora profitto, per dimostrare
un’ulteriore proprietd importante dei gruppi isomorfi: facciamo
vedere, sempre se il sottogruppo H contiene X, che i due gruppi

, .

complementari T e p sone oloedricamente isomorfi tra lore,

anzi che essi coincidono, salvo il nome delle lettere su cui essi
agiscono.

Consideriamo infatti i due quadri.
1 G=MHg,Hg,,...,Hy,), G=H ¢, H ¢, ...,H7).

Al

Se I' rappresenta il gruppo complementare (a destra) %’ ess0
¢ un gruppo di sostituzioni sopra le righe del primo quadro, o
se si vuole, sulle lettere ¢,, s, .. ., g, precisamente, se ¢ & una
qualunque operazione di G, e si moltiplicano ¢,, g5, ..., ¢, a de-
stra per ¢, se g, . g ¢ equivalente a ¢,, , rispetto a H, la sostitu-
zione sulle lettere g,, g2, ..., 9, che porta g, in ¢, (i=1,2,...,9)
¢ appunto quella del gruppo I', che corrisponde a g *). E se si

/

chiama I il gruppo GT,,, altrettanto vale per I”. Vediamo ora

che le sostituzioni del gruppo I si ottengono da quelle di I' con
un semplice cambiamento delle lettere, precisamente cambiando
le lettere g,, gz, ..., g, ordinatamente nelle altre ¢',, ¢'s,..., ¢',.

Infatti se g & una operazione qualunque di G, e si ha g, g=h g,
se g~¢' e h~}/, si ha ¢', ¢'=h'g’,, vale a dire che moltiplicando
le operazioni ¢';, g, . . . , ¢, Per ¢, queste lettere vengono a scam-
biarsi tra loro nello stesso modo come si scambiano le lettere
15 - - - » 94> moltiplicando tutte queste a destra per g. Inversamente

*) V.» Biancui, Teorwa dei gruppi, § 17.
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se ¢ ¢ una qualunque operazione di G', e g €& una delle ope-
razioni di G, cui corrisponda ¢/, moltiplicando le operazioni
¢, 95 ..., g, tutte a destra per ¢’, esse verranno a seambiarsi
tra loro, nello stesso modo come si scambiano le operazioni
gis 92> - - - » 9,, Moltiplicandole tutte a destra per g.

Ma ¢, ¢ . . ., g, vengono a scambiarsi secondo quella sosti-
tuzione 7 di 1" che corrisponde a ¢, e ¢', 95, ..., g, vengono a scam-
biarsi secondo quella sostituzione 7" di [ che corrisponde a ¢';
e dunque 7' si ottiene da v, cambiandovi le lettere ¢, gz, - - ., ¢,
ordinatamente nelle altre ¢, ¢’s, . . . ¢',- E cosi dimostrato il se-

guente teorema fondamentale :
TroreEMA II. — Se un gruppo G’ ¢ isomorfo a un altro gruppo

G, e all’identitd in G’ corrisponde in G il soltogruppo X (eventual-
mente X = 1), se H é un sottogruppo qualunque di G che contenga
Y, e H' ¢ 4l sottogruppo corrispondente di G', allora © due gruppi

G/
complementars T il oloedricamente isomorfi tra loro, anei

esst cotneidono, salvo 1l nome delle lettere: precisamente, se g,, 9z,...,9,
¢ un sistema completo di operazioni di G, non equivalenti rispetto a
H, e g, é Voperazione di G' che corrisponde a g, (=1, 2, ..., q),
le q operaziont ¢'y, ¢'s, . . , ¢, costituiscono un sistema complelo
di operaziont di G, non equivalents rispetto a H', e le sostituzions

LG
di W
lettere ¢y, gy - - . » g, ordinatamente nelle altre ¢'1, 9's, . . ., 9,

st ottengono da quelle di %, semplicemente cambiando le

Insomma si pud dire che il gruppo % agisce sulle righe del
.

!

primo dei due quadri (1), nello stesso modo come il gruppo T

agisce sulle righe del secondo di quei due quadri.

§ 6.
Applicazioni. Gruppi fattoriali di gruppi isomorfi.

Nel caso che I’isomorfismo tra i due gruppi G e G’ sia oloedrico,
se H & un sottogruppo qualunque di G, e H’ il corrispondente
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!

di G, i due grupplg bt coincideranno in ogni caso, salvo il

nome delle loro lettere.

Supponiamo ora, in generale, che all’identitd in G’ corri-
sponda in G il sottogruppo X (riducentesi all’identitd, quando
lisomorfismo tra G’ e G sia oloedrico) ; supponiamo che G con-
tenga un sottogruppo H,, al quale corrisponda in G’ il gruppo
H';; che H, contenga un sottogruppo H,, al quale corrisporda
in G’ il gruppo H',, ece.; che infine un sottogruppo H,_, contenga
un sottogruppo H,., al quale corrisponda in G’ il gruppo H',., e che

H, contenga X. Segue dal teorema dimostrato che il gruppo %—
1

!

G
¢ oloedricamente isomorfo a —- o : poi siccome i due gruppi H,

e H', si corrispondono tra loro nella stessa relazione d’isomor-
fismo che & data tra G e G’, in modo che all’ identitad in H’,
corrisponda in H, il sottogruppo X, i due gruppi H, e H', vengeno a

trovarsi nelle stesse condizioni di G e G’, e quindi il gruppo H,

2
l

¢ oloedricamente isomorfo a W Nello stesso modo, prose-

guendo, si ha che il gruppo % ¢ oloedricamente isomorfo a Ié,’,

w-—-1

ecc. ; infine che I;II lo¢a Hlus , & che H, lo & al gruppo H',,
"

H, 3
In generale si pud dire che se v > k, i gruppo i ¢ oloedrica-
k

1

HI
mente isomorfo o e che questi due gruppi coincidono, salvo 1l
k

nome delle lettere su cui esst agiscono (per + =1,2,...,p—1, ¢
k=i4+1,...,p).

Aggiungiamo che siccome H; e H', si trovano nelle stesse
condizioni di G e G’, se hy, hy,...,h, & un sistema complete di mol-
tipicatriei di H, rispetto a H,, e k', & ’operaziore di H', (o di &),

che corrisponde a h, (1 =1, 2,... p), le operazioni &', k's,...,h



Ricerche sulla teoria dei gruppt d’ordine finito 21

costituiscono un sistema completo di moltiplicatriei di H’, ri-
spetto a H',, e cosi via. *)

Tutto questo vale in generale, siano o no i gruppi H,, H,, ..., H,
ognuno invariante nel precedente. In particolare, se G,H,,H,,...,H,
sono i primi termini, fino a ¥, di una serie di composizione di G,
allora G, H',, H,, ..., H,, 1 & una serie di composizione di G’, e
dal teorema dimostrato segue che 4 grupps fattoriali =, H, ey A,

H,’ H, )
sono oloedricamente isomorfi rispettivamente ai gruppi fatto-
G, H
rispettivamente, salvo il nome delle lettere su cui essi agiscono.

Dunque, facendo astrazione dal nome delle lettere, abbiamo
che se 4l gruppo G' é isomorfo oloedricamente al gruppo G, i loro
gruppt fatloriali coincidono ; e se invece G' ¢ mertedricamente tsomorfo
a G, e all’identitd in G’ corrisponde in G il sottogruppo ¥, allora
1 grupps fattorialt div G si ottengono da quelli di G, aggiungendovi
t gruppt fattoriali di X.

Questo risultato generalizza quello noto sui fattors di composi-
zione dei gruppi isomorfi, **) che dice che due gruppi G e G, oloe-
dricamente isomorfi, hanno gli stessi fattori di composizione,
mentre invece se G' ¢ meriedricamente isomorfo a G, e all’ iden-
ditd in G' corrisponde in G il sottogruppo X, i fattori di compo-
sizione di G si ottengono da quelli di G/, aggiungendovi tutti quelli
Y. Qui verilamo che questa proprietd vale anche per i gruppi
fattoriali ; ma la cosa va anzi piut in 13 : la proprietd dei gruppi

riali ., H',, e anzi si pud dire che essi coincidano

i " sussiste sempre, qualsiasi la serie dei sottogruppi H,, H,,...,
141

*) Ricordiamo che se G ¢ un gruppo e X un suo sottogruppo, ogni
sistema completo di operazioni di &, non equivalenti (a sinistra) rispetto
a X, da pure un sistema completo di moltiplicatrici (a destra) del qua-
dro di G rispetto a ¥, o come diremo brevemente, di moltiplicatrici
di G rispetto a £; e inversamente.

*¥) V.! BrancH1. Teoria dei gruppi § 20.
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anche se non accade che oghuno di essi sia invariante nel pre-
cedente.

In particolare se 1" & un sottogruppo invariante qualunque
di G, si ha che i gruppi fattoriali del gruppo G si ottengono, ag-

giungendo a quelli di %}- quelli di T

wn
=~

Applicazioni varie. Speciali gruppi permutabili.

Facciamo aleune applicazioni dei risultati generali precedenti
sui gruppi isomorfi. A

Dimostriamo intanto il seguente

TeoremMA IIL. — Se un gruppo G contiene un sottogruppo H,
e questo un soltogruppo X, mvariante wn G, il gruppo complemen-

tare-}g ¢ oloedricamente tsomorfo a un sotlogruppo K di % , e 1

gruppo % ¢ meriedricamente isomofo al gruppo% , all’identitd in

G corrispondendo in g precisamente il sottogruppo K. *)

Consideriamo il gruppo &, che per brevita indichiamo con I’
esso & meriedricamente isomorfo a G, e all’identitd in I' corri-
sponde in G il sottogruppo X. Al sottogruppo H di G orrisponde

in T un sottcgruppo K, e siccome H contiene X, si ha K E%I— ,
G_ 1 s G\ eriedri : _ G
CH=K ) Dunque il meriedricamente isomorfo a I’ <-_ f)’

*) Un teorema in certo modo analogo, ma non cosi generale, &
proposto dal BUrNsiDE alia fine del § 81 a pag. 41 dell’opera citata :
Theory of Groups.

**) Col segno (=) rappresentiamo, per brevita, qui e in seguito,
la relazione d'isomorfismo oloedrico tra due gruppi,
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e all’identitd in %corrispondz‘, ing il sottogruppo K. C. d. d.

Aggiungiamo che il sottogruppo K & invariante ip I', allora e
allora soltanto che H sia invariante in G.

Facciamo un’altra applicazione dei risultati precedenti, di-
mogstrando il

TeorEMA IV. — Se un gruppo qualunque H contiene due sot-
togruppt G e T, dei quali X é 1l massimo sotlogruppo comune, e se G

¢ wmvariante tn H, allora il gruppo complementare 5 ¢ oloedrica-

. .H
mente isomorfo a un sottogruppo dv G-

Il gruppo G ¢ meriedricamente isomorfo a H, all’identita

&

ingI corrispondendo in H il sottogruppo G. Al sottogruppo I’

di H corrisponderd nel gruppo g un certe sottogruppo 4, for-

mato da tutte e sole le operazioni di G che corrispondono a

quelle di I'. Essendo ¥ il massimo sottogruppo comune a G e a
I, si avra che il gruppo A ¢ meriedricamente isomorfo a T, all'i-
dentita in A corrispondendo in L' il sottogruppo ¥ ; e dunque

.

il gruppo ; ¢ oleodricamente isomorfo a A, che & un sottogruppo

T -
di é v d.

Dimostriamo un altro teorema, che dovremo subito applicare,
e che del resto ritroveremo in seguito (al § 12).
TeoremA V. — Se due gruppi G e G' sono permutabili e hanno

per massimo sottogruppo comune ¥, ¢l gruppo complementare ¥
! L G,G) |
¢ un sottogruppo di (EE}E) (eventualmente coincide con LC) stesso).
x
Poiché G e G' sono permutabili, se ', ¢'s,..., ¢', Tappresenta

un sistema eompleto di moltiplicatrici di G' rispetto a X, esso &
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pure un sistema completo di moltiplicatrici di (G, G') rispetto

a G. Se ¢’ ¢ una qualunque operazione di G', la sostituzione di
’

5l che corrisponde a ¢’ ¢ la sostituzione che si produce sulle

lettere g1, g%, ..., ¢',, moltiplicando tutte queste a destra per
g9, e cercando le operazioni equivalenti ad esse, rispetto a X, tra i
singoli prodotti ottenuti. Ma cosi facendo, si otticne manifesta-
(G, G)

wente anche la sostituzione di~ ’G— che corrisponde a ¢, e dun-

que, posto che i due gruppi (\} e (%(i) agiscano sopra le lettere

| . T ¢
91,9 s,-.,9,, si ha che le sostituzioni di - si trovano tutte

-—

G,G) . . G’
nel gruppo (—»é(i), il quale contiene dunque § come sottogruppo
(ovvero contiene un sottogruppo oloedricamente isomorfo a

G/
2). C. d. d.

Rivolgiamoci ora ad aleuni speciali gruppi permutabili, che
hanno particolare importanza. Supponiamo che un gruppo G
sia permutabile con tutte le operazioni di un altro gruppo I':
allora i due gruppi G e I' sono certamente permutabili tra loro. *)
Com’ ¢ noto, e come del resto subito si verifica, avviene che il
gruppo G & invariante (G, I'), come pure il grippo ¥, massimo sot-

togruppo comune a G e a I', & invariante in T". Orbene, dimo-
[0 A .
striamo che i due gruppi complementari >~ e L\*‘JOHES’E’loe—

G

dricamente isomorfi tra loro.
Siccome G ¢ invariante in (G, I'), & il caso di applicare il teo-

)

L . | X .
rema IV, dianzi dimostrato: il gruppo g sard oloedricamente

*) Un gruppo G si dice permutabile con un’ operazione 7, quando
il gruppo trasformato ;~! G ; coincide con G stesso, cioé quando ogni
operazione y—'g; & uguale a qualche altra operazione g’ di G. Se cid
avviene, allora si ha g (=7 ¢, e siccome g e 7 sono operazioni qual-
giasi di G e di I', si ha che questi due gruppi sono permutabili.
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isomorfo a un sottogruppo di (@ (’}L), ma questi due gruppi hanno
lo stesso ordine (che & uguale all’indice di G in (G, I'), ovvero
a quello di Xin I, i quali due indici sono appunto uguali,

-

perché i due gruppi G e I' sono permutabili); dunque Ii e oloe-

dricamente isomorfo a (E("I)
x
TeoreEMA VI. — Se un gruppo G ¢ permutabile con tutte le o-
peraziont di un altro gruppo ¥, e X é il loro massimo sottogruppo
G, T)
G

. Abbiamo cosi il

sono oloedrica-

. . . P
comune, o due gruppi complementari G e

mente isomorfi tra loro.
Questo teorema si poteva anche dimostrare, deducendolo
invece come corollario dal teorema V, anziché dal teorema IV.

(G, 1) e I— coincidono, salvo il nome delle loro

Si vede allora che o 5

lettere.



Parte 11.

GRUPPI PERMUTABILI

§ 8.

Relazione tra gruppi permutabili e i loro prodotti.

Nel ipresente capitolo ci occupiamo dei gruppi permutabili,
di cui le prime proprieta sono svolte nei §§ 1 ¢ 2 ; di tali proprieta
faremo continuamente uso. Proponiamoci intanto di dimostrare
il seguente :

TrorEMA 1. — Se un gruppo G é permutabile con due allri,
Hel, essoé anche permutabile col loro prodotlo (H,T"), quando
questo abbia Uordine finilo.

Infatti, siccome G & permutabile con H, detta g una opera-
zione qualunque di G, e h una qualunque di H, il prodotto ¢ &
sard uguale a ur prodotto della forma &, ¢,, essendo k, una conve-
aiente operazione di H, e g, una di G ; la stessa cosa dicasi pei due
gruppi G e I'. Un’operazione del gruppo (H, I') sara, poniamo,
della forma hy R 4 ..., e il prodotto ¢g. (hY R 7' ...) =
(gh). YRy ..;ma se gh =h g, si ha

g v g . )=Mg)i Wy ... =k K1.. .
e quest’operazione, se ¢, ¥ = 7, ¢., & uguale a
hChg) By oo =kt (MY ... =ln Wygs)-1' .. =

h, T1 n, (93 T,) e =hn h,l (7'1 94) SR

essendo h,, b', convenienti operazioni di H, 7, 7", convenienti
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operazioni di I, e g,, ¢z, g5, ¢4, Operazioni di G. Cosi si puod conti-
nuare a operare sul prodotto considerato 4. (hv 'y’ ...). Sie-
come si & supposto che il gruppo (H, I') sia d’ordine finito (come
sempre supponiamo, nelle nostre considerazioni), questo processo
avrd un termine, e si troverd infine

gy Wy )=Mnky ) 9.,

essendo g, una certa operazione di G. Siccome (b, v, b/, v .. .)
¢ di nuovo un’operazione di (H, I'), si pud affermare che il pro-
dotto di un’operazione qualunque di G per una qualunque di
(H,I') & sempre uguale al prodotto di un’operazione di (H, I')
per una di G, e quindi che i due gruppi G e (H, I') sono permu-
tabili. C. d. d. *)

Ne possiamo dedurre come corollario che se un gruppo G é
permutabile con H e con T, il gruppo (H, I), ¢ pure permutabile cot
due prodotti (G, H) e (G, I').

Infatti (H, T") sara permutabile con G ; ma esso & pure permu-
tabile col proprio sottogruppo H, **)e lo sard pure col loro
prodotto (G, I'). Cosi pure (H, I') sara permutabile con (G, I').
C. d. d.

Applicando ripetutamente questo corollario, ne consegue
immediatamente il

TeorEMA. Se tre grupps G, H, I' sono permutabili tra loro a
due a due, anche ¢ tre prodotty (G, H), (H, I') e (G, F) sono permu-
tabily tra lovo a due o due.

Questi teoremi si estendono subito per induzione al caso di
pill gruppi, e si trovano i seguenti-

Se un gruppo G é permutabile con pin altre, G,,G,,..., G, , esso

*) Notasi 1’analogia che vi & tra questo teorema e 1’altro che dice
che se un’ operazione & permutabile con due altre, essa & pure per-
mutabile col loro prodotto.

#%) Un gruppo G pud sempre dirsi permutabile con ogni suo sotto-
gruppo X, poiché i prodotti g. s esauriscono certamente il gruppo
G, 2)=G.
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é pure permutabile col loro prodotto. Inolire il prodotto (G, Gy, ..., G,.)
¢ permutabile con ognuno det grupm (G, G,) (G, G,, G,), (G, G,, G,
G,, ... ), qualsiansi gl'indicy 1, k, v, . . ., compresi tra 1 e p *).

Se piv gruppi G, , Gy, ..., G, sono permutabili tra loro a due
a due, tn generale il prodotto (G., G,, G, ...) di un sistema qualun-
que G, , Gy, G, ,.. di questi gruppi, é permutabile con un altro
prodotto qualungue (G, , G, , G,,, ... ) **)

Supponiamo ora che il gruppo G sia permutabile singolar-
mente con tutte le operazioni di H e con tutte quelle di I': allora
esso & permutabile pure con tutte quelle di (H, T°).

Infatti se G ¢ permutabile con tutte le operazioni di I', ogni
prodotto ¢. ¢ & uguale a un prodotto vg¢,, in cui 'operazione y
resta la stessa, e g, & un’ operazione di G’; e inversamente, se
questo avviene qualsiansi ¢ e v, allora G & permutabile con tutte
le operazioni di I'. Lo stesso dicasi per G e H. Allora si consideri
il prodotto

gy W . )=(h) by ..=hg WA ...=hygHY. . .=
=hyh gy ...=hyByg...=0vWy..)q.,

qualunque sia ¢, onde il gruppo G & permutabile con tutte le ope-
razioni del prodotto (H, I'). C. d. d. Per induzione si ha subito il

TeorEMA 11. — Se un gruppo G ¢ permutabile singolarmente
con lutte le operazions dv ciascuno dei gruppi G, Gy, . . , G, , al-
lora esso é permuvlabile pure con tutte le operazions del loro prodotto
(G, Gy, . .., Gu). E data una serie di gruppt Gy, Gy, . ., Gy, tals
che, considerat due qualunque di essi G, e H,, questi siano ognuno
permutabile con tutte le operazions dell’altro, allora © due prodolit
(G,, Gy, G, ...) e (G,, Gy Gn, . .. ) godono pure della proprietd di

*) Infatti ammesso, ad esempio, che (G,, G,, ..., G) sia permu-
tabile con (G, G.,Gx), siccome esso & pure permutabile col proprio
sottogruppo G, lo sard pure col prodotto (G, G., G G,) 3 ecc.

##) Si & visto che i gruppi G,,Gx, G, ... sono singolarmente per-

mutabili col prodotto (G,, G, G, . ..); questo sard dunque permuta-
bile col prodotto (G.,Gr, G~,...) di quei gruppi.
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essere ognuno permutabile con tutte le operaziont dell’altro (qual-
siasi glindici v. k. r, ..., 9, L, m, ..., compresi tra 1 e p).

§ 9.

Alcune proprieta dei sottogruppi del prodotto
di due gruppi permutabili.

Siano dati due gruppi permutabili G e I", aventi per massimo
sottogruppo comune X, e sia H un sottogruppo qualunque di
(G, F), che contenga G ; detto A il massimo sottogruppo comune
a Heal, ciproproniamo di dimostrare che H & uguale al pro-
dotto dei due gruppi G e A.

Intanto il prodotto (G, A) & certamente contenuto in H, sic-
ché basterd dimostrare che ogni operazione di H & il prodotto
di una di G, per una di A. Infatti, siccome G e I' sono per ipotesi
permutabili, ogni operazione di (G, I') si puo ridurre alla forma
g . Consideriamo un’operazione qualunque di H, poniamo g¢.v;
siccome H contiene anche ¢g~', esso conterrd anche il prodotto
g g.7 =1, e dunque y sard un’operazione comune a He a [,
cioé un’operazione & di A, e quindi 'operazione considerata g,
si trova in (G, 4). C. d. d.

Ora, siccome i prodotti della forma ¢. ¢ esauriscono tutto il
prodotto (G, A) = H, segue che G e A sono permutabili. Inoltre,
siccome I' & permutabile sia con G, che col proprio sottogruppo
A, esso sard pure permutabile col prodotto (G,A) = H. E poi
evidente che A, massimo sottogruppo comune a H e a I', contiene
X. Abbiamo dunque il

TeorEMA II1. — Se due gruppi G e I' sono permutabili, e hanno
per massimo sottogruppo comune X, se H é un sottogruppo qualunque
del prodotto (G, '), che contenga G, esso ¢ pure permutabile con
', ed ¢ sempre il prodotto di G per un sottogruppo A di L' ; questo
soltogruppo A € precisamente il massimo sottogruppo comune a H
ea ' ; esso é inoltre permutabile con G, e conliene pure .
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Ne segue che ogni sistema completo di moltiplicatrici di G
rispetto a X, costituisce pure, nello stesso tempo, un sistema com-
pleto di moltiplicatrici di H rispetto a A, e di (G, 1), rispetto a I,
Cosi pure ogni sistema completo di moltiplicatrici di A rispetto
a X da pure un sistema completo di moltiplicatrici di H rispetto
a G ; e ogni sistema completo di moltiplicatrici di I' rispetto a
A né da pure uno di (G, I') rispetto a H.

Ora dimostriamo, inversamente, che, considerato un sottogruppo
qualunque A di T, che sia permutabile con G e confenga ¥, esiste
sempre uno e un solo sottogruppo H di (G, I'), contenente G, e tale
che A sia il mass. sottogruppo comune a He a I ; e questo sottogruppo
H é precisamente il prodotlo dei due gruppi G e A.

Intanto, se esiste an tale sottogruppo H, dal teorema diretto
segue che esso deve coincidere col prodotto (G, A). Ora, A& con-
tenuto st in ', che in (G, A); onde se proviamo che, inversa-
mente, ogni cperazione comune a I' e a (G, A) trovasi in A, se-
cuird I'asserto. Se y & una tale operazione, siccome per ipotesi
A e G sono permutabli, essa si potrd ridurre aila forma 8¢, es-
sendo & un’operazione di A e g una di G : sard dunque y=234.
e ¢ = 0™, che & un’operazione comune a G ¢ a I', cioé un’ope-
razione di Y; ¢ siccome per ipotesi X & contennto in A, sard ¢
uguale a un’operazione ¢, di A, sieché operazione considerata
¢ sard =20 9,, che si treva in A. C. d. d.

Dunque la condizione necessarna e sufficiente, affinché un sot-
togruppo A di T, che contenga X sia permutabile con G, é c¢he esso sia
1l mass. sottogruppo comune ai due gruppi I e (A, G). Esiste dunque
una perfetta corrispondenza biunivcca tra i vari sottogruppi H
di (G, T) che contengono G, e quei sottogruppi A di I' che sono
permutabili con G e contengono X: tutti i possibili sottogruppi
H di (G, T") sono dati dai prodotti di G per i vari sottogruppi
A di I'. Analogamente per queisottogruppidi (G, I') che conten-
gono I'.

Nel caso particolare che G sia permutabile con tutte le ope-
razioni di T, allora, se A & un qualunque sottogruppo di I' che
contenga X, esso & certamente permutabile con G (ché anzi G &
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permutabile con tutte le operazioni di A), e quindi A & il mass.
sott. comune ai due gruppi (G, &) e I'. Vi ¢ allora insomma una
corrispondenza completa fra tutti i possibili sottogruppi di 1" che
cortengoro X, e i sottogruppi di (G, I') che contengono G.

Se il gruppo G & permutabile con tutte le operazioni di I, al-
lora G ¢ irvariante in (G, I'), come ¥ in I', e i due gruppi comple-
. (G, I) T . . . .
mentari (JGW ) e ; sono oloedricamente isomorfi; siccome inoltre
G ¢ pure invariante in H, e X & invariante in A, anche i due gruppi

A . . L . .

g e  sono oloedricamente isomorfi. Aggiungiamo (cido che di-

mostreremo tra breve, ma che per ora ci limitiamo ad affermare)

. . (G, T r . .

che pure i due gruppi (_IilJ e  sono oloedricamente isomorfi
tra loro.

Se invece I & permutabile con tutte le operazioni di (G, I'),

allora I' & invariante in (G, I'), e quindi & permutabile pure con

tutte le operazioni di H ; come pure A & invariante in H, e X lo

(G, ) H . .
¢ in G; el tre gruppi (Gi—Iz, A® 9 sono oloedricamente iso-

morfi tra loro (sempre pel teor. VI del § 7, avendo i due gruppi
I e H per prodotto (G, I') e per massimo sottogruppo comune
A, mentre I' & permutabile con ogni operazione di H).

Supponiamo di nuovo che G sia permutabile con tutte le ope-
razioni dil'; allora i due gruppi %I—) e % coincidono. *) Quest’u-
nico gruppo indichiamolo per brevitd con K ; esso ¢ meriedri-
camente isomorfo a (G, T’), e all’identitd in K -corrisponde in

*) Se si pensa, com’ & lecito, che questi due gruppi agiscano

3 T
sulle stesse lettere ¢', ¢'5, ..., 9'q, allora ((J(’}F) ey coincidono senz’al-

tro; ma se si pensa che essi agiscano su lettere diverse, allora le so-
stituzioni dell’uno si ottengono da quelle dell’altro, con un semplice
cambiamento delle lettere; in ogni caso questi due gruppi si possono
riguardare come coincidenti.
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(G, I') il sottogruppo G. Al sottogruppo H di (G, I') corrispon-
derd in K un certo sottogruppo A, e siccome H = (A, G), anche
al sottogruppo A di (G, T") corrispondera in K il sottogruppo

A (§ 4). Ora siccome H contiene G, i due gruppi (@ ) e K s0N0

H A
oloedricamente isomorfi (teor. 1T del §5). Ma siccome K & pure u-
T . r K
] — N 3 \‘ ‘e — e — *
guale a > © siccome A contiene X, si ha pure che A=A )
Dunque (G},{l ) E%, e abbiamo cosi il teorema :

Se un gruppo G é permutabile con tutte le operazioni di un al-
tro gruppo I", e X é 4l loro mass. sott. comune, detto H un qualunque
sottogruppo dv (G, I') che contenga G, e A il mass. sotl. comune a H
(6,T)_ (G,T)

H (G °

e a L', si ha che i due gruppi complementari

§ Sono oloedricamente tsomorfi (anzi coincidono, salvo il nome delle

lettere su cui essi agiscono).

Il carattere della completa corrispondenza che vi ¢ tra i vari
sottogruppi H di (G, I') che contengono G, e i sottogruppi A di [
che contengono X, tn questo caso che G é permutabile con tutte le
operaziomy di ', & dunque il seguente : i primi sottogruppi, (H),
e i secondi, (A), corrispondono rispettivamente agli stessi sotto-
gruppi del gruppo complementare gG’GI ) , concidente con % .

Seguono senz’altro, applicando i risultati del § 4, ad esempio
le seguenti proprietd :

Se H e H sono due sottogruppi di (G,I"), contenenti G, se A ¢
il mass. sott. comune a H e a I", e A’ & il mass. sott. comune a H'
e a T, il prodotto (A, A") & il massimo sott. comune al prodotto

*) Al gruppo A, considerato come sottogruppo di (G, I"), corrisponde
'[V
in (E—(’}) =K il sottogruppo \; considerato invece come sottogruppo di

al

T', gli corrispondera in E:K naturalmente lo stesso sottogruppo A.
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(H, H)eaTl,eiduegruppi Ae A’ sono permutabili, allora e allora
soltanto che lo sieno H e H' ; inoltre il gruppo A & invariante in
I, allora e allora soltanto che H lo sia in (G, I'), ecc.: proprieta
che del resto (sempre nell’ipotesi che G sia permutabile con tutte
le operazioni di I') possono stabilirsi anche direttamente.

§ 10.
Continuazione dell’ argomento precedente.

Sviluppiamo maggiormente le proprieta dei sottogruppi del
prodotto di due gruppi permutabili, stabilite nel § precedente.
Siano G e I" due gruppi permutabili, avent: per mass. sott. comune
3; sia H un sottogruppo di (G, T'), contenente G, e A sia il mass.
sott. comune a H e I'; indichi K un sottogruppo qualunque di
(G, I'), contenente I', e M indichi il mass. sott. comune a H e a
K ; infine A indichi il mass. sott. comune a G e a K. Tutti questi
gruppi conviene rappresentarli, per comodita, disponendoli come
nel quadro seguente :

(G, I)

1~

Siccome H e I' sono permutabili, essi si trovano nelle stesse
condizioni di G e I', e pel teor. TTT del § precedente si ha che K
¢ permutabile con H, che M & pure permutabile con I', e K & u-
guale al prodotto di M per I'; infine che A ¢ il mass. sott. comune
aMeal.

Ma in queste deduzioni possiamo scambiare G con I' e H con
K. Troviamo allora che K e M sono pure permutabili con G, e che
H ¢ il prodotto di G per M; inoltre che A & permutabile con I', ed
¢ il mass. sott. comune a G e a M; mentre il mass. sott. comune
aAeal &Y Aggiungiamo ora che M & uguale al prodotto di A

v

Ann. Se. Normale. 3
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per A, che A e A sono permutabili tra loro e hanno evidentemente
per mass. sott. comune 2.

Infatti, essendo M contenuto in H, ed essendo H il prodotto
dei due gruppi permutabili G e A, ogni operazione di M si pud
ridurre alla forma ¢ 8. Ma poiché M & pure contenuto in K, si ha
che ¢. © ¢ uguale a un’operazione k di K, ossia g8=Fk.eg = ko™
Ora ¢ si trova in I', e quindi anche in K, epperd g = k. &' & un’o-
perazione comune a G e a K, cioé un’operazione X\ di A.Dunque
g=N\, e l’operazione considerata g8=>»o, & cio¢ il prodotto di un’o-
perazione di A per una di A. E siccome inversamente A e A sono
contenuti in M, segue che M & uguale al prodotto (A, A). Ma poi-
che inoltre tutti i prodotti A\. & esauriscono il gruppo M, i due
gruppi A e A sono permutabili. Cosi le asserzioni superiori
sono tutte dimostrate. Abbiamo cosi il seguente teorema, che
comprende il teor. I1I°del § precedente :

TeoOREMA IV. — Se G e I' sono due gruppi permutabili, aventi
per mass. sott. comune X, se H ¢ un sottogruppo qualunque di (G, I'),
contenente G, e K un sottogruppo di (G, I'), contenente 1", ¢ due gruppi
H e K sono permutabily ; e se M ¢é il loro mass. sott. comune, se A
¢ il massimo sott. comune a He al',e A quello comunea G e a K,
i gruppo M é permutabile con G e con I, ed uguale al prodotto di A
per A; il prodotto (G, M) coincide con H, e il prodotto (M, T') coin-
ctde con K 5 por A ¢ il mass. sotl. comune a G e a M, ed é permuta-
bile con T', come pure A ¢ permutabile con G ed é il mass. sotl.
comune ¢ M e a I'; © due gruppt A e A sono pure permutabili tra
loro; infine st ha H = (G, A), e K = (T, A).

Nel quadro precedente tutti i gruppi scritti sono dunque a due
a due permutabili, e questi gruppi sono disposti in modo che H,
(G, T), K e M sono i prodotti dei gruppi che sono secritti sotto
ad essi e li comprendono, e M, A, A e X sono i mass. sott. comuni
al gruppi che sono scritti sopra ad essi, e li comprendono.

Ora siccome H e I" sono permutabili, essi si trovano nelle stesse
condizioni di G e T", e percid su di essi possono ripetere le stesse
considerazioni, e si possono dedurne delle proprietd del tutto
analoghe a quelle trovate per G e I'.
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Abbiamo visto, nel § precedente, qual’é la condizione neces-
saria e sufficiente, affinché un sottogruppo A di I', contenente
¥, sia permutabile con G, e un sottogruppo A di G, contenente
¥, sia permutabile con I'. Possiamo dire che se A ¢ un sottogruppo
qualunque di G, contenente £, e permutabile con 1", e A un sottogruppo
di ¥, contenente X. e permutabile con @, indicato con H il prodotto
(G, &) e con K il prodotto (I', A), sard A il mass. sott. comune a
Heal,eA quello comune a K e a G; pel teorema diretto ora
dimostrato, ¢ due gruppi A e A saranno permutabili tra lovo, e 4l
loro prodotto sard precisamente il mass. sott. comune ¢ H e a K :
questo & l'inverso del teor. IV.

Ora supponiamo in generale che i due sottogruppi A e A siano
permutabili tra loro, e dimostriamo che ha luogo la seguente pro-
prieta: il mass. sott. comune a (A, A)ea G é A, eil mass. sott. co-
mune o (K, A) e a I' ¢ A.

Il gruppo A & contenuto intanto in G e in (A, A). Inversa-
mente se un’operazione di (A, A) (che puo ridursi alla forma X 9),
si trova anche in G, si ha X\ § = ¢, da cui 8 = A" ¢, che & un’o-
perazione comune a A e a G, cioé un’operazione di X ; e siccome
Y & contenuto in A, si ha che I’ operazione considerata X & si trova
in A. Dunque A ¢ il mass. sott. comune a G e a (A, A). E analo-
gamente per A. C. d. d.

Se infine il gruppo G & permutabile con tutte le operazioni
di I'. allora G & invariante in (G, I'), e quindi anche in H; come
pure X ¢ invariante in I, e quindi anche in A, e come A & inva-

i (,(Ez )

riante in K e in M; i tre gruppi complementari

sono oloedricamente isomorfi tra loro, i tre gruppi = e

G, 1) K T .
pure, e i tre gruppi "'H’ s 3p © A bure sono oloedricamente
isomorfi tra loro. Analoghe proprietd si hanno, quando I sia per-
mutabile con tutte le operazioni di G.

K

b4 e
M
A

L) > vm

H
G’
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§ 11.

Serie di gruppi permutabili che sorgono da due
tali gruppi assegnati.

Supponiamo che G, e I siano due gruppi permutabili, aventi
per mass. sott. comune X,. Trasformiamo G, con tulle le opera-
zioni di I, e dicidmo G,, G, ..., G, i gruppi che otteniamo,
naturalmente tutti contenuti in (G,, I'). Dimostriamo che han-
no luogo le seguenti proprieta :

I gruppr Gy, G,, ..., G, sono tutti permutabili con I', e costi-
tutscono un sistema completo di sottogrupps affini i (G, 1'); inol-
tre © prodotti (Gy, I), (G, I') . . ., (Gu, I') coincidono tutti tra loro,
e sesi considerano v mass. sott. comuns det gruppi Gy, G, . .. G,
con I, essi formano un sistema completo di sottogrupps affini in T.

Infatti ogni operazione di (G, I') si pud ridurre alla forma
g.7, e si ha

@07 G =1"(9 "Gy =7"Gr,
sicche trasformando G con tutte le operazioni di (G, I') si>otten-
gono appunto i gruppi Gy, Gy, ..., G., come si & asserito.

Si vede poi subito che i prodotti (G, [') e (G,, I') coincidono,
qualunque sia ¢ =1,2,...,wn; giacche se G, =+,7' G, 7.,
considerata la totalitd delle operazioni (v,” g¢.v,). 7, in cui
per g si pongano successivamente le varie operazioni di G, e
per 7 quelle di I', questa totalitd coincide con quella delle opera-
zioni ¢ v, *) ecioé coincide col prodotto (G, I') : sieché il gruppo
(G, T') & certamente contenuto in (G,, I'); e siccome G, & gid
contenuto in (G,, I'), segue che i due gruppi (G, I') e (G,, T) co-
incidono. Allora siccome la totalitd delle operazioni (y,7'¢7,). ¢
esaurisce il prodotto (G, I'), e siccome la totalitd ,~' ¢ v, costi-
tuisce G,, segue che i due gruppi G, e I' sono permutabili.

*) La totalitd delle operazioni 7.7 costituisce I', quella delle ope-
razioni g (. y) costituisce (G},I'), giacché G, e I' sono permutabili, e
pure la totalitd delle operazioni y,~!(g (. {) costituird (G,,I).
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D’ altra parte, se si pome v,7'X, vy, =X, questo gruppo
¥, & precisamente il mass. sott. comune ay,™ G,7, =G, eal
(poiché X, & certamente contenuto in G, in I', mentre la relazione
tra T, e ¥, & reciproca); e cid vale per ¢ =1,2,.. ., p. Questi
sottogruppi X, ¥,, . . ., ¥, costituiscono poi un sistema completo
di sottogruppi affini in I', essendo tutti ottenuti, trasformando
¥, con tutte le possibili operazioni di . E cosi dimostrato tutto

quanto avevamo dianzi asserito.

I gruppi Gy, G,, ..., G, si trovano dunque tutti nelle stesse
condizioni rispetto a I', come pure rispetto al prodotto (G,, I')
= (G,, ).

Poniamo ora I' =T, e scambiamo, nelle considerazioni che
abbiam fatte sopra, il gruppo G, con I'y. Se I}, Ty, . .., I, sono i
gruppi affini a T, rispetto a (G, I')), essi saranno pure affinia I,
rispetto a G, cioé si otterranno tutti da I'}, trasformandolo con le
varie operazioni di G,. I prodotti (G,, I')), (Gy, Ts), . . ., (G, T%)
coincideranno tra loro, i gruppi I}, Iy, . . ., I, saranno tutti per-
mutabili econ G, e si troveranno tutti nelle stesse condizioni ri-
spetto a G,. Ora siccome i due gruppi G, e G, si trovano nelle
stesse condizioni rispetto a I, e siccome i prodotti (G,, I')) e
(G,,I') coincidono, per ¢+ =1,2,...,p, segue che i gruppi
I'y Ty, ..., T, si ottengono tutti trasformando T'; con le varie
operazioni di G,, e quindi questi gruppi si trovano tutti nelle
stesse condizioni rispetto a G,, col quale sono tutti permutabili.
I prodotti (G., I';) coincidono dunque tutti (¢ =1, 2,...,u,
ek=1,2,...,v), eigruppi I, [y, ..., T, si ottengono tutti,
trasformando 1", con tutte le operazioni di G, (qualsiasi k=1,2,...v,
et=1,2,...,1). Abbiamo dunque il teorema :

Dati due gruppi permutabile G, e 'y, se G, Go, ..., G, sono tutti i
gruppi che suv ottengono, trasformamdo G, con le varie opera-
gioni di Iy, e 1y Uy, .o, T, [sSono tulti quelli che si ottengono, tra-
sformando [, con le varie operazioni di G,, queste due serie di gruppi
Gy Gy -y Guue T, Byl oo, T, hanno la proprietd che ¢ gruppt di
una serie stanno tutle nelle stesse condizioni rispetto ai gruppr del-
Paltra serve : ¢ prodotti (G,, I',) coincidono tutti tra loro, un qualun-
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que gruppo G, é permutabile con un qualungue gruppo ., © gruppi
T, Ty, ..., T, siotlengono tutte trasformando I, con le virie opera-
zioms di G, e cost pure 1 gruppt G, G, ..., G, si vltcngono tutti
trasformando G, con le vare operazioni 4% T, (qualunque sia it = 1,
2,...,pek=1,2,...,v). Inollre se X, indica il mass. sott.
comune & G, e a Uy, © gruppt X1 Sany - - - » Zux, Jormano un sistema
completo di sottogruppi affini in T\, e cost pure ¢ grupps ¥,,, ¥,,,
c.., %, formano un sistema completo di sottogruppi affint in G,.

Dati due gruppi permutabili G, e I';, sorgono dunque due
serie di nuovi gruppi permutabili, nel modo che abbiam visto ;
la prima serie si riduce all’unico gruppo G,, quando G, sia tra-
sformato in sé medesimo da tutte le operazioni di I';, e cosi pure
la seconda serie si riduce a I',, quando I', sia permutabile con tutte
le operazioni di' I,.

Nel caso genefale, se invece di partire dai due gruppi G, e
T',, si partisse dai due altri G, e I',, si troverebbero le stesse due
serie di gruppi Gy, Gy, ..., G, e I, Ty, .. ., I, dianzi trovate.

§ 12.
Continuazione dell’argomento precedente.

Continuiamo nell’ argomento precedente. Sappiamo che il

gruppo 1,‘ é un sottogruppo di (-G—l(irl); ora cerchiamo di cono-
“~1 L

scere meglio la relazione che vi & tra questi due gruppi.
Consideriamo il mass. sott. comune H ai gruppi affini G,,G,,

<

«ies Gy, e il mass. sott. comune A aisottogruppi affini ¥y, X,,...,%,
(essendo Y,, ricordiamo, il mass. sott. comune a G, e a I')). Com’s
noto, H & invariante in (G,, I',), come A lo & in I, ; dimostriamo
che A ¢4l mass. sott. comune a H e a I'y, o anche il mass. sotf. comu-
nea Hea .

Infatti A ¢ certamente cortenuto in H, essendo esso contenuto

in Gy, Gy, ..., G,; e inversamente, se un’ operazione & comune
a Heal,,essa ¢ comune ai gruppi G,, Gy, ..., G, e a I'}, ossia
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& comune ai gruppi X, £,, ..., X, e a I'}, ossia & un’operazione di
A. C. d. d

Ora facciamo vedere che il mass. soft. comune a G, e a (H, T'))
¢ (H, X)). Intanto (H, ¥,) & contenuto si in G, che in (H, I')). In-
versamente, se ¢ = h ¢, *) si ha h=" g = ¢’, che & comune a G,
e a I, ossia & un’operazione & di ¥, : ne segue che g = ¢ 8. C. d. d.

Siccome poi (H, X,) & contenuto in G,. il massimo sottogruppo
comune a (H, X)) e a I'\& manifestamente X,.

Possiamo rappresentare questi gruppi nel quadro seguente,
in cui due qualunque dei gruppi seritti sono permutabili, e la loro
disposizione ¢é fatta col solito criterio di porre sotto a un gruppo
due altri, di cui esso sia il prodotto, e di porre sopra ad esso due
altri, di cui esso sia il mass. sott. comune.

(Gly Fl)
Gy (H, T)
(H, ¥) I,
H 5
A
Ora H & trasformato in sé medesimo da tutte le operazioni
di I}, e pereid, considerato il prodotto (H, I';), si ha che (—H’ﬁrl—)
-
= lA Ma (H, I')) & contenuto in (G, I',), onde il gruppo (HHF')
(Glo l)

¢ un sottogruppo dl( " T (teor. III del § 7); ma

G, I, r F . ‘
=G 1) L <, ¢ troviamo cosl nuovamente che
F=1

(Gl, F

G A
I; & oloedricamente isomorfo a un sottogruppo di
1

perd vediamo di pin: siccome la condizione necessaria e suf-

ficiente, affinché i due gruppi (G‘;irl) e (H,H ')

{

) . Qui

coineidano,

) Essendo H permutabile con I'}, ogni operazione di (H, I') si pud
certamente ridurre alla forma % g¢'.



40 'P Mazzony

¢ che coincidano i due gruppi (G,, I'}) e (H, I')), cosi troviamo
che la condizione necessaria e sufficiente, affinché © due giuppi com-

. (G, ) I . . N .
plementari (—'(L——l—) e siano oloedricamente isomorfi, é che 1l
Xy pay

prodotto (H, T') coincida con (G, I').

Siccome (H, Y,) & il mass. sott. comune a G, e a (H, ¥,), segue
subito che la condizione necessaria e sufficiente affinché i due
prodotti (G, I')) e (H, I')) coincidano, & che il gruppo G, coin-
cida con (H, Y,), poiché questa ¢ anche la condizione necessaria
e sufficiente, aﬁ‘inché G, sia contenuto in (H, I')). Dunque affin-

ché 1 due gru 1, ( " ) stano oloedricamente isomorfi, bisogna
g ).

e basta che G, comcwla con (H, X)).

Ora, a causa del teor. IIT del §9, il gruppo (H, I';) & permuta-
bile con G, e il gruppo (H,Y,), mass. sott. comune a (H,TI') e
a G, & permutabile con T',. Possiamo applicare alla coppia di gruppi
permutabili G, e (H,T',)) i risultati del § precedente: trasformando
G, con tutte le operazioni di (H, I')), si ottengono i gruppi G,,Go,...,
G- 1 quali stanno tutti nelle stesse condizioni con (H, I',), e quindi
il mass. sott. comune a G, e a (H, ,) & (H, X,), e questi gruppi
(H, ¥). (H, %), ..., (H, L), pel teor. dimostrato al § precedente,
formamo un sistema completo di sottogruppi afini rispetto a (H, T')).
Analogamente a quel che si & visto in questo § pel gruppo A, qui
abbiamo che il massimo sott. comune a (H, ¥,) ¢ ai suoi affini in
(H, I') ecincide col mass. sott. comune a He a (H, X)), che & H.
Dunque H ¢ il mass. soll. comune a¢ geapps 2ffwd (H.N N EH, X)) .,
(H, X,.), e quindi il gruppo

H, T H, I H, I r,_r .
((H >_'§—EH, _3 =Gy =y =R peri=Lop)

In queste considerazioni possiamo scambiare i due gruppi
G, e T}, e abbiamo :

Se K ¢é il mass. solt. comune a I, e ai suoi affini n (G,,I‘ D, la

condizione necessaria e sufficiente affincheé il pruppo ~—+—= (G 1) sta oloe-
l

. . G
dricamente isomorfo a < & che 1l gruppo (Gy,I')) coincida con (K, G,),
-1
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ovvero che I'y cotncida con (K, X,). In generale (K, ¥,) é il mass. sott.
comune av due gruppt I'y e (K, G,), ¢ K ¢é 4l mass. sott. comune
a (K, X)) e ai suot affimi in (K, G)).

Applicando il teor. IV del § 10, abbiamo infine che il mass. soft.
comune a (H, X)) e a (K, X)) e X, e cke il mass. sott. comune ai due
gruppe (H, ') e (K, G,) ¢ il prodotto (H, K, X,).



ParteE 111

PRODOTTI DIRETTI DI GRUPPI
~ DI OPERAZIONT

§ 13.

Prodotti di gruppi di operazioni, ognuno permutabile
con tutte quelle dell’altro.

Se due gruppi G, e G, non hanno operazioni comuni, oltre
I'identitd, e le operazioni dell'uno sono ognuna permutabile con
tutte quelle dell’altro, allora il prodotto dei due gruppi prende
il nome di lore prodotto diretlo; sicehé quando diciamo che (G,,G,)
¢ il prodotto diretto di G, per G, intendiamo che per questi due
gruppi G, e G, le due suddette condizioni siano senz’altro soddi-
sfatte. Ad esempio, se G, e G, sono due gruppi di sostituzioni, e
le lettere su cui agisce il primo sono tutte diverse da quelle su
cui agisce il secondo, allora & il caso di chiamare (G, G) prodotto
diretto di G, per G,.

Osserviamo che se un gruppo G ¢ il prodotto diretto di due al-
tri, e G, e G, essendo G, invariante in G, si ha che (—G‘(’}GZ) =

1

G,, € (G—‘é(—}i) = G, e che i gruppi fattoriali di G si ottengono,
2

aggiungendo a quelli di —gi , quelli di G;; ma siccome Gﬁ e G,

1 1
hanno gli stessi gruppi fattoriali, perché oloedricamente isomorfi
tra loro, segue che @ grupps fattoriali di G st ottengono, aggiungendo
a quells di Gy, quelli di G,.
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Ricordiamo il seguente teorema : Se due gruppi sono ognuno
permutabile con tutte le operazioni dell’altro, e non hanno ope-
razioni comuni oltre 1 identita, allora ciascuna operazione del
primo gruppo & permutabile con tutle quelle del secondo (V.' BURN-
SIDE, Op. ait., teor. IX del § 34).

Prima d’incominciare lo studio generale dei prodotti diretti,
facciamo vedere come ad esso si riconduca quello di una classe
pitt geverale di gruppi di operazioni. Dimostriamo il seguente:

TrorEMA 1. Se due gruppi G, e G, sono ctascuno permuta-
bile con tutle le operazioni dell’altro, e X é il loro mass. sott. comune,

(1,)

1l gruppo complementare ~—<—"= ¢ il prodotto diretto dei due grupps

G,

v e E (ovvero di due gruppi oloedricamente isomorfi a questi).

(1,)

Si consideri il gruppo ~—<—=¢ lo si indichi per brevita

con I': esso & meriedricamente 1s0m0rf0 a (G, Gy), e all’identita
in I" corrisponde in (G, G.) il sottogruppo X, poiché questo ¢ in-
variante in (G,, G,). Al sottogruppo G, di (G,, G,) corrispon-
derd in T un certo sottogruppo I',, ¢ a G, un altro sottogruppo
I'y; e siccome G, e G, contengono X, siavra che I, = Tl el, = %
(§ 3). Proveremo che il gruppo T & il prodotto diretto di I', per
I's, e da questo seguira ’asserto. Intanto, siccome il prodotto dei
due gruppi G, e G, deve corrispondere al prodotto di I', per I',
segue che I' = (I'}, T'y) ; inoltre, essendo G; e G, invarianti in
(Gy, Gy), anche T', e I', sono invarianti in I', ossia T, e T', sono o-
gnuno permutabile con tutte le operazioni dell’altro, e questo
basta ad assicurare che ciascuna operazione di T', & permutabile
con futle quelle di 'y, ossia che I' @& il prodotto diretto di T', per I's.
C. d d.

Nel caso particolare che X si riduca all’identita, allora il gruppo
(G, G;) diventa il prodotto diretto di G, per G..

(G, Ge)

Le proprieta del gruppo complementare s e anche
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quelle del gruppo (G, G,), si deducono quindi senz’altro, come
noi faremo, da quelle dei prodotti diretti (corrispondenti al caso
particolare che X si riduca all’identitd) ; sicché lo studio che fa-
remo sui prodotti diretti & anche, piu in generale, lo studio dei
gruppi che hanno la proprietd di essere ognuno permutabile con
tutte le operazioni dell’altro.

(G, Gs) __ G

. (G, Gs) _ G
Osserviamo che, per essere G T n e G, -

nel teor. precedente si pud anche dire che il gruppo (E‘\’—GZ)

¢ il prodotto diretto di due gruppi oloedricamente isomorfi a

(G, G) ea Gi , ovvero oloedricamente isomorfi a (G, Go) e a.(Gl’ Ga)
Gl A\— Gl Gz
0VVero a (G, Ga) ea G

Gl Z.

§ 14.

Prime proprieta dei prodotti diretti.

Siano G, e G, due gruppi che non abbianc operazioni ccmuni,
oltre I'identitd, e abbiano tutte le operazioni del primo permuta-
bili con quelle del secondo ; sia H, un qualunque sottogruppo
di G,, e H, un sottogruppo di G, ; i due sottogruppi H, e H, sono
permutabili, e anzi essi soddisfano alle condizioni che assicurano
che (H,, H;) & loro prodotto diretto. Poniame A, = (G,, H,), e
A; = (Gy, H)), e disponiamo questi gruppi, per maggior chia-
rezza di esposizione, nel quadro seguente :

(Gy, Gp) =G
A, A,
G, (H,H)=1I G,
H, H,
1

Siccome H, e H, sono permutabili tra loro, segue dal § 10 che
se si considera il prodotto (H,, H,)=H, il mass. sott. comune a H e
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a G, é H,, e 1l mass. sott. comune a H e a G, é H,. Siccome G, & per-
mutabile con H, (anzi con tutte le operazioni di H,), risulta dal
§ 9 che, posto A,= (G, H,), 1l mass. sott. comune a A, e a G, é Hy;
e cost pure che il mass. sott. comune a A, e a G, ¢ H,. Dal § 10 si ha
poi che il mass. sott. comune a A, e a A, ¢ proprio H = (H,, Hy),
1l quale ¢ poi permutabile con G, e con G, ; inollre che A, é il pro-
dotto di G, per H, e A, € il prodofto di G, per H.

Inversamente, se A, ¢ un qualunque sottogruppo di (Gy, Gs)
che contenga G,, e A, un sottogruppo di (G,, G,) che contenga
G, A, € il prodotto diretlo di G, per un certo sottogruppo H, di
G, il quale sottogruppo H, & precisamente il mass. sott. comune
al eaG,; *) e similmente A, & il prodotto diretto di G, per un
sottogruppo H, di G,, il quale sottogruppo H, & il mass. sott. co-
mure a 4, e a Gy; inoltre il mass. sott. comune a A, e a A, & il pro-
dotto diretto H = ( H,, H,).

Siccome (G, Gs) & il prodotto dei due gruppi G, e A,, i quali
hanno per mass. sott. comune H,, ¢ siccome G, & invariante in
(Gy, Gz), anche il gruppo H, sard invariante in A, ; cosi pure H,
¢ sempre invariante in A,, epperd H, e H, sono pure invarianti
in H. Ne segue (teor. VI del § 7) che :

(GG _ D0\ (6,6) _ A _ o A (H,H)
G H * 6, T H "G, H
_ 4, (H,Hy)
::Hg, e Gs = Hz = ij
e dal teor. alla fine del § 9 segue inoltre che
G,G) A G (GuG)_ A _ G

= - T e p— = Ty

A, (H,Hy) — H,’ A, (HH,) — H,
Applicando il teor. I del § precedente si deduce che se G, e G
# A, & prodotto diretto di G, per H,, poiché G, e H, non hanno

operazioni comuni, oltre 1’ identita, e le operazioni di G, sono tutte
permutabili con quelle di H,.
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sono due gruppi tali che ognuno di essi sia permutabile con tutte
le operazioni dell’altro, e hanno per mass. sott. comune X, se H,
& un qualunque sottogruppo di G, che contenga X, e H, € un qua-
lunque sottogruppo di G, che contenga pure ¥, i due gruppi H,
e H, sono permutabili tra loro, e il loro prodotto H = (H,, H,)
¢ permutabile con G, e con G, ; posto inoltre A, = (G,. H,), e
A, = (G,, H,)), si ha che il mass. sott. comune a A, e a A, & precisa-
mente il prodotto (H,, H,), il quale ha poi la proprieta che il mass.
sott. comune ad esso e a G, ¢ H,, e il mass. sott. comune ad esso
e a G, & H,. Infine si ha che H, e H, sono invariante in H, H, lo
¢inA, e H, lo & in A, ; e inoltre si ha

G, G) 8 G, o (H,H)_ H,

G —H G ®m z°°
(G, Gy) __ A, G,

A, (H,E)  m %

Inversamente, se A, ¢ un qualunque sottogruppo di (G, G,)
che contenga Gy, e A, & un sottogruppo di (G, G,) che contenga
G,, il gruppo A, & il prodotto di G, per un sottogruppo H, di G,
contenente X (e questo sottogruppo H, ¢ il mass. sott. comune a

A, e a G,); come pure A ¢ il prodotto di G, per un sottogruppo
H, di G, contenente ¥ (e H, ¢ il mass. sott. comune a A, e a

G,) ; ece.
Considerato infatti il gruppo( b Gs) ,se G, Gy A, Ay,

H'), H, e H sono i sottogruppi dl( " Ga) che corrispondono
rispettivamente a Gy, G., A;, A, H), Hy e H in (Gy, Gy), per i
primi sottogruppi varranno le proprieta su esposte, perche (G—I’L-@

¢ il prodotto diretto di G', per G'; ; e siccome i secondi sottogruppi
contengono tutti ¥, anche per essi varranno tutte quelle proprieta,
a causa della completa corrispondenza che vi & tra i sottovruppi

di (G, G) che contengono X, e i sottogruppi di ~— (G“ (§§ 4 e b).
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§ 15.

Estensione dei risultati precedenti al caso del prodotto diretto
di piu gruppi.

Un gruppo G si chiama prodotto diretto di pitt altri: G |, G,,....G,,
quando, considerati due qualunque di questi gruppi, G, e G,
con i # k, ciascuna operazione dell’'uno & permutabile con tutte
le operazioni dell’altro, ¢ detta inoltre g, una qualunque opera-
zione di G, (¢ =1,2,...,n),non & maig. g, ...¢, =1, se
non ¢ separatamente ¢,=1,¢9.=1,...,9, =1

Segue che ogni operazione di G si pud allora ridurre sempre
alla forma ¢, g, . . . g,, essendo g, un’operazione di G, (¢ =1,

N

2,...,m); e che non & mai ¢, ¢s...9, = g1 ¢2-.. 9.
(dove g, e ¢’, sono operazioni di G,), se non & separatamente
=9, g2=9ga...,9,=¢,: perche, essendo ¢, permutabile con
GisQas ev s Gu1yGugrse - 5 G 8i deduce che (9, ¢, (92 9's7) ... (9,97
=1, e quindi che ¢, ¢, =1, e che g, = ¢, 1 =1,2, ..., n).
Insomma la decomposizione di un’ operazione di G tn un prodotto

della forma ¢, 95 . . . g, é unica.
Ad esempio, se Gy, Gy, ..., G, sono gruppi di sostituzioni
agenti su lettere tutte quante diverse, allora (Gy, Gy, ..., G,)

¢ loro prodotto deretto.

Osserviamo che se G & il prodotto diretto di piu gruppi G,
Gy,...,Gy, se 7<n considerati i due prodotti diretti (G;, Go,..., G,)
e (G, 41, Gygs . .., G,), si ha evidentemente che G & a sua vol-
ta il prodotto diretto di questi due gruppi. Cosi pure se r<ls<ln,
si ha che G & il prodotto diretto dei tre gruppi (G,, G,, .. ., G,),
G- Gy (Gogy « -5 Gy) 5 € cosl via. Si pud dire insomma
che il prodotto diretto di pilt gruppi gode della proprieta associa-
twa.

Si vede poi subito, procedendo per induzione, che i gruppi fat-
toriali di G si ottengono, associando insieme quelli di G,, quelli
di G,, ecc., quelli di G,.

Dato un gruppo G, prodotto diretto dei gruppi G,, G, .- -, G,
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indichiamo in generale con H, un qualunque sottogruppo di G,
Z=1,2,...,n):1igruppi H, H,, ... H, si trovano nelle stesse
condizioni di G, G, ..., G,, cioé il loro prodotto (H,, H,, . . ,H,),
¢ da dirsi loro prodotto diretto. Indichiamolo con H, e dimo-
striamo che il mass. sott. comune a H e a G, & precisamente H,
(qualunque sia ¢ =1, 2,..., n).

Infattiseun’operazione ¢ comuneaHe aG,, sihahh, ... h,=y,,
essendo h, una certa operazione di H, (poiché ogni operazione di
(H,, H, . .. H,) pud sempre ridursi alla forma &, h, ... h,). Ne
segueche by = hy=... =h,_, =h,, =...=h,= 1. ¢ che
h, = g,, ossia che 'operazione considerata deve trovarsi in H,.
Viceversa, ogni operazione di H, ¢ comune a G, e a H, e dunque
H, ¢ effettivamente il mass. sott. comune a G, e a H. C. d. d.

Ora poniamo in generale A, = (G,,H) (:=1,2,...,n),
e dimostriamo che il mass. sott. comune agli # gruppi A}, A,, ..., A,
¢ precisamente H, e anzi H ¢ il mass. sott. comune a due qualun-
que di questi gruppi, A, e A,. Infatti se un’operazione & comune
ad, eald,,si hag, h=g¢, ', dove h e b/ sono operazioni di H*).
Posto che sia h = hy hy ... h,, e ' =R\ b'5.. . W, (dove h, e I,
sono operazioni di H,), si ha ¢, b hy. .. b, =g W'y By .. . W,
da cui segue, come al solito, che g, h, =Ph’, ; g, h',=hy, e by =k's,
se l'indice s ¢ diverso da 7 e da k. Segue che g, =h', h,™", che & un’o-
perazione di H, : 'operazione considerata g, b, h, . . . h, si trova
dunque in H. Viceversa, ogni operazione di H & comune ai due
gruppi A, e A,, e dunque H ¢ il mass. sott. comune a A, ea A,, ed
¢ pure il mass. sott. comune ai gruppi A, A, ..., A,. C d.d

Aggiungiamo che H, & il mass. sott. comune a A, e G, (natu-
ralmente se ¢ £k, che altrimenti esso ¢ G,); il prodotto (H,, H,)
¢ il massimo sottogruppo comune a A, e a (G,, G,), il prodotto

*) Siccome G, & trasformato in sé stesso da tutte le operazioni di
G}, Gy, ..., Gp,y esse & certamente invariante in G, ed é quindi trasfor-
mato in sé stesso da tutte le operazioni di H, epperd G, e H sono per-
mutabili, e ogni operazione di A,— (G,, H) pud sempre ridursi quindi
alla forma g, 2 (qualunque sia i=1,2,...,n),
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diretto (H,, H,, H,) & il mass. sott. comune a A, ea (G,, G, G,),
e cosi via (sempre se ¢ + k, 7, s). Infatti se ad esempio g, h, hs...h,
=g, ¢, ¢, € un’operazione comune a J\, e a (G, G,, G,), si ha
hv=gi, h, = ¢, e b, = g,, ossia ’operazione considerata & uguale
ah,h, hgesitrova in (H,, H,, H,); viceversa, ogni operazione
di (H,,H,, H,)sitrova in A, ein(G,,G,,G.), e quindi (H,, H,,H,)
¢ il mass. sott. comune a A, e (G, G,, G.). C. d. d.

Nello stesso modo si dimostra inoltre che H, € il mass. sott. co-
mune a G, ea (4,,3,),a G, ea (), A, A,), ece.; che (H,, H)) ¢ il
mass. sott. comune a (G,,G,) e a A,, a(G,,G,) e a (A4, 4,), ece.;in
generale che (H,, H,, H, ...) ¢ il mass. sott. comune a (G,,G,Gy,...)
e a (A, A, A, ...),sempre se gli indiei 4, 5, 1, ... sono tutti di-
versi dagli indici %, r, s, . . . E si dimostra ancora che se si consi-
derano due prodotti qualsiasi della. forma (A,,4,,4,,...), e
(A, A,, A,, . ..), questi hanno per mass. sott. comune H, quando
gli indici 4, , ! . . . siano tutti diversi dagli altri %, r, s. .. . Con-
cludendo, abbiamo il

TreorEMA II. — Se un gruppo G é il prodotto diretto di pvi
altri : Gy, Gy, . ., G, se tn generale H, é un sottogruppo qualunque
i G, (1 =1, 2,...n), detto H il prodotto diretto (H,, Hy, . ., H,),
st ha che H, ¢ il mass. sott. comune a G, e a H; e posto A, = (G,,H)
(G=1,2,...,n),st ha che il mass. solt. comune a A, e a G, é H,
(qualsiasi © e k, purché v £ k), e il mass. sott. comune a due o a pin
dei grupps Ay, Aq, . . ., A, € precisamente H ; in generale il mass.
sott. comune ai due prodotte (G,, G,, G, ...) e (4,,4,, A,,...)é
il prodotio (H,, H,, H,, . ..), e tnfine il mass. soli. comune ar due
gruppt (A, A, A, .. .) e (A, A, Ag,...) ¢ H, sempre se glindici
Ty Jy &y « . . Stano tutts diverss daglindici k, r, s, . . . Infine 1l mass.
sott. comune @ (G,, G,, G,)ra Heé(H,, H,, H, . ..).

Siceome poi i gruppi G, G, e H sono permutabili tra lore a due
a due, si ha dal § 8 che i prodotti A, = (G,, H) e A, = (Gy, H)
sono pure permutabili tra loro e con G, e G,. Dunque: 7 grupps
A, A, .., A, sono permutabii tra loro a due a due, e coi grupps
Gy, Gy - - -, G, 5 due prodotti qualsiansi (A,, A, A,,...) e (A, 4,,..0)
sono pure permutabili (§8), due prodotti (A,, A,, A,,...) e (G,

G,, Gy...) pure, ecc.

Ann. Se. Normale. 4
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Dimostriamo che la condizione necessaria e sufficiente, affinché
il gruppo H sia invariante in G, é che H, sia invariante in G., H,
lo sta in Gy, ecc., H, lo sia in G, ; oppure che 1 gruppi Ay, Ay, ..., N,
stano tutti tnvariantt in G.

La condizione ¢ infatti necessaria, perché se H & invariante
in G, siccome anche G, & invariante in G, pure il loro mass. sott.
comune H, sard invariante in G, e lo sard pure il loro prodotto
A,. La condizione ¢ poi sufficiente, perche se H, & invariante
inG,¢=12,...,n), siccome H & permutabile con tutte le
operazioni di G,,..., G,_, G,4, .. G,, esso sard pure inva-
riante in G = (Gy, G, . . . , G,) (teor. II del § 8); allora, essendo
i gruppi H,, Hy, . ., H, tutti invarianti in G, anche il loro pro-
dotto H sara invariante in G, e anche i prodotti A, saranno
allora invarianti in G. Cosi pure, se A, e A, sono invarianti in
G, lo sard anche il loro mass. sott. comune H (e allora lo sa-
ranno pure tutti i gruppi rimanenti della serie A, d,, ..., A,).
C. d. d. Le due condizioni suddette naturalmente si equivalgono.

§ 16.
Altre proprieta dei prodotti diretti.

In questo §, proseguendo lo studio dei prodotti diretti, ci pro-
poniamo di porne in rilievo alcune altre semplici proprietd, che
ci torneranno utili, per poter enunciare in modo generale alcuni
teoremi, che incentreremo tra breve. Dimostriamo il teorema :

Se un gruppo G é il prodotto diretto di G, per G, se H;, H,,...,.H,
sono r sottogruppi qualsiansi di Gy, e K;, K, .., K, sono r sotto-
gruppt di G, detto X il mass. sott. comune a Hy, Hy, . ., H, e A 4l
mass. sott. comune a K;, Ko, ..., K., st ha che il mass. sott. comune
agli v prodotti diretti (H,, K,), (Hs, Ks),.., (H,, K,) é 1l prodotio
di ¥ per A.

Infatti se bk, =hy k, =... & un’operazione comune agli  gruppi
(H., K)), (Hy, Ky), ..., (H,, H), si ha h,™" h, = k, k,7' (qual-
siansi 7 e s), e quest’ultima, essendo un’operazione comune a
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G; e a Gy, & 'identita. Si ha dunque h, =hy, =..="h,, ek, =
kr=...=k%, ossia b & un’operazione comune ai gruppi
H,, Hy, .., H,, e quindi & un’operazionre di X : mentre k, &
un’operazione comune ai gruppi K,, K,, ... , K,, e quindi un’o-
perazione di A: I'operazione considerata h, k; si trova dunque
nel prodotto (X, 3). Inversamente siccome X e .\ sono contenuti
entrambi in (H., K.), in (H,, K,), ecc., in (H,, K,), anche (¥, A)
¢ contenuto in questi » gruppi : dunque il prodotto diretto (X, A)
¢ il mass. sott. comune ad essi. C. d. d. *)

Dalla dimostrazione fatta segue che se K';, K'o, .., K',,
indicano i gruppi K,, K,, .., K,, presi in altro ordine, il mass.
sott. comune aglir prodotti diretti (H;, K',), (H,, K',), ..., (H;, K',)
¢ ancora (£, A), e che il teorema stesso vale anche se alcuni dei
gruppi H,, o K,, coincidono tra loro. Il teorema si generalizza
facilmente cosi :

Se un gruppo G é 1l prodotto diretto di piiv altii: G;, G, . . . G,
deth H,+, H,s,..., H,, s sottogruppi qualsiansi di G, (1=1,2,..., ),
¢ detto X, il loro mass. sott. comune, st ha che il mass. sott. comune
agli s prodotty diretts

(Hlla H2 LRI ] H;ﬂ)’ (Hl‘.’y HZ?" LN ) H,u2) 90 9(Hlsy sty- (IR H,us)

¢ precisamente il prodotto diretto (X1, ¥,, ..., X,).

Supponiamo ora che un gruppo G sia il prodotto diretto di
due gruppi G, e G.; diciamo H, un sottogruppo qualunque di G,
e K, uno di G, Trasformiamoli con tutte le operazioni di G:
dette g1, ga» - - - , . le operazioni di G, poniamo ¢,~' H, ¢,=H,,
e g' K9, =K, (per 1 =1, 2, ..., n), potendo anche H, e H,
coincidere, ¢ K, e K, pure. Siccome

*) La dimostrazione fatta & generale, e conduce ad affermare il
teorema :

Se H, e H, sono due gruppi permutabili, e K, e K, pure, se i due
prodotti (H;, K;) e (H,, K;) non hanno operazioni comuni, oltre I’iden-
tita, detto X, il mass. sott. comune a H, e a K, e ¥, il mass. sott. co-
mune a H, e a K,, si ha che il mass. sott. comune ai due prodotti
(H,, Hy) e (K}, K,) & il prodotto (X, X,).
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9.7 G g, =Gy, e 9.7 Ga g, = G, qualunque sia ¢ = 1,2, ... 0,
il gruppo trasformato ¢,~' H, g, & ancora un sottogruppo di Gy,

come lo ¢ Hy, e g,7" K1 g, & un sottogruppo di G,, come lo & K,,
e si ha

gt—l (H’ Kl) 9, = (Hn Kz)- *)

I prodotti (H, K,), (H,, K,). .., (H,, K,) sono dunque af-
fini in G, essendo essi ottenuti da (H,, K,), trasformando questo
con tutte le operaziori di G ; e osserviamo che questi gruppi
(H, K)), (H,, K,), ..., (H,, K,) possono coincidere tutti, o in
parte, tra loro. 46

I gruppi H,, H,, ..., H, sono dunque tutti contenuti in G,
(anzi essi danno evidentemente un sistema completo di sottogruppi
affini in G, oltre che in G) ; e cosi pure i gruppi K,, K,, ... , K,
sono contenuti in G,, e affini in G,. Possiamo allora applicare il
teorema dianzi dimostrato, ed affermare che se ¥ & il mass. sott.
comune ai gruppi H,, Hy, ..., H,, e A il mass. sott. comune ai
gruppi K,, K,,. .., K,, il prodotto diretto (¥, A) & il mass. sott.
comune ai prodotti (H,, K,), (H,, K,),...(H, K,).

Applicando questo stesso ragionamento al caso del proddtto
di pin gruppi, si ottiene il seguente

TeorREMA III. — Se un gruppo G ¢é il prodotlo diretlo di pid
gruppt Gy, Gy, ... G, se H, é un qualunque sotlogruppo di G,
(1 =1,2,...,mn), detto ¥, il mass. sott. comune a H, e ai suov sot-
togruppi affint in G (o in G,), il mass. sott. comune al prodotto
diretto

(Hl’ Hz, DR Hn)

e at suot affint in G & precisamente il prodotto diretto (2, Z,, ... ,).

*) Perché ogni operazione di (H, K)) & della forma A%, 4, e si ha
g k) go—=(g.7 1y g.) . (9.7 Ky 4), e quindi il gruppo g. ~! (H,K))g.
& certamente contenuto nel prodotte (H.,K,); e siccome questi due
gruppi hanno lo stesso ordine (uguale al prodotto dell’ordine di H
per quello di K)), essi coincidono.

i}
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A causa del teor. I del § 13, possiamo dire che la stessa pro-
prietd vale anche se i due gruppi G, e G, sono ognuno permuta-
bile con tutte le operazioni dell’altro, e hanno per mass. sott. co-
mune A, e H, sia un sottogruppo di G, che contenga A, e K, un
sottogruppo di G, che contenga pure A : detto allora ¥, il mass.
sott. comune a H, e ai suoi affini in (G, Gy), e X, il mass.
sort. comune a K, e ai suoi affini in (G,, G,), si ha che il mass.
sott. comune a (H,, K,) e ai suoi affini in (G,, G,) & il prodotto

(X, Ya). %)
§ 17.

Altro teorema relativo ai prodotti diretti.

Ci varremo subito del teor. III del § precedente, per poter
trattare in tutta generalita la questione seguente :

Sia G il prodotto diretto di due gruppi G, e G, sia H, un
sottogruppo di G,, e H, un sottogruppo di G,: si & dimostrato al
§ 14 che se si pore H = (H,, H,), il mass. sott. comune a H e 4
G, ¢ H,, e il mass. sott. comune a H e a G, ¢ H,. E naturale che
il tipo del gruppo H dipenda unicamente dal tipo dei due gruppi
H, e H, ; **) ma qui e¢i domandiamo da che cosa dipenda il tipo

*) Osserviamo che siccome nel nostro caso \ & invariante in (G, G,),
esso ¢ certamente contenuto ancora nel mass. sott comune X, come
pure in ¥,

*¥) Due gruppi si dicono dello stesso tipo, quando sia possibile sta-
bilire tra essi una relazione d’isomorfismo oleodrico. Ora se un gruppo
G ¢ il prodotto diretto dv due gruppi G, e G, e un altro gruppo G' é
il prodotto diretto di G, per G5, se G, é oloedricamente isomorfo a Gy,
e G, lo & a G, allora anche G ¢é oloedricamente 1somorfo a G'. Infatti
se all’operazione g, di G, corrisponde ¢',, in G'|, e a g, corrisponde ¢', in
(', facendo corrispondere al prodotto g, g, di G il prodotto ¢, . ¢, di G,
verra stabilita, si vede subito, una relazione d’isomorfismo oleodrico
tra G e G'. Dunque il tipo del gruppo G' dipende in realtd unicamente
da quello dei due gruppi G, e G,: cosa che perd non ha luogo in gene-
rale, quando G non sia il prodotto diretfo di G, per G,. La stessa cosa
pud osservarsi se G ¢ il prodotto diretto di piu gruppi.
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del gruppo complementare % Vediamo che esso dipende unica-

. . .G G . .
mente dal tipo dei due gruppi ﬁl e ﬁi , & precisamente, consi-
1 2

derando la questione nel caso generale del prodotto diretto di pil
gruppi, che ha luogo il seguente

TeOREMA 1V. — Se un gruppo G é il prodotto diretto dei gruppi
Gy, Gy, ..., G,, e H, é un sotlogruppo qualunque di G,, Hy uno di
G, ecc., H, uno di G,, il gruppo complementare

G (G, Gyeens G
(H,H,...,H) (H,H,...,H)

¢ 1l prodotto diretto di r sottogruppi, oloedricamente isomorfi rispet-
tiwamente ai gruppi G Gy G, .
H’ H,”"" " H,

Diciamo H il prodotto diretto (H,, H, ..., H,), e suppo-

niamo dapprima che H sia invariante in G. Consideriamo il gruppo

i’ che chiamiamo I'; esso & meriedricamente isomorfo a G,

all’identitd in T" corrispondendo in G il sottogruppo H. Al sotto-
gruppo G, di G corrisponderd in I' un sottogruppo I', (per i =
1,2,...,r). Siccome H, & il mass. sott. comune H e a G, (§15),

si ha che il gruppo I', & oloedricamente isomorfo a % (§ 3). Di-

N

mostriamo che I & il prodotto diretto dei gruppi I',, [y, ..., I',.

Infatti, siccome G & il prodotto dei gruppi Gy, G, ..., G,,
il gruppo I sara il prodotto dei gruppi corrispordenti I}, 1%, ..., T,;
e siccome due sottogruppi qualsiansi G, e G, hanno la proprieta
che ciascuna operazione dell’'uno & permutabile con tutte quelle
dell’altro, anche i gruppi corrispondenti I', e I', godranno della
stessa proprietd (§ 4). Resta cosi da far vedere che non ¢ mai
" Yz2---%, = 1, se non & separatamente y, = 1,7, =1, ..., 7.=1
(essendo v, un’operazione di I',). E per questo, se g, & un’opera-
zione di G,, cui corrisponda v, (t=1,2,...,7), il prodotto ¢,¢gs...,¢,
ha per corrispondente +,v,...7y, =1, onde ¢, ¢,...9, @
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uguale a un’operazione h di H ; e posto h = h, hy ... h,, si ha

gxgz---%:hlhg...h,,

da cui segue che g,="h,, ga=h,, ...,q, =h, : dunque ¢,,9.,..., 4,
sono operazioni di H, onde le loro corrispondenti v,. s ..., 7,
sono tutte uguali all’identita.

Tl gruppo I' ¢ dunque il prodotto diretto dei gruppi ',,I's,... T',,
che sono oloedricamente isomorfi rispettivamente ai gruppi
%‘;, g—: cees I% : nel caso che H sia invariante in G il teorema
¢ cosi dimostrato.

Supponiamo ora che il gruppo H = (H,, H,, ..., H,) non
sia invariante in G, e che sia ¥ il mass. sott. comune a H e ai suoi
affini in G, e sia X, il mass. sott. comune a H e ai suoi affini in G,
(1==1.2,...,7). Dal teor. III del § precedente segue che il gruppo
¥ ¢ il prodotto diretto dei gruppi ¥, X, . ., X,. Ma siccome ¥ &
invariante in G, ad esso si puo applicare il teorema, e si puo dire

che il gruppo Ej = (g" f LA (z’; e il prodotto diretto di r gruppi,
2 1y “~29 ey ”»

G G, G, . Masi ha

;‘,z,...,r

-1 -1

oloedricamente isomorfi rispettivamente a

G

¥

(o
D

? 7

f

e

(pere=1,2,..,7),

@

-y

==

2

e quindi % ¢ pure il prodotto diretto di » gruppi, oloedricamente

isomorfi rispettivamente a %‘1 R Gﬁi’ ey % 1l teor. & cosi di-
mostrato in ogni caso.

: N G . .

Esso poteva anche enunciarsi, dicendo che i oloedrica-
G G G,
o H I
fatti questi gruppi si pud sempre supporre che agiscono su let-
tere diverse, in modo che il loro prodotto possa dirsi loro prodotio

mente isomorfo al prodotto divetto dei grupps in-
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diretto : e allora, essendo I', = %1 , si puo dire che i due pro-
dotti diretti

G oG G G
H‘(Inrﬂ’""I’)e(ﬁl’m,m,ﬁz)

sono oloedricamente isomorfi tra loro (V. nota a questo §).

Applicando il teor. I del § 13, e limitandosi al caso di r =2 si
ottiene il teor. seguente :

Se due gruppt G, e G, sono ognuno permutabile con tutte le o-
perazions dell’altro, e hanno per mass. sott. comune X, se H, é un sot-
togruppo di G, che contenga ¥, e Hy, un sotlogruppo di G, che con-
tenga pure X, il gruppo (Gy, Gs) ¢ oloedricamente tsomorfo al pro-
G
H,

Come conseguenza del teorema sopra dimostrato si trae que-
st’altro :

Se un gruppo G ¢é il prodotio diretto di pi gruppt G, G, ..., G,,
se in generale 1l gruppo G, contiene due sottogruppi H, e K., lali

dotto diretto di & per
H,

G, . . , G .
che Hi sia  oloedricamente isomorfo a K,, e Kl lo sia o H,
7 7

(¢ =1,2,..,7), allora © due prodott diretti
H=MH,H,..,H),eK=(K,K,.., K)

godono della proprieta che %z K, e %E
G (G, Gy, G))

I . G _ 2y 00) . .
nfatti il gruppo i~ (A, T, .., 1) & oloedricamente iso

. G G G G G

orfo al dott B L= =2

morfo al prodotto diretto (Hl, H, H,)’ a I, K, I,
_ G, . .G .

= K,, ..., H = K., e quindi i ¢ anche oloedricamente al pro-

dotto (K,, K, ..., K ) = K. Analogamente si ha %;—— H. C.d.d.
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Naturalmente, se si ammette soltanto che sia o
K

(per e =1,2,...,7), se ne deduce soltanto che %E

§ 18.
Sottogruppi contenuti in un prodotto diretto di due gruppi.

Ora veniamo alla questione principale relativa ai prodotti
diretti di due gruppi G, e G,, quella cioé di cercare tutti i pos-
sibili sottogruppi contenuti nel prodotto (G, G.), e di costruirli
effettivamente, quando siano noti tutti i sottogruppi di G, e
tutti quelli di Go,.

Sia H un qualunque sottogruppo di G = (G,, G,), e b una
sua qualunque operazione. Essa si puo sempre ridurre alla forma
gi- g2, dove g, & un’operazione di Gy, e ¢, una di G, e anzi una tale
decomposizione & unica. Cominciamo col dimostrare che la to-
talita delle operazioni g, che si ottengono decomponendo nel
modo ora detto tutte le operazioni di H, costituisce un gruppo, e
cosi pure che la totalitd delle operazioni g. costituisce un gruppo.

Infatti se g, e ¢'; sono due operazioni della prima totalita,
vuol dire che esistono due operazioni h e ' di H, che si decom-
pongono nel modo seguente: h =g, g, ek’ =g’ ¢, essendo
gz € ¢', convenienti operazioni della seconda totalita. Allora si ha:

hh=(g.92) (91-92)=(9-91) (9:-92)

cioe anche ’operazione ¢'; . 9', appartiene alla prima totalita sud-
detta, la quale percid costituisce un gruppo. Analogamente per
Paltra totalita. C. d. d.

Chiamiamo G', il primo gruppo, e G’, il secondo: G’, & un
sottogruppo di G,, e G’, un sottogruppo di G,. Diciamo poi H,
il massimo sottogruppo comune a H e a G,, e H, il massimo sot-
togruppo comune a H e a G,. Dimostriamo che in ogni caso H,
e 1l massimo sottogruppo comune a Hea G'}, e H, é il massimo sot-
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togruppo comune a H e a G',. Infatti ogni operazione di H, & cer-
tamente contenuta in G',; *) inversamente, se ¢', = h & un’ope-
razione comune a G', e a H, essa & comune a G, e H, e quindi
¢ di H,, il quale & dunque il massimo sottogruppo comune a G’,
e a H.

Ne segue che ogni operazione di G’, che sia fuori di H, non
si trova in H, e similmente, ogni operazione di G, che sia fuori
di H, non si trova in H.

Il gruppo H, contenendo H, e H,, contiene pure il loro prodotto
(H,, H,). Si vede subito che se H coincide con (H,, H,), allora G',
coincide con H, e G', con H,, e si ritorna al caso studiato nel § 14.
Infatti allora ogni operazione di H & della forma &, . h,, ecc.

Inversamente, se G, =H,, e G'y,= H,, allora H=(H,, H,),
poiche allora ogni operazione di H sard il prodotto di una di H,
per una di H,.

Facciamo vedere che tn generale il gruppo G, definito sopra
¢ meriedricamente isomorfo a H, all’identita in G', corrispondendo
i H precisamente il sottogruppo Hy; e cost pure che G, ¢ meriedri-
camente isomorfo a H, all’identita in G’y corrispondendo in H 1l
, _H
2 —= E .

Detta h un’operazione qualunque di H, decompostala nel
prodotto g, . ¢., si faccia corrispondere a h ’operazione ¢, di G',:
a ogni operazione di H verrd cosi a corrispondere una e sola ope-
razione di G’. Ora se h~g¢, e ' ~¢',, vuol dire che si ha h=yg, ¢,
e h'=g', ¢'», essendo g, e ¢', convenienti operazioni di G',; quindi
hb' = (g 92)- (1 92) = (9. 9) (92 92), onde kR ~ g g\ : la
relazione sopra stabilita ha G'; e H & dunque una relazione d’iso-
morfismo. Vediamo poi che all’ identitd in G’, corrisponde in H
il sottogruppo H,, poiché se h (= g,. ¢.) corrisponde all’identita
in G’;, vuol dire che g, = 1, e h = ¢,, sicché h, essende comune
a Hea G, si trova in H,. Viceversa, ogni operazione di H che

sottogruppo H,: in altre parole, che si ha G'; = H}i e G
2

*) Se h;, & un’ operazione di H,, essa & un’operazione di H che si
decompone nella forma %, .1, e quindi &, appartiene a G&/,.
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si trovi in H,, corrisponde all’ identitd in G,. C. d. d. Lo stesso
dicasi poi per G’s.

Segue di qui indirettamente che H, e H, devono essere in ogni
caso imvarianti tn H, ¢id che direttamente segue dal fatto che H,
¢ il massimo sottogruppo comune a G, e a 1, e che G, & permuta-
bile con tutte le operazioni di H ; e similmente per H,. Segue che
anche il prodotto (H,, H,) ¢ invariante in H.

Fermiamoci su questo isomorfismo meriedrico che vi ¢ tra G/,
e H; vediamo che al sotlogruppo (H,, H,) di H corrisponde in
G’, 4l softogruppo H,, poiche se h. h, & un’operazione di (H,, H,),
ad essa corrisponde in G’, 'operazione k,. E anzi, siccome (H,, H,)
contiene H, (che corrisponde all’identitd in G')), si ha che ¢l sot-
togruppo (H,, Hy) ¢ costituito da tutte le operazions di H, cus corri-
spondano quelle di H,, nel suddetto isomorfismo tra H e G', (§ 3).
Si ha allora che H, ¢ invariante in G',, poiché¢ (H,, H,)lo ¢ in H;

, _
e che EI—: = TL,H—HZ); inoltre se I, l,, ..., 1, & un sistema com-
pleto di moltiplicatrici di H rispetto a (H,, H,), e se ¢, ¢ .- » 9,
sono le operazioni di G/, che corrispondono rispettivamente

aly,ly...,1,ellora g, ¢,...,9, formano un sistema completo
!

di moltiplicatrici di G, rispetto a H,, e il gruppo % si ottiene
1

dall’altro ——H , cambiandovi, nelle sostituzioni di questo, le

lettere 1, Iy, ..., 1,
(teor. 1I del § H).

Similmente si ha che H, & invariante in G',, e che se ¢/1,4"s, ... ¢,
sono le operazioni di G’, che corrispondoro rispettivamente a
L, Ly ..., 1, nell'isomorfismo che vi & tra G'; e H, queste opera-
zioni ¢', ¢'s, . . ., g, formano un sistema completo di moltipli-

ordinatamente nelle altre ¢, gs, . .., ¢,

’

catrici di G, rispetto a H,; inoltre le sostituzioni di G~2 si ot-
2

tengono da quelle di cambiando le lettere [, I,, ..., 1,

__H_____.
(Hi, Hy)”
ordinatamente nelle altre ¢', ¢'5, ..., ¢’,. Dunque si ha
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G\ _ G, H

e anzi questi tre gruppi coincidono, salvo il nome delle loro let-
tere.

Ora, data la natura della corrispondenza sopra stabilita tra
le operazioni di H e quelle di G, o di G'», 'operazione !, di H,
corrispondendo a g, in G'}, e a ¢, in G',, deve essere manifesta-
mente uguale al prodotto g, ¢’,, qualunque sia + =1, 2, ..., q.
Dunque :

h=ggvlh=00 .. L=97.:

Scritti allora i tre quadri di H rispetto a (H,, H,), di G, ti-
spetto a H,, e di G', rispetto a H,, vediamo subito che le opera-
ziont della riga i. ma del primo quadro si ollengono tulte e sole, e
nessuna ripetuta pitv volte, moltiplicando ciascuna operazione del

secondo quadro per tutte quelle del terzo. Scriviamo infatti questi tre
quadri :

H= ((Hl, Hz) 'R g’l; (Hh Hz) gz glz, ey (Hu Hz) 9, g'q) H

G, = (Hl 0 H, [/ PYIITIN H, gq); Gy = (Hz g'l, H, glz; ., H, g'q)-

Ogni operazione della riga 4. ma del primo quadro si pud ri-
durre alla forma (h, k,) g, g'., essendo h, una certa operazione
di H,, e h, una di H,, e si ha

(i ho) g g'. = g.). (hag's);

ora h, ¢, si trova appunto nella riga ¢. ma del secondo quadro,
e hy g', si trova nella riga 7. ma del terzo, e dunque ogni operazione
della riga 2. ma del primo quadro & il prodotto di un’operazione
della riga ¢. ma del secondo, per una della riga 7. ma del terzo.
Viceversa, prese due operazioni h, g, e hy, ¢, si ha

(M g.) (hag') = ho) g, 9.,

ossia componendo un’operazione della riga 7. ma del secondo qua-
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dro, per una della riga <. ma del terzo, si ottiene un’operazione
della riga 1. ma del primo quadro. E cid vale qualunque sia ¢ =
1.2,..., ¢ Infine nessuna operazione di H pud cosi venire ri-
petuta pilt volte, poiché il numero delle operazioni di ciascuna
riga del primo quadro & uguale al prodetto del numero delle ope-
razioni di ciaseuna riga del secondo, pel numero di quelle di o-
gni riga del terzo, essendo ’ordine di (H,, H,) uguale al prodotto
degli ordini di H, e di H,.

Segue subito da queste considerazioni che se ¢,, g5 ..., g,
¢ un sistema completo dv moltiplicatrici di G, rispetto a H,, detta g’,
una qualungue delle operaziont di G',, che moltiplicate per g, danno
un’operazione di H (perv =1, 2,..., q), le ¢ operazioni ¢, ¢'»,.. ¢/,
formano un sistema completo di moltvplicatrici dv G, rispetto a
H,, e © q prodotti ¢, 9’1, g2 9'as - -+ , 9, 9’4 formano un sistema com-
pleto di molteplicatrict di H rispetto a (H,, H,).

§ 19.
Inversione dei teoremi precedenti.

Dato un sottogruppo qualunque del prodotto diretto (G, Gv),
abbiam trovato che, per costruirlo, bisogna partire da un certo
sottogruppo G, di G, e da un sottogruppo G’, di G, tali che G/,
contenga un sottogruppo invariante H, (eventualmente coineci-
dente con G’, stesso) e G’, contenga un sottogruppo invariante
H, (eventualmente coincidente con G’;), e tali inoltre che i due

H,
Ora ci proponiamo d’ invertire la cosa, di far vedere cioé, che,
considerato un sottogruppo G’; di G, e un sottogruppo G'» di
G, se G'; contiene un sottogruppo invariante H,, e G';un sot-

!

. . . G
togruppo invariante H,, tali che IT: e ﬁ—g

isomorfi tra loro, & sempre possibile costruire un corrispondente
sottogruppo H di (Gy, G,).

. . Gl Gg . . .
gruppi complementari [ © g, Siano oloedricamente isomorfi.
1

siano oloedricamente
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Per dimostrare questa proprietd inversa, dobbiamo premet-
tere il seguente teorema (di Jordan) :

TeEOREMA V. — Se due gruppi dv sostituzioni, semplicemente
transitive e di ordine uguale al numero delle lettere su cuti essi agi-
scono, sono oloedricamente tsomortt, le sostituziont dell’'uno si otten-
gono da quelle dell’altro con un semplice cambiamento delle letlere.

Diciamo G e T' i due gruppi : per le proprieta di tali gruppi
transitivi, vi sard sempre una e una sola lero sostituzione, che
porti una data lettera di ognuno di essi in un’altra prefissata.

Diciamo ¢, ¢a, - - -, ¢, le sostituzioni di G, e 7, 72 - - ., 7. quelle
di I', e poniamo che nell’isomorfismo dato tra i due gruppi G e
I, a g, corrisponda 7, » =1, 2, ..., n). Diciamo a, a,, ..., a,

le lettere su cui agisce G, e supponiamo, com’e lecito, che la sosti-
tuzione ¢, sia quella che porti ¢, in a, (altrimenti cambieremmo
il nome alle lettere). Diciamo b, b, . . ., b, le lettere su cui agi-
sce I', e supponiamo che 7, sia la sostituzione di I' che porti b, in
b, 1 =1, 2,..,n). Dimostriamo che le sostituzionsi di I' st otten-
gono da quelle di G, semplicemente cambiando le lettere a,, a, ...,a,
ordinatamente nelle altre by by, . . ., b, Basterd dimostrare che se
g, porta una lettera qualunque a, in a,, la sostituzione corrispbn-
dente -, portera b, in b,.

Infatti il prodotto g, g, porterd a, in a, ; ma anche g, porta
a, in a,, ¢ quindi g, g, = ¢, , poich® & unica 1’ operazione di G
che porta a, ina,. Ma siccome ¢, ~ 7, , gx ~71,€ ¢, ~ 7., sl avra,
a causa dell’isomorfismo oloedrico tra G e ', che v, v, =1,, da cui
o ="7.'7%-Ma~y,”" porta b, in b, e quindi v, porta b, in b,. Dun-
que 7, agisce sulle lettere b, b,, ... , h, nello stesso modo come la
sostituzione corrispondente g, agisce sulle lettere a,, as, . . ., a.,,
e il teor. & cosi dimostrato.

Premesso questo teorema, ritorniamo al nostro argomento. Sic-
come per ipotesi H, e H, sono invarianti in G’, e in G', rispetti-

’

. . . Gl Glg o e o
vamente, 1 due gruppi complementari I e g, some transitivi e
1 2
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hanno ’ordine uguale alnumero delle lettere su cui essi agiscono; *)
e siccome essi sono oloedricamente isomorfi, le sostituzioni
dell’'uno si ottengono da quelle dell’altrc con un cambiamento
delle lettere. Detto gy, ¢s, - - - , g, un sistema completo di moltipli-

’

catriei di G/, rispetto a H',, se . ¢ la sostituzione di % che corri-
1

e . . . G,

sponde alla moltiplicatrice g, (¢ =1,2,...,¢), si ha che e

1

agisce sulle lettere ¢, g,,...,¢,, e che la sua sostituzione 7,

[

porta ¢, = 1 in g,; detta ', la sostituzione di %-2 che corrispon-
2

’ '

de a vy, nel supposto isomorfismo oloedrico tra Gle HE , ¢ detta
1 2

g'. la lettera in cui v, porta ¢, =1 (¢ = 1,2,..., ¢), segue
dalla dimostrazione del teor. precedente che le sostituzioni

! ’

di %:- si ottengono da quelle di H: ,

lettere g, gz, - . . , g, ordinatamente nelle altre ¢', ,¢'s,..., ¢4
in altre parole, se 1, manda la lettera g, n g,, anche ', manderd la
la lettera ¢, i ¢',, qualsianst gli indict v e k.

Si formino allora i quadri seguenti di G', rispetto a H, e di
G', rispetto a H, :
G,=M9,H¢,...,Hyg,),eG,=Hy\, Hag'o...,Ha ¢').

Si moltiplichi ciascuna operazione della riga <. ma del primo
quadro per tutte quelle della riga 7. ma del secondo, e si faccia
questo lavoro per ¢+ =1,2,...,¢. La totalitd dei prodotti che

semplicemente cambiando le

*) In generale, dato un gruppo G e an suo sottogruppo invariante

g & transitivo e ha 1’ordine uguale al nu-

mero delle lettere su cui esso agisce (uguale all’indice di X in G):
infatti, se g, g,,.. ,¢, & un sistema completo di moltiplicatrici di G

Y, il gruppo complementare

rispetto a X, quell’ operazione di g che corrisponde a g,, porta la let

tera g,—1 in g, , onde 3 ¢ transitivo; il suo ordine & poi uguale al-

I'indice ¢ di 5yin G, essendo ¥ invariante in G.
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cosi si ottengono, costituisce, dimostriamo subito, un gruppo.

Ognuno dei prodotti suddetti sara della forma k b’ ¢, ¢'., dove
h & un’ operazione di H,, e h’ una di H,. Allora se 2 k' ¢, ¢', e
h}\g,g", sono due tali operazioni, anche il loro prodotto (kh'g,.g,’).
(hF'\ 9. 9'%), dimostriamo, si pud ridurre alla forma h, h'5 g, ¢,
(essendo ancota h, e h, operazioni di Hy, e h,e &', operazioni di H,).

Infatti siccome H, ¢ invariante in G', e H, lo ¢ in G',, il pro-
dotto g, h, g,”"' & una certa operazione h, di H,, onde g, h, =
= hy ¢',, e cosi pure ¢, K, = k' ¢,, essendo A, una certa ope-
razione di H, ; allora il prodotto

(hh'g.9'.) . (Mh' 129" )= RH' (9.h). (9" 7\) 9,9 =
Rh (hag,) (B'2g".) 9x9'x = (Bhs) (K'H2) (9. gx) . (9", 9'3)-

Oraseg, ¢. = hs g., vuol dire, secondo la definizione dei grup-

pi complementari, che la sostituzione 7, di %—’ manda la lettera
1

g, in ¢, : ma allora anche la sostituzione corrispondente <, di
!

9—“-’ manderd, si & detto, la lettera ¢’, in ¢’,, ossia il prodotte
2

g'. ¢, sard equivalente a ¢', rispetto a H,, ciod si avrd ¢'.¢, =
Ks¢g,. Ma segue che il prodotto considerato

(hhe) (KH2) (9.9:) (§.9%) = (hha) (B'D'2) (hag,) (Wsg') =
= (hho hs) (KR H'5) g9

che ¢ il prodotto di un’operazione della riga r. ma del quadro di G',
rispetto a H,, per un’operazione della riga . ma del quadro di
G', rispetto a H,, ossia & di nuovo un’operazione della serie con-
siderata. questa costituisce dunque un gruppo. C. d. d.
Indichiamo con H questo gruppo cosi ottenuto, e osserviamo
che ogni operazione di H ¢ il prodotto di un’operazione di G’,
per una di G’; ; di pilt che il mass. sott. comune a G, e a H ¢ H,,
e che il mass. sott. comune a G, ea Heé& H,. Infatti se ¢ & un’o-
perazione comune a G, ea H,sihag=h, hy g, ¢',, dacui h, ¢', =1
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e g=h, ., ossia ¢’, = h,™", ossia ¢’, si trova in H,, e quindi l'in-
dice 7 = 1; allora si ha ¢ = h, ¢, che & un’operazione di H,,
siech® I'operazione considerata ¢ si trova in H,. Viceversa, ogni
operazione di H, ¢ comune a G', e a H, onde H, ¢ il mass. sott.
comune a G', ¢ a H. Nello stesso modo si prova che H, & il mass.
sott. comune a G', e a H. E cosi dimostrato tutto quanto ci era-
vamo proposti.

Risulta da questa dimostrazione che la costruzione su espo-
sta del gruppo H é unica, quando sia determinata la relazione d’i-

somorfismo oloedrico tra ¢ due gruppt o e =—;
H ~H,
ogni operazione di(G’,,G';) si decompone in un modo solo nel pro-
dotto di un’operazione di G, per una di G,, la costruzione trovata,
per ogni sottogruppo H di (G,, G,), dev’essere unica. Il numero
dei sottogruppi H di (G,, G,) che si possono costruire, partendo
da dati gruppi G';, G5, H, e H, & uguale al numero delle rela-
zioni distinte d’isomorfismo oloedrico che si possono stabilire tra
G, G,
0 °

!

del resto, siccome

cioé ¢ uguale all’ordine del gruppo degl’isomorfismi di

1 . N
T~ Hl Sse.

H,
§ 20.

Costruzione di tutti i possibili sottogruppi del prodotto
diretto (G, G,).

Abbiamo trovato come si costruiscono tutt’i sottogruppi del
prodotto diretto (G, G,), dati i sottogruppi di G,, e quelli di G,.
Essi si ottengono tutti secondo il seguente

TeorEMA VI. — Se un gruppo G ¢ il prodotto diretto di due
gruppt G, e G, considerato un suo sottogruppo qualunque H, que-
sto st costruisce mel modo seguente : decomposta ogni operazione
di H nel prodotto dv un’operazione g di G, per un’operazione ¢ di
G, considerato il gruppo G, formato dalla tolalitd di queste opera-
zwoni g di Gy, e il gruppo G',, formato dalla totalita delle operazioni

Ann. Se. Normale. 5
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g’ di Gy, detto H, il massimo sottogruppo comune a G, e a H (0 a G/,
ea H), e H, il massimo sottogruppo comune a G,eaH (oa G, e
a H), st costrutsca il quadro di G', rispetto a H, : detto g, ¢,
ey §, un sistema completo di moltiplicatrict di G', rispetto H,, e det-
ta g, una qualunque delle operaziont di G',, che, moltiplicate per g.,
formano un’operazione di H (per 1 = 1,2, ..., 4q), si ha che le ¢
operaziont ¢'1,9's,- - -, g, formano un sistema completo di moltiplica-
trice di G, rispetto a H,, e che 1 g prodottt ¢, 9’1, 29 s, --- 59, 9,
costituiscono un sistema complelo di moltiplicatrici di H rispelto a
(H,, H,); costruito allora anche il quadro di G', rispetto a H, (ponen-
do nella riga i. estma le operaziont equivalenti  ¢',, per i=1,2, ...,
q), st ha che moliiplicando ciascuna operazione della riga ©. ma del
quadro di G'; rispetto a H, per tutle le operazioni della riga t. ma
del quadro di G, rispetto a H,, e facendo questo lavoro per v = 1,2,
...,q St ottengono tutle e sole, e ciascuna una sola volta, le operazio-
wi del gruppo dato H. Insomma partendo dwi due quadri
G,=(Hg9,H ¢s,...,H g,) e Gy =Hyg',, Hy¢'», ..., Hy'),
si ottiene, moltiplicandone le operazioni righe per righe, il terzo
quadro
H=(H,H)aggi;H,H)gags,..., (H, Hs) g, ¢,)

Inoltre st ha che © tre gruppr H,, H, e (H,, H,) sono in-

variants wn H, come H, lo ¢ in G’y e H, lo ¢ in Gy ; che il gruppo
7 ’

G, E% e G, Eg—l , ¢ che 1 tre gruppi %l‘,%fe (H‘I}ES
sono oloedricamente tsomorft tra lovo (e anzi agiscono wnello slesso
modo sopra le righe dev tre quadri suddells).

Inversamente, se G'\ é un soltgruppo di G, e G', un sotfogruppo
G's, se il primo ammetie un sottogruppo imvariante H, e il secondo

7 ’

1 2 .
e = sia-
H ~ H,

no oloedricamente isomorfi, st pud cosltruire un sottogruppo H di

un sottogruppo tnvarianle H,, tali che © due gruppi

(Gy, Gs), i modo che ogni sua operazione si oltenga moltiplican-
do unn di G, per una certa di G's, e viceversa, ogni operaziche di
G',, moltiplicata per una conveniente operazione di G, ne dia
une di H ;

Pl

e wn modo tnollire che H, sia masstmo soltogruppo co-
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mune a G, ea H (o a G, ea H), e H,sta il massimo <oftogruppo
comune a G’y e H (0 @ Gy e a H) : 4l gruppo H si otterrd con la co-
struzione ore detta, moltiplicando cioé ciascuna operazione della
rige 1. ma del quadro di G, rispetto a H, per tutte le operazions della
riga . ma del quadro dv G, rispetto a H, (dopo aver preso le righe
di quest'ultimo quadro in un ordine opportunc) ; e il numero dei

gruppt I che si possono costruire, soddisfacenti a queste condizions,

¢,

¢ uguale all’ordine del gruppo degl'isomorfismi del gruppo oo
1

sé, o di TT: in se.

1l gruppe H potremo dirlo, per brevitd di espressione, co-
struilo cov gruppt G, e G'5, in base ai rispettivi sottogruppt H, e
H., e a quell’isomorfismo oloedrico che si considera tra 1 due gruppi

G . . . .
% e f (una volta che ogni speciale relazione d’isomorfismo o-
1 2

loedrico tra i due gruppi % e ﬁ? da luogo a uno e a un solo grup-
1 2

po H); e quando non vi sia ambiguitd, potremo dire il grup-
po H costruito, senz’ altro, coi due gruppi G, e G5, in base ai

' '

loro sottogruppi H, e H.,.

Proseguendo nelle considerazioni delle proprietd del sotto-
gruppi del prodotto diretts (G,, G,), e mantenendo le stesse
notazioni dei due §§ precedenti, consideriamo il prodotto diretto
(G'}, G',): esso contiene certamente H come sottogruppo, poiché
ogni operazione di H ¢ il prodotto di un’operazione di G', per
una di G',. Dimostriamo che le operazioni ¢, ¢, . . . 5 g4, 0 anche
le operazioni ¢y, ¢'sy - . ., 4, costituiscono un sistema completo
dv moltiplicatricy di (G'), G'y) rispetlo o H.

Infatti se due operazioni g, e ¢, fossero equivalenti rispet-
to a H, sarebbe

g, =hg. =M layg, 9'.) I

poiché ogni operazione h di H & della forma h, h, g, ¢'.. Si avreb-
be g, =h g, g, e h, g, =1, da cul ¢',= k;', e quindig’, = ¢,
= 1, ossia l'indice » = 1 ; si avrebbe
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q. =h i In = h, g,

e cioé ¢, e g, sarebbero equivalenti rispetto a H,, il che & assurdo,
se ¢ £ k. Allora, siccome tra le operazioni ¢, ¢o,... g, di (G, G)
non ve ne sono di equivalenti rispetto a H, mentre esse sono in
nun.ero uguale all’indice di H in (G, G), esse costituiscono un
sistema completo di mottiplicatrici di (G';, G',) rispetto a H. *)

Aggiungiamo ora che il prodotto (G',, G';) coincide coi due
prodotti (G',,H) e (G',, H).

I due gruppi H e G, sono certamente contenuti nel gruppo
(G"), G'5), epperd anche il loro prodotto (G',, H) & contenuto in
(G}, G',) ; talché basta far vedere che I’indice di H in (G';, H) &
pure uguale a ¢. Infatti siccome G’, & invariante in (G’,, G'5), nel
quale il gruppo H & contenuto, i due gruppi H e G’, soro certa-
mente permutabili (§ 2); e siccome essi hanno per mass. sott. co-
mune H,, segue cne I’ indice di H in (G’,, H) & uguale a quello
di H, in G, cioé appunto eguale a ¢. C. d. d. Il tecr. VI pud dun-
que completarsi, dicendo che i tre prodotti (G'), G'5), (G'), H) e
(G'5, H) coincidono, e che il gruppo H & permutabile coi due gruppi
G, e G/, **).

Possiamo rappresentare tutti questi gruppi nel quadro se-
guente, in cui due qualunque dei gruppi seritti sono permutabili.

(G'1, G'y) = (G}, H) = (G5, H)

G H G
(H,, H)
H, H,
1

*) L’ ordine di (G'},Gy) & uguale al prodotto degli ordini di G e
di G, e I'ordine di (H,, H,) & pure uguale propotto degli ordini di H,
e di H,, e siccome gl’indici di H, in G}, di H, in G, e di (H,H,)
in H sono tutti uguali a ¢, I'indice di (H,, H,) in (G,, &y) sard =¢2, e
quello di H in (G}, ;) sard precisamente uguale a q.

**) Del resto, bastava osservare che dall’essere h = g, ¢,, segue che
go—=9,"' h, cioé che g, & contenuta in (¢, H), ecc.
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Tutte queste proprietd del gruppo H rimarranno invariate,
quando si consideri, invece dell'isomorfismc oloedrico proposto

’ ’

tra i due gruppi %’ e%. in base al quale H & costruito, un
1 2

altro isomorfismo. Se, considerato un altro isomorfismo oloe-

’ /

G,
drico tra i due gruppi = H, H , in base ad esso si costruisce un

nuovo gruppo H', i prodotti (G, H), (G',, H'), ece. coincideranno

!

H
tutti tra loro e con (G',, G',); i gruppi s , sa-
u ( 1 2) g pp (Hl Hz) (Hl’ Hz)

ranno oloedricamente isomorfi, ecc. Nulla assicura perd in ge-
nerale che i due gruppi H e H' risulteranno dello stesso tipo ;

H
soltanto si potra dire che saranno dello stesso tipo
P PO (H, H,) °

" G G’
———, che sono entran:bi dellc stesso tipo di —=— e di =
H, H)’ ' PP % H, .
Possiamo perd affermare che se uno dei gruppi H e H' & inva-
riante in G, o in (G}, G'5), allcra 10 sard anche 'altro : ¢io che

risultera dal § 22.

§ 21.

Casi particolari. Caso del prodotto di due gruppi, ognuno
permutabile con tutte le operazioni dell’altro.

Nel caso particolare che il gruppo H coincida col prodotto
diretto (H,, H,), allora si & visto che G’, coincide con H,, e G,
coincide con H,, e allora si ritorna al caso considerato nel § 14.
11 gruppo H potra poi essere distinto da (H,, H,), soltanto quando
gli ordini dei due gruppi dati G, e G, non siano primi tra loro,
poiche Iindice di (H,, H,) in H (uguale a quello di H, in G
e di H, in G',), & ur divisore comune degli ordini di G, e di G..
Dunque se gli ordini dei due gruppi G, e G, sono primi tra
loro, allora ogni sottogruppo di (G,, G,) & necessariamerte il pro-
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dotto diretto di un sottogruppo di G,, per un sottogruppo di
G,.

In generale si dimostra subito per induzione il teorema :

Se un gruppo G ¢ ol prodotto diretto di pite gruppi Gy, G, ..., G,,
aventt gli ordint prime tra loro a due a due, ogni sottogruppo di G
é necessariamente il prodotto diretto di un sottogruppo div G,, per
un sottogruppo di G, ecc., per un sottegruppo di G,.

Nel caso geverale che G, e G, siano ognuno permutabile con
tutte le operazioni dell’altro, detto X il loro mass. sott. comune,
applicando il teor. T del § 13, si deduce che per tullt’c sottogruppi
H di (G, G,) = G che contengono X, vale una regola di costruzione
perfettamente analoga a quella trovata nel caso particolare di
X =1, cioe dei prodotti diretti.

Infatti se poniamo g—zl‘, e diciamo 1", il sottogruppo di I'
che corrisponde al sottogruppo G, di G, e diciamo I'; il sotto-
gruppo di I' che corrisponde a G,, abbianio che il gruppo I' & il
prodotto diretto di I', per I',. Consideriamo un sottogruppo qua-
lunque H di G che contenga X, e diciamo K il corrispondente
sottogruppo di I' ; supponiamo che K sia costruito coi due sot-
togruppi I, e I"; (il primo contenuto in T',, e il secondo in I';),
in base ai rispettivi sottogruppi A, e A,; diciamo poi G';, G's, H,
e H, i sottogruppi di G, che sono formati da tutte le possibili ope-
razioni di G, cui corrispondano rispettivamente quelle di I7,, di
Iy, di A, e di A, Siccome G', e H contengono ¥, il loro mass.
sott. comune conterra pure X, e avra per corrispondente in I' il

*) Questo risultato si poteva stabilire subitc a priori. Se H & un
qualunque sottogruppo di (G,, G), ogni sua operazione % ¢ il prodotto
di un’operazione g, di G,, per una g, di &,, ci0é k=g, g,; e basta di-
mostrare che g, e g, devono trovarsi in H, ché ne seguird elre ¢, si
trova in H,, mass. sott. comune a G, e a H, e similmentc che G, si
trova in H,. Infatti se m & 1’ordine di G, e » 1’ordine di G,, s1 ha
hn=gm™g,m=g,"; e se £ ¢ un numero intero, tale che xm=1
(mod n), si ha An@=g,m* =y, e dunque g, &in H. Lo stesso dicasi
per g,. C.d. d.
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mass. sott. comune a 1V, e a K, cioé A,. Segue che il mass. sott.
comune a G'; e H, contenendo X, deve essere proprio H,; cosi
pure il mass. sott. comune a G'; e a H sard H,, il quale conterra
pure X.

Detto ora {1, 7,5 - - - - 7, UN sistema completo di moltiphicatrici di
I', rispetto a A, e detta 7, una delle operazioni di A, che, molti-
plicate per 7,, danno un’operazione di K (per + =1,2,...,9),
gi ha ehe ', ..., 71, & un sistema completo di moltiplicatrici
di 17, rispetto a A;, e i ¢ prodotti 4, 7'\, 127, ... 7, 7, formano
un sistema completo di moltiplicatrici di K rispetto a (), Ay).

Allora, detta ¢, una qualunque delle operazioni di G',, cui cor-
risponda 7., e g', una di quelle di G';, cui'corrisponda y’,, siccome
i gruppi H,, H; e H econtengono tutti X, si ha dal § 5 che le opera-
zioni ¢y, gs, . . . , 9, formeranno un sistema completo di molti-
plicatrici di G, rispetto a H,, che ¢, ¢'s, . . ., g', formeranno
un sistema completo di moltiplicatrici di G', rispetto a H,, e che
i qprodotti 9,9, 9.9%,...,9,9 , ne formeranno uno di H ri-
spetto a (H,, H,). Potremo scrivere cioé i tre quadri seguenti :

G, = (ngu ngza cees ngq); G, = (Hzg’h qulq, ceey Hzglq) 5
H= ((Hqu) VXY (Hh I,) g» g’z yoeesy (Hiy Hz) Gqs g'q)-

Allora, con un ragionamento analogo a quello tenuto alla fine
del § 18, si vede che le operazionsi della riga t.ma del quadro di H
1ispetto a (H,, H,) st oltengono, tutte e sole, moltiplicando quelle della
riga 1. ma del quadro di G, rispetto a H,, per quelle pure della riga
t.ma del quadro di G, rispelto a H,, qualunque sia i; talché facendo
pot 1=1, 2,. ., q, si ottengono tutte quante le operazions del gruppo
considerato H (ognuna ripetuta un numero di volte uguale all’ or-
dine div X.

Inversamente poi, dato un sottogruppo G, di G,, e un sotto-
gruppo G'; di G,, se G, contiene un sottogruppo invariante H,,
¢ G, un sottogruppo invariante H,, se questi contengono tutti

G, G,

X, e sono tali che T = allora si pud costruire un corrispon-
1 2
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dente sottogruppo H di (G, G;), coi due gruppi G', e G',, in
base ai rispettivi sottogruppi H, ¢ H,, in modo analogo a quel

che si's tenuto nel § 19, e di tali gruppi H ve n’¢ un numero uguale
/

all’ordine del gruppo degl’isomorfismi di E}H—‘ in se.
1

§ 22.

Sottogruppi invarianti del prodotto diretto di due gruppi.

Supposto che G sia il prodotto diretto di G, per G, osserviamo
che il gruppo H, considerato nei precedenti §§, non & in generale
invariante in (G'), G';) ; anzi facciamo vedere che ha luogo il se-
guente teorema :

Se il gruppo G ¢ tl prodotlo diretto di G, per G, se un suo soito-
gruppo Hé costruito e)t due gruppi G', e Gy 7n base ai rispeltivi sotto-
gruppt H, e Hy, il gruppo H ¢ invariante nel prodotio diretto (G',, G's),

7 /

allora e allora soltanto che i due gruppi ﬁl e% siano abelian.
1 2

Si trasformi intanto un’operazione h, k. ¢, ¢', di H con un’o-
perazione g, ;si ha

gi'(hhogog') a' = (0 hg)) - (9 ha9.9'0 90) = Dygit hag, g2 g,
dove &', & un’altra operazione di H,, essendo questo invariante
in G',; e si ha

g (hihag, ) =0 b (95" 9. 9)9 .-

Ora quest’operazione apparterrd ancora a H, allora e allora
soltanto che ¢;' ¢, g, sia equivalente a g¢,, ripetto a (H,, H,). Ma

se 7, e 7, sono le operazioni del gruppo complementare ———
(H,, He)

che corrispondono rispettivamente a ¢, e a ¢, si ha che ¢;' ¢.9,
~w 1. ke € 8€ g7 ¢, g, & equivalente a g, rispetto a (H,, H,),
allora v7'v,7.= ., e viceversa : dunque ’operazione considerata
g2 (kb g, 9'))g. appartiene ad H, allora e allora soltanto che

Y A _
SW T T ok = s
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Ma se il gruppo H & invariante in (G',, G',), allora I’ opera-
zione g5 (h hog.g'.) g, deve trovarsi ancora in H, qualsiansi gl’in-
dici 7 e k, e quindi le due operazioni 7, e 7, devono essere permu-

tabili, qualsiansi ¢ e %, ciod il gruppo _H_ dev’essere abeliano,
(Hi, Hy)

eppero anche i due gruppi il e % devono essere abeliani: la

H, H
condizione del teorema é dunque dimostrata necessaria.
G’ G, __ G
Tnversamente, se il 8IUPPO £y~ ¢ abeliano, siccome 0T,

Ill

, anche ———— ¢ abeliano, e qumdl il gruppo H & trasfor-

H H
(H.,H,) (H,, H)
mato in sé medesimo da ognuna delle ¢ Opemzmnl Gis Gose oo, ©
anche da ognuna delle operazioni ¢'), ¢'s, . . . , 9',- Ma siccome
ogni operazione di (G',, G'5) & della forma h, ks g, g%, e sic-
come h, e h, trasformano certamente H in sé medesimo, tutte
le operazioni di (G';, G’,) trasformeranno H in sé stesso, cioe H
sard invariante in (G';, G',) : la condizione & quindi anche suffi-
ciente. C. d. d.

La cosa si puo mettere sotto un’altra forma. Se H & invariante
in (G';, G,), trasformando i tre gruppi G';, G’ ¢ H con un’opera-
zione qualunque di (G’ , G';), ogni operazione di G’, viene tra-
sformata in un’altra equivalente ad essa rispetto a H,, ogni o-
perazione di G', viene trasformata in un’altra equivalente rispetto
a H,, e ogni operazione di H in un’altra equivalente rispetto a
(H,, H,) ; e inversamente.

In altre parole, costruiti i tre quadri di G’ rispetto a H,, di
G, rispetto a H,, e di H rispetto a (H,, H,), la condizione neces-
saria e sufficiente, affinché il gruppo H sia wnvarianle in (G',, G',)
¢ che trasformando v tre gruppi G'), G'; ¢ H con una qualungue
operazione di (G'y, G'y) tutle le righe di uno di quesli quadri (e quinds
anche degly altri due) restino tnvariate.

E questo un altro modo ¢i accertarsi se il gruppo H sia inva-
riante in (G',, G's); un criterio perfettamente analogo si trova,
quando si voglia stabilire se H sia invariante in G. Si trova allora
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che la condizione necessaria e sufficiente affinché H sia invariante
m G, é che trasformando i due gruppi Gy, G’ con tutte le opera-
ziont (G, G), le righe dei due quadri di G’ rispetto a H,, e di G,
rispetto a H,, restino tutte imvariate.

Segue da questi due teoremi che se H e H’ sono due sotto-
gruppi di G, costruiti coi medesimi sottogruppi G,, G'; e H,, H,,

I !
2

H ‘H,
se uno dei due gruppi H e H' & invariante in (G',, G';), allora lo
¢ anche 1’altro, e se uno di essi & invariante in G, anche I'altro

ma in base a due diversi isomorfismi tra i due gruppi

¢ invariante in G.

Ora se il gruppo H ¢ invariante in (G',, G'5), allora esso & per-
mutabile con ognuna delle operazioni di G', e di G’,, e percid se-
( 19 H) ((1 19 G’z) e G/

H H H
sono oloedricamente isomorﬁ; e inversamente, se questo avvie-

condo il teor. VI del § 7, i due gruppi

ne, allora I’ordine dl( H &) & ¢ uguale all'indice di H in (G',G’,),

e quindi H ¢ invariante in (G',, G',).
Dunque la condizione necessaria e sufficiente affinché 1 gruppo
H sia invariante in (G', G's) = (G}, H) ¢é che il gruppo complemen-

‘ ! !
tare E’iz) sta oloedricamente isomorfo ai tre gruppe o,

H H, ’ H,
(H—HH—) . In generale se H non é invariante in G, allora v tre gruppi
1y 2
G, G sono oloedricamente isomorfi a un sottogruppo
H’ H,°(H,H)
a; (& ) Gz) (teor. V del § 7).

Nel caso che H = (H,, H,), G', = H, e G, = H,, quelle
condizioni si riducono all’altra che i due gruppi H, e H, siano
invarianti in G.

Se i due gruppi G, e G, sono ognuno permutabile con tutte
le operazioni dell’altro, e hanno per mass. sott. comune X, per ve-
dere se un sottogruppo H di (G,, G,), costruito coi due gruppi G',
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e G/,, in base ai sottogruppi H, eH,, e contenenti X, sia invariante
in (G}, G'»), o in (G, G;), valgono dei criteri perfettamente a-
naloghi a quelli ora trovati.

§ 23.
Complemento dei risultati precedenti. Casi particolari.

Completiamo i risultati ottenuti nei §§ precedenti sui prodotti
diretti. Supponiamo che il gruppo G sia il prodotto diretto dei
due gruppi G, e G,; conservando le stesse notazioni sinora
adoperate, diciamo A, il prodotto dei due gruppi G, e H, e 3, il
prodotto (G, H). Dimostriamo che 2\, é alirest <l prodotlo di G,
per G's, che A, = (G,, G')) e che (G'}, G'y) ¢ 4l mass. sott. comune
a A'ea A, mentre il mass. sotf. comune a A e a G, ¢ G, e il
mass. sotf. comune o N, e a G, é G/

Infatti si ha (G, G)) = (G, G\, G',) = (G, G}, H) =
(G, H) = A,, e cosi pure (G, G';) =2,. Allora dal § 14 segue
che G'; ¢ il massimo sott. comune a A, e a G, che (G'), G',) & quelio
comune a A, e A,, ecc., e segue ancora che A, & il prodotto di G,
per (G, G',), e A,. ¢ = al prodotto di G, per (G, G') : inoltre
che il mass. sott. comune a (G',, G'z) e a G, & G';, e quello comune
a(G', G'y)e a Gy e G,

Se H & invariante in G, allora, come si & visto, anche H,, H,,
Gy, G’ e (G}, G'5) sono invarianti in G, e anche i gruppi A, =
(G, H) e A, = (G, H) sono invarianti in G. Segue allora dal teor.

G AZ Gz . . = G
VI del § 7 ch A N o Imente che — =
el § 7 che N =G, G G e similm A,
ALG, )_ (G} ; inoltre :
l’ 1
G*Az_ G—AI'—‘ . .Al:,(_,igi).:
G:a:Gg,ﬂ@:i:Gl,pﬁlG;_ G,I hHl.
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Possiamo rappresentare tutti questi gruppi nel quadro se-
guente, in cui due qualunque dei gruppi scritti sono sempre per-
mutabili tra loro.

G
AI AZ
G (@G G
G/, H G’y
(H,, H,)
H, H,
1

Nel caso che il gruppo G, coincida cor G,, allora A, = (G, G'))
=G, e se anche G, coincide con G, allora pure A, coincide con
G, e (G';, G',) pure & uguale a G.

Nel caso che © due qruppr H, e H, si riducano all’vdentita, al-
lora H & da dirsi costruito coi due gruppi G, e G'5, tn base all’i-

dentita : allora diventa uguale a H, il quale ¢ dunque

H
(Hh H2)
oloedricamente isomorjo @ G', e a G5 : allora le operazioni b, di H
si ottengono tutte e sole, moltiplicando una quaiunque opera-
zione ¢, di G'; per la propria corrispondente ¢’, di G'» (nell’iso-
morfismo oloedrico che dovrd esistere tra G', e G';). E se il gruppo
H & invariante in (G',, G’;) (¢io che avverra allora e allora sol-
tanto che i due gruppi G’; e G', siano abeliani), allora si ha la no-

tevole proprietad che

(6 &) _

e @ = g = (b G (G )
= U, = b, = = T .
G,

In questo caso, dimostriamo, il gruppo (G',, G,) é il prodotio
diretto di G', per H, ovvero di G', per H: infatti i due gruppi G'; e
H, avendo per prodotto (G',, G',) e per mass. sott. comune ’iden-
titd, ed essendo ognuno permutabile con tutte le operazioni del-
I’altro, devono necessariamente avere le singole operazioni dell’uno
permutabili con tutte quelle dell’altro (§ 13). Il gruppo (G',,G',) =
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(G'y, H) = (G';, H) viene dunque a trovarsi, quando H, e H, st
riducono all’identitd, e quando G’ e G5 stano abeliani, nelle mede-
sime condizioni rispetto ai tre gruppt G'), G’y ¢ H. Il gruppo G,
si pud costruire allora coi due gruppi abeliani G’, e H, in base al-
’identita, nello stesso modo come H si costruisce coi due gruppi
G’y ¢ G'5: precisamente, fatta corrispondere 1’ operazione ¢',~"
di G/, all’altra A, di H,si avra tra G’, e H un isomorfismo oloe-
drico, *) e eseguendo tutti i prodotti della forma ¢',~'h, =g,
si ottengono tutte e sole le operazioni di G’;, ognuna una sola
volta.

Nello stesso modo si costruisce G', coi due gruppi G', e H,
in base all’identita. Considerati infine due gruppi H e H, costruiti
in base a due diversi isomorfismi tra G', e G',, essi sono oloedri-
camente isomorfi tra loro, e quando inoltre G', o G'; sia abeliano,
allora il gruppo (G';, G';) si trova nelle stesse condizioni rispetto
ai quattro gruppi H, H', G'; e G',.

Supponiamo infine che H contenga G, ; allora si ha G/, = H,
= G, e detto H, il mass. sott. comune a H e a G, il gruppo H &
il prodotto diretto di G, per H,. Insomma, come gid sapevamo
dal § 14, quei sottogruppi di G che contengono G, si ottengono
tutti, facendo i prodotti diretti di G, per i vari sottogruppi di G..

In generale, se G, e G, sono due gruppi, tali che ognuno di
essi sia permutabile con tutte le operazioni dell’altro. e abbiano
per mass. sott. comune X, se ci si limita a considerare quei sotto-
gruppi del prodotto (G',, G,) che contengono X, per essi i risul-
tati precedenti permarranno inalterati.

Le considerazioni sinora fatte sui prodotti diretti di due gruppi
si possono estendere al caso del prodotto diretto ai pilt gruppi:

*) Infatti si ha una relazione d’isomorfismo oloedrico tra G, e H,
facendo corrispondere a ¢', , k., : ma quando G, & abeliano, allora si
ha manifestamente una relazione d’isomorfismo oloedrico di G, con sé
stesso, facendo corrispondere a g. , g.7'; e allora si ha pure una re-
lazione d’isomorfismo oloedrico tra G', e H, facendo corrispondere a
g.~', 'operazione %,
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caso che del resto si riconduce a quello precedente. Se G & il
prodotto diretto dei gruppi G, G,, ..., G,, per trovare tutt’i sot-
togruppi di G, basta trovare quelli del prodotto diretto dei due
gruppi G, e poscia, G, trovati questi, cercare quelli del prodotto
diretto dei due gruppi (G,, Ge) e Gs; poi quelli del prodotto di-
retto dei due gruppi (G,, Go, Gs) e Gy; e cosi via.

§ 24.
Sui gruppi intransitivi di sostituzioni.

La prima e pii notevole conseguenza della regola di co-
struzione dei sottogruppi dei prodotti diretti, & ’applicazione,
che ora ne faremo, ai gruppi intransitivi: ogni gruppo intransi-
tivo di sostituzioni & sempre, vedremo subito, un sottogruppo del
prodotto diretto di certi gruppi transitivi, e si pud sempre co-
struire, facendo uso ripetuto della costruzione suddetta.

Sia H un gruppo intransitivo qualunque di sostituzioni so-
pra lettere : qlieste lettere si ripartiscono in tanti sistemi di tran-
sitivitd ; siano a,, s, . . ., @, le lettere di un primo sistema di
transitivita ; siano b, b,, ..., b, quelle di un secondo sistema ;
€1, oy .. 5 €, quelle di un terzo sistema di transitivita, e cosi via.

Ogni sostituzione h di H ¢ il prodotto di una sostituzione
‘1, che agisce soltanto sulle lettere @, s, ..., @, del primo si-
stema, per una sostituzione 7, che agisce soltanto sulle lettere
by, by, . ..., b, per una sostituzione 7. che agisce soltanto sulle
lettere ¢, ¢, ..., ¢, ecc.; e queste sostituzioni 7, 7ys, 75 ...
sono uniche e perfettamente determinate, quando lo sia h. Ve-
diamo che la totalitd delle sostituzioni -,, che si ottengono, de-
componendo nel modo suddetto tutte le operazioni di H, costi-
tuisce un gruppo I', ; la totalitd delle sostituzioni v, forma un
gruppo I';, ece.

Intanto, siccome le sostituzioni y, agiscono su lettere tutte
diverse da quelle su cui agisce 7,, da quelle su cui agisce s, ece.,
si ha che ogni sostituzione 7, & permutabile con ogni sostituzione
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12 ecc. Allora, se b =7, %27 ..., e =7 +7y+s.... sono
due sostituzioni di H, si ha Ah = (11 7e7s. .. ) (F17/25's..0)
=00 1"1) (Y212 (1sv's) ... Ma la sostituzione v, 7, agisce
soltanto sulle lettere @, @, ..., a,, ¢ quindi v, ', appartiene
ancora alla prima totalitd ; cosi pure la sostituzione 7, 7'. ap-
partiere alla seconda totalitd, ecec.

Allora, se v, e 7', sono due sostituzioni qualsiansi della prima
totalita, anche il loro prodotto v, v/, appartiene a questa tota-
litd : inratti esisteranno due operazioni e ' di H, che si decom-
porranno nel modo seguente: b=, j35s...,¢ b =+ ¢27s...
(essendo 7., 7', convenienti operazioni della seconda totalita,
e s, 7's convenienti sostituzioni della terza, ecc.) ; per quel che
si & visto. anche il prodotto v, ', apparterra alla prima totalita.
Questa costituisce dunque un gruppo I',; cosi pure la totalita
delle sostituzioni y, costituisce un gruppo I'y, quella delle sosti-
tuzioni I'y costituisce un gruppo I's;, ecc.

Siccome due di questi gruppi '), I'y, T's, . . . agisconc su let-
tere diverse tra loro, il loro prodotto (I, I'y, Iy, .. .) sard prodotio
diretto dei gruppi stessi (§ 15), e siccome ogni operazione di H &
il prodotto di una di '), per una di I';, ece., il gruppo H & un sot-
togruppo del prodotto diretto (I', I's, I's, . ..). D altra parte, i
gruppi T',, 'y, I's, . . . sono tutti transitivi: il che discende dal
fatto che le lettere a,, as, ..., a,, su cui agisce I';, costituiscono
uno dei sistemi di transitivita, in cui si ripartiscono le lettere
del gruppo dato H ; come avviene pure dei gruppi I, I's, ...

Aggiungiamo che, fatto corrispondere all’ operazione 4 di H,
Poperazione 7y, di I, verra stabilita una relazione d’ isomorfismo
(oloedrico o meriedrico), tra H e I', ; *) e cosi per gli altri gruppi
Iy, s, . .. Dunque :

Ogni gruppo tntransilivo di sostituziont & sempre un sottogruppo

*) Se h~1, e '~ ('}, vuol dire che & e 1’ si decompongono nel modo
seguente: b=, ((, --, € ' =11 (5 (s ... allorasard A W'= ({, 1)
(fo72) - (3 (s -+ ., onde R ~ 7, 7,3 la suddetta corrispondenza tra le
operazioni di H e quelle di I', & una relazione d’isomorfismo.
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del prodotto duiretto di piit grupps transitivi, tutti isomorfi al gruppo
dato.

Possiamo dunque applicare ai gruppi intransitivi le proprieta
dei sottogruppi dei prodotti diretti. Cerchiamo intanto di ridurci
al caso del prodotto diretto di due gruppi soli, nel qual caso ci sa-
ranno utili le ricerche fatte sui prodotti diretti di due gruppi.
Per raggiungere 'intento, procediamo nel modo seguente :

Diciamo a, a,, ..., a, 1l'insieme delle lettere di un certo
numero di sistemi di transitivitd di H, e diciamo b, b, ..., b,
le lettere rimanenti, costituenti i rimanenti sistemi di transiti-
vitd di H. Ogni sostituzione di H si decomporrd nel prodotto di
una sostituzione g,, agente unicamente sulle lettere a,, a,, ..., a,,
per una sostituzione ¢., agente soltanto sulle rimanenti lettere
by, by, ..., b,. Come sopra, la totalitd delle sostituzioni ¢, che si
ottengono, decomponendo in tal modo tutte le sostituzioni di H,
forma un gruppo Gy, e la totalitd delle sostituzioni ¢, che cosi
si ottengono, forma un gruppo G.. Questi due gruppi G, e G,
sono isomorfi a H, e possiedono in ogni caso un numerc di sistemi
di transitivitd minore di quello dei sistemi di H (ne contengono
uno solo, quand’essi siano transitivi); e cio perche i sistemi di
transitivitd di G, sono precisamente tutti quelli di H, che son
formati dalle lettere a,, a5, .. ., a, ; e similmente per G,. Inol-
tre i due gruppi G, e G, non hanno operazioni comuni, oltre 1'i-
dentita, e le sostituzioni dell’'uno sono tutte permutabili con
yuelle dell’altro, poiché essi agiscono su lettere diverse : dunque
(G, Gy) & il prodotio diretto di G, per G, e il gruppo H & un sot-
togruppo di questo prodotto diretto.

Cerchiamo il massimo sottogruppo comune a H e a G, che di-
ciamo H,: esso & dato manifestamente dalla totalitd delle so-
stituzioni di H che agiscono soltanto sulle lettere a,, as, . . . a,,
lasciando invariate le altre. Cosi pure il massimo sottogruppo cc-
mune a H e a G,, che diciamo H,, ¢ dato dalla totalita delle so-
stituzioni di H che agiscono soltanto sulle lettere b, by, . .., b,,
lasciando invariate le prime. Secondo il modo di dire introdotto nel
§20, abbiamo che il gruppo considerato Hé costruito coi due grupps
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G, e Gq, 1n base a1 rispettivi sottogruppt H, e H,. Applicando il teor.
VI del detto § 20, abbiamo senz’altro il seguente teorema, che ci
da il modo di costruire il gruppo H :

Se H ¢ un gruppo intransitivo di soslituzions sopra lettere, ripar-
tite le lettere su cui esso agisce in tanty sistemi di transitivitd, dette
Ay Qs+ . . 5 @y, le leftere complessive di un cerlo numero di quests
sistems, e dette by, by, . . ., b, le lettere rimanenti, decomposta ogni
sostituzione di H nel prodotio di una sostituzione g,, agente soltanto
sulle letlere a,, a,, . . . , a,,, per una sostituzione ¢,, agente sollanto
sulle lettere rimanenti, la totalitd delle sostituzioni ¢, che cost si ol-
tengono costitursce un gruppo G, e quella delle sostituzions g, costi-
tuisce un altro gruppo G, ; detto H, il massimo sottogruppo comune a
Hea G, (costiturto dalla totalitd Adelle sostituziont di H che agi-
scono soltanto sulle letiere a, a,, . .., a,), ¢ detio Hy il massimo
sotlogruppo comune a H e a G, (costituito ecc.) ; si ha che il gruppo
dalo H e un sotlogruppo del prodotto diretto (G, G.), e si costrui-
sce cov due gruppi G, e G, wn base av rispettivi sottogruppt H, e
H,: precisamente, scritto il quadro d¢ G, rispetto o H,:

G1 - (I'IL [0 Hl o3+« oy Hl gq)7

e detta ¢', una qualunque delle sostituzioni i G, che. moltiplicate
per g,, danno una sostituzione di H, ha luogo Ualtro quadro :

G, =(H, 9, H, 9%, ...,H,¢,).

Moltiplicando allora ciascuna operazione della riga . esima
del premo quadio, per tulte quelle della riga ©. estma del secondo,
e facendo questo lavoro per © = 1, 2, . . , g, si oltengono, tutte e sole,
e ctascuna una sola volta, le operazions del gruppo dato H, e preci-
samente si oltiene ol sequente quadro, dv H rispetto a (H,H,).

H = (8, B gy g’ (B H) ga s 5 (B Ho) g, 0 )-
11 gruppo H, é poi invariante in G,, come H, lo é in G,, e come
(Hy,, H,) lo ¢ in H; si ha che G, é oloedricamente isomorfo a E ,

H,

Ann. Se. Normale. 6*
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come G, lo é a E e che i tre gruppi & 91 ——H—— sono oloe
: Hl ’ Hl ’ H2 ’ (Hl’ H2) .
dricamente isomorfi tra loro ; di pit che © tre prodotti (G,, G,),

(Gy, H), € (G,, H) coincidono, ece.

§ 25.

Continuazione dell’argomento precedente.

Ora se i due gruppi G, e G, non sono transitivi, essi possie-
dono perd in ogni caso un numero di sistemi di transitivitd mi-
nore di quello dei sistemi di transitivitd di H;si potra applicare
ad essi lo stesso processo: il gruppo G, verra, poniamo, costruito
con due altri gruppi G',, G’,, in base a certi sottogruppi H’, e
H’, ; e cosi via. Siccome G, e G, hanno un numero di sistemi di
transitivitd minore di quello dei sistemi di transitivita di H, que-
sto processo avrd un lermine, e si troverd per ultimo wum certo
numero di gruppi transitivi, partendo dai quali, con successive co-
struzions della natwra suddetta, si otterrd il gruppo considerato H;
e questi gruppi transitivi, cui da ultimo si perverra, sono poi, si
vede subito, proprio i gruppi prima trovati ', T, ' , .

Inversamente, se G, e G, sono due gruppi di sostituzioni, e le
lettere a,, 4, ..., 4,, su cui agisee il primo, sotto tutte diverse dalle
lettere by, b,, . . ., b,. su cui agisce il secondo, se G, ammette un
sottogruppo invariante H,, e G, un sottogruppo invariante H,,

G Gy . . . .
—L e > siano oloedricamente isomorfi, allo-
H, =~ H,

ra ogni gruppo H, costruito coi due gruppi G, e G,, in base ai
rispettivi sottogruppi H, e H,, ¢ intransitivo: a,. ay, ..., a, ¢
¢ il complessy delle lettere di un certo numero di sistemi di tran-
sitivitd di H, e by, by, . . ., b, D'insieme delle lettere dei sistemi
rimanenti : insomma i sistemi di transitivitd di H si ottengono,
associando tutti quelli di G, con tutti quelli di G, ; e ogni sosti-
tuzione di H & il prodotto di una sostituzione ¢, di G,, che agi-
sce unicamente sulle lettere a,, as, ..., @,, per una sostituzione

g. di G,, agente soltanto sulle rimanenti lettere b,, by, . .., b,.

tali che i due gruppi
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Dunque : tutte © gruppt intransitive di sostituzions sv ottengono,
partendv da gruppt transitivi e operomdo successivamente con co-
struztont delle natura suddetta; inversamente, partendo da gruppi
du sostituzions, agenti su leltere diverse, e operando, quando sia pos-
sibile, con costruzions della suddetta natura, si otfengono sempre
nuovi grupps intransitivl, © cui sistemi di transitivitd st ottengono,
associando insieme 1 sistems di transitivita der singoli gruppi, dai
quali s1 parte.

Partendo, ad esempic, da un gruppo G, agente sulle lettere
@y Gy ..., 4,, Si cambino queste lettere, chiamando b, b,, ..,b,,
le nuove lettere, e si indichi con G’ il gruppo che si ottiene, che
¢ precisamente il gruppo trasformato

(bl, bg,...,bm)" (bl,bz,...,bm>

oy sn) G \aya. .. a,);
si costruisca un nuove gruppo H, partendo dai due gruppi G e G/,
in base all’identitd (moltiplicando ciascuna sostituzicne di G per
la sostituzione corrispondente di G’, nell’isomorfismo oloedrico
cheviétra Ge G’ : V. §23): questo nuovo gruppo H sara intran-
sitivo, oloedricamente isomorfo a G e a G’ (§ 23), e i suoi sistemi,
di transitivitd si otterranno associando quelli di G con quelli di G
E questo processo si puo ripetere : ad esempio, cambiando le let-
tere di G/, chiamands G” il gruppo ottenuto, e costruendo un
nuovo gruppo K, mediante i due gruppi H e G”, in base all’identita,
questo gruppo K sard oloedricamente isomorfo a G, e avrd un
numero di sistemi di transitivitd triplo di quello dei sistemi di
G. Cosi si pud continuare indefinitamente. Ora siccome, dato
un gruppo qualunque di operazioni, esiste sempre qualche gruppo
transitivo di sostitnzioni, oloedricamente isomorfo a essn (ne e-
sistono sempre di quelli di ordine uguale al numero delle proprie
lettere), abbiamo dungue :

Si possono costruire infinite grupps intransitivi di sostituzioni
di un dato tipo, cioé oloedricamente isomorfi a un dato gruppo, e con
un numero greficsato qualunque di sistems di transitivitd.

Sui gruppi intransitivi di sostituzioni, come soitngruppi di
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certi prodcit. dirctti, non e tratterremo oltre; at essi si potreb-
bero applicare tutti i i teoremi trovati sui sottogruppi dei pro-
dotti diretti, e se ne dedurrebbero delle proprictd di essi. Su que-
sto perd non ci fermiamo ; osserviamo soltanto che il problema
di costruire tutti i gruppi di sostituzioni esistenti & cosi ricondotto
all’altro di cercare tutti i possibili gruppi transitivi, dai quali si
uttengono poi, nel modo che si & visto, tutti gli altri.

Se, ad esempio, i gruppi transitivi I',, I',, . . ., T, sono abe-
liani, allora anche il loro prodotto direttv ¢ abeliano, e allora an-
che il gruppo H, che ne & un sottogruppo, sara abeliano. Viceversa,
se H & abeliano, tali seno anche tutti i gruppi T, Ty, ..., T,
i quali sono isomorfi a H. Durque tutti i gruppi abeliani intransi-
tivi di sostituzioni si possono costruire, quando si siano costruiti
tutti i gruppi abeliani transitivi.

Se il gruppo H & risolubile, tali sonmo anche tutti i gruppi
£y, s ..., I*¥). Dunque, quando si conoscano tuttii gruppi tran-
sitivi risolubili, allora si possono costruire anche tutti quelli in-
transitivi risolubili di sestituzioni sopra lettere.

Similmente, quando si conoscano, ad ec<empio, tutti i gruppi
transitivi ci crdine uguale alla potenza di un numero primo. allora
si possonu costruire anche tutii quegli intransitivi d’ordine uguale
alla potenza di un numero primo, ece. Insomma, partendo da date
classi di gruppi transitivi di sostituzioni si possono ottenere, con
le costruzioni suddette, delle classi di gruppi intransitivi.

A che cosa si riduca poi il problema di costruire tutti i gruppi
transitivi, vedremo in un altro lavoro; qui ¢i limitiamo ad asse-
rire che, quando siano noti tuttii tipi di gruppi di operazioni,
allora si possono costruire anche tutti i gruppi transitivi di scsti-
tuzioni sopra lettere, e quindi poi anche tutti i gruppi intransi-
tivi. Insomma il problema di costruire tutti i gruppi di sostitu-
zioni sopra lettere si riconduce a quello di trovare tutti i tipi di
gruppi di operazioni. :
Pacirrco Mazzoni.

*) Se all’ identitad in I, corrisponde in H il sottogruppo K., & noto
che i fattori di composizione di H s1 ottengono aggiungendo a quelli
di I';, quelli di K,; quindi se H & risolubile, tale & pure I',
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