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FRANCESCO CECIONI

—_———

JOPRA. ALCUNK OPERARION ALGEBRICHY

SULLE MATRICI







INTRODUZIONE

Sia

n
Zi= Yy Wi Yn (t=1,2,..,7)
1

una sostituzione lineare che fa passare dalle variabili 2, , x, ,..., .
alle ,,%.,..., ¥ , e indichiamo con

"

Uy Uy ... Uy,
Uy, Ugy .. Uy, .

U= . =(u’ik) (Z,k=l,2,...,n)
unl un2 L unn

la matrice dei suoi coefficienti!). Sia analogamente
nW
yk:zn"”kjwj (”776:1727"'7")
1
una seconda sostituzione lineare che fa passare dalle variabili

YiyYayeos Yo alle 2, 25 ,..., z,, e indichiamo la sua matrice con

p \
[ on Vye e Uiy |

S 7}21 Vo o e
V =

‘

<:(1M) k,y=1,2,.,n).
O |

Esprimiamo ora le variabili z,,%,,..,%, per le o, 2z, ,..,2,;
otteniamo cosi la sostituzione

(Zk " v,”) (=1,2,..n),

1) Nell’ indicazione delle matrici adopereremo indifferentemente, per
comodo tipografico, le sgraffe e le parentesi tonde.
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che fa passare dalle variabili z; alle x;, e che equivale quindi alla

. successiva applicazione delle due sostituzioni sopra considerate;

vediamo che la matrice di questa sostituzione composta non & che

ol prodotto della matrice U per la 'V, esequito moltiplicando, come
suol dirse, le righe della prima per le colonne della seconda.

Siano
n n
f=2i,kaikxiyk y F= >

ik bin®; Yy
T T

due forme bilineari nelle due serie di variabili z,,%,,..,2, ¢
Y1y Yareery Y- B moto che nel calcolo simbolico delle forme bilineari )
si chiama prodotto (simbolico) della forma f per la ¢, in quest’ordine,
la forma bilineare
n "
¢ ZZ” (Zk Ain, bkj) ;Y.

Se ora per una forma bilineare qualunque, ad es. la f, chia-

miamo matrice della forma la matrice '

au a12 DRI aln

Ay Qg cee Oy

A= =(a1’k) (i,k=1,2,...,7?),

anl a%? .. ann

vediamo che la matrice della forma prodotto di due altre non & che
il prodotto delle matrici delle due forme, nel medesimo ordine, ese-
guito ancora moltiplicando le righe della prima per le colonne della
seconda.

Si sa ora che si possono comporre due matrici. quadrate dello
stesso ordine in quattro modi diversi secondo che si moltiplicano
le righe o le colonne della prima per le righe o le colonne della

1) Cfr. FroBeENIUS, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen
[Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. LXXXIV (1878),
pp. 1-63], p. 2. Citeremo in seguito questo lavoro con le iniziali L. S.
Cfr. anche MurH, Theorie und Anwendung der Elementartheiler (Leipzig,
Teubner, 1899) p. 20.
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seconda; noi adotteremo costantemente il modo detto sopra e riser-
veremo il nome di prodotfo di due matrici A, B (in quest’ ordine)
alla matrice ottenuta moltiplicando le righe di A per le colonne di B.
Indicando con A’ la.matrice coniugata o trasposta di una qualunque
matrice A (ciod quella che si ottiene dalla A scambiando le righe
con le colonne), vediamo che gli altri tre modi di composizione di
A con B si hanno facendo il prodotto di A per B’, di A’ per B,
di A" per B

Adottata questa definizione del prodotto, i concetti ed i teoremi
della teoria delle matrici si traducono in concetti e teoremi della
teoria delle sostituzioni lineari e delle forme bilineari; in luogo di
parlare di queste ultime si pud quindi parlare astrattamente di ma-
trici. Una stessa formula relativa a matrici puo poi interpetrarsi in
vari modi, quando ci si voglia riferire a forme bilineari od a sosti-
tuzioni lineari. Cosi ad es. il prodotto di A per B puo interpetrarsi
non solo come prodotto di sostituzioni o come prodotto di forme,
ma anche (e si vede facilmente) come forma ottenuta dalla forma A
eseguendo sulle variabili della seconda serie la sostituzione lineare B,
oppure come forma ottenuta dalla forma B eseguendo sulle variabili
della prima serie la sostituzione A’, trasposta della A.

Considereremo piu in generale, in luogo di matrici quadrate,
matrici rettangolari, e cominceremo ora dal ricordare alcune defi-
nizioni e notazioni fondamentali. N

Siano A e B due matrici, la prima di m righe ed n colonne,
la seconda di 2 righe e p colonne,

aml am2 amn
( by by . by,
B= b 7722 . b?p

an Gy 4T
U LSRR .
D .o =(an); (=1,2,.,m;k=1,2,..,n)
S:(bhj)v (h=1,2,.,n;7=1,2,.,p);
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conformemente a quanto sopra abbiamo detto, chiameremo prodotto
di A per B, e indicheremo con AB, la matrice di m righe e p
colonne rappresentata da

AB“_—(z:k aihbhj), (i=1,2,..,m;j:l,Z,...,p).

Perché dunque possa parlarsi del prodotto di due matrici A, B
(in quest’ordine) bisogna e basta che il numero delle colonne di A
sia uguale al numero delle righe di B; 1) spesso nel seguito non enun-
ceremo esplicitamente Questa condizione, intendendola senz’altro
sottintesa nel fatto stesso che considereremo il prodotto AB. Si
chiama prodotto di pitt matrici, in un ordine determinato, la ma-
trice che si ottiene moltiplicando la prima matrice per la seconda,
il prodotto ottenuto per la terza, e cosi via; e dicendo cosi veniamo
a sottintendere che il numero delle colonne di ogni matrice (eccetto
I'ultima) deve essere uguale a quello delle righe della matrice suc-
cessiva.

Per il prodotto di matrici, cosi definito, vale la proprieta asso-
ciativa, espressa dalla formula.

(AB) C = A (BO),

come si verifica immediatamente 2). Non vale perd, in generale, la
proprieta commutativa. Se due matrici A ,B sono tali che sia

AB=BA,

le due matrici si dicono permutabeli; sard in tal caso, con le no-
tazioni precedenti, m =n=p, a meno che non si voglia definire
Puguaglianza di due matrici qualunque nel modo che abbiamo os-
servato poco fa in nota.

1) Ci si puo, del resto, sempre ridurre a questo caso intendendo di
far sequire alle righe o alle colonne di una delle due matrici, righe o
colonne di elementi nulli. Con questo criterio si pud evidentemente de-
finire anche 1'uguaglianza di due matrici di diverso numero di righe ¢
di colonne.

%) Si osservi che tale proprietdi non varrebbe ove si considerasse il
prodotto per righe.
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Data una matrice quadrata M (per la quale cio3 il numero delle
righe uguaglia il numero delle colonne), resta fissato, dalle defini-
zioni date, il significato di potenze di M con esponente intero e
positivo; si ha cosi

M*=M.M , *=M.M.M,..;
vale evidentemente la formula
M. M* =M. M"= M"t+s,

Chiameremo matrice diagonale una matrice quadrata nella quale
tutti gli elementi della diagonale principale siano uguali, e siano
0 gli altri: :

0
0

00 ... d
si suole indicare anche col simbolo (d); si ha evidentemente
@A =A(d)),

e questo prodotto si ottiene semplicemente dalla A moltiplicandone
tutti gli elementi per d; lo indicheremo anche con dA o Ad, cosi
che avremo
A=A =dA=Ad.

Se & d=1, la matrice (d) si chiama matrice unita, e si suole in-
dicare con E:

;10 .00

g 01 ... 0

E =

Z )
o0 ... 1

quando si voglia mettere in evidenza 1’ordine 7 della matrice unita
scriveremo E,; quasi sempre perd sottintenderemo quest’indice, ed
ahche in uno stesso calcolo adopereremo lo stesso simbolo E per
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indicare due o piti matrici unita, eventualmente di ordine diverso,
quando il modo nel quale ognuno di questi simboli verra adoperato,
non lasci alcun dubbio sull’ordine della matrice che esso rap-
presenta.

Date due matrici R, S

R=(@) , S=(sa), (=1,2,..,m;k=1,2,.,n)

aventi rispettivamente un ugual numero di righe ed un ugual nu-
mero di colonne, si chiama loro somma, e si indica con R-+8, la
matrice

R—[—SZ(?'M—{-—SH), (@':1,2,...,771/;7621,2’.-.,72)-

Analoga definizione si ha per la differenza, e per la somma di pitt
matrici. Si indica poi, ad es., con —8, la matrice

—S=(—s$4), (@=1,2,.,m;k=1.2,.,n).

Vale evidentemente, per la somma algebrica di pitt matrici, la pro-
prietd associativa e commutativa, e vale pure, come subito si vede,
la proprieta distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione:

M(R +S) — MR- MS,
(R S) M = RM - SM.

Una matrice si dice nulle quando ha tutti gli elementi uguali
a 0; una tale matrice si indichera semplicemente col simbolo 0,
quando non possa nascere equivoco sul numero delle sue righe e
delle sue colonne; cosi, anche in uno stesso calcolo, adopereremo
in seguito il medesimo simbolo 0 per indicare matrici nulle di di-
verso numero di righe e di colonne, quando il modo con cui ognuno
di questi simboli figura nelle formule non possa dar luogo ad am-
biguita sul numero delle righe e delle colonne della matrice da esso
rappresentata.

-In base alle definizioni ora date viene fissato anche che cosa
si intende per funxione raxionale intera di piu matrici. Non po-
tranno perd queste funzioni ridursi alla stessa forma come le ana-
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loghe per i numeri, in quanto che non vale ora, generalmente, la
proprietd commutativa del prodotto.

In particolare chiameremo funzione lZneare di una matrice (varia-
bile) X una somma di prodotti di matrici, in ciascuno dei quali la X

~

entri al massimo una sola volta come fattore; & evidente che ogni
tale funzione pud ridursi alla forma

A, XB, 4+ A, XB, +...+ A, XB,, + C,

la quale non pud, in generale, valendosi delle proprieta elementari

della somma e del prodotto sopra ricordate, ridursi ad una forma

pitt semplice. Una particolare matrice X per la quale si abbia
AXB, + AXB,+...+A,XB,+C=0

sara detta una soluxione dell’equaxione lineare ora scritta.

Nei Cap. I e II del presente lavoro ci occuperemo di alcune
particolari equazioni lineari fra matrici: ') precisamente nel Cap. I
tratteremo di quelle equazioni nelle quali le matrici incognite ven-
gono moltiplicate per le matrici note sempre da una medesima parte,
e determineremo inoltre, come altro esempio, le condizioni di riso-
lubilita dell’equazione AXB=C; nel Cap. II considereremo ’equa-
zione particolarmente notevole, AX =XB. Nel Cap. III infine tratte-

) Riguardo alie pilt generali equazioni lineari in una matrice ricor-
deremo i seguenti lavori di SYLVESTER contenuti nei Comptes rendus
hebdomadaires des séances de I’ Académie des sciences, t. IC (1884, 2° sem.):

Sur la solution du cas le plus général des équations linéaires en quan-
tités binaires, c’est-a-dire en quaternions ou en matrices dw second ordre
(pp. 117-118).

Sur la résolution générale de U'équation linéaire en matrices d'un ordre
quelconque (pp. 409-412, 432-436).

Sur les deux méthodes, celle de Hamilton et celle de Uauteur, pour
resoudre U'équation linéaire en quaternions (pp. 4713-476).

Sur Uachévement de la nouvelle méthode pour résoudre Uéquation li-
néaire la plus générale en quaternions (pp. 502-504).

In questi lavori viene esposto un metodo secondo il quale si pud
determinare razionalmente la soluzione di qualsiasi equazione lineare in
una matrice incognita, nel caso in cui questa equazione possegga una sola
soluzione, ma tale metodo conduce a calcoli estremamente lunghi.

Nei casi particolari che tratteremo ci proporremo, pit generalmente,
di determinare le condizioni di risolubilitd e tutte le soluzioni delle equa-
zioni che studieremo.
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remo ’equazione piu semplice di grado superiore X" =A, vale a
dire il problema dell’ estrazione della radice m*™¢ di una matrice
(di una sostituzione lineare).

Diamo ancora, prima di entrare in argomento, la definizione
di una notazione ') che sard adoperata assai spesso. Siano A,
(¢=1,2,..,m;k=1,2,..,n) mn matrici, la generica delle quali,
A,,, abbia un certo numero p.,; dirighe, e un certo numero v, di
colonne; le A, A;;,..., A;, hanno cosi tutte lo stesso numero p,
di righe, 1o By, By ..., B, lo stesso numero v, di colonne. Indi-
cheremo col simbolo

(A s Acayoy Auy)

quella matrice di p.; righe e v,+4v;+4...+v, colonne, le cui colonne
sono ordinatamente quelle di A;,, quelle di A,;, ecc...., quelle di
A;,; e col simbolo

-A-ll ] Al2 LIRS ] Aln
AZI 9 A-22 LA Azn
Aml ) Am2 PR | Amn /

intenderemo quella matrice, di 424 ... 4 Tighe € vitvat .oy,
colonne, le cui righe sono ordinatamente quelle di (A;;,A;,...,A},),
quelle di (Ay , Ay yeery Asy) e quelle di (A, , Ayg yeery Ay 8 chiaro
poi che le sue colonne sono ordinatamente quelle delle » matrici
{ Ay \ [ A A,
A21 AZZ AZn

\‘ Aml ! \ -Am2 \ Amn

Se infine M & una matrice quadrata qualunque, indicheremo
con |M] il suo determinante.

1) Cfr. LAGUERRE, Sur le calcul des systémes linéaires [Journal de
1’ Ecole Polytecnique, t. XXV (1867), pp. 215-264], p. 255.



Carrroro L.

Alcune equazioni lineari fra matrici

Le equazioni AX=B, XA =B. — Sistemi di equazioni lineari

nelle matrici.

1. — K noto che data una matrice quadrata A di ordine n, a
determinante diverso da 0, esiste una e una sola matrice, che chia-
meremo matrice reciproca’) di A, e indicheremo col simbolo A,
tale che si abbia

AAT'=A"'A=E.

Esiste dunque una ed una sola soluzione di ciascuna delle due equa-
zioni AX=B, YA=B, nell’ipotesi che sia |A|+ 0, ma le due
soluzioni risultano, in generale, diverse; solo nel caso in cui esse
siano uguali si suol dare il nome di guoziente di B per A all’unica
matrice X per cui 8 AX=XA =B, e la condizione perché questo
caso si verifichi & che le due matrici A e B siano permutabili 2).

1) KRONECKER, Vorlesungen iiber Determinantentheorie (Leipzig,
Teubner, 1903), p. 333. FroBeENIUS, L. S., p. 7. — Altri riservano il nome
di matrice reciproca alla matrice Ag=(a(}) (¢,k=1,2,...,n) nella quale
I'elemento @), & 1’aggiunto dell’ elemento ax; di Aj cfr., ad es., La-
GUERRE, Mem. cit., p. 218. Si ha evidentemente A;—|A|.A-1; chia-
meremo eventualmeunte la A, matrice aggiunta di A (KRONECKER, Op.
cit., p. 329; FroBENIUS, L. S., p. 7).

2) KRONECKER, Op. cit., p. 354; FroBENIUS, L. S., p. 8; LAGUERRE,
Mem. cil., p. 217; MuTH, Op. cit., p. 31.
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Supponiamo ora che possa essere anche |A|=0, e consideriamo
piu in generale 1'equazione

1) AX =B,

nella quale A rappresenti ora una matrice di w righe ed n co-
lonne, B una matrice pure di . righe ma di un numero qualunque p
di colonne. Se questa equazione & risolubile, ogni colonna di B,
la kesime ad es., & una combinazione lineare delle colonne di A, i
coefficienti della combinazione essendo ordinatamente gli elementi
della kesime colonna di X; le due matrici A ed (A,B) hanno dunque
ugual caratteristica. Se viceversa questo accade, una qualunque co-
lonna di B risulta una certa combinazione linearve delle colonne
di A, e ’equazione (1) & quindi risolubile. Ne segue:

Condixione necessaria e sufficiente perché I’equaxione AX=B
ammetta soluxions, é che le due matrice A ed (A,B) abbiano ugual
caratteristica ).

Analogamente:

Condixione necessaria e sufficiente perché Iequaxione YC=D

D

ratteristica. .
Essendo ora » la caratteristica di A, si indichi con A* una
matrice costituita da » righe indipendenti della matrice A, siano
le gyestme gyestme | g.este e con B* la matrice costituita dalle »
righe di B aventi rispettivamente i medesimi numeri d’ordine
)y % yery 0,5 0gni matrice X che soddisfa alla (1) soddisfa anche
alla
(2) A*X = B*.

Lo - C .
ammetta soluxiont, é che le due matrici C e ( ) abbiano ugual ca-

Sia A’ la matrice delle righe residue di A ,B’ quella delle righe
* *
residue di B; poiché le matrici (A*,B*) e (ji, ’B’) hanno am-
\ )
bedue la caratteristica », 1’equazione Y (A*, B¥)= (A", B’) &, per
il teorema precedente, risolubile; si ha quindi, per una soluzione

Y Cfr. FroBENIUS, L. S., p. 8,
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di essa, YA*= A", YB*=DB’. Se dunque X soddisfa all’equa-
zione (2) si ha

A'X =YA*X = YB*=D,

¢ quindi anche, combinando quest’ultima con la (2), AX=B; le
(1), (2), sono dunque equivalenti.

Dell’equazione (2) si determina facilmente la soluzione generale.
Completiamo infatti la A* con una matrice P di n— s righe (ed n
colonne), qualunque ma fissa, con 1’unica condizione che sia
A*
P

righe (ed 2 colonne) d¢ costanti arbitrarie. Consideriamo 1’equa-

+0, e completiamo pure la B* con una matrice Q di n—»

A* B*
zione ( P > X:( Q ); essa equivale alle due equazioni A*X=B*,

- A*\—1B*
PX=Q, e quindi la sua soluzione X=<P) (Q) soddisfa, in

particolare, alla (2); se viceversa X & una soluzione qualunque

A* B*
della (2), e si prende Q=PX, sard soddisfatta la ( )X:( )

P Q
. A* —1 B*
e si avrd quindi, con la matrice Q considerata, X = (P) ( Q) .

Quest’ultima formula d& dunque tutte le soluzioni della {2), e a
due matrici Q distinte corrispondono inoltre evidentemente due di-
stinte soluzioni X.

Risalta poi manifesto, da quanto abbiamo detto, che se P, &
un’altra matrice che soddisfa alle medesime condizioni della P, le
due formule X=(l:,*) 1(]3*) e X:(ﬁi) 1(%;) definiscono una
medesima totalitd di matrici X; difatti la X definita, per una
certa matrice Q, dalla prima di queste due formule soddisfa alla

* *
A*X=B*, e se quindi poniamo Q,=P,X abbiamo (? )X:(g )
o o <

ossia X:(P Q ), ciod la stessa matrice X si ottiene dalla se-
1 1

conda formula facendovi Q=Q,; ed inversamente.
Possiamo enunciare il risultato ottenuto al modo seguente:
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Indicando con r la caratteristica di A, con A* una matrice
formata con r righe indipendenti di A, con B* la matrice formata
con le righe corrispondenti di B (aventi cioé ¢l medesimo numero

d’ordine), la soluxione generale di AX =B (supposta risolubile) é
data da

@ =) ()

dove P e Q sono due matrici di n—r righe (essendo n il nwmero

delle colonne di A), scelta la prima con 'unica condixione che sia
A*
P

¢ @l numero delle colonne di B, le soluxioni dette sono oo?™—",

0, ma fissata una volta per tutte, arbitraria la seconda. Se p

*
La caratteristica di X & poi quella di (%), e poiché la carat-

~

teristica di B* & quella stessa di B, possiamo aggiungere:

Se s ¢ la caratteristica dv B, le caratteristiche delle soluxioni
dell’ equaxione AX =B sono date dai numers s ,s+1 ,...,s4+n—r.

Si osservi anche che esisterd una soluzione sola allora soltanto
che la matrice A* sia quadrata; dunque:

Condizione mecessaria e sufficiente perché I'equazione AX=B
(supposta risolubile) abbia una sola soluxione, & che il numero delle
colonne di A sia uguale alla sua caratteristica. La soluxione ha
pot la caratteristica stessa di B.

Ragionamenti del tutto analoghi possiamo ripetere per l'equa-
zione YC=D; enunceremo dunque il risultato:

Indicando con r la caratteristica di C, con C* una matrice
formata con r colonne indipendenti di O, con D** la matrice for-
mata con le colonne corrispondents di D (aventi cioé il medesimo

numero d’ordine), la soluxione generale di YC=D (supposta riso-
lubile) ¢ data da

4) Y= (D*, Q) (C**,P)~

dove P e Q sono due matrici di n—r colonne (essendo n il nu-
mero delle righe di C), scelta la prima con Uunice condixione che
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sia |C**,P|+0, ma fissata una volla per tutte, arbilraria la
seconda. Se p & @l numero delle righe dv D, le soluxioni detle
sono oo P,

Se s ¢ la caratteristica di D, le caratteristiche delle soluxtoni
dell’ equazione YC=D sono date dai numers s,s+1 ,...,s+n—r.

Condixione necessaria e sufficiente perché Iequaxione YC=D
(supposta risolubile) abbia una sola soluxione, é che il numero delle
righe di¢ C sia uguale alla sua caratieristica.

La soluxione ha poi la caratteristica stessa di D.

La soluzione generale di una qualunque delle due equazioni
AX=B,YC=D, ad es. della prima, pud anche determinarsi, con
Frosentos (L. S., p. 8), aggiungendo ad una soluzione particolare
dell’equazione medesima la soluzione generale della AX=01). Ri-
guardo a quest’ultima equazione & facile vedere che se X, & una
sua soluzione particolare, avente la caratteristica massima n—r,
la soluzione generale & data da X—=X,R dove R ¢ una matrice
quadrata arbitraria di ordine p. Cid si vede subito direttamente, 2)
oppure pud dedursi dai precedenti risultati nel modo che segue.

*,—1
Sia X, = (A ) (C;) \), essendo quindi la matrice Q, di caratteristica
1

P, )
n—7r; avremo X=X1R=(§j) l(cgl)R:(%f) I(Q?R); ma po-
nendo Q,R=Q, vediamo che presa ad arbitrio la matrice Q (di
n—7 righe e p colonne) esistono sempre matrici R che soddisfano
all’ equazione Q;R=Q; la X=X, R & quindi effettivamente la so-
luzione generale della AX=0. Si vede perd di qui che, eccettuato
il caso che sia #—r=p (nel qual caso la matrice Q, & quadrata)
la formula X=X,R da ogni soluzione infinite volte.
2. — Abbiansi due equazioni

AX=B , X =D,

e supponiamo che abbiano soluzioni comuni; queste soddisfaranno

1) I1 numero delle colonne della matrice 0 deve evidentemente in-
tendersi essere p; il numero delle sue righe & poi quello stesso di A.
?) Cfr. FrosENIUS, L. S., p. 6.
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A B
(o) x=()
e viceversa ogni soluzione di questa equazione soddisfa alle due

equazioni precedenti; dunque

Condixione necessaria e sufficiente perché le due equaxioni
AX =B, CX=D abbiano soluxioni comuni é che le due matrici

all’ equazione

(é) , (é : D) abbiano ugual caratteristica; le soluxioni comunt
sono le soluxiont dall’equaxione (é) X:(]l;)

Condixione necessaria e sufficiente p;rché le due equaxioni
XA=B,XC0C=D abbiano soluxioni comuni ¢ che le due matrici
(A,0C), (g ’S) abbiano ugual caratieristica; le soluxioni comuni
sono le solu;iom' dell’ equaxione X (A, C)=(B, D).

. Per il caso di piu di due equazioni valgono evidentemente le
proprieta analoghe.

3. — Se inoltre le due equazioni
AX=B, CX=D
sono equivalenti, le due serie dei numeri che danno le caratteri-
stiche delle loro soluzioni debbono essere identiche; le due matrici
A, C (come anche le B, D) hanno quindi la stessa caratteristica,
B . . .
¢ poiché 1’equazione (é) X:(D> 8 equivalente, nell’ipotesi fatta,
a ciascuna delle precedenti equazioni, la stessa caratteristica di A

e C ha anche la matrice (é) B pui evidentemente soddisfatta la

condizione del n.° precedente, e quindi le tre matrici A , C, (lé ’]].3))
hanno ugual caratteristica. ’

Supposta, inversamente, verificata questa condizione, 1’equa-

zione (é) X:(g) & risolubile; ma applicando per la sua risolu-

zione il metodo del n.° 1, essa si riduce, mantenendo le sfesse
notazioni del n.° 1 medesimo, all’equazione equivalente A*X =B*,



Sopra alcune operaxioni algebriche sulle matrice 17

o allaltra C*X =D*, le quali poi equivalgono rispettivamente alle
AX=B,CX =D, che dunque sono equivalenti fra loro. Quindi:

Condizione necessaria e sufficiente per la risolubilite e Uequi-
valenxa di due equaxioni AX=B , CX=D (0 XA=B, XC=D)

A,B A,C .
¢ che le tre matrici A, C (O D)( A,C (B D)) abbiano ugual

caratteristica.

Con questo criterio si verifica in particolare che le varie equa-
zioni A*X=B* che si deducono secondo il n.°1 dalla AX=38B,
sono tutte equivalenti.

La condizione poi perch¢ AX =B ammetta tutte le soluzioni

di CX=D, & evidentemente che CX =D e (é) X= (]]3) siano equi-

valenti, e si deduce quindi:

Condizione necessaria e sufficiente perché I'equaxione AX =B
(0 XA=B) ammetta tutle le soluxioni della CX =D (risp. XC=D),

¢ che le due matrici O, (C g)( risp. C (A

B D)) abbiano ugual

caratteristica.

4. — Confrontiamo ora un’equazione di un tipo con un’equa-
zione dell’altro; proponiamoci cio¢ di determinare, ove esistano, le
soluzioni comuni alle due equazioni

le matrici A, B, C,D sono matrici rettangolari, le prime due delle
quali hanno un ugual numero di righe, le ultime due un ugual
numero di colonne; perchd inoltre le due equazioni (5) abbiano so-
luzioni comuni, occorre evidentemente che il numero delle colonne
di A e quello delle colonne di B siano eguali rispettivamente al
numero delle righe di D e a quello delle righe di C. Condizione
necessaria perchd le (5) ammettano soluzioni comuni & poi che sia

(6) AD = BO;

infatti dalla prima delle (5) si deduce AXC=BC, e dalla seconda

AXC=AD; e poich® la condizione (6) comprende evidentemente

tutle le condizioni prima dette, relative ai numeri delle righe e delle
Ann. S. N. 2
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colonne delle quattro matrici, la (6) medesima rappresenta 1'unica
condizione necessaria trovata fino ad ora, e noi dimostreremo che
essa & anche sufficiente.

Sia m il numero delle righe di A (e delle righe di B), » quello
delle colonne di A (e delle righe di D), p quello delle colonne di B
(e delle righe di O), e g quello delle colonne di C (e di quelle di D);

secondo le formule (3), (4) del n.° 1, le soluzioni generali delle
due equazioni (5) sono date rispettivamente da

A* —1 B*

x=(3) (o)

X = (D**,N) (O™, M)~",
dove A* B*, C** D** hanno i noti significati, le due matrici P
ed M sono due matrici fisse aventi rispettivamente n—# righe ed »
colonne, p righe e p—7" colonne (essendo » la caratteristica di
A, 7 quella di C), e le Q,N sono due matrici di costanti arbi-
trarie aventi la prima #n-—7 righe e p colonne, la seconda n righe
e p—7" colonne. Perché dunque le (5) abbiano soluzioni comuni &
necessario e sufficiente che le Q, N si possano scegliere in modo
che si abbia

(A*) . (D%, N) = (B*) L (C M)

P Q
ossia
(7) A*D** p— B*C**,
(8) A*N = B*M,
(9) P.(D* N)y=Q.(C* 6 M).

La (7) & conseguenza della (6) che supponiamo verificata; ri-
mangono dunque da esaminare le (8) e (9).

Distinguiamo ora due casi, secondo che almeno una delle due
equazioni (5) possiede una sola soluzione, oppure cid non si verifica.
Nel primo caso sia ad es. la AX =B quella che ha una soluzione
sola; & allora n=7» , P=Q=0; la (9) & quindi verificata, e la (8)
da N=A*"'B*M; 'unica soluzione della AX=B soddisfa quindi
anche alla XC=D. Analoga conclusione vale quando si supponga
invece che la XC=D abbia una soluzione sola. — Se ambedue le
(5) hanno una soluzione sola, esse risultano allora equivalenti.
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Nel secondo caso, nel caso ciod che nessuna delle (5) abbia una
soluzione unica, la (8) ammette -infinite soluzioni per la matrice N,
e per ognuna di queste la (9) da una ed una sola matrice Q, poiché
8 |C** M|+0; le (5) hanno quindi soluzioni comuni.— Queste
soluzioni comuni non possono perd essere tutte quelle di una o
dell’ altra delle due equazioni (5); bisognerebbe infatti per questo
che o la matrice N, o la Q, potesse darsi ad arbitrio, e che questo
non sia risulta per la N dalla (8), per la Q dalla

(10) PD* = QC**

conseguenza della (9). In particolare, le (5) non sono mai, in questo
secondo caso, equivalenti.

Possiamo dunque dire:

Condixione necessaria e sufficiente perche le equaxioni AX =B,
X0=D, supposte risolubili, abbiano soluxioni comuni é che sia
AD=3C.

Esse non possono maz essere equivalenti, eccetto il caso ovvio
che ambedue abbiano una soluzione sola. Di pity una di esse non
puo possedere tutte le soluxioni dell’altra, eccetto anche quz 2l solo
caso che una di esse abbia una soluxione unica.

Da cio che si & detto sopra risulta che le soluzioni comuni pos-
sono rappresentarsi con la formula

(11) X= (D** ) N) (C** ) M)_l )
dove & .
N

rignardando sempre, in queste formule,le P, M come fisse, la Q

invece come arbitraria. Infatti la soluzione generale dell’equazione (8)
*—1B* M

l; ( R ), essendo R

una matrice arbitraria di 72— righe e p—2’ colonne; ma poten-

dosi evidentemente determinare sempre una matrice Q tale che sia
, . A*\—1/B*M A*—1/B*

QM=R, si ha appunto N:(P) ( R ):(P) (Q)M. — Os-

serviamo perd che gli elementi della matrice Q, per quanto arbi-

rispetto alla matrice N puo scriversi N :(
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trari, non rappresentano altrettante costanti essenziali nell’espres-
sione (12) della N, e quindi nell’espressione (11) della X le costanti
essenziali sono infatti soltanto gli elementi della R=QM, e sono
percid in numero di (12—7) (p—7"). — Adoperando invece della (8)
la (10), le soluzioni comuni possono scriversi

(o) (o)

Q="P.([D* N). (C*, M),

essendo

e la matrice N & arbitraria; valgono per essa le stesse osservazioni
fatte sopra per la matrice Q.

5. — Facendo il caso particolare C=A , D=B si ottiene:

La condisione necessaria e sufficiente perché le due equaxiont
(supposte risolubily)

(13) AX=B , XA=B

abbiano soluxioni comuns, é che A e B siano permutabili.

Poiché inoltre se le (13) hanno ambedue una sola soluzione, la
matrice A, e quindi anche la B, & una matrice quadrata, ed &
|A|+0, vediamo che

Le due equaxioni (13) non possono mai essere equivalenti, eccetto
il caso che le due matrici siano quadrate e sia |A'F0; in questo
caso poi esse sono equivalentt allora ed allora soltanto che A e B
siano permnutabili, come si vede anche direttamente, e come ab-
biamo ricordato in principio.

Si vede di pitt che volendo mantenere al concetto di quoxiente
di due matrici A, B la proprietd di essere definito da una qua-
lunque delle due equazioni AX=B , XA =B, si ricade necessa-
riamente nel caso che sia |A|+0 (ed AB=BA), ossia nel caso
dell’ unicita del quoziente medesimo.

Un altro caso particolare puo aversi facendo nelle (5) B=D =0;
si ha

Se le due equaxioni AX =0, XC=0 hanno ambedue soluxioni
non identicamente nulle, posseggono soluxioni comuni, non nulle.
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6. — Abbiasi ora un sistema di m equazioni lineari in 7 ma-
trici incognite, del tipo

(14) S ALK =B, (i=1,2,.,m)
1

e sia p.; il numero delle righe di A;,,A;,,..., A;,,B;,v quello
delle colonne di A, ,Asx,.... A%, € v il numero delle colonne
delle B;; 1) ogni X, avra allora v, righe e v colonne. Ponendo

B

2

vediamo che ad ogni soluzione del sistema (14) corrisponde una
soluzione dell’ equazione

(15) X =

All 7. Al'z LA ] Aln Bl

A2I ] A22 )y A%n B2
(16) X=<¢ [,

Aml ] Amz EERI ] Amn / Bm

essendo la X legata alle X,, X,,..., X,, dalla relazione (15); e vi-
ceversa da ogni soluzione di questa equazione si ottiene una solu-
zione del sistema (14).

Si ha cosi il seguente risultato, completamente analogo al teorema
di Caperur per le equazioni lineari:

Condizione necessaria e sufficiente perché il sistema (14) am-
metta soluzioni, é che le due matrice

All ) Alz PRI Aln All ) AIZ
A?l ] A?;Z gy A?n A?l 9 A22

yeery A, By

) vy As By

Aml ] Am2 geecy Amn Aml ] Am2

yeory Apn y B

1y V. la definizione di somwa di matrici e le osservazioni fatte in
principio,
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abbiano la stessa caratteristica. — Ammette poi una sola soluzione
allora ed allora soltanto che questa caratteristica sia uguale al
numero delle colonne della prima matrice. Altrimenti, se r ¢ la
detta caratteristica, le soluziont sono ow?(rtret tvn—r),

Applicando, per la risoluzione effettiva dell’equazione (16), cid
che & stato detto al n.° 1, ci si riduce ad un’equazione analoga,
nella quale la matrice nota del primo membro & una matrice qua-
drata, avente il determinante diverso da 0, mentre nella matrice
del secondo membro si introducono le costanti arbitrarie occorrenti.

Supponiamo ora appunto che per il sistema (14) si abbia
ittt va=p14+V2+ ...+, e che ¢l determinante del sistema,
cio¢ il determinante della prima delle matrici (17), sia diverso da
zero. Della matrice ora detta potremo allora considerare la matrice
reciproca, che scriveremo al modo seguente

’ ’ ’
/All ) Al? 900 A—im?
’ 7 ’
A—?I 9 AZZ 1t A'lm

’ ’ ’
Aﬂl bl A-n2 1" Aﬂ”t

dove A’;, rappresenta una matrice di v; righe e p, colonne; indi-
cando allora con &, , il simbolo di KroNECKER (8),=0 per k+h,
Oy =1), avremo

7

YA A =0%u.E, , (k,h=1,2,.,n).
1

Se quindi moltiplichiamo 1’¢¢sime equazione del sistema (14), ciot la

n

zh AthXthi$
1

per A’ ; a sinistra, e sommiamo poi rispetto ad ¢ da 1 ad n, ot-
teniamo

(18) X, =3, A%WB,, (k=1,2,..,n).

1
Questa formula presenta una evidenle analogia con la regola di
CRAMER,
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Riguardo infine alla caratteristica delle soluzioni possiamo dire,

[ B
)
nel caso generale, che se s & la caratteristica della matrice RN
5.
X,
X,
le caratteristiche delle varie matrici . sono date dai numeri
X%
sys+1,.,s4+w+v+..4+v,—r, essendo r la caratteristica della
prima delle due matrici (17). Nel caso poi che questa matrice sia

quadrata ed abbia il determinante diverso da 0, la caratteristica #,

di ogni singola X, sara, secondo la formula (18), la caratteristica
del prodotto delle due matrici .

A-/h = (A-’kl 3 .A.,kg g ooy -A"k/m) 3 B ==
B”’Ir
la prima delle quali ha caratteristica uguale al numero delle sue
righe; ayremo quindi?)
rk:3+vh+Hk—(Vi+V2+... +V,,,) == S—|—H;,,——v1—...—Vk_1~vk+1—...———vn,

essendo H, il numero dei divisori elementari uguali ad o ?) della

“matrice
—E, 0 , A%,
ﬁ y T EVl ® ’

1) V. la mia Nota: Sulla caratteristica del prodotto di due matrici
[Periodico di Matematica, anno XXIV (1909), fasc. VI, pp. 253-265], p. 261.

?) Per la definizione ¢ le proprieta dei divisori elementari di una
matrice cfr. MuTH, Op. cit.
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nella quale la A’, non & che la A’, cui siano aggiunte (se & $>>v,)s—
righe di elementi nulli, e la B & formata con s colonne indipen-
denti della B e (se & v,>s) con v,—s colonne di elementi nulli.

L’equazione AXB=C.

7. — Un procedimento analogo a quello seguito nel n.o 1 ci
permette di determinare le condizioni di risolubilita di un’altra
equazione lineare fra matrici, di tipo diverso da quelle considerate
precedentemente, cioe della

(19) AXB=C.

E intanto manifesto, per quel che vedemmo al n. 1 medesimo, che
se tale equazione ammette soluzioni, le due matrici A ,(A,C) hanno

-ugual caratteristica, come pure le altre due B, (3), in quanto che

risultano risolubili ambedue le equazioni AY=C,ZB=C; dimo-
streremo ora che queste condizioni sono insieme sufficienti.
Supponiamo percio che queste condizioni siano soddisfatte, e
indichiamo, con notazioni analoghe a quelle del n.c 1, con m,p
i numeri delle righe rispettivamente di A e B, con 7n,q i numeri
delle loro colonne, con 7 la caratteristica di A, con s quella di B,
con ¢ quella di C. Consideriamo ora una matrice A* formata con
7 righe indipendenti di A, e siano quelle aventi i numeri d’ordine
%)y %y 7,, Una B* formata con s colonne indipendenti di B, ad

es. la kesime  Joesima ) esime - ed infine la C formata dagli ele-
menti di C che appartengono ordinatamente alle righe di indici
U1y %550y 2, 4 € alle colonne di indici &,k ...,k . Poich® A*ed (A, C)

(risp. B** e (103)) hanno, per I'ipotesi fatta, ugual caratteristica, &

. . . (B
chiaro che ogni riga di (A, C) (risp. ogni colonna di (C)) che non

sia fra le ’1‘1 estma , 3.2 esima yooy ir estmae (PiSp. kl esima , I(Qesima yoony ks esz'ma) &
una combinazione lineare di queste ultime; altrettanto quindi accade
per la matrice C, e la matrice ¢ ha dunque la stessa caratteristica
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di C. Scambiando allora opportunamente le righe di A e C, e le co-
lonne di B e C, potremo scrivere la (19) nel modo seguente:

A* c,C
20 ( )X B+ | B =( . )
(20) W)X B =(0 )

avendo la A’ m—r righe e n colonne, la B’ p righe e g—s colonne,
la C' 7 righe e g—s colonne, la C” m—7 righe e s colonne, la C”
infine m—r righe e g—s colonne. Ma le due matrici

- A*¥ ,C,C
ES / ) )
(A 7030) ,(.A.I,C”,C’”)

hanno ambedue, in seguito alla ipotesi ammessa, la caratteristica #,
e cosl le

B** B+ , B’
o C// , Cm

hanno la caratteristica s; per il n. 1 potremo allora porre

LA* =A , I.C=C(C , LC =C"
(21)

B*M=8 , OM=C , C'M=C"
essendo L una matrice di m—r righe e » colonne, M una di s
righe e ¢-—s colonne. La (20) si pud anche scrivere:

99 (A*XB** , A*XPB (o , 0’)
(22) A'XB** | A’XB’)_ ¢, o
e quindi se X verifica la (19) verifica anche la
(23) ) A*X B =C.

Ma, inversamente, soddisfi X alla (23), e ie due condizioni enun-
ciate siano soddisfatte; avremo allora, per le (21),

A*XB = A*XB¥*M =CM =,

A'XB*™* = LA*XB* =L =(",

A'XB = LA*XB*M = LCM = ("M = C”,
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onde sarda soddisfatta anche_la (22). Le (19), (23) sono dunque equi-
valenti.

La soluzione generale della (23) si scrive immediatamente; se
infatti P, Q sono due matrici fisse, rispettivamente di 72— righe
e n colonne, p righe e p—s colonne, scelte del resto con l'unica

*
él:hO, B**,Q|+0, e U,V,W tre matrici

affatto arbitrarie, aventi rispettivamente » righe e p—s colonne,

n—r righe e s colonne, n—r righe e p—s colonne, ogni matrice
X per la quale si abbia

o oy

condizione che sia

soddisfa evidentemente alla (23), mentre per ogni soluzione della
(23) esistono manifestamente tre matrici U,V , W per le quali &
soddisfatta 1'ultima relazione; vi & inoltre corrispondenza biunivoca
fra le soluzioni X della (23), e i sistemi di valori delle costanti
di U,V,W. Si ha dunque:

Condizione necessaria e sufficiente perché Uequaxione (19) am-
metla soluxioni, ¢ che le due matrici A, (A,C), e le altre due B,(}é)

abbiano rispettivamente ugual caratteristica. — La soluxione gene-
rale di tale equaxione é data da

@) X = (ﬁ)‘l(f W) B,

essendo le P,Q matrici fisse,le U,V W matrici formate di co-
stanti arbitrarie, ed avendo po: tutty i simboly ¥l significato detto
sopra.

Condizione mecessaria e sufficiente perché la (19), supposta riso-
lubile, abbia una sola soluxione, é che la caratleristica di A sia
uguale al numero delle sue colonne, e quella di B uguale al nu-
mero delle sue righe. Se questo non é, le soluxioni sono co™=7s,

Riguardo alle caratteristiche delle soluzioni dell’equazione (19)
si osservi anzitutto che la matrice (C,U) pud avere per caratte-
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ristica, essendo la U arbitraria, uno qualunque dei numeri com-
presi (i limiti inclusi) fra ¢ e il pitt piccolo dei numeri {4p—s ed
r; ¢ido si vede immediatamente supponendo di sostituire a C una
matrice formata con ¢ colonne indipendenti di C medesima. Ana-
logamente se per una certa U la (C, U) ha una caratteristica p,

C,U . - . ,

la (V W) potra avere per caratteristica uno qualunque dei numeri
3

compresi (i limiti inclusi) fra p e il pilt piccolo dei numeri p-+n-—7r

e p. Se allora supponiamo che p sia precisamente la massima ca-

ratteristica che pud raggiungere la (C, U), ciod il pift piccolo dei

numeri ¢{+p—s ed », vediamo che la massima caratteristica della

U
(g ’W) 6 data dal piu piccolo dei tre numeri n 4+ p—7r—s-+¢, n,p.
bl .

Poiché, per la formula (25), la caratteristica di X & uguale a quella
. (C,U

di (V,W)’ abbiamo dunque:

Le caratteristiche delle soluxioni della (19) sono date dai nu-
meri compresi (i limits inclusi) fra la caratteristica ¢t di C e il
pite piccolo dei tre numeri n+p—r—s—+t , n,p.



Carrroro II.

L’equazione AX=XB

I’ equazione AX =XDB,,.

8. — Prendiamo ora a considerare 1’equazione
(26) AX =XB;

in essa le due matrici A,B devono essere necessariamente quadrate,
in quanto che, ad es., il numero delle righe come quello delle colonne
di A, debbono essere uguali ambedue al numero delle righe di X.

Il FroBenmws, in L. S. pag. 28, giunge (in modo razionale) al
risultato che per la risolubilita della (26) & necessario che le due
funxion? caratteristiche 1)

|A—Ew| , |B—Eo|

rispettivamente di A e di B abbiano divisori comuni ?).
Il Syuvesrer ?) mostra poi che questa condizione & anche suffi-
ciente, determinando effettivamente (quando essa sia soddisfatta)

) Ricordiamo che data una matrice quadrata A, di ordine =, si
chiama funzione caratteristica di A il polinomio di grado n nella varia-
bile w ,|A - Ew].

?) Cfr. anche MuTH, Op. cit., p. 163, che perd considera solo il caso
|A]=|=0, [B|==0.

3) Sur Véquation en matrices pr=xq [Comptes rendus ecc., vol. IC
(1884, 2.° sem.), pp. 67-70, 115-116].
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alcune soluzioni dell’ equazione medesima; esse perd vengono de-
terminate in modo irrazionale, valendosi del teorema fondamentale
dell'Algebra. Ci proponiamo in quel che segue di determinare ra-
xionalmente la soluzione generale della (26); ritroverero cosi anche
la condizione necessaria e sufficiente ora ricordata.

Ci varremo percido del procedimento dato recentemente dal sig.
prof. O. Nicorerm per ridurre ad una certa forma canonica, deter-
minabile razionalmente, una sostituzione lineare omogenea!). Con
questo procedimento in luogo di operare nel campo di razionalita
di tutti i numeri reali e complessi, si opera in un qualunque campo
R di razionalita che contenga gli elementi delle matrici date.

9. — Cominciamo dal ricordare, in questo n.° e nel successivo,
alcuni dei primi teoremi dati nella Memoria ora citata, Memoria
che in seguito indicheremo brevemente con la iniziale M. Sia
A=(a;;) (¢,y=1,2,.,n) una matrice quadrata di ordine n e

D (w) = |A —Eo|
la sua funzione caratteristica,?) e si ponga per brevita
cijza,,.j—f?ljm (i,j=1,2,...,n),

essendo ¢;; i simboli di Kroxrcker; sia poi R un determinato
campo di razionalitda, che contenga gli elementi di A ,P=P(w)
un divisore (variabile), primo nel campo R, del determinante
D(w),Pu,Pe ... P (oy=0,=>...=a,) i divisori elementari
della matrice A —Ew relativi al divisore P. Posto in generale

lo=10pp1+ .+ (p=0,1,...,h—1),
ogni minore di ordine n—p di D (w)
eeD

—
0Cp, gy -+ OCpyq,

1) 0. NicoLeTTI, Sulla riduzione a forma canonica di una sostituzione
lineare omogenzca e di un fuscio di forme bilineari |Annali di Matematica
pura ed applicata, serie III, t. XIV, (1908), pp. 2656-325], Cap. I.

?) I risultati che ora ricordiamo sono dimostrati in M. prendendo piu
in generale, in luogo della E, una qualunque matrice a determinante
non nullo.
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sard divisibile per Pl , e ve ne sard fra essi almeno uno regolare
rispetto a P, cio® non divisibile per una potenza superiore di P;
e poichg, come & noto, ogni minore di D (w) regolare rispetto a P
contiene minori, di qualunque ordine, che godono di questa pro-
prieta, potremo inoltre supporre che i successivi minori regolari ri-

spetto a P, che indicheremo ordinatamente con

oD

oo e, =h—1 k=21
anltl .es echte (‘ h 17h 2, ] )

siano ciascuno contenuto nel successivo.
Dividiamo ora per P% ognuno dei seguenti minori di ordine 2z—p

2D
3¢y, ;060 1,08

—— G=1,2 ., n),
So—1 tg—-l

¢ indichiamo con }—((j@) il quoziente ottenuto, cosi che avremo

2D

=PlX®,
3039 J acsl b oee 3639_1 ty—1 J
Si hanno allora per la matrice
(27) (X' (p=1,2,,h;5=1,2,.,n)

di A righe ed 7= colonne, formata con le An funzioni di » ora de-
finite, le proprieta seguenti:
a) 8¢ ha

(28) 21‘”. iy XP==0(mod. P%) , (;=1,2...h;7i=1,2...n);

b) La matrice (27) ha (mod. P) la caratteristica h?).

10. — Siano ora hy="h , by, hy .y by 3 1 cosi detti numeri di
Preperra 2) relativi al divisore P, ed alla matrice A —HEx», sia cioé
in generale &, il numero degli esponenti ¢, maggiori di ¢; abbiamo
il teorema 3):

1) M., n. 1-2, pp. 268-271.

?) V. BerTINI, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi.
Pisa, Spoerri, (1907), p. 99.

3) M., n. 8, pp. 271-273.
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Le congruenze

(29) Y e, X;=0(mod. PY) (1<<l<ay)

J

-

ammettono h,_, soluxione (indipendenti) la cii matrice ha (mod. P)
la caratteristica h,_,.

Qualunque matrice di soluxioni di esse congruenze ha (mod. P)
una caratteristica non maggiore di h,_,.

Per I™>u, la dimostrazione stessa di questo teorema prova, senza
alcuna modificazione, che ogni soluzione delle congruenze

(29)’ Y, ¢i; X; =0 (mod. PY)  (I>>n)

1
¢ divisibile per P; ponendo allora, per una tale soluzione, X; =PX’;
otteniamo

Y ¢;; X';=0(mod. P*7) |

e cosl seguitando vediamo che il teorema enunciato pud comple-
tarsi cosi:
Ogni soluxione delle congruenxe

(29) Y e, X, =0 (mod. PY)  (I>>a)
1

¢ divisibile per Pl—a,

Si ha inoltre che se P (appartenendo sempre ad R) non divide
|A—Eo|, ogni soluxione delle congruenxe(29) o (29’) ¢ =0 (mod. P*).
Infatti i ragionamenti del citato n. 3 di M. provano che ogni tale
soluzione & divisibile per P, e le considerazioni fatte poco fa mo-
strano allora appunto che essa & divisibile per P?.

Ogni sistema di hn funzioni X (j=1,2,..,7;:=1,2,.,k)
che goda delle due proprieta a),b) poco sopra enunciate, & detto
(M., p. 273) un sistema canonico di soluxiont relativo al divisore P
ed alle righe dv A —Ewn. Vale il teorema?).

) M., n. 4, pp. 273-275.
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L. espressione della pin generale soluxione X; delle congruenxe
(29) per mesrxo delle soluxioni di un sistema canonico é

h 1—1

1—1 1
(30) X; = Z" M, (0) XY (0) + Zg Pi—e

)
o—
b ‘o M, (w) Xffe) (@) (mod. P?).
hotl

In essa ogni polinomio M, (w) (r=1,2,..,k,_;) & delerminato
rispetto al modulo P*, ogni polinomio Mtg((n) rispetto a Pe; essa
dipende quindi da

1—1
9|t 4 Boo s — o) =g by 4t B

parametry arbitrary, essendo g il grado di P rispetto ad w.

Se consideriamo invece le (29), la proprietd sopra notata dice
evidentemente che la loro soluzione generale si ha moltiplicando
per P—= la soluzione generale delle congruenze

kg

2?”. ¢;; X;=0 (mod. P=);

si vede allora facilmente che anche per le (29)" si ha una formula come
ki1
la (30), solo che in essa mancheranno i termini M M, (o) X} (v),
1
ed i valori di p, anziché andare da 1 a [—1, andranno da 1 ad ;.
Ma se nella (30), cosi come & scritta, diamo ad ! un valore mag-
giore di a,, ed osserviamo che pud ritenersi £, =0 per {=ua,
possiamo dire che la (30) da la soluxione generale delle congruenze

éj ¢:; X; =0 (mod. P')
1

con 1 qualunque (intero e positivo), purché si intenda che ognuna
delle somme

hi— ho—1
3M, (0) XP (@), 3, My (0) Xlel (0)
1 hgt1®

debba esser fatta uguale a 0, quando é nullo Uindice superiore. —
Il numero dei parametr: arbetrare da cui dipende la detta solu-
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xione generale é dato in ogni caso da g (h+hy+ ...+ k,_,)); infatti
per [>a; esso & g(h+h+...4-ho1), € siha ho=h,11=...=h,=0.

11. — Richiamate queste proprietd fondamentali si considerino
i q sistemi di congruenze

1 = 0 (mod. P&)

J

<.

X.
e;: X

v

Il

0 (mod. PA)

2

"'MS I N
<,

<

(31) , (6=1,2,.,m),

.

n

Elcinj‘,,

1

l

0 (mod. Pﬂq)

<.

dove 1By, f;yeeey Bq (Br =p2==...==0,) sono un certo numero ¢ di numeri
interi e positivi affatto arbitrari), e P=w?+4b,0?"'+...4-b, 010,
¢ un polinomio di grado g, primo nel considerato campo di razio-
nalitd R.

Indichiamo con X, una soluzione qualunque del primo sistema,
con X;, una del secondo, ecc.; siccome ogni X;,(s=1,2,..,9) &
definita solo rispetto al modulo PAs, potra scriversi esplicitamente
al modo che segue:?)

o Bl

) Xe=2 2o

1 0

Le @7 »*9+% debbono riguardarsi come quantitd note, contenenti pa-
rametri arbitrari, in quanto che le cose ricordate nei n.! precedenti
permettono di determinare la soluzione generale di ognuno dei si-
stemi di congruenze (31); e poichs le X; ; date dalle (32) soddisfano
ai sistemi (31), si trova facilmente, eseguendo la sostituzione, che
deve aversi ?)

ﬂa_l n
P (2,- iy £ T — 3t 4 by 1 27 ’(v+l)g) wt—1P? =0 (mod. Ph);

0 1

1) Si confronti il principio del n. 6 (p. 276) di M.
%) Cfr. M. n. 7, pp. 278-279.

Ann, 8. N, 3

w7 vt o=l Pr(mod. Pho) , (j=1,2,..,n;6=1,2,..,9). .
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questo porta evidentemente che sia (M. p. 278)

n

N : _ X

(33) oy 900 = g 0l g, (HI by
1

(¢=1,2,.,m;0=1,2,..,¢;u=1,2,.,9;v=0,1,.,8,—1).

Consideriamo ora la matrice seguente, che indicheremo con Bf?):

01 0 .. 0 0 0 ...... 0 0 0 ...... 0..

I .. 0 0 0 ...... 0 0 0 ...... 0..
00 0 1 0 0 ... 0 0 0 ...... 0
by by by ge—by 10 ... 0 0 0 ...... 0..
00 ...... 0 0 1 0 0 00 ...... 0
00 ...... 0o 0 0 1 0 0 0 ...... 0
0 0 ...... 0 0 0 0 .1 00 ...... 0
00 ...... 0 b, —bys—byge=b, 1 0 ...... 0
00 ...... 0 0 0 ... 0 01 0 .0
00 ... 0 0 0 ... 0 00 1 .0
0 0 0 0 .:i.... 0 00 0 .1
00 .v... 0 0 ... 0 —by—by ybyy.b,

composta di [} matrici parziali dei tipi qui indicati, ciascuna delle
quali ha P’ordine g; la B{") & percid di ordine g3, e la B{]—Eo
ha, come subito si riconosce, 1'unico divisore elementare Pfs; po-
niamo inoltre

O |

g 0 BY, ... 0
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risultando cosi B, , una matrice quadrata di ordine g(@+Bst-..B,),
che chiameremo la matrice normale relativa ai divisori elementars
PA, Ph: ..., PPa; la B,,—Ew possiede appunto questi divisori ele--
mentari !). Se allora indichiamo con X(2 la matrice

X0 = (zp2t)  (j=1,2,,n;v=0,1,.,8 —1;u=1,2,.,9)

di » righe e g@, colonne (essendo j I’indice delle righe, vg+wu quello
delle colonne), e con X la
(34) X = (X(l) s X® yeoy 'X_(Q)) —_ (x}.vg-l-u , 209t yorns x;l"’g"l'“)

J

di n righe e g(3;+@-+...+8,) colonne, vediamo che la (33) pud
seriversi brevemente cosi

(35) .A.X == XBO.I I

onde concludiamo che la matrice (34) soddisfa alla relazione (35),
pensata come un’equazione nella matrice incognita X.

Ma supponiamo viceversa che essendo B,, una matrice qua-
lunque della forma sopra definita, con le costanti &, b, ,..., b, ar-
bitrarie nel campo di razionalita R, soggette all’ unica condizione
che il polinomio ®?-+b,®, +4...+b,_; 0-b, sia primo in esso
campo, l’equazione (35) ammetta una soluzione X. Adottando per
tale soluzione X la notazione (34) e tutte quelle adoperate finora,
vediamo che i suoi elementi soddisfano alle (33), e se quindi de-
finiamo ¢n funzioni X;, (j=1,2,.,n;5=1,2,..,q) mediante le
(32), esse soddisfano, come si vede facilmente, alle congruenze (31),
e percid la X si ottiene nel modo precedentemente indicato.

Se il polinomio P, mediante il quale & formata la matrice B, ,,
non divide |A—Ew|, il %™ (6=1,2,...,q) dei sistemi di con-
gruenze (31) non ha, per il n.c precedente, che soluzioni divisibili
per PP, e risulta quindi necessariamente X =0. Se invece P di-
vide |A— K|, esistono effettivamente soluzioni non nulle. — Poiché

1) Abbiamo apposto alle notazioni Bl(;’} y By, I'indice 1 appunto per

indicare che i determinanti [Bf) — Eo|, |B) | —Ew| ammettono, nel campg

R, un solo divisore primo. Cfr. le notazioni che adopereremo ai n. 13 e 14.
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inoltre il determinante |B,, —Ew| & una potenza di P, e P & primo
nel campo R, che contiene gli elementi di A, vediamo che il mas-
simo divisore comune di |A—Eo| e |B,;,—Ewn| & una potenza di P,
e possiamo quindi enunciare la cosa nel modo seguente:

Condizione necessaria e sufficiente perche Iequaxione (35), dove
By, ka ¢l detto significato, ammetta soluxions non nulle é che le
due funxioni caratteristiche |A—Euw| , |By, —Ew| ammettano divi-
sort comuni. La soluxione piv generale di essa equaxione si ha
sotto la forma (34), essendo le w‘;rvg'l'" definite dalle (31), (32), e st
determina quindi raxionalmente, in ogni campo di raxionalita R
che contenga gli elementy di A e d¢ B,,.

12. — B facile calcolare il numero N dei parametri arbitrari
da cui dipende la soluzione pitt generale della (35). Dal n. 10 si
ha intanto che la piti generale matrice X! & un aggregato lineare
ed omogeneo !) di

g0 A e By )

particolari matrici X(), linearmente indipendenti, avendo indicato
con k, i numeri di Preberra relativi alla matrice A ed al divisore P;
la X dipendera quindi, pure linearmente ed omogeneamente, da

N—g %, (bt bt + 15

parametri arbitrari. A questo numero N si possono perd dare altre
forme che vogliamo determinare.

Scrivendo, anzitutto, per disteso la somma dell’ultima formula
al modo seguente:

R e R W R Sy

Sl T R I I S S
b By A A R

1) Notiamo esplicitamente che qui ed in seguito con le frasi: com-
binare linearmente ed omogeneamente pits matrici, aggregato lineare ed

omoygeneo di pit matrici, ed analoghe, intendiamo sempre che i coeffi-
cienti della combinazione siano numeri e non matrici.
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e indicando con ky=k=¢q , ky, k,,... i numeri di PrepELLA per la

P

matrice B,,, si vede immediatamente che &
N=g(hk+hk, +.. -+ hﬂrl kﬁrl) =g(hk+h ke, +...-+ hal_l Ical_l); 1)
ne segue anche, per ragione di simmetria,

N=g¢g 2:1) &+k +.. -[—kae_l).

Un’altra espressione per mezzo dei numeri o e # pud ottenersi
cosi. Essendor evidentemente

Oyt = Oy == oor = Opyy ) == P (n=1,2,.,9),
si ha
Oyl + et %hy1 +- Ohy1+H1 + .+ %hysg + o=
=p.(hp1—lu)+ (. —1) (hy—2—hy1) +.. 42 (Ry—ho) + (h— b)),
ossia
hthy o by —0hy= “hﬂ+l+akﬂ+2 oy, W=1,2,..,0,).
Puo scriversi allora

hotby ot by =0 kg, Fong 11t ong qotetoy 0=1,2,.,9),

e vediamo che il numero A+h +-...+ ks _; pud anche ottenersi

considerando di ogni coppia (3, %), (30 ) %) y-ery (80, #») il nuUmMero
pitt piccolo e facendo la somma degli /& numeri cosi ottenuti; per
ottenere N bisogna poi fare la somma rispetto a o, e moltiplicare
per g.

Possiamo dunque dire:

Se indichiamo con /{46 1 pits piccolo der numeri 2,, B, (=1,2,...,h;
6=1,2,..,k), Uequaxione (35) ammette

k h
N=yg };a (bt by 1) =g Z“ (bthitt by 1) =

h k

=Rl Byt og 1 ey —1) = G REAP ey o By 1 o 1) = D Do Teo

1 1

Y Per h=k=q ,a,=8; , 2,=05 ..., an =3, si ottiene N=g th.
Cfr. M. n. 5, p. 276, '
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soluxioni linearmente indipendenti; la soluione generale si ottiene

combinando linearmente ed omogeneamente N soluxiont linear-
mente indipendenti.

L’ equazione AX = XA,.

13. — Siano ora, sempre nel considerato campo di razionalita
R che contiene gli elementi della matrice A, P71, P72, Pilm,
P2t yeesy PG22 geesy PUmol ooy Pomip,, i divisori elementari di A—To;
indichiamo con A, ; (¢=1,2,...,) la matrice normale relativa ai
divisori elementari P7¢%,..., P%"ri e con A, la matrice di ordine n

AO,I 3 O

0, 0 ., Ay

la Aj—Eo ha allora i medesimi divisori elementari della A —Ew,
e la A, pud dirsi la matrice normale ') relativa ar suddetti divi-
sort elementar: di A.

Si vede subito che il metodo del n. 11 permette di determinare,
in modo razionale, la soluzione generale dell’equazione

(36) AX =XA,.
Sia infatti g; il grado di P,, e poniamo
X=X, X, gy Xom )y

essendo X; una matrice (incognita) di % righe e di g¢;(o; ;o
...+ 7;.,,) colonne; la (36) pud scriversi allora

(AX1 ) A-X2 yeeey AXm) = (X1A0.1 ) X2 Ao.z FRX3) Xm AO.m) )

1) Si osservi che veramente di tali matrici se ne ha un numero finito,
e non una sola, secondo 1'ordine in cui si seguono le Ay, ;. Adopreremo
non ostante la frase «la matrice normale» perché tale ordine sard di
solito indifferente, ed avremo cura di metterlo in evidenza quando dovra
soddisfare a particolari condizioni.
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e si scinde quindi nelle 7 equazioni
AX, =X; A (t=1,2,..,m);

ciascuna di esse, contenendo la sola matrice incognita X,;, ed es-
sendo del tipo studiato al n. 11, pud risolversi razionalmente, e
risulta cosi risoluta anche la (36).

Ogni matrice X; dipende poi, in modo lineare ed omogeneo, da

.

! -
Ni =gl 2‘9:‘7 (igo'

1

parametri arbitrari, essendo v;,, il minore dei due numeri o;, ,0;, ;

il numero dei parametri che entrano, pure linearmente ed omoge-
neamente, nella soluzione generale della (36) risulta allora

N=N,+N,+..+N,.

Se supponiamo che sia, per ogni valore di ¢, 0;,>2; ;=>..=>0;,,,,
facilmente si trova, in questo caso,

Ni =g foin+ 8 Fo 4 @pi—1D oy, |;
si ha dunque
N =21i g'i gai.l + 30!4,2 +...+ (gpz—l)az.ng .

Indicando poi con #, il grado in ® del m.c.d. dei minori di or-
dine n—7 di A—Fo, si ha

/s

1 §i%in == 1o —N,
1

m
3
N it =n—n,, ecc.,
1
e si ottiene cosi per il numero N anche l'altra espressione
N=mn,+2 (n,+n, +...+n,).

Si pud richiedere ora se la (36) ammetta soluzioni a determi-
nante diverso da 0, o in altri termini se il determinante |X| della



40 F. Cecioni

soluzione generale sia una funzione identicamente nulla o no delle
N costanti arbitrarie.

Dai nn. 6 (pp. 276-278) e 9 (pp. 281-283) della pin volte citata
Memoria del sig. prof. NicoLErm risulta appunto che se ogni ma-
trice parziale X, si determina mediante un sistema canonico rela-
tivo al divisore P;, la matrice X ha effettivamente il determinante
diverso da 0. Il determinante |X| della soluzione generale della (36)
non & dunque identicamente nullo, e I’imporre alle costanti arbi-
trarie la condizione |X|$0 non limita il numero delle costanti me-
desime, onde le soluzioni a determinante diverso da 0 dipendono
dallo stesso numero N di costanti arbitrarie, come la soluzione
generale.

Dai nn. 11 (pp. 284-285) e 13 (pp. 286-288) di M. risulta poi che
la X ottenuta nel modo ora detto, adoperando per ogni P; il piu
generale sistema canonico, & la pit generale soluzione della (36)
a determinante non nullo; e le considerazioni dei nn. 5 (pp. 275-276)
e 10 (p. 283) della Memoria medesima offrono il modo di costruire
effettivamente tale matrice. Si pud invece procedere alla determi-
nazione della soluzione pit generale della (36) nel modo detto sopra,
ed imporre in ultimo alle costanti arbitrarie la limitazione |X!40.

Nei citati nn. 5 e 10 di M. viene poi determinato, come numero
delle costanti arbitrarie che entrano nella pil generale soluzione
X a determinante non nullo, appunto il numero

N=ny+ 2 (n,4+n, +...+ n,),

il che & conforme a cid che sopra abbiamo detto.

B noto che due matrici A e B (quadrate e del medesimo ordine)
si dicono simili!) se esiste una matrice S, a determinante diverso
da 0, per la quale sia ST'AS=B, e si dice che la S riduce la A
alla B, o anche trasforma la A nella B. — Le due matrici A A,
sono dunque simili, e la A, si suole anche chiamare la forma nor-
male a cui puo ridursy la matrice A (nel campo R), o semplice-
mente la forma normale della matrice A (nel campo R); le solu-

') Cfr, Frosenius, L. 8., p.21; MurH, Op. cit.,, p. 29,
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zioni X della (36) con |X|F0 sono tutte e sole le matrici che ri-
ducono A alla sua forma normale. Abbiamo dunque: ?)

Se A ¢ una matrice qualunque ed A, la sua forma normale
(in un determinato campo di raxionalita che contiene gli elements

di A), e si indicano con PSit | Pliz . Pliri (1=1,2,.,m) ¢
divisori elementari di A —Ew, e con Ay ,; ¢=1,2,..,m) le ma-
trici normaly relative rispettivamente ai divisori elementari
Piid . Pies, Pequaxione

(36) AX = XA,

puo risolversi con operaxiont raxionali, ponendo X=(X,,X,,...,,X,,),
e determinando ognt X;, col metodo del n. 11, dall’ equaxione
AX; =X, A,; (¢=1,2,.,m). — La (36) ammette N soluxioni -
nearmente tndipendenti, essendo

N= ji 9 3’/-¢.1+3'1i.2 Ft@pi—1) 7, , ,2 =0+ 21+ 154 120),

1
dove g, ¢ @l grado di P, ed n, indica @l grado tn o del m.c.d.
dei minory di ordine n—r di A-—Ew; la soluxione pitv generale
st ha combinando linearmente ed omogeneamente N tali soluxions
particolars. Il determinante della soluxione generale non é iden-
ticamente nullo, ed imponendo la condixione |X|+0 si hanno ¥
matrici che sono tutte quelle che riducono A alla sua forma normale.

Risoluzione dell’equazione AX—=XB.

14. — Veniamo ora all’equazione
(26) AX =XB

che consideriamo in un campo di razionaliti R che contenga gli
elementi di A e di B, e sia V una particolare matrice che riduce B
alla sua forma normale B,:

VBV =B,;

!) Cfr. il teorema di M., n. 13, p. 288,
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dalla (26) si deduce allora

AXYV =XVB,,
e ponendo
(387 Y=XV,
(38) AY =YB,;

se viceversa Y soddisfa alla (38), la X=YV~' determinata dalla

(37) soddisfa alla (26); basta dunque considerare ’equazione (38).

Siano P7i, P’fiﬂ,..., Pfiai (4=1,2....,m) i divisori elementari

di B—Ew nel considerato campo R, e siindichi con B, ; la ma-

trice normale relativa ai divisori elementari Pii»‘,..., P’fi "5, oSl
che sara

[ By, 0 .. 0

e

0 %
_ ( 0 0 ... By
detto poi » Vordine di A,g; il grado di P,, si ponga
Y=({,,Y:,.., Y.),

essendo la Y, una matrice di n righe e g, (@i +Bi 2+ Bigy)
colonne. La (38) equivale allora alle m equazioni

(39) AY, =Y,B,,, G=1,2,..,m).

Ora, per il n. 11, la ¢#™e di queste non ammette che la soluzione
nulla se P; non divide |[A—Ew|, mentre se P, divide |A—Euo|
ammette soluzioni non nulle; la condizione di risolubilitd (con ma-
trici non nulle) della (38), e quindi anche della (26), & dunque che
le due funzioni |[A—Ew| e |[B,—Ewn|, o |[B—Eo|, abbiano divisori
comuni, ossia che ammettano un m. c. d. variabile.

Soddisfatta questa condizione, se P; & un divisore, primo nel
campo R, comune alle due funzioni dette, si pud dalle (39) deter-
minare razionalmente, secondo il n. 11, la piti generale matrice Y,
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che vi soddisfa, la quale dipende, linearmente ed omogeneamente
(n. 12), da

parametri arbitrari, essendo P7i, P2 . Pjirs i divisori ele-
mentari di A—Ew relativi a P,, e Tigo il pilt piccolo dei numeri
94 Bi+ Se dunque v & il numero dei divisori primi comuni alle

due funzioni |[A—Ew|, B—Ew|, il numero delle costanti arbi-
trarie da cui dipende la soluzione generale della (26) & data da

v
N=2%, ¥ Y:9:7i0s- — Di questo numero si pud facilmente ottenere
1
un’espressione indipendente dal campo di razionalita R nel quale
si opera'). Si indichino infatti con F,, F,, F;,... i successivi di-
visori elementari completi di B— Ew, si ponga cio®
A a, [/ o o o
F, =P, P20 Poml | Fo= P12, P22, Pim2

yeoey

e siano analogamente E,, E,, E;,... quelli di A—Ew; il m.c.d. di
E, e di F, risulta manifestamente Plies. Plees ... P70, e se quindi
o0 ® il grado di tale m.c. d. avremo

5g0= ji 9iTigos

1
onde segue

N= 2 o0 5
%o
che & 1’espressione voluta.
Abbiamo cosi il teorema:
Condixione mecessaria e sufficiente perché Uequaxione

(26) AX = XB

ammetta soluxiont non nulle, é che le due funxioni caratteristiche
|A—Eo| , |B—Ew| ammettano divisori comuni. Se P, P,,..., P,

1) Questa espressione mi fu fatta osservare dal sig. prof. O. NICOLETTI.
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sono ¢ divisori, primi in un determinato campo di raxionalita R
che contenga gli elements di A e di B, comuns alle due dette fun-
xioni, P L Pl (4=1,2,..,v) ¢ corrispondenti divisori ele-
mentari di A—FBw, Piir .. PPiai quelli di B—Ew, e indichiamo
con By ; (1=1,2,..,v) la matrice normale relativa ai divisori ele-
mentar: P’f LI P’f a5, la soluxione generale della (26) st ha dalla
formula

X=(Y,,Y;,., ¥,,0..0)V

dove V & una particolare matrice che riduce B alla sua forma
normale

B,y 0 ... 0

0 0 ... By
ed ogni Y, si ottiene dall’equaxione

.AY,; Sl Y,, BU.i

col metodo del n. 11.
La soluxione generale della (26) dipende linearmente ed omo-
geneamente do
v P, i

N = Zl 19 26 g9; Yi@o‘ — 92_:: 896

1 1

costanty arbitrarie, essendo 7, ¢l pite piccolo dei numert o, , 3;
e By, tl grado del m. c.d. del ™ divisore elementare completo

di A—Ew e del 5™ g B—Ew. —Si hanno per il numero N
anche le espressioni

10

. ql . . 5 v pl . . ;
N= :i g,)lla (71"’+7"1’)+-~-+h5§i),,,—1) :};i q"ge (k(l)_|_k(lz)+...+k§i’,e_l) =

hd v
=N (B 1D (3) L), i i i) 7.8 $) 7.8 i i
Qe WOHNMOR e A} ) ) = D QORI )y
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essendo AV=p, , kK, A ... i numeri di PrepELLA per il divisore P;
relativi alla matrice A, K9=q, , kP, 1" ,... quelli relativi a B.

15. — Supponiamo ora che A e B siano dello stesso ordine; la
matrice incognita X & allora anch’essa quadrata e dello stesso ordine
che A e B, e ci possiamo quindi domandare sotto quali condizioni
esisteranno soluzioni X a determinante diverso da 0. Se questo
accade le due matrici A e B sono simili, e i divisori elementari
di A—Ew» sono quindi eguali a quelli di B—Ew ). Ma supponiamo
viceversa che questa condizione sia soddisfatia; allora nell’equa-
zione (38) la matrice B, non & che la forma normale di A, e quindi
effettivamente, per il n. 13, la soluzione generale Y, e percid ancora
la soluzione generale X della (26), avra il determinante non identi-
camente nullo. Si ha cosi il seguente teorema, caso particolare di
un teorema di WrIERsTRASS: %)

Condizione necessaria e sufficiente perché I'equaxione (26) am-
metta soluxioni a determinante diverso da 0, cioé perché due ma-
tricc A e B stano simili, ¢ che le due matricc A—E», B—Eo
abbiano gli stessi divisor:i elementars.

La piie generale matrice X che trasforma la A nella matrice
simile B, cioé per la quale st ha

X-'AX =B,

st ottiene determinando la soluxione generale delle AX =XB, e
imponendo poi alle costanti arbitrarie la condizione |X|+0. Essa
puo ottenersi quinde con operaxions raxionali dagli elementi delle
due matrice A e B, nel modo che risulta da cio che sopra é stato
detto, e dipende, linearmente ed omogeneamente, da

N= Ez Gi (0 +32; 0+ D0 5+..) = 1+ 2 (m+ e+ n,)

parametrs arbitrare, avendo ¢ simboli g, , 4; o, n, ¢l significato detto
precedentemente.

1) V., ad es., MurH, Op. cit., p. 252.

%) Per la dimostrazione di questo teorema di WEIERSTRASS (sul quale

ritorneremo in seguito), e le notizie ad esso relative, si veda la Memoria
pit volte citata del sig. prof. NICOLETTI.
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Le matrici permutabili con una matrice data.

16. — Facendo in particolare, nell’equazione (26), B=A si ot-
tiene da cid che precede una risoluzione razionale del problema di
determinare tulle le matrici permutabili con una data matrice AY).
Basta per questo, secondo cido che abbiamo visto, trovare (col me-
todo del n. 13) la soluzione generale dell’equazione

(36) AU = UA,;

se U, & una soluzione particolare di questa medesima equazione,
con |U]+0, ed U quella generale, la soluzione generale della

(40) AX =XA
si ha poi ponendo
X = UU".
Si pud anche, invece di determinare la soluzione generale della
(36), determinare quella della
(41) AY =YA,;
se Y & questa soluzione si ha

(42) X =T, YU ;

7

facendo infatti la trasformazione X =T, YU si passa dalla (40)
alla (41), e viceversa.

Il numero delle costanti arbitrarie da cui dipende la pitt gene-

rale matrice permutabile con una matrice assegnata A, & dato evi-
dentemente da

N=.9:@i1 432,457 54..) =n+2(m+n+..4+n,),

1) Una risoluzione di questo problema, che presuppone perd il teo-
rema fondamentale dell’Algebra, & in Voss, Ueber die mit einer bilinearen
Form vertauschbaren bilinearen Formen [Sitzungsberichte der mathema-

tisch-physikalischen Classe der K. bayer. Akad. der Wiss., Bd. XIX (1889),
pp. 283-300].
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avendo i simboli g;, @i, ,7, i significati precedentemente definiti,
per la matrice A.

17. — Si osservi ora che ogni potenza di A, e piti generalmente
un aggregato lineare qualunque di potenze di A, & permutabile con
A stessa, ma non ogni matrice permutabile con A si potra in gene-
rale esprimere sotto tale forma; vogliamo ricercare appunto le con-
dizioni perché ogni soluzione della (40) sia un aggregato lineare di
potenze di A.

Ricordiamo anzitutto che se indichiamo con ¢(w) il quoziente
del determinante |A—Eo| per il m. c. d dei suoi minori di ordine
n—1, se poniamo ciog, coi simboli adoperati nei n. precedenti

o a. o
d?(‘”) = P11,1P22.1 Pmm'l )

si ha identicamente

mentre le potenze

A°—E , A , A2 I A91“1’1+92°‘2’1+"'+gm A1 —1

non sono legate da nessuna relazione lineare a coefficienti nume-
rici ). Ne segue che ogni potenza di A, e quindi ogni aggregato
lineare di tali potenze, si esprime linearmente, in modo facilmente
determinabile, per le prime ¢,7,,+ 92712 + .. & g %n,1 POtenze ora
indicate; ed essendo queste indipendenti, vediamo che gli aggregati
lineari di potenze di A danno precisamente e soltanto ¢,7,1+¢37,, +
+ oo %n.1 Soluzioni linearmente indipendenti della (40). D’ altra
parte il numero delle soluzioni linearmente indipendenti di questa
equazione &

"

(=};i 9 (”/-z' a+30; ,2+5O'~i .3‘}'-‘-):91%.14‘92“2,14‘-"—i‘gm’fm.l + Ei!]i (3, ,2'}‘5’/- 1‘.3+“');
1

1) Per la dimostrazione razionale di questo ben noto teorema V. Fro-
BEN1US, Ueber wvertauschbare Matrizen [Sitzungsberichte der Koniglich
Preussischen Akademie der Wissenschaften, zu Berlin, 1896, XXVI,
pp. 601-614], p. 606. Cfr. anche Frosemius, L. S., pp. 10-11, MvTH, Op.
cit., pp. 34-35; la dimostrazione ivi data & perd trascendente.
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perché quindi ognuna di tali soluzioni soddisfi alla condizione vo-
luta occorre e basta che sia o; y=7; 3=...=0 (¢=1,2...m). Ab-
biamo cosi:

Condixione necessaria e sufficiente perché ogni matrice permu-
tabile con A sia un aggregato lineare di potenxze di A, é che ad
ogni divisore primo di |A—Euw| corrisponda un solo divisore ele-
mentare della matrice A—Ew; od in altre parole che i minori d’or-
dine 7z —1 di questa matrice non ammettano alcun divisore (va-
riabile) comune.

Per una matrice generica tale condizione & soddisfatta, e si
ritrova cosi un teorema della Memoria del sig. Mourx, Ueber Sy-
steme hoherer complexer Zahlen [ Math. Annalen, Bd. XLI (1893),
pp. 83-156; p. 122]. — Vediamo anche che i due fatti che una ma-
trice A abbia il massimo numero » di potenze linearmente indi-
pendenti, e che le matrici permutabili con essa siano tutte aggregati
lineari delle sue potenze, si presentano simultaneamente.

Avremo in seguito occasione di vedere a quali sistemi di valori
delle costanti arbitrarie che figurano nella soluzione generale (42) del-
I'equazione (40), corrispondano gli aggregati lineari di potenze di A.

Altro metodo di risoluzione dell’equazione AX =XB.

18. — Prendiamo di nuovo a considerare ’equazione (26), e
vediamo come si possa dare un’altra espressione della sua solu-
zione generale, note che siano due particolari matrici che riducano
rispettivamente le A, B alle loro forme normali A,,B,.

Siano, adoperando le stesse notazioni del n. 14, Pl ... PGé»i
(¢=1,2,...,m) i divisori elementari di A—Ew, nel solito campo

di razionalita R, e Qf"“ ooy Q,ljj'qj (j=1,2,..,p) quelli di B—Eo,
e indichiamo con A,; (#=1,2,...,m) la matrice normale relativa

ai divisori elementari P7*,..., Pi*%¢, con By ; (j=1,2,...,p) quella

relativa ai fo'l yoors Q/jf"’j. Siano poi

P1=Q1 ) P2=Q2 PRI} P7=Qv
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i divisori primi comuni alle due funzioni |A —Ew|, [B—Ew|. Indi-
chiamo con U,V due particolari matrici che riducano A,B rispet-
tivamente alle loro forme normali

Ay 0O ... 0 Boi 0 ... 0
=§° Ay ... 0 2130:(0 Byg ... 0
(0 0 ... A,/ 0 0 ... By

ciod due matrici per le quali si abbia

UAU = A,
V!BV =B,;
ponendo allora
(43) X=UYV?,
dalla (26) si deduce
(44) AY=YB,,

mentre viceversa se Y soddisfa a questa equazione, la X data dalla
(43) soddisfa alla (26); ricercando dunque, come ora faremo, la pit
generale soluzione della (44), avremo dalla (43) la pit generale so-
luzione della (26).

Poniamo percio

CYM Yo 00y Y
dove Y,; & una matrice incognita di g, (%, ...+ o, ,,) rvighe e

1, (3t +Bj.4,) colonne, avendo indicato con g, il grado di P,
con 7; quello di Q;; la (44) si scinde allora nelle m)p equazioni

(45) A Y ;=YBy,, ((=1,2,,m;5=1,2,.,0);

ma se in esse facciamo ¢+j, oppure i=j>v, le duc funzioni

Ann, S, N, 4
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|Ao,; —Ew|, By ; —Ew| non hanno divisori comuni; si ha dunque

Y =0 (E+J),

Y =0 (>v),
e ponendo per brevita

Y. =Y, G=1,2,..,v),
rimangono le v equazioni
(46) AY, =Y,B,:. (2=1,2,.,v),

ciascuna delle quali contiene una delle matrici incognite Y,; risol-

vendo ciascuna di esse si ha poi la soluzione generale della (44)
nella forma

Y, 0 ... 0 0 0)
0 Y, ... 0 0 0)

(47) Y=/)0 Y, 0.
0 0 0 0
0 o ... 0 0 .. 0)

!

Consideriamo ora una qualunque delle equazioni (46), e proce-
diamo su di essa in modo analogo a quello tenuto per la (44). Indi-
chiamo con A{) (p=1,2,...,p,) la matrice normale relativa al di-
visore elementare Pjie, con BY; (s==1,2,...,¢;) quella relativa

a P’ii#’, e poniamo

YO o, YW, Y,
Y YL very Y@

(48) y,=) " 0t o Y U
2 (7 (1)
Y(Plz)l ) er»z? Yty Yz:,-fli

essendo Y) una matrice (incognita) di ¢, e, righe e g¢,p;, co-
Qo 9. i,0 io
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lonne. Anche qui ciascuna delle equazioni (46) risulta equivalente
al sistema di p,q. equazioni

(49) AL YR =Yg B,  (=1,2,.,pi50=1,2,.,94),

ognuna delle quali contiene ’unica matrice incognita Y().

Basta dunque studiare una qualunque delle equazioni (49); dalla
soluzione generale di ciascuna di esse si dedurra mediante le for-
mule (48) e (47) la soluzione generale della (44).

Consideriamo dunque una qualunque delle (49), e supponiamo,
per fissare le idee, che sia 0;, =<, ; ricordando il modo nel quale
sono state formate le A{, , B{} (V. n. 11), si vede subito allora che
quando ¢ assume, come supponiamo, uno dei valori 1,2 ,..,v, si ha

M N
Bl = (0 A{f’,.)

essendo M, N due certe matrici, la prima delle quali quadrata e
di ordine g, (Bi,s—ai,); si soddisfa dunque evidentemente alla corri-
spondente equazione (49) ponendo
(1) _ (i)
Yoo = (0, Zgs
dove Zy, & una matrice quadrata di ordine g,=, ,, soluzione del-
I’equazione

AP, B = 7 AL

poiché anzi esistono precisamente g, 2, , matrici Zj) linearmente
indipendenti che soddisfano a questa equazione, avremo pure g; o, ,
matrici YY) linearmente indipendenti, della forma considerata. Ma
I'equazione (49) ammette appunto soltanto g, a; , soluzioni linear-
mente indipendenti; ne segue che in ogni soluzione della (49) sono
nulle le prime g, (8;,,— @:,) colonne, e la soluzione medesima &
quindi della forma suddetta. _

Se si fosse invece supposto o; ,=B; ., si sarebbe trovato ana-
logamente che la soluzione generale della corrispondente equazione
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(49) ba naulle le ultime g, (2, ,—2; ) righe, e la matrice quadrata
costituita dalle righe residue & la piu generale matrice permuta-
bile con la B ).

Sapendosi ora, per il n. 16, determinare la pitt generale matrice
permutabile con una matrice assegnata, sono cosi completamente
caratterizzate le soluzioni della (49). Per esprimere la cosa in gene-

rale si indichi con C{gy) quella delle due matrici Al , B{"; che &
di ordine minore, ossia la matrice normale relativa al divisore ele-

mentare P’ “iee @ si osservi che tale matrice Cl¢y) & manifestamente
nelle condizioni del teorema del n. 17; abbiamo cosi:

La soluxione generale dell equaxione (44) si ottiene dalle for-
mule (47), (48), nell’ultima delle quali ogni matrice Y',) ha nulle
le prime g, (Bi,—us,) colomne, o le ullime g;(7i,—Bi,s) righe, se-
condo che ¢ Bi =04 , 0i,0==Pi,, Mmentre la matrice quadrata 7
formata con le rimanenti (i, righe o colonne é la pin generale
matrice permutabile con C{{’{” ed ¢ quandy dota dalla formula
Zia=alg, B+ al), 07 +a), Cf oo’ L4 az;"ieo"l) C{Jg,irf)gf Vigg ™1,

!

dove le a‘ea, a(l) ... tndicano costanti arbitrarie.

1) T ragionamenti ora fatti provano pit generalmente, con poche
modificazioni subito evidenti, che se Bt()") ¢ la matrice normale relativa

a un certo divisore elementare Po, e P, P% ..., (4, =0,>...), sono
i divisori elementari, relativi al divisore P, di una Lerta mamce A—Eo,
ed & o;=<@s, nella pit generale soluzione X dell’ equazione AX=XBE,"’
sono nulle le prime g (3s— ;) colonne, essendo g il grado di P; e che
nella pill generale soluzione Y della B(?Y—=YA sono invece nulle le

ultime ¢ (B, —=,) righe. Per quest’ultima proprietad converra scrivere B(()")

)
nella forma (A‘(’a N

0 M
mente anche dal metodo esposto nel n. 11 per la risoluzione della
‘AX = XB,, ricordando quanto abbiamoe osservato relativamente alla for-
mula (30) del n. 10. — E poi chiaro come ambedue queste osservazioni

siano applicabili all’equazione (49) e diano appunto le proprietd enun-
ciate nel testo.

). — La prima di queste proposizioni risulta diretta-
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Osserviamo ancora che ogni matrice Z(Q‘Z & della forma

Z_;Zz 2y

yl{_)a

0 72, Z, ... 1,

? y‘t@o

\000...’1

e ——

dove ogni Z,, Zy,..., ¢ di ordine g,; tale infatti & la forma di

7,90
C{fg’), ed & evidente d’altra parte che il prodotto e la somma di due
o piu matrici di questa forma ha ancora la medesima forma.

19. — Le considerazioni precedenti danno in particolare un altro
metodo per determinare la piti generale matrice Y permutabile con
una matrice data A, di forma normale; si ottiene cosi anche (cfr.
n. 16), mediante la formula (42), la pit generale matrice permu-
tabile con una matrice qualunque A, nota che sia una particolare
matrice U, che riduce A alla sua forma normale A,.

E facile anzi, da cio che precede, trovare un’espressione della
soluzione generale Y della A, Y =YA,, nella quale siano messi in
evidenza gli aggregati lineari di potenze di A,. Sia infatti Y una
soluzione della detta equazione, e si abbia, mantenendo tutte le
notazioni del n.° precedente:

(Y, 0 0
) 0 Y, 0
(47) Y =
0 0 Y,
Yy, YR, oY
Yo, YE, . Y _
(48)’ Yoo E=12,0,m).
Yo, Y, . YO

Ciascuna delle 72 matrici Y{) (¢=1,2,...,m) soddisfa alla corri-
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spondente equazione

AP, O .. 0 /YR O
0 AY, .. 0

AP, YiP = Y AQ): 5
si ha dunque

.0
0 YR 0

0o 0 .. Aé‘_’,jo 0 ..Ym, W0 o0 ..Yp/]\0o o0

o

e poiché la matrice

(50)

0 0 .. A},

si trova evidentemente nelle condizioni del teorema del n. 17, la
Y o .. 0
0 Y .. 0

0 0 .. Y|
risulta un aggregato lineare di potenze della matrice (50). Le potenze
indipendenti di tale matrice essendo in numero di o =g 0+ 272,
+ ..t Gm%ma, vediamo dunque che esiste un sistema di valori

Noy M1 yeey a1, ed uno solo, per il quale si ha, per ogni valore di ¢
da 1 ad m,

a—1 .
. QU N 11
Y= Y % AD, .
0

Indichiamo d’altra parte con Y quella matrice che si ottiene
dalla pi generale matrice permutabile con A,, facendovi Y{{'=0
(¢=1,2,..,m), il che individua le costanti che entrano nella Y{,
e lasciando completamente arbitrarie le costanti relative alle altre

matrici parziali. I valori %, sopra determinati sono allora tali che, per

a—1 —
la matrice Y considerata, la differenza Y — ¥ X, A; & della forma Y.
0
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Abbiamo cosi che per ogni matrice Y permutabile con A,, esiste
una ed una sola Y, ed uno ed un solo sistema di valori 29,71,y ha—1,
pei quali si ha

a—1

(51) Y= %A +7;
0

e viceversa, presi ad arbitrio i A, e la Y, la matrice Y definita
da questa formula & permutabile con A,. E poi evidente che ogni
matrice della forma Y (non nulla) non & un aggregato di potenze
di A,; eguagliando infatti ad Y un tale aggregato Lp,A;, si ot-
tiene Xp, A =0 (¢=1,2,...,m), e quindi Xy, A; =0, onde p, = p,=
e =Pg—1= 0.

La formula (51) mette dunque in evidenxa, come volevamo, le
potenxe della matrice A, nell’espressione della pitt generale ma-
trice permutabile con A, stessa; ricordando la (42) (n. 16) possiamo
aggiungere che se U, ¢ una particolare matrice che riduce A alla
sua forma normale, la formule

a—1 -
X=Y 4" 4+ U, YU
0

compie per la matrice A lo stesso ufficio che la (51) per la A,.
Le caratteristiche delle soluzioni dell’equazione AX—=XB.

20. - La forma data al n. 18 per la soluzione generale del-
I'equazione AX = XB permette di risolvere la questione seguente.
Per ogni sistema di valori delle costanti arbitrarie che entrano nella
soluzione generale X della suddetta equazione, la X stessa avra una
certa caratteristica, e questa caratteristica pétrz‘t variare col sistema
di valori scelto; quali saranno le varie caratteristiche che verra ad
avere la X, quando le costanti arbitrarie variano comunque nel
considerato campo di raxionalitc R? In particolare, quale sara Ia
massima caratteristica delle soluzioni della AX =XB?

Dimostriamo, riguardo a cio, il teorema seguente:

Mantenendo tutte le notaxioni del n. 18, e dicendo inolire m;
1l paw piccolo dei numert p; ,q; I=1,2,..,v), ta condizxione ne-
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cessaria e sufficiente perché esistano, nel campo di raxionalita R,
soluxioni delle AX = XB, avents una certa caratteristica r, é che
questo numero r sia della forma

r=bg,+bLg,+ ... +1Lg»,

dove ogni l; ¢ un numero intero che soddisfa alla limitaxione

0!, <7in+int+ .. —l““iin,- 7 (=1,2,.,v).

In particolare la massima caratieristica delle soluxiony della
AX =XB ¢ data da

Ei (tin i+ +7i”z”i )9 =28u+ Ot lut ..
T

L’ultima proprietd & evidentemente indipendente dal campo di
razionalitd che si considera.

Per maggior chiarezza dividiamo in due parti la dimostrazione
di questo feorema, dimostrandolo dapprima per una qualunque delle
equazioni (49).

1.0 Si tratta di provare in tal caso che le caratleristiche delle
varie soluxiony della (49) sono precisamente v multipli dev g;

0, 9:, 29 youy Tiosdi s

Vultimo der quali rappresenta la massima caratieristica.

~

Quest’ultima asserzione & evidente: adoperando tutte le nota-

zioni del suddetto n. 18, la Z% dovendo solo esser permutabile con

Otf’f), puo infatti scegliersi a determinante diverso da 0, e quindi
di caratteristica yip,g:, e d’altra parte la Y!) ha la medesima ca-
ratteristica della Zé’g in quanto che differisce da essa solo per 1’ag-
giunta di righe o colonne di elementi nulli.

Si vede pure facilmente che esistono soluzioni della (49) (nel
campo R) la cui caratteristica & Iy, (0 <<1<T4,). Si indichi percio
con C(‘)l,)l la matrice normale relativa al divisore elementare P!, e
si osservi che, per la forma che hanno le matrici normali, pud scri-
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o N M N
o = = ,

0 1 0 cy)

versi

essendo le M, N, N” opportune matrici; se allora indichiamo con

ZY una qualunque matrice permutabile con Cf)f)i vediamo subito

che pud soddisfarsi all’equazione

Oy Zgo = Zio O

1), ’
clh N zg2=Z<2(M N |
0 M “\o cff)

7 (i)
g0 (0% )
o0 — :
00

~

Se scegliamo quindi, come & possibile, la Z{ a determinante di-

ossia alla

ponendo

verso da 0, otteniamo appunto una soluzione zg,’l di caratteristica lg; .

Rimane dunque, per l'equazione (49), da dimostrare solo che
ogni sua soluzione (nel campo R) ha necessariamente una carat-
teristica multipla di ¢;.— Cominciumo dal provare cid per il caso
che sia 0, =j3,=1, cioé per un’equazione del tipo

HW = WH,
dove si & posto
0 1 0 0
0 0 1 0
H=
0 0 0 1
—a, —Q,, (g_o —a,

essendo
—1
P=w'+a0 4. +a, 0+a,

un polinomio primo in R, e W & la matrice incognita.
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La risoluzione di questa equazione si ottiene, secondo il n. 11,
per mezzo della soluzione pitt generale del sistema di congruenze

g

Y ei; W;==0 (mod. P) , (F=1,2,.,9)

1

Py

dove si & posto

(Cij)=D=H'—E(!) y (’I:,j:].,2,...,g).

Occorre quindi anzitutto considerare un sistema canonico di solu-
zioni per le righe di H—Ew, sistema che si riduce in questo caso
ad una soluzione sola, nella quale una almeno delle W,, W, ..., W,
non sia divisibile per P; una tale soluzione pud determinarsi, ad es., col

metodo ricordato ai n.i 9 e 10, e indichiamola con WI,W—VZ, ...,Wg.

La soluzione pitt generale del considerato sistema di congruenze &
allora, secondo la formula (30),

W, =MW, (mod. P) (j=1,2,..,9)

dove M(w) & un polinomio arbitrario di grado g—1, e se vogliamo
che la soluzione stessa appartenga ad R, i coefficienti di M(w) deb-
bono pure appartenere ad R. Se ora &, ad es. W20 (mod. P), &
anche M (o) W,20 (mod. P), eccetto che si abbia identicamente
M(w)=0; ne segue che ogni soluzione del considerato sistema di
congruenze, che non sia la soluzione nulla, & una soluzione cano-
nica per le righe di H—Ew, e quindi (n. 13) la corrispondente solu-
zione dell’equazione HW = WH ha il determinante diverso da 0.
Questa equazione non ammette dunque effettivamente, nel campo di
razionalita R, che soluzioni di caratteristica 0 o di caratteristica g.

Ritornando all’equazione (49), & facile ora dimostrare, per in-
duzione, che ogni soluzione dell’equazione

ORF" Zpg = Zfa O

(e quindi ogni soluzione della (49)) ha una caratteristica multipla

di g;. — Ogni tale matrice ZS} & infatti, per 'ultima osservazione
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del n. 18, della forma

7y Ty Zy igo
Zgg — 0 Z, Zz e -riga—l
0 0 0 ... 7

dove ogni Z,, Z;,...,Z,im & una matrice dell’ordine g,; dall’equa-
zione a cui soddisfa Z(@’Z segue allora evidentemente
HZ7Z,=7,H,

e quindi o |Z,|40 o Z,=0. Nel primo caso & anche Zg)]:i:O, e
quindi la cosa & conforme all’enunciato; nel secondo caso poi la
matrice residua

o T ... G, |
0 Zz —Viga—l
0 0 ... Z

risulta manifestamente, per osservazioni fatte poco fa, permutabile
. . e e . g
con la matrice normale relativa ai divisori elementari P’;leo ;

se dunque ammettiamo che per quest’ultima matrice il teorema valga,
esso vale sempre.

Da cid che abbiamo detto risulta anche che ogni soluzione del-

. . (0 ZP . .

I’equazione (49) & del tipo (O OL) dove Z{) & permutabile con la
matrice normale relativa al divisore elementare P! (I<<ti.,), ed ha
il determinante diverso da 0.

2.° Passiamo ora a dimostrare il teorema in questione per una
delle equazioni (46)
(46) Ao Y, =Y,;By;;
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quando tale dimostrazione sard fatta, la formula (47) mosira subito
che la proprieta in discorso vale per ’equazione A, Y=YB,, e
quindi evidentemente per la AX = XB.

Ricordiamo la formula (48) che scriveremo omettendo per bre-
vita 'indice z nelle matrici Yﬁ_f;; essa &

N

{’ Yu , Y12 g e qui :
(48)'/ Y Yo y Y22 g e qui
i = . . B . ?
\ Ypil 9 Ypiz 9 e Y-piqi

ed ogni Y,, soddisfa alla relazione A} Y,, = Y, Bf).

Si vede subito, intanto, che esistono effettivamente soluzioni
della (46) aventi una qualunque caratteristica prefissata lg; con
Oélé‘(m‘l—---—lﬂ'mini% basta infatti prendere Y,,=0 per (+o,
e scegliere poi le Yy, Yy,.., Yo, -, in modo che abbiano conve-
nienti caratteristiche (necessariamente multiple di g,).

Dimostriamo ora che ogni soluzione della (46) ha una caratte-
ristica multipla di g¢,. ;

Procederemo anche qui per induzione, ammettendo che la pro-
prietd valga per un’equazione del medesimo tipo (46), ma nella
quale i divisori elementari relativi alle matrici note del primo e del
secondo membro, in luogo di essere rispettivamente in numero di
Pi e q;, siano rispettivamente in numero di p, —1,9,—1. Poichs
il procedimento che seguiremo dimostrera anche che la proprieta
enunciata vale quando uno qualunque dei numeri p; e ¢; & uguale
ad 1, la cosa risulterd dimostrata in generale.

Supponiamo dunque dapprima che uno dei due numeri, ad es.
q:, possa anche essere uguale ad 1, mentre sia p;, >1.

Consideriamo una qualunque soluzione (48)” della nostra equa-
zione (46), e sia ),,g; la caratteristica della matrice parziale
Yoo (p=1,2,..,p;355=1,2,.,9,); in ogni tale matrice Y,, sono
allora nulle, come abbiamo osservato poco fa, le prime g, (Bi,o— o)
colonne e le ultime g¢; (%o —»¢,) righe, e la matrice residua Z‘;fza
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ha il determinante diverso da 0, ed & permutabile con la matrice

normale relativa al divisore elementare Pif&’”. Sia ,,=> il mas-
simo dei p;q, numeri ),, e corrispondentemente ad ogni Y,
(p=1,2,..,p,30=1,2,..,¢q,) consideriamo la seguente matrice
quadrata, di ordine Xg,,

0 7@
’ )
Z s = 00
0 0
ogni tale Z'p, & evidentemente permutabile con la matrice normale
. P A . -
relativa al divisore elementare P, e si ha, per p=vr,5=s, |72, |+0.
K chiaro inoltre, per cid che or ora abbiamo ricordato, che la matrice
’ ’ ’
Zu ) ZI? yeery Zlqi
’ ’ 4
Y, Z21 ) Z22 PARAA ] Z2‘1£
i =
ry’ ry’ ’
LP,'I ] Ai’i? PERAAES P9

si ottiene dalla Y, sopprimendo od aggiungendo semplicemente delle

linee nulle, onde essa ha la stessa caratteristica della Y,; basterd

quindi in luogo della Y, considerare tale matrice Y',.
Sottragghiamo ora, nella Y’;, da ognun adelle matrici parziali

(Z,el ) Z,@Q FEXES) Z,qu) (l{ =1 3 2 7"')7'_177"{"1 vai)
Paltra
(Z’rl 9 Z,M PR Z,rqi)

moltiplicata per Z';'Z/,,; con questo la caratteristica rimane inal-
terata, e la nuova matrice che si ottiene &

/. NN | R 7C S /L S
7 S/ SN | R /. NN/ NI
Yo T T W L e T o
(70 i e We 0 L%y e I,
Z*,. /7P R/ R A
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avendo posto
L g =T g — Lo L7} Ulgs
(p=1,2,yr=1,r+1,4p;56=1,2,..,8—1,s+1,..,9,).

Si vede quindi intanto che nel caso che sia ¢; = 1 la matrice Y"*,,
che si riduce alla

0
Z,rs

0
ha la caratteristica )g,, onde in tal case la proprietd in questione
& dimostrata. Sia dunque ¢, >>1.
Poiché ogni matrice Z’,, & permutabile con la matrice normale

relativa al divisore elementare Pj’:, matrice normale che indiche-

A . .
remo con Cb}, segue evidentemente che altrettanto accade per ogni
matrice Z*,,, onde si ha

O 2+, = 2%, Ol
p=1,2,.,r—1,7+1,..,p;56=1,2,.,8—1,s+1,.,¢;).

Indicando allora con C,,C, due matrici del tipo
¢ 0o ... o0
0 Cf ... o0
bl
0 0 ... o 3

ma nella prima delle quali le matrici C@ che vi compaiono siano
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p;—1, nella seconda g;—1, si ha infine che la matrice
Y = (U%)
(p=1,2,,r—1,74+1,.,p;306=1,2,.,s—1,5+1,..,q;) _

soddisfa all’ equazione

Ol Y/i** - Y/i** Cg .

Poiché quest’equazione & appunto del tipo (46), ma i divisori ele-
mentari di C,—Eo ,C,—Ew» sono rispettivamente p;—1,¢;—1 ,
segue di qui che, per la fatta ipotesi, la caratteristica di Y';** &
multipla di g,; e poiche quella della Y',* e quindi quella della Y, si
ottiene da questa aggiungendovi la caratteristica di Z’,,, anch’essa
¢ multipla di g,, come volevamo provare.

Rimane infine da dimostrare che la massima caratteristica delle
soluzioni Y, della (46) & data da (i1t~ "in;=,)g:- Si osservi

percid che per determinare tale massima caratteristica pud supporsi
di operare su una soluzione Y; della (46), per la quale la Y,, abbia
la massima caratteristica y;;,, onde il numero A della dimostrazione
superiore sard uguale appunto a <. Il procedimento stesso di
sopra dimostra-allora, sempre operando per induzione, che la caratte-
ristica massima di Y, & data appunto da 1ing: + (1see 1 -+ Yin ;) 9o

Il teorema enunciato & cosi completamente dimostrato.

21, — Dal teorema del n.° precedente seguono subito le condi-
zioni necessarie e sufficienti perché esistano soluzioni della (26)
aventi la massima caratteristica compatibile col numero delle loro
righe e delle loro colonne. — Supponiamo, per fissare le idee, che
Pordine di A sia minore od eguale a quello di B; poichd l’ordine
di A da il numero delle righe della soluzione X della (26), e 1’or-
dine di B quello delle colonne, vediamo che la condizione neces-
saria e sufficiente perche il fatto voluto si verifichi & che la massima
caratteristica delle soluzioni X sia uguale appunto all’ordine di A,
ossia che si abbia, con le notazioni precedenti

v

2:“' gi(‘(m_*‘“-“}"(inini) = ii.qi(ai,l“l_' -+°’-i,p,~) .
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Poichs &
VLM, B <Py Tice <= %0 (e=1,2,.,v;n=1,2,..,%;)

questo porta evidentemente che sia
VEM T =P Tieg = %oy (0=1,25v5p=1,2,0pi);

‘ne segue che tutti i divisori primi distinti di |A—Ee|, devono di-
videre |B—Ew|, e che si deve avere poi

Pi==Qi s %ip=<Pi,, (@=1,2,.,v;p=1,2,.,p).

Supposte, inversamente, soddisfatte queste condizioni, si ha ma-
nifestamente

v m

2;5 9i (Tin oo+ Yin ) = };z Gi (@it t2ip,),
-e si verifica quindi il fatto voluto. — Considerazioni analoghe val-
.gono per il caso che ordine di B sia minore od uguale a quello
"di A; abbiamo cosi:

Condixione necessaria e sufficiente perché esistano soluxioni della
(26) aventi la massima caratteristica compatibile col numero delle
loro righe e delle loro colonne, é che, se Iordine di¢ A é << (oppure=)
@ quello di B, tutti © divisord primi distinte di |A—Eo| (oppure
di |B—Eo|) dividano |B—Ew| (risp. |A— Ew|), e che per ogni tale
divisore il numero dei divisori elementart della matrice A—FEo
(risp. B—Ew) sia minore od uguale a quello relativo ¢« B—Euw
- (risp. A—Ew), e gli esponenti dei primi siano ordinatamente mi-
nors od equali a quellt der seconds:.

Se l'ordine di A & uguale a quello di B, segue di qui che la
condizione perché esistano soluzioni della (26) a determinante di-
-verso da 0 & che sia

. P 1 ¢
Yie _Blyg y (@=1,2,.,m; =1 12 503D4)

e si ritrova cosi il teorema (di Weirrsrrass) di cui al n. 15.
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Esempio numerico.

22. — Diamo ora un esempio della teoria svolta nei n.i prece-
denti, risolvendo 1’equazione

0 1 0 0 o0
—7 10 6 0 0 1 o0 o
g—8 10 6 X =X¢(0 0 0 1 0
( 3 —2 —1 0 0 0 0 1
3—-1 6 —2 3

nel campo dei numeri razionali. — Indichiamo con A la matrice
nota del primo membro, con B quella del secondo; si trova imme-
diatamente

|A—Eo|=—0"4+20*—0+2=-—(0*+1) (0—2)
|B — Eo| = — 0’4 30— 20’ + 60* — 0+ 3 = — (0’4 1)} (0 —3);

I'equazione ammette dunque soluzioni. Ponendo inoltre

C=|A—Eo|=|e;y| , (¢.j=1,2,3)

D=|B—Eo|=1d,.| , (r,s=1,2,3,4,5)
si ha

o oD

B O Ay

onde vediamo che i divisori elementari, nel campo razionale, di
A—Eo sono o*+1,0—2, quelli di B—Ew («*+1)*,0—3; di
o - oD . -
pitt i due minori — , 55~ sono regolare risp. per le due matrici.
ey’ dy,

Edunque
v=1,p=1,q=1,=m=1,¢=2,0=1,0=2,N=2;

esistono quindi co® soluzioni, ed ognuna di esse ha, con le costants
razionali, o la caratteristica 0 o la caratteristica 2.

Ann. S. N. ]
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La forma normale di B &

01 0 0 0
g—l 0 1 0 0
B,—' 0 0 0o 1 0,
0 0 —1 0 0
oo 0o 0 3

!

ed occorre determinare una particolare matrice V per la quale sia
VBV =B,. Si calcolino percio (cfr. n.t 9 e 10) i seguenti mi-
nori di D:

aD aD M , ad , D

4

3751:1’ 5&;=w’ 37;3=0)’ %=w, 3755=w,
e si ponga
}_({1) = -X(lg) =1\
V=0 X0 =0
XY = ) (mod. (w*+1)%), XY = ) (mod. ©—3)
XV = XP =
XV = ot Xy = ot
ossia
XV =1 XP =1\
XV =0 X(;) =3
Xy =(o*+1)~1 ) mod (" +1)°), XP =9 !(mod. 0—38);
XY =w(+1)-1 XY =91
XY =-2(+1)+1 X' =81
si trova cosl
[ 1 0 0 0 1
S 0 1 0 0 3
V={(—-1 0 1 0 9
0 —1 0 1 27
1 0 —2 0 81
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Indicando allora con Y la soluzione generale dell’equazione

AY =YB,,
si ha

X=YV?,
onde occorre determinare Y. L’ultima colonna della matrice Y &
di elementi nulli, e se indichiamo con Y, la matrice delle prime
quattro colonne e poniamo

0 1 0 0
—1 0 0
B, = ,
0 0 0 ]
0 n —1 0

la Y, soddisfara all’equazione
AY] - Yl Bl )

la risoluzione della quale si riduce alla ricerca della soluzione ge=
nerale delle congruenze

3
D, e X;=0 (mod. (@+1)), (i=1,2,3)".
1

Per ottenere tale soluzione si osservi che &

o0

By 00

oC

5;82—“ 6(,0—6,

aC )

~— =0'=3w+10=-30w-+9 (mod. w®+1),
0Cs;

onde avremo un particolare sistema canonico per le righe di C

1) Pud anche ricordarsi che, per le osservazioni fatte in una nota
al n. 18, le prime due colonne della Y, debbono essere nulle, come con-
ferma il calcolo che qui facciamo; la matrice delle altre due colonne si
potrebbe poi evidentemente determinare mediante le congruenze stesse
sopra scritte, considerandole invece rispetto al modulo w?*-4-1,
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ponendo
X, = 6o
X,=6w—-6 {(mod. w*+1);
X, = -30+9

la soluzione piti generale delle congruenze suddette & data allora da

1= (0*+1) (av+b) X,
o= (0*+1) (a0 +) X, S(mod- (O*+1)%),

X, = (0*+1) (a0+5) X, |

HI

ossia da
X, = (0*+1) {6 bo - 6a}
X, = (*+1){6(0—-a)o-6(a+Db)| ) (mod. (o*+1)*),
= (o’+1){9a-3b)w+9b+3a}

essendo le a, b costanti arbitrarie. Prendendo per nuove costanti

.~

N 1
arbitrarie a=5a, B:%b, si ha quindi:

0 0 -2 23 0
Y=<0 0 -2+ 2@—a) O
0 0 o+33 3a—8 0

la
[1 0 0 o0 17
0 0 -2a 2B 0 0 1 0 0 3
X={0 0 -2(a+p) 2(3—2) O -1 0 1 0 9
0 0 o+3p 32-f 0 0 -1 0 1 27
1 0 -2 0 81

da allora la soluzione generale dell’equazione proposta, che con
semplici calcoli numerici potrebbe facilmente scriversi in modo
esplicito.

Riguardo infine alle caratteristiche pud verificarsi, sull’espres-
sione data per Y, che con valori razionali delle @ e delle b non
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si puo far assumere alla Y stessa che la caratteristica 2 oppure
la caratteristica 0; si trova infatti

2 28
=4 (2B .
_2a+) 2@-o) | TCHF)

Caso del campo totale di razionalita.

23. — La teoria precedentemente svolta vale in particolare se si
prende per campo di razionalitd R il campo di tutti i numeri reali e
complessi, o pitt generalmente un campo nel quale le funzioni caratte-
ristiche che debbono considerarsi si decompongano in divisori lineari.

In tale caso la matrice di forma normale, relativa a un divisore
elementare (o —w;)*, &, come subito si vede, la matrice di ordine a,

0, 1 0 .. 0 0

0 oN 1 .. 0 0
0 0 0 .. o 1
. O 0 0 e O ),

)

Procedendo come fu indicato in generale, si ottiene la riduzione
di una matrice a forma normale, e la risoluzione dell’equazione
AX =XB, come pure la determinazione della pitt generale matrice
permutabile con una matrice assegnata.

11 teorema del n. 20 dice poi che, nel campo di razionalitd che
ora consideriamo, esistono soluzioni dell’equazione AX =XB che
hanno una qualsiasi caratteristica inferiore o uguale alla massima,
la quale si determina con la medesima regola esposta nel detto teo-
rema. Si vede quindi in altre parole, che se, ¢n un certo campo di
raxionalita R, r, ed r, sono due numeri della forma ,¢, + Lg, +... +
+1, ¢, (V.n. 20), e fra essi non vi & compreso alcun altro numero
della forma medesima, il sistema di equazioni che si ottiene an-
nullando tutti i minori di ordine 7, della soluzione generale della
AX = XB, e riguardando come incognite le costanti arbitrarie, &
tale che le sue soluzioni raxionalé annullano anche tutti i minori
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di ordine 7,—1,7y—2,..., ry— (r,—r,—1)=r,+1, mentre una soluzione
delle equazioni medesime, che non annulli uno almeno di questi
minori, esiste solo in un opportuno campo di razionalitd pit ampio
del campo dato R, ed & quindi ¢»raxionale rispetto a quest’ultimo.

Consideriamo ora, nel campo di razionalitd di tutti i numeri
reali e complessi, I’espressione della soluzione generale dell’equazione

A Y=YB,

essendo le Ay, B, di forma normale, alla quale equazione pud ri-
dursi, come sappiamo, la AX=XB, quando si supponga che A,
sia la forma normale di A, By quella di B. — Se ©,, ,..., ®, sono
le radici comuni ad |[A—Ew|=0, [B—Eo|=0, e (0-—0;)%,
(p=1,2,...,p,) i divisori elementari di A—Fo, relativi ad ©;, (0—w;)fic
(6=1,2,..., ¢;) quelli di B—Ew, basta, per le formule (47), (48)
del n. 18, risolvere ognuna delle equazioni

o, 1 0 .. 0 0 o; 1 0 .. 00

0 o, 1 .. 0 0 0 o,1 .. 00
G2)). . . . o YR y® 0L

0 0 0 .. ;1 0 0 0 .. o1

0 0 0 .. 0 o 0 0 0 .. 0 o

dove la matrice nota del primo membro & di ordine e;,, quella del
secondo di ordine f£;,.

Sia, ad es., 2;,==0i,; la Y & allora, per I'ultima osservazione
del medesimo n. 18, della forma

,, 51 Ce C3 . cﬂi,a

|
0 ¢, s e Gy

(%)
YO =
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e si vede inoltre chelec¢,, ¢;,..., ¢ i, POSSONO prendersi affatto ad
arbitrio; cid segue facilmente dal citato teorema del n. 18, e pud an-
che verificarsi osservando che le 3;, matrici che si deducono dalla
Y(gﬁl ora scritta facendo uguale a 1 una delle costanti, e uguali a0
le altre, soddisfano effettivamente all’equazione (52). Cose analoghe
valgono per il caso che sia o;,<<8i,..

Ma si pud anche, in luogo di ricorrere ai risultati generali del
n. 18, discutere direttamente 1’equazione (52) !). Supporremo anzi
pit generalmente che la (52) sia del tipo

o, 1 0 .. 0 0 2u 2 .. 21
0 o, 1 .. 0 0 20 Roy e 228
(53) . =
0 0 e 1
0 0 0 .. 0 o,/ \2a 262 o Rop
2n 21 21| [0 1 0 0 0
29 2a zopf \ O , 0 0
= . )
. 0 0 0 % 1
@l 262 o 2Zapl V0 0 0 .. 0 0,

con o; eventualmente diverso da w,.

Eseguendo intanto effettivamente i prodotti, si hanno le o equa-
zioni.
mlzh.k+zh+l,h=zh.k—l +zh.k (07 (h =1 12 yeery “376: 13 2 7-"')@) 3
ossia ‘ ‘
2w (0, — W) =2 4oy — Cht1k g
avendo posto
a1,k =2n,0=0, (h=1,2,.,2;k=1,2,.,p).
1) Cfr. il procedimento che ora seguiremo con quello adoperato dal

sig. Voss, nella memoria citata al n. 16, per determinare la pill geuerale
matrice permutabile con una matrice data.
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Sia ora o, ¥ ,; supponendo che per un certo valore di & e per
qualunque % da 1 a § si abbia 2,,,,,=0, si ricava

2 (00— ®2) =24 51

Zux (0 —0g) =25 02, €CC.,
onde
Zn (01— )" =2,,=0,
e quindi
2 =0 k=1, 2., B).

Ma si ha ora effettivamente z,41,2=0 (k=1, 2,..,8); dal ragiona-
mento precedente si ottiene allora 2,,=0 (k=1 2,...,8), e quindi
successivamente 2, 15 =2.2r=..=21, =0 (k=1,2,.. 8);
dunque la (53) ammette in tal caso I’unica soluzione identicamente
nulla Y).

Sia invece o, =w,; & allora

Zh k-1 Cniy1,k

.

ciod ogni elemento & uguale a quello della riga e della colonna
precedente; inoltre si ha di qui

zh-[-l,I:zh.O:O (h=1, 2,y 0—1),

Rab—1 = Ral1,k = 0 (k = 2') 3’---) B)a

ciod sono nulli tutti gli elementi della prima colonna, eccetto even-
tualmente il primo, e tutti quelli dell’ultima riga, eccetto eventual-
mente 1’ ultimo. La soluzione generale dell’equazione (53) & dunque

1) Viene cosi dimostrato nuovamente che se l’equazione AX=XB am-
mette soluzioni (non nulle) le due funzioni |A —Ew', |B—Ew»| hanno di-
visori comuni. Infatti la matrice Y soluzione della A, Y=Y B, puod
evidentemente scomporsi, senza fare uso di questo teorema, ed in modo
analogo a quello adoperato al principio del n. 18, in tante matrici, cia-
scuna delle quali soddisfa ad un’equazione del tipo (53). Le considera-
zioni che seguono dimostrano poi di nuovo la sufficienza della suddetta
condizione,
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questa:

0 ... 0 ¢ ¢ .. CcCa \
o .. 0 0 ¢ .. ca_lz
per o <<B, Z= )
0 0 0 0 () )

¢ Cy Cp \

|

0 e o Cp |

per o =0, Z=

=]
(=]

Cy

(=]
. =) .
e —

0 o .. 0

le e, €5y..., e (0cg) essendo costanti arbitrarie, come appunto ave-
vamo visto.

Tratteremo infine un esempio proponendoci di determinare tutte
le matrici permutabili con la

-2 -4 1 -4 4\
-1 1 1 -2 1/
A=/)-1 -1 0 -1 1)
3 3 -3 5 -3
2 2 -2 1 0

In questo esempio, il campo stesso dei numeri razionali soddisfa
alla condizione che in esso la funzione 'A —Ew| si scompone in
divisori lineari; si trova inoltre facilmente, con trasformazioni sulle
righe e sulle colonne, ') che i divisori elementari di A —Ew sono

(0+1)?2, (0-2?, (v6-2).

1) Cfr. M., p. 292,
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La forma normale di A & dunque

[ -1 1 0 o0 0
\ o -1 0 0o o]
A,—. 0 0 2 1 o0,
0 0 2 0
0 0 0 0 2
se poi consideriamo la matrice
3 -5 0 0 1
0 0 3 2 0
U=(3 -2 0 0 0
0 3 0 -3 0
0 3 3 -1 1
si verifica subito che &
AU=UA,
ossia
A, =TUT1AUY).

La pit generale matrice permutabile con A, si ottiene ora, per
il n. 19, e per quanto abbiamo visto sopra, aggiungendo ad un ag-
gregato lineare arbitrario di B, A,, A}, A} la matrice

f[lo 0o o o 0
\0 0 0 0 0
M='0 0. 0 0 af,
0 0 0 0 0
0o 0 0 B ¥

essendo le =, B3, 7 costanti arbitrarie; la pitt generale matrice per-

1) La matrice U si pud determinare nel modo detto in principio di
questo Capitolo; si vedano i calcoli in M., pp. 292-294,
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mutabile con A pud dunque scriversi intanto cosi:
aBE+bA+c AP+ dA’ L TUMU?,

essendo @, b, ¢, d costanti arbitrarie. Non rimane dunque che a cal-
colare la matrice UMU™?, il che si fa facilmente; assumendo, in
luogo delle costanti arbitrarie o, 3, 7, le altre u, v, w legate alle

prime dalle relazioni
—3a=w, —B=3u, PB+4+31=—3v,

si trova infine che la pit generale matrice permutabile con A &
data da

u v —u u+v —-v
0 w 0 w -w
aF + bA +cA2+dA*+ (0 0 0 0 0 ,
0 0 0 0 0
w viw —u utvtw —v—-w,

essendo le a, b, ¢, d, u, v, w costanti arbitrarie.

Applicazioni alla teoria delle forme bilineari.

24. — Le proprieta svolte in questo Capitolo ci fanno ritrovare,
per via raxionale, alcuni teoremi dati da Frosexivs in L. S.

Supponiamo per semplicitd che le matrici che consideriamo siano
tutte quadrate di ordine 7, anzi, ricordando le osservazioni fatte
in principio di questo lavoro, parleremo, in luogo di matrici, di
forme bilineari e sostituzioni lineari omogenee.

Una forma bilineare A si dice che viene ¢rasformata in un’altra
B quando esistono due sostituzioni lineari S, T non degeners (ciod
con [S|£0, |T|+0) per le quali si ha B=SAT ). Pud darsi in par-
ticolare che due sostituzioni S e T trasformino A in s& stessa, cosi
che sia

(54) A=SAT;

1) V.le osservazioni ora ricordate.
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vogliamo ora appunto ricercare a quali condizioni debbono soddi-
sfare S e T perché possano trasformare in se stessa una certa forma
A ciod perché sia risolubile la (54) riguardata come un’equazione
rispetto ad A.

Essendo [S|40, la (54) pud scriversi

S A =AT,

e la condizione richiesta & quindi che le due funzioni [S—! — Eu|,
|T--Eo| abbiano divisori comuni. Ma si puo esprimere la cosa in
altro modo, mediante le ben note osservazioni seguenti, -che si
enunciano di solito in forma irrazionale.

Premettiamo che essendo P=w/+a, 0"+ ...+ @, 10 +a, un
polinomio qualunque, chiameremo, per brevita, polinomio inverso
dz P il polinomio

Q (v)=0’ P(—:;>=“g o' +a, 07 e+,

od un altro che differisca da questo per una costante moltiplicativa.
Hssendo ora

S —Ew=58"1(E—Sw),

vediamo intanto che le due matrici S™'— Ew ed E —Sw» hanno gli
stessi divisori elementari. Si ha d’altra parte

1
E—8Bo=—wo (S—E —);
(O]
se quindi consideriamo la matrice S—Ew, e diciamo M(w) un suo
qualunque minore di ordine 72—, N () il corrispondente minore di

E—Sw, vediamo che &

N—r n—r 1
N (@)=(—1)"" o M((—J),
ossia che N (w) & il polinomio inverso di M (w). Ciascuna delle due
matrici S'—Ew, S — Ew ha dunque per divisori elementari i poli-
nomi inversi dei divisori elementari dell’altra,
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Ne segue in particolare che se P divide una delle due funzioni
IS - Ew|, [S7' - Eo|, il polinomio inverso di P divide 'altra.

Ricordando allora cid che abbiamo detto poco fa, vediamo che:

Condizione necessaria e sufficiente perché due sostituxiont li-
neari non degener: S e T siano allte a trasformare in sé una
forma bilineare ¢ che esista almeno un divisore P di |S —Eu)|,
ed uno Q di¢ |T—-Ew| che siano polinomi inversi I'uno del
Paltro ).

Le forme bilineari che vengono trasformate in s8 dalle S, T si
determinano poi razionalmente col metodo esposto nei n.! precedenti.
Se inoltre indichiamo con P,, Ps, ,..., P, tutti quei divisori di |S — Eo|,
primi in un determinato campo di razionalitdi R, che contenga gli
elementi di S e di T, i cui polinomi inversi Q,, Qs,..., Q, divi-
dono [T —Ew!, con Pfie(p=1, 2,..,p,) i divisori elementari di
S—Eo relativi a P;, con Qfic (s=1,2,..., ¢;) quelli di T—Eo
relativi a Q,, possiamo dire, con tutte le solite notazioni, che ese-
stono, nel campo R, forme bilineari trasformate in sé dalle S, T,
aventi per caratteristica uno qualunque assegnato der numerd

r=1 QI + lzgz +t 1, Y (Ogli <‘intTie -+t Vi 7, )

e non ne esistono aventi alire caratteristiche. — In particolare la
caratteristica di una forma trasformate in sé dalle S, T non su-
pera l numero

21‘ (tin + - + Yin,m;) 95 = O+ 92+ 035 + v
1

\

e questo limite massimo ¢ effettivamente raggiunto 2).

1) Cfr. FroBENIUS, L. S., p. 832; MurH, Op. cit., p. 163.

%) Cfr. FromeNiUS, L. S., p. 32, e MurH, Op. cit.,, p. 163, dove
viene assegnato come limite superiore delle dette caratteristiche il grado
del m.e.d. di |[S'—Ew|,|T—Ew|, che pud non essere raggiunto. Si
vede anzi che la condizione necessaria e sufficiente perché sia raggiunto
& che si abbia pi =qi, %,e=0;, (i=1,2,.,v; 5=1,2,..,¢:), op-
pure pi =qi %, =f;, (=1,2,..,v;p=1,2,.,p;).
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Se si vuole che sia |[A'4+0, si ha poi evidentemente, per le
osservazioni fatte poco fa sui divisori elementari di S™' — Ew:

Condixione necessaria e sufficiente perché le due sostituxioni
lineari non degeneri S e T siano atte a trasformare in sé una
forma bilineare ordinaria, é che ad ogni divisore elementare P* di
una delle due matrice S —Ew ,T—Ew ne corrisponda uno Q* del-
Valtra, avente lo stesso esponente e la cui base Q sia il polino-
mio inverso di P1).

25. — Indicando con T' la sostituzione trasposta della T, si sup-
ponga in particolare che sia S=T', ciod che le due sostituzioni
lineari S, T siano cogredienti. Le cose suddette portano allora che
la condizione perché esista una forma A per la quale sia A =TAT,
& che la funzione |T - Ew| ammetta due divisori P, Q (uguali o
distinti) che siano inversi I’uno dell’altro. Ma & facile vedere che
se questa condizione & soddisfatta la funzione |T-— Ew| ammette
certamente un divisore reciproco (ciod che coincide col suo inverso):
se infatti ¢ P =Q, tale. & il divisore P stesso; se & P+Q pud an-
zitutto supporsi evidentemente che P e Q siano primi (nel campo
R), ed allora la T - Ew| ammette anche il divisore D =PQ, che
& manifestamente reciproco. Poiché inversamente & chiaro che se
la |T — Ew»| ammette un divisore reciproco, la condizione sopra ricor-
data & verificata, abbiamo che

Condixione mecessaria e sufficiente perché due sostituxiont li-
neart cogredientt non degenert T', T possano trasformare in sé una
forma bilineare, ¢ che la funxione T —Ew| ammetta un divisore
reciproco ).

Il divisore reciproco di grado piu elevato si determina razio-
nalmente come m. c. d. di [T-Eo| e |T'-Ew|; quando queste
funzioni sono prime fra loro, non pud aversi, per nessuna matrice A
non nulla, A =T'AT. I numeri che indicano le caratteristiche delle
varie forme A, appartenenti al campo di razionalitd R, che vengono
trasformate in s& dalle T', T si determinano nel modo indicato sopra

1) Cfr. Frosextus, L. S., p.31; MutH. Op. cit., p. 161.
?) Cfr. FroeeENIUS, L. S., p. 355 MurH. Op. cit., p. 164
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in generale; cosi si determina pure la massima di tali caratteri-
stiche 1).

Abbiamo poi:

Condixione necessaria e sufficiente perché due sostituxions li-
neari cogredienty non degeneri T', T possano trasformare in sé
una forma bilineare ordinaria, é che ad ogni divisore elementare
di T—Ew ne corrisponda un altro di questa stessa matrice, even-
tualmente coincidente col primo, che abbia equale esponente e base
inversa ).

L’ equazione AX =XB--C.
Il sistema AX=7YA,, BX=1YB,, e il teorema di Weierstrass.

26. — In luogo dell’equazione AX = XB si potreﬁbe considerare
l’equazione pilt generale

(26, a) AX=XB-C,

dove C & una matrice qualunque di » righe ed »' colonne, essendo
n Vordine di A, #' quello di B. Ci limiteremo, riguardo a questa
equazione, ad osservare che, essendo essa equivalente ad un sistema
di »n’ equazioni lineari (numeriche) in #n' incognite, avra una ed
una sola soluzione allora e solo allora che la corrispondente equa-
zione omogenea AX = XB abbia l'unica soluzione X=0; si ha cosl
che: Condizione necessaria e sufficiente perché la (26, a) ammetia una
ed una sola soluxione é che le due funxioni |A — Eo|, |B — Eo| siano
prime fra loro. Quando queste due funzioni abbiano divisori co-
muni, la (26,a) o non avrd soluzioni o ne avra infinite; in que-

4y Cfr. FroBeNIUS, L. S., p. 35; MuTH. Op. cit., p. 164. Osserviamo
anche qui che nei luoghi ora citati viene assegnato, come limite supe-
riore, il grado g del suddetto m. ¢. d. P di |T—Ew|, |T—!— Ew|; perché tal
limite sia effettivamente raggiunto occorre e basta che presa una qua-
lunque coppia P; , P; di divisori di P, inversi 1'uno dell’altro, i cor-
rispondenti divisori elementari soddisfino alle condizioni osservate in
nota al n.° precedente. -

?) Cfr. FroBeNIUS, L. S., p. 34; MuTH. Op. cit., p. 164,
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st’ultimo caso si ottiene evidentemente la soluzione generale, ag-

giungendo ad una sua soluzione particolare la soluzione generale
della AX =XB.

27. — Consideriamo infine, in luogo di una sola equazione del
tipo (26), un sistema di due equazioni lineari omogenee in due
matrici incognite, del tipo
AX=YA,

BX =YB,

dove A, B hanno lo stesso ordine, come pure A,, B,; supponiamo

di pit [B|+0, [B,/40. La seconda di queste equazioni da
XBr'=B"Y;

(55)

ponendo allora

(56) XBi'=B"Y=1%,
dalla prima delle (55) si deduce

(567) B'AZ=7A, B';

se quindi il sistema (55) ammette soluzioni, ne ammette anche la
(57), considerata come un’equazione nella matrice incognita Z, e
percio le due funzioni [B~'A—Ew!, |A, B! —Es non sono prime
fra loro. Se viceversa questo accade, la (57) ammette soluzioni, e
definendo le X, Y mediante le (56), si ottengono evidentemente
soluzioni del sistema (55).
Si ha ora
B! A—Ew=B"'(A—Buw),
A, Bi' —Eo=(A,—B, ») B,

e quindi le due matrici B! A—Ew ed A—Bw hanno gli stessi divisori
elementari, come pure le altre due A; Bi'—Ew e A, - B, . E chiaro
inoltre che (nel caso che A ed A,, come pure B e B,, abbiano lo
stesso ordine) se il sistema (55) ammette soluzioni con 'X|#0,
[Y|40, la (57) ne ammette con |Z| % 0, e viceversa. Possiamo dun-
que dire:

Condixione mecessaria e sufficiente perché el sistema (b5) am-
metla soluxiont & che le due funxioni |A—Bo!, 1A, -B o non
siano prime fra loro.
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Condixione necessaria e sufficiente perché il sistema (55) am-
metta soluxiont coi determinants diversi da 0, ') é che le due ma-
tricc A—Bw, A, -B,o abbiano gli stesst divisori elemeniars.

Quest’ ultima proprietd non & che il teorema di WEIERSTRASS
sull’equivalenza di due fasci non degeneri di forme bilineari, gia
citato al n. 15. B noto infatti che due fasci di forme bilineari in

due serie di » variabili
A ,y)—owB@ , y) = z;i,k (@in—bix) T; Y

A @, Y)—oB (@ ,y)= 1z’,k (@ in —0b ) 25 Y

1

si dicono equivalenti se esistono due trasformazioni lineari non
degeneri ed indipendenti da w, una delle = nelle 2’, 'altra delle y
nelle %', che portino una forma qualunque del primo fascio A — B
in quella del secondo A, —w B, che corrisponde al medesimo valore
di . Ora perché questo accada & necessario e sufficiente che per
certe matrici P, Q, indipendenti da ©, a determinante diverso
da 0, si abbia

PA-wB)Q=A,-0B,,
qualunque sia il valore di w, e per questo occorre e basta che sia
PAQ=A,, PBQ=R8,,

od infine che il sistema (55) ammetta la soluzione X=Q, Y=P,
con |X!/+0, [Y|40. Se inoltre supponiamo che i due determinanti
[A-o0B|, 'A, - B, non siano identicamente nulli, potremo con
una trasformazione lineare sulla variabile o, ridurci al caso che
siano soddisfatte le coudizioni |B| 40, |B,/$ 0. Il teorema supe-
riore pud dunque anche enunciarsi:

Condixione necessaria e sufficiente perché due fasci dv forme

1) Si osservi che se in una soluzione del sistema (55) una delle due
matriei X, Y ha il determinante diverso da 0, per la seconda equazione
del sistema medesimo lo ha diverso da 0 anche 1'altra.

Ann, 8. N, : 6
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bilinears, ¢ cui determinants non siano identicamente nulli, 1n due
serie di n variabili, siano equivalenti, é che le loro matrici ab-
biano gli stessy devisors elementars.

Questo & appunto il teorema di WEIERSTRASS.

Ritornando al sistema (55) ricordiamo che, per le (56), I’espres-
sione della sua soluzione generale si ha ponendo

X =17B,, Y=B8Z,

dove Z & la soluzione generale della (57). Abbiamo cosi:

Se Py, Py,..., P, sono ¢ divisori, primi in un campo di raxio-
nalita R che contenga gli elementi di A, B, A;, B,, comuni alle
due funxioni |A - Bow|,|A,—B,o|, ed adottiamo per essi tutte le
notaxions adoperate al n. 14 per il caso nel quale era B=E, B, =E,
la soluxione generale del sistema (55) dipende da '

vy Pi 4

N= Ez z:ze 2:45 9iVigo = g‘aaeo

1
parametre arbitrari.
Nel caso che le due matricc A—Bo , A,—B,0 abbiano gli

stesst divisori elementars, il nuwmero dei parametri arbitrari st puo
rappresentare con

N=n,+2 (m+n,+...+mn,)

essendo n, ¢l grado rispetto ad o del m. c. d. dei minor: di or-
dine n—r delle due matricc A—Bw, A, -B,w. (Cfr. n. 15).

Da altrettants parametry arbitrar: dipendono le soluxioni a
determinante diverso da 0, e quinde le sostetuxiont che trasformano
il fascio di forme bilineari A - wB nel fascio A, —w B, Y); le so-
luzioni dette si hanno infatti imponendo 1’unica condizione di disu-
guaglianza |Z| % 0.

Si ha ancora evidentemente: Due matrice X, Y di una stessa
soluxione hanno ugual caratteristica. Percheé esistano, nel campo R,
soluxions del sistema aventi una certa caratteristica r é necessario

1) Cfr. M., p. 322,
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e sufficiente che r sia della forma

r=bg+hLo+..+5g,

con

0£l££7i11+"'+7ininiy (i=1,2,...

La massima caratieristica delle soluxions ¢ dunque

L4

):i (tin 4 + Yimgmy)9i = Cu - 8o 4 833 - oov s

3.

83



Caprroro IIL

L’ equazione X"=A.

Soluzioni di X”=A in un campo di razionalith assegnato.

’

28. — Proponiamoci ora di risolvere 1’equazione
(58) Xm=A )

essendo A una matrice quadrata di ordine n, ed 2 un numero in-
tero e positivo qualunque. Nel caso che sia |A]40, Frosexivs ha
determinato alcune soluzioni dell’equazione (58) che si esprimono
come aggregati lineari di potenze di Aj precisamente se w,, ®,,...,»,
sono le radici distinte dell’equazione |A—Ew|=0, si trova, con questo
metodo del Frosentus, una soluzione della (58) per ogni sistema di

valori di 'Y, , Vog,...,"Vou., cosi che vengono a determinarsi
soluzioni della (58) !). Noi studieremo questa equazione senza
-imporre alle soluzioni la condizione di essere aggregati lineari di

1) FrRoBENIUS. Ueber die cogredienten Transformationen der bilinearen
Formen [Sitzungsberichte der Koniglich Preussischen Akadeinie der Wis-
senschaften, zu Berlin, 1896, XXVI, pp. 7-16], pp. 9-10. Questo procedi-
mento & riportato anche in MuTH. Op. cit., pp. 37-40; viene esposto per
il caso m =2, ma si riconosce facilmente che esso & generale. Si veda
anche SYLVESTER, Sur les puissances et les racines de substitutions linéaires
[Comptes rendus ece., t. XCIV (1882, 1.0 sem.), pp. 55-68]; in tale lavoro
(almeno per il caso in cui le radici di |A —Ew|=0 siano tutte distinte)
si ritrovano, sotto forma diversa, le stesse soluzioni date da FROBEN1US,
e si osserva inoltre che vi sono dei casi in cui l’equazione (58) ammette
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potenze di A, né alla A la condizione |[A|$0. Troveremo in parti-
colare, che le soluzioni date dal Frosesrus sono tuite quelle che
possono esprimersi come aggregati lineari di potenze di A, e che
nel caso che sia |[A|=0 non esistono soluzioni della X"=A che
godano di questa proprieta.

Sia R un certo campo di razionalitda che contenga gli elementi
di A, e cominciamo dal ricercare in generale sotto quali condizioni
la (58) ammette soluzioni appartenenti a questo campo R.

Osserviamo anzitutto che si ha, identicamente rispetto alla ma-
trice X,

X" —Eo" = (X — Bo) (X" 4 X"20 ... + X" + Bo™),

onde segue in particolare che il determinante |[X™ — Ew™| & divisibile
per |[X—Ew|. Se quindi X & una soluzione della (58), appartenente

ad R, il determinante |A—Ew"| ammettera nel campo R un divi-

sore di grado 7, ciod il divisore [ X—Kw|. Siano inoltre Q', Q%*,..., Q5

i divisori elementari di X—Ewo nel campo R (essendo i Q, Q... Qx
uguali o distinti) ed X, la forma normale, adoperata nel Cap. prece-
dente, della matrice X, la quale & pienamente determinata dai divi-

infinite soluzioni. Del SYLVESTER si vedano anche’i seguenti lavori nei
quali tratta di equazioni fra matrici, di grado maggiore dell'unitd:

Sur les équations monothétiques [Comptes rendus ecc., t. IC (1884,
2.° sem.), pp. 13-15].

Sur la solution explicite de U’équation quadratique de Hamilton en
quaternions ou en matrices du second ordre [Ibid., pp. 555-558].-

Sur les conditions de Uexistence de racines égales dans Uéquation du
second ordre de Hamilton et sur une méthode générale pour résoudre une
équation unilatérale de »n’ importe quel degré en matrices d’un ordre quel-
conque [Ibid. pp. 621-630].

On the trinomial unilateral quadratic equation in matrices of the se-
cond order [The Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, XX
(1885), pp. 305-312]. ’

Anche in queste memorie si consilera sempre il caso che le soluzioni
che si ricercano siano esprimibili razionalmente (con coefficienti nume-
rici) per mezzo delle matrici date, ma non viene enunciato alcun criterio,
almeno relativamente semplice, per riconoscere quando tale caso si pre-
senti,
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sori elementari Q', Q;*,..., Q" ; esisterd una matrice P, con [P|40,
tale che si abbia

X —=P'X,P,
e quindi

PIXpP—A,

onde le matrici X ed A debbono essere simili.

Supponiamo, viceversa, che il determinante |A—Ew™| ammetta,
nel campo di razionalita R, un divisore ¢(w) di grado #, il quale
possa scomporsi, in un modo conveniente, in un prodotto di po-
tenze di fattori primi in R, uguali o distinti:

e € ex,
(F ((.0) == 11 2 e QR g

cosi che la potenza m 2 della matrice di forma normale X rela-

tiva ai divisori elementari Q7, Qz, ..., Q3" sia simile ad A; esiste

allora una matrice P, a determinante diverso da 0, per la quale si ha

(59) P1XpP=A,

e ponendo quindi

(60) X=P'X,P,
X" =A.

Si ha cosi il seguente teorema:

Condixione mecessaria e sufficiente perché, in un determinato
campo R di raxionalila, che contenga gli elementi di A, U equa-
xzione X"m=A, dove A ¢é una matrice quadrata dv ordine n, am-
metta soluxioni, é che il determinante |A—Ew™| abbia, in R, un
divisore di grado m, ¢ cur fattori primi, uguali o distinti, possano
aggrupparsi in un certo modo Q', Qz*, ..., Q¥ in guisa che la po
tenxa meme della matrice X, di forma normale, che ha questi di-
visori elementart, sia simile ad A.

Otteniamo cosl un numero finito di matrici normali X,, e per
ognuna di esse, risolvendo la (59), abbiamo, mediante la (60), le
soluzioni corrispondenti della (58). Si ha dunque il modo di deter-
minare, operando nel campo R, tutte le soluzioni che la X"=A
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ammette in questo campo. Dicendo che due matrici appartengono
ad una medesima classe quando sono simili, vediamo che le solu-
zioni della X™ = A si distribuiscono in un numero tinito di classi,
e le soluzioni di ogni classe dipendono, di solito, da costanti ar-
bitrarie.

29. — A complemento del teorema del n° precedente faremo
ancora le osservazioni seguenti:

l.e Siano P,,P,,..,P, i fattori primi distinti di |A-Eo|,
e sia precisamente |A — Ew|= Py P%... P *, cosi che sard
|A - Bo"| =P7" (o) P§* (0")... Pj# (&™) ; imaginiamo di scomporre
ogni P; (™) nei suoi fattori primi in R, e consideriamo la ma-
trice N di forma normale i cui divisori elementari sono tutti i
divisori primi (uguali o distinti) di |A — E«™|; avremo in particolare
|A-Eo"|=|N-Eo|, e la matrice N sara di ordine nm. B allora
evidente (per la forma delle matrici normali) che se consideriamo
un qualunque divisore % (), di ordine 7, di |A — Ew™|, 0 di {N - Ew)|,
0 (@) =Q" Q7" ... Q¥ (i Qy, Quy..., Qy essendo uguali o distinti) ed &
X, la matrice normale relativa ai divisori elementari Q7*,Qg,..., Q,
il determinante |[N™ - Ew| & divisibile per |X7 - Eo].

D’altra parte essendo s una variabile e ¢(s) un certo polino-
mio, si ha

N7 —Bom| =[N — Eo[4(5) =& —Ea"4(3),

ed & quindi, essendo % un altro polinomio,

$ () =2("),

e ponendo ¢"=uw

N" — BEo|==|A—Eo|y(w).

Il polinomio [N"—Ew| & dunque divisibile per |X;—Eo| e
per |A— Eo|, comunque sia formata (nel modo detto) la matrice X3
perché sia soddisfatta la condizione enunciata nel teorema di sopra,
deve accadere, in particolare, che questi due divisori |X§ — Ew
ed |[A—Euw| siano uguali, e coincidano inoltre i divisori elemen-
tari delle due matrici X —Ew,A—TFw.
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2.2 Per determinare le matrici X, di cui nel teorema, possiamo
evidentemente operare, anziché sull’equazione (58), sulla

(58) Yr=A,,

essendo A, la matrice di forma normale relativa ad A ; se & infatti
U-'AU = A,, si passa dalla (53)' alla (58) mediante la trasformazione

Y=U"'XU.

Si osservi anche che una soluzione X della (58) & permutabile con
A, poiche 8 X" =AX = XA . In particolare ogni soluzione Y della
(58) & permutabile con A,; ne segue (cfr. n. 18) che Y & della
forma

Y, 0 ... 0

O Y2 LR O
Y= ,

0 0 ... Y,

dove ogni Y, soddisfa all’equazione
(58)" Yi=14,,

essendo A, ; quella parte di A, relativa al divisore P, .
Ciascuna matrice X,, essendo la forma normale di una solu-
zione Y, deve dunque essere della forma

(Xon 0 ... 0 )
0 X, ... 0[

bl
e

dove ogni X, ; & una matrice normale di ordine g;»; (se ¢; & il
grado di P;), ed & precisamente la forma normale di una classe di
soluzioni della corrispondente equazione (58)". Se consideriamo al-
lora il divisore ¢ = Q' Q... Q¢* (di cui nel teorema precedente) re-

X,=
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lativo alla matrice X, e poniamo %, =|X, ; — Ew|, possiamo scrivere
¢=%1%2.--Pu; Ma ognip, divide, per la (58)", |A, ; — Ew™| =P (w™),
e d’altra parte due qualunque dei polinomi P, (®w™) sono primi fra
loro, poiché il loro m. c. d. non potrebbe contenere altre potenze
di o che quelle con esponenti multipli di m, ed ammetterebbero
quindi divisori comuni anche i due corrispondenti P; (w); abbiamo
dunque:

Se Py(0), Py(w),..., Pu(w) sono i divisori primi distinti di
|A—Eo|, 91,92, gu @ loro gradi, ed é |A—Eo|=Ppn Pg... Py,

il divisore di grado m, Q' Q% ... Qe*, del polinomio P (w™)... Pu(w™),
di cui nell’ enunciato dv sopra, deve ammettere con ognuno det po-
linomi P%i (w™) un m.c.d. di grado uguale a g;0.;.

Questa osservazione limita ancora il numero dei suddetti divi-
sori di grado 7, che possono soddisfare alla condizione voluta.

Soluzioni di X™=A nel campo totale di razionalithx.

30. — Supponiamo ora che il campo di razionalitd in cui si opera
sia il campo di tutti i numeri reali e complessi.

Osserviamo anzitutto che in tal caso si determinano facilmente
i divisori elementari di X{—Ew, essendo, per il momento, X, una
qualunque matrice, che possiamo supporre di forma normale. Siano
infatti (0 — 2,), (0 - 2)%,..., (0 — 2, )¢ 1divisori elementari di X, ~ Eo,
essendo le z,,x,,...,x, uguali o distinte, e indichiamo, per brevita,
con X, la matrice normale relativa a (o —x;)% :

[ax; 1 0 0
x; 1 0
X, =
0 0 x; 1
0 0 0 x;
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Si trova immediatamente

m m n—1 m m—2 ( m m—e i+1 \
xT; (l)x,’ (2>(E1 .-t.- \ei—-l X; \
bl

m m e .2
e 7 xr—eit?
0 i xX; (1) i (8,—2 %
X — :
0 0 @ (e mg)w-em
—
0 0 0 P

e quindi intanto, se & x;40, la matrice X} - Kw ha un solo divi
sore elementare uguale a (w —27)% . Se invece & x, =0, si ponga
ei=q;m+r; (0<<r;<m); si vede subito allora (ad es. con tra-
sformazioni sulle righe & sulle colonne) che, se & e, >m, la X7 - Ko
ha m divisori elementari, dei quali 7 —r; uguali ad »?, ed 7, uguali
ad 0% ™' mentre se & ¢; <m la X7'— Eo stessa ha e; divisori ele-
mentari uguali ad » ). Con queste osservazioni sarebbe facile vedere
come deve essere scelto il divisore ¢ (0) di grado =, di cui sopra
abbiamo parlato; ma allo stesso risultato possiamo, in questo caso,
giungere pitt direttamente nel modo seguente.

Perche la (58) ammetta soluzioni (nel campo che ora conside-
riamo) & intanto necessario che gli eventuali divisori elementari
della A —Ew eguali a potenze di » soddisfino alle condizioni che
risultano da cid che poco fa abbiamo osservato, siano cio¢ tali che,
escludendone un numero conveniente di uguali ad o, quelli che
rimangono possano distribuirsi in A gruppi di » divisori ciascuno,

1) Per il caso delle radici diverse da O cfr. FroseNIUS, L. S., p. 25.
Riguardo alla questione piu generale di determinare (nel campo di ra-
zionalitda di tutti i numeri reali e complessi) i divisori elementari di
f(A)—Euw, dove findica una qualunque funzione razionale, si veda MuTH,
Ueber rationale Functionen bilinearer Formen [Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik, Bd. CXXV (1903), pp. 282-292]; questo teorema
di MuTH comprende cio che abbiamo osservato sopra. Giungendo a risol-
vere 1'analoga questione in un campo di razionalitd qualunque, almeno
per il caso delle potenze, si potrebbe forse dare al teorema del n.® 28 un
enunciato piit semplice,



Sopra alcune operazioni algebricke sulle matrict 91

cosl che il gruppo j®™° (j=1,2,...,%) contenga m -7; divisori
uguali ad una certa potenza w? di w, ed »; uguali a % . Sup-
poniamo ora, viceversa, che questo accada, e dimostriamo che in
tal caso 1’ equazione (58) ammette soluzioni (nel campo di razio-
nalitd che consideriamo).

Siano percido ,, 0 ,..., »”le radici distinte e diverse da 0 del-
I'equazione [A - Eo|=0, e (0- ;) %e(p=1,2,...,p;) i divisori
elementari di A — Eo relativi ad o; (/=1,2,...,v), e indichiamo con
Tiny @iz ey Tip, Pi Tadicl m M comunque scelte, eguali o di-
stinte, di ®,. Consideriamo la matrice X, di forma normale, rela-
tiva ai divisori elementari seguenti:

o\ o s “ .
(=2, )", (0—2; 92 ..., (0=2;,) "7, (¢=1,2,.,v),
0ot , wfmtr yey  IAMTTL y W, @, 0%,

dove gli esponenti ¢, sono scelti con le sole condizioni che sia

v P A
0<e,<m (5=1,2,.,1) © erteptonte, =n— Y, X, % — O (4,m475)5
1 1 1

per le osservazioni fatte in principio di quésto numero, & manifesto
che la X% e la A sono due matrici simili; per il n. 28 esistono
allora effettivamente soluzioni della X" = A, simili ad X,, e si ot
tengono dalla (60) dove P rappresenta la soluzione generale della (59).
Abbiamo dunque:

Condizione necessaria e sufficiente perché U equaxione X" =A
sia risolubile (nel campo di tutti ¢ numeri reali e complessi ) é
che gli esponents dei divisori elementari della matrice A - Ew,
relativi al divisore o si possano disporre, prescindendo eventual-
mente da alcuni di quelli equali all’ unita, in gruppi di m numeri
ciascuno, cost che tn ogni gruppo st ahbiano al massimo due soli
esponenti distindi, e quests differiscano di una unita. La determi-
naxione di tutte le soluxiont st fa por mel modo che risulta dalle
osservaxiont di sopra e da quelle del n. 28.

La condizione relativa al divisore w enunciata in questo teo-
rema pud esprimersi anche nel modo che ora andiamo a dire.
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Supponiamo che tale condizione sia soddisfatta, e siano wf, wft1
due divisori elementari di A —Ew; essi potranno far parte simulta-
neamente di uno o pitt dei gruppi suddetti; ma se esistono due di
tali gruppi, ¢ evidente che ai 3,8+1 che compaiono in essi si pud
dare un altro aggruppamento, sempre soddisfacente alle condizioni
del teorema, e tale che uno dei nuovi gruppi contenga o tutti p
o tutti B+1, e 'altro possa contenere cosi degli uni come degli
altri; si pud quindi sempre supporre (per ricercare quando & che
le indicate condizioni sono soddisfatte) che per ogni coppia §,£+1
dei suddetti esponenti, che differiscano fra loro di una unita, ci sia
al pitt un solo gruppo che contenga simultaneamente 1’uno e I'altro
numero, e questo infatti supporremo.

Premesso cio, se H & il numero dei divisori elementari di A - Ew
uguali a potenze di w, e poniamo H=>Xim+: (0=<:<m), vi sa-
ranno certamente, per il teorema di sopra, almeno ¢ divisori ele-
mentari uguali ad v, e possiamo evidentemente supporre, per for-
mare i gruppi di cui nel teorema, di prescindere precisamente da
¢ di tali divisori. Trascuriamo dunque questi e divisori, e degli
H-:=)m che cosi rimangono ve ne siano r, uguali, ad es., a
wh 1, uguali a wf, .., r; uguali a whs (B, <B<<...<B,). Conside-
riamo ora le somme

6,==T1,% ="+, %="1+%+1T,.,

e Siano ciy, iy gy 7, (< 7,<... <[i,) quelle non multiple di e,
poniamo inoltre o,=7, (mod. m) (0=<"r;,<m). I B; non saranno
allora in numero multiplo di 2, ed esiste quindi un gruppo formato
con @B e con B3;y1; sara dunque Biqq=0;+1 e i1 >m—1;.
Sia ora 2, 1<Ti,; la somma o;41 essendo in tal caso multipla di
m, i Bi, , Bi41 costituiscono interamente un certo numero di gruppi;
possiamo quindi ripetere per i f3; il ragionamento fatto per i B
e troviamo analogamente P;y1=0:5+1; se poi & ¢,+1=7¢, si ha
Bito=Bip1+1, e quindi, anche in questo caso, Bi,1=0;,+1; si ha
poi ancora Ti41==m —r;,. Cosl seguitando troveremo anche

Piti=pi,+1 , Bipr=f,+1, ecc,
CTgl =M =Ty, Tifl=M -7, ecc.,
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ed invertendo i ragionamenti ora fatti possiamo evidentemente dire
che con tutte le motaxions ora adoperate la condixzione del teorema
dv sopra equivale a questo che debba essere

Boi=Bi-t1, Bpn=0y+1,..., Bia=p, +1,

Tl =M = Tip ) T L =M =Ty g eeny Ti g1 2 M =174,

Questo criterio pud servire a riconoscers facilmente se pia nu-
meri B,Bs,..., Bs soddisfano alla voluta condizione.

Le caratteristiche delle soluzioni di X" =A.

31. — Supponiamo ora che, in un certo campo di razionalitd R,
Pequazione X" = A sia risolubile, e determiniamo, in questo campo,
le caratteristiche delle sue varie soluzioni; basta evidentemente
determinare le caratteristiche delle varie matrici X,. Si osservi an-
zitutto che, come si vede immediatamente, la caratteristica di una
tale matrice X, & data da n — H, essendo H il numero dei divisori
elementari di X,—Eo relativi al divisore o !); occorrera quindi
determinare i vari valori che pud assumere H.

Sia H il numero dei divisori elementari di A - Ew relativi al
divisore @, e poniamo come sopra

H=im-4¢e¢, 0=c<m);

sia poi H' il numero dei divisori elementari di A —Eo uguali ad o,
cosi che sard, per il teorema del n.° precedente, #) H'=>¢, e poniamo

[

m

1) Cfr la mia nota: Sulla caratteristica del prodotto di due matrici
(1. e.] p. 256.

?) Si osservi che la discussione fatta in questo teorema per i divisori
elementari relativi ad o vale manifestamente in qualunque campo di
razionalita.

%) Ricordiamo che essendo « un numero positivo qualunque si suole
indicare con [¢] il massimo numero intero contenuto in esso.
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Ogni aggruppamento degli H divisori suddetti, che soddisfi alle
condizioni del n.° precedente, si ottiene evidentemente prendendo
un certo numero X'm +e (0<<)'<<p.) degli H" divisori elementari
uguali ad w, formando con questi un certo numero di gruppi, in
modo che in ogni gruppo vi siano meno di »e divisori, e formando
infine A -’ gruppi, in modo opportuno, coi (A —L1")me divisori che
rimangono; il numero di tutti i gruppi cosi formati & appunto il
numero H.

Ora & chiaro che il numero dei gruppi soddisfacenti alla con-
dizione voluta, che si possono formare coi detti X'm +¢ divisori

. . . . )\’m+€ )‘,m + e
uguali ad o varia dal minimo mo1 © lm—l ]+1, secondo

che & ¥m—+e=0 (mod. m—1) o no, al massimo N'm +e¢; il mi-
- nimo ora detto pud d’altra parte rappresentarsi in ambedue i casi
con l’espressione

)\'m+e+m—2]=)\,+[w_2};

m—1 m—1

ne segue che il numero totale dei gruppi sopra considerati, ciod
il numero H, varia dal minimo )+ [)\___+;+n12—-—2‘ al massimo
AN+ (m—1)+e. Le caratteristiche delle soluxioni della X" = A,
corrispondentt al considerato valore )\, sono dunque date da
numerty

(6 1) n—h—e—=N (m—'l) ) n—h—e—N’ (m—l) +1 yeouy N—h— [Z\—j-’l:’b—-‘-—fnl—_ﬁjl .

Facendo successivamente X’ =0,1,...,p. otteniamo tutti i numeri
che danno le caratteristiche delle soluzioni della X™=A.

Si osservi ora che confrontando la serie dei numeri (61) cor-
rispondente ad un certo valore \" e la serie medesima corrispon-
dente a N'+1, il minimo ed il massimo della seconda serie sono
rispettivamente minori del minimo e del massimo della prima serie;
vogliamo perd dimostrare che fra una serie e 1’altra non vi &
compreso alcun numero intero, cioé che il minimo della serie corri-
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spondente a A" & minore od uguale al- massimo della serie corri-
spondente a »'+1, aumentato di una unita, ossia, in simboli,

(62) n—)\—e—}\’(m—l)gn—)\—[)‘ "i"'_m;l}_ﬂ.

m -1

Da questa disuguaglianza infatti si deduce

N+e+m=-1 )
[-—77;__*‘1——] < e\ (772 - 1) +1.
ossia
(63) Kgedm-l L vm-1)42,

m-1

e viceversa dalla (63) si ottiene la (62); la (63) medesima pud poi
seriversi

Nte<lem—1)+¥Nm—1P4m-1,

che & evidentemente soddisfatta. '

Vediamo dunque che i numeri che si ottengono dalla serie (61)
facendovi successivamente %'=0,1,...,p. sono tutti i numeri com-
presi (gli estremi inclusi) fra il piu piccolo dei numeri della serie
corrispondente a A" =p., ed il pit grande della serie corrispondente
a N=0, ciod fra i numeri

(o | ST 2
P=n—k—e—pm-1), Q=n ): [m—l ]

Esprimiamo ora questi due numeri per mezzo di H e di H'.
Per il numero Q si ha evidentemente
Q=n—>\ per e=0,
Q=n—)—1 per e 0,
e quindi in ambedue i casi

Q=n— [H—[—_m—_l} .

m
Per il numero P cominciamo dal porre

H=im +-= 0Lt <<m),
H—es=pm+to 0 <o<lm);
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poiche si ha ancora H —c¢=Im+ t—¢, avremo
(64) pm—to=Im-41—:¢ (0 lo<lm),

e converrd quindi distinguere i due casi t=3, t<e.— Nel primo
caso la (64) da s=t—z, p=I; inoltre, se & t=: si ha H-H'=

- : .
=0\-0)m, e quindi A—-1= H—m——; se invece & t>: si ha

H-H=M\-l)m-(t—¢), ossia [H;’ZH]=)\—Z -1, o infine A - I=

= [E—M——l} , la quale si riduce, per t=¢, alla A -l = E———E
m m
di poco fa.

Si ha dunque per t=e

P=n—)—e— l(m—1) =n— (h—1) —c—dm+4Im—Im=
=n—0—l) 4+ Gr—)m—H=n+—1l)(m—1) —H=
H—H-+m—1

=n—H+4 (m——-l)[

Se poi e t<e,la(64) dao=m+r-e,p=0-1,eda H-H=

i H-H7] [H-H4+m-1
= (\-0l)m+e -~z sideduce l—l:[ po» ]=[ poe }—1;

& quindi per t<e

P=n-t-c-(-1) (m-1) =n-h-e-l(m-1)+m-1=
=n+O0-Om-1)-Ht+m-1=n+Q-1+1)(m-1)-H=

=n—H-4 (m—1) [}i':-ﬂll]

9

come nel caso t=:. — Osservando infine che se H, & il numero
dei divisori elementari di A—Ew relativi al divisore ® e con
esponente maggiore dell’unita, cioé il secondo numero di PreDELLA,
si ha H—H'=H,, possiamo enunciare il teorema:

Se H, H, sono ¢ prime due numert di PreoELLa per la ma-
trice A—Ewo e per il divisore v, le caratteristiche delle soluxiont
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della X™= A sono date dat numer:

n—H+ (m—1) [wﬂ] ,
H,+m [H—I—m—l] ’

m

n—H-4 (m—1) [ }—i—l
essendo n Vordine della matrice A.

Si osservi che n—H & la caratteristica di A; indicandola con
¢, la serie delle dette caratteristiche pud scriversi

e m—1) [RER=Y,
e+ (m—1) [H—wl +1,.,¢c+H— [M} .

m

Le soluzioni singolari di X"=A.

32. — Nei ragionamenti che seguono supporremo senz’altro di
operare nel campo di razionalita di tutti i numeri reali e complessi;‘
alcuni dei risultati che otterremo potranno perd (come vedremo)
essere applicati in un campo di razionalita arbitrario, che contenga
gli elementi di A; in un tale campo rimarranno valide anzi anche
alcune parti delle dimostrazioni.

Abbiamo visto al n. 28 che le soluzioni dell’ equazione X" =A
si distribuiscono in un numero finito di classi, e che le soluzioni
di ogni classe dipendono, almeno generalmente, da costanti arbi-
trarie. Vogliamo ora appunto esaminare se esistano delle classi che
contengono soltanto un numero finito di soluzioni.

Ricordiamo percid che la soluzione generale della classe cor-
rispondente ad una matrice normale X,, determinata nel modo che
sopra abbiamo detto, si ottiene dalla formula

(60) ‘ X=P'X,P
dove P & la piu generale matrice che soddisfa alla

(59) P-1Xy P—A;
Ann, 8. N, 7
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occorre quindi in primo luogo ricercare qual’ & la condizione per-
che a due soluzioni della (59) corrisponda, per la (60), una me-
desima matrice X.

Se P, e P, sono due tali soluzioni, avremo per esse

P X Pe=P" X, Py,
ossia )
X, P, Pi=P, Pi' X,,
e ponendo
P, Pi'=T1,

(65) U1 X, U =X,.

Se inversamente la P, & una soluzione della (59), ed U una
soluzione qualunque della (65), la matrice

P2= UPI

soddisfa manifestamente alla (59); dunque da una soluzione qua-
lunque della (59) si hanno tutte le altre soluzioni di questa me-
desima equazione che danno ln stessa matrice X, moltiplicando a
sinistra la considerata soluzione per la matrice piu generale che
trasforma X, in se stessa.

Osserviamo in secondo luogo che da una soluzione particolare

P, della (59) si ha la soluzione generale della medesima equazione
ponendo

P=VP,,

dove V & la piu generale matrice che trasforma in s¢ stessa la
X4, ciod per la quale si ha

(66) VA Xy V=Xp;
infatti da

P1XeP=Pr' Xy P,
segue

P, P X» PP = Xp

0
onde appunto, ponendo

PPj'=V

b]
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si ottiene
V1 XeV=Xy

P=VP,;
e viceversa.

Premesso cio, si osservi che ogni matrice che trasforma in s
X, trasforma in s& anche X§', ma, in generale, non viceversa; si
supponga perd dapprima che anche questo accada, cioé che ogni
matrice che trasforma in se¢ XG, trasformi in s& pure X,. Consi-
derata allora una particolare soluzione P, della (59), da cid che
abbiamo detto sopra risulta subito che alla soluzione pili generale
P=YVP, dell’equazione medesima corrisponde, per la (60), sempre
la medesima matrice X; la classe corrispondente ad X, & costi-
tuita dunque, in tal caso, da una sola soluzione.

Si supponga invece che esista almeno una soluzione V, della
(66) che non sia soluzione della (65), ed essendo U una soluzione
qualunque di quest’ultima, si consideri la matrice U~ V, la quale
soddisfa pure alla (66), ove si escludano i valori . che annullano
il determinante |U--4V,|. E facile vedere che alle due matrici

U1=U+)\1V1, U2:U+)\2V1

dove &, e ), sono due valori distinti qualunque che soddisfano alla
detta disuguaglianza, non pud corrispondere, per la (60), una me-
desima matrice X; perche infatti cid accadesse, dovrebbe aversi,
per una certa soluzione U della (65),

ﬁ”Ul= U2 )
ossia ponendo Az =hy —2,,

U0, =U,+2%V,
onde

% Vi =U—E)U,,
e quindi A;=0, perchd altrimenti anche la V, soddisfarebbe alla

(65). Esistono dunque in questo secondo caso, infinite soluzioni
della X™=A appartenenti alla classe corrispondente ad X,.
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Vediamo percid intanto che ogni classe di soluzioni dell’equa-
zione X™=A o contiene infinite matrici, o ne contiene una sola;
si verifica il primo od il secondo caso, secondo che, per la corri-
spondente matrice X,, le matrici permutabili con la X, stessa non
sono, o sono, tutte quelle permutabili con la Xj.

33. — Data allora una qualunque matrice, che possiamo sup-
porre ridotta a forma normale ed indicare ancora con X, , ricer-
chiamo quali sono le condizioni perché le matrici permutabili con
X, siano tutte quelle permutabili con X§.

Siano @, , @,..,x, le radici distinte di |X;—Ewn|=0, e
(w=2;) %1, (W—2;) %2,.,(0--x;) *ip; i divisori elementari di
X,—Eo corrispondenti alla radice x; (¢=1,2,..,p); il numero
delle costanti arbitrarie che entrano nella piti generale matrice per-
mutabile con X, & dato allora (V. n. 16) da

I
N=3 (o4 80,+5a5+..+@pi—1) 2 ),
1

ed in modo simile si calcola il numero analogo, che indicheremo
con N, per la matrice X§'; dobbiamo appunto ricercare le condi-
zioni perche sia N'=N. Se una delle ; & nulla, ad ogni divisore
elementare della X, — Ew relativo ad essa corrispondono 7 divisori
elementari della X7*—Ew», e si vede quindi che & N'>>N. Sia
dunque ogni x; diversa da 0, cios |X,|+0; i divisori elementari
di Xi*—Ew sono allora (o —a7) %e (=1,2,.,p;0=1,2,..,p),
e se quindi due qualunque z} sono distinte, risulta N’ = N, mentre
se &, ad es., a)'=way, si ha evidentemente N' ™ N.

Abbiamo dunque:

La condizione mnecessaria e sufficiente perché le matricy per-
mutabili con una matrice X, siano tutte quelle permutabili con

o, ¢ che sia |X|$0, e che le potenze meime delle radici distinte
di |X,—En|=0 siano pure tutle distinte.

Osserviamo ancora che questo criterio & completamente razionale;
se infatti & Q; un qualunque divisore primo di | X, - Ew|, in un
campo di razionalitd arbitrario, che contenga gli elementi di X,, ed
H,; la corrispondente matrice di forma normale, 1’equazione
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|H7* — Eo| =0 ha per radici le potenze m#"* di quelle di Q; (»)=0,
onde basta verificare, il che si fa razionalmente, che, per ogni detto
divisore Q; , 'equazione corrispondente |[H;*—Ew|=0 ha tutte le
radici distinte.

34. — Ricordando ora cio che sopra abbiamo detto, vediamo
che quando sia |A|=0 non esisteranno certamente classi di solu-
zioni della X™ = A costituite da un’unica matrice; se poi & [Al+0,
queste classi sono quelle e quelle sole per le quali la corrispon-
dente matrice X, & tale che le potenze mee di due radici di-
stinte qualunque di |X,- Ew|=0 siano pure distinte. E poichs, in
generale, per |A|#+0, i divisori elementari di ogni matrice X, — Ew
si ottengono da quelli di A —Eo sostituendo in ognuno di essi al
corrispondente valore della radice ®; un valore qualunque di \/m—,,
vediamo che le X, che danno luogo ad una soluzione sola si ot-
terranno precisamente prendendo uno stesso valore di "/ w; per
tutti i divisori elementari corrispondenti ad w,. Possiamo cosi dire:

Ogni classe dv soluxioni dell’equaxione X™= A o contiene infi-
nite soluxioni o me contiene una sola. Perché, nel campo di ro-
xionalita di tutty @ numeri reali e complessi, esistano classi che
st reducano ad una sola soluxione é necessario e sufficiente che
sia |AIF0, e sew é il numero delle radici distinte di |A — Ew| =0,
il numero dp tali classi é m .

Dalle cose ora viste segue facilmente la condizione perché la
matrice A ammetta un numero finito di radici m®ie; & neces-
sario e sufficiente per questo che ogni matrice X, venga necessa-
riamente ad essere formata nel modo che poco fa abbiamo detto
per quelle matrici X, che danno luogo ad un’unica soluzione della
X™=A; e per questo occorre & basta evidentemente che la matrice
A - Eo ammetta, per ogni radice w;, un solo divisore elementare.
Questa condizione equivale all’altra che non esista alcun divisore
(variabile) comune a tutti i minori di ordine -1 della matrice
A—Ew; la proprietd ottenuta pud dunque enunciarsi in modo af-

fatto indipendente dal campo di razionalitd considerato, nel modo
che segue:

Condixione mecessaria e sufficiente perche una matrice A am-
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metla un numero finito di radici m=™e, ¢ che sia |Al% 0 e che ad
ogni divisore primo di |A —Ew| (in un qualunque campo di raxio-
nalita, che contenga gli elementi di A) corrisponda un solo divisore
elementare di A —Ew. — Se p. é ¢l numero delle radici distinte di
A —-Ew/=0, il numero delle radici m*™¢ di A, nel campo di
razionalita di tutti © numeri reali e complessi, é m» .

Si pud notare che una matrice generica si trova nel caso di
quest’ultimo teorema.

35. — Andiamo ora a caratterizzare in altro modo le soluzioni
della X™ = A, uniche della propria classe, che abbiamo considerato
nei n.! precedenti, e che potrebbero dirsi le solixions singolari della
nostra equazione, in quanto che non si ottengono da alcuna solu-
zione con costanti arbitrarie, particolarizzando i valori delle co-
stanti medesime.

Sia, come precedentemente, X, la matrice normale corrispon-
dente ad una di queste soluzioni; avremo, per cid che abbiamo
visto, |[A| 0, e se (w-w;)%e (1=1,2,.,p; p=1,2,.,p;) sono
i divisori elementari di A —Ew, e quindi anche di X7* — Ew, quelli
di X)—Eo saranno (0 —x;)%,, (¢=1,2,.,u0;p=1,2,.,p,), es-
sendo &7 =w;. Il numero delle potenze linearmente indipendenti,
tanto della matrice X, come della Xy, & uguale allora (cfr. n. 17)
al numero delle potenze indipendenti della A, & dato cioé da

g=oy o1 e s
ne segue che le prime a potenze X;”=PA* P~ (s=0,1,..,0-1)
della X' costituiscono un sistema completo di potenze linearmente
indipendenti della matrice X,, e quindi una potenza qualunque di
Xy, in particolare la X, stessa, sara esprimibile per mezzo di un
aggregato delle suddette potenze X;” (s=0,1,..,2—1). Avremo
dunque, per certi coefficienti %,
a—1
X0= 25 )\s Xgm’
0
e se P & una soluzione della (59), otteniamo

a—1 a—1
X =P'X,P=¥ P X" P= %“ Ay AS,
0
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ossia ogni soluxione X, unica della propria classe, ¢ esprimabile
come aggregato lineare di potenxe di A.

Supponiamo viceversa che questo accada, e si abbia quindi, per
certi coefficienti A,

‘a—1
X = 25 N A
0
Se allora ¢ X =P;*X,P,, abbiamo

a—1
Xo=P,XP'= 25)‘5 P, As P,
0

onde per la (59)

a—1

Xo= ¥ X
0
e quindi per qualunque matrice P che soddisfi alla (59) medesima
P2X, P = 2‘ A (PIXpP 2. rAf =

La soluzione X & dunque unica della propria classe. Abbiamo cosi:

Le soluxiont della X™= A che sono uniche della propria classe
sono tutte e sole quelle che possono esprimersy come aggregats li-
neart di potenxe di A. Nel campo di raxionalita di tutte © nu-
mert realt e complessi, esse sono dungue (efr.n.’ p7ecedente) m
numero di m*.

Vediamo inoltre che se lequazione X" = A ammette (in un de-
terminato campo di raxionalita) un nwmero finito di soluxion,
esse sono tutte aggregaty lineari dv potenxe di A.

Il fatto che una matrice A ammetta un numero finito di radici
(di un ordine arbitrario) si presenta dunque insieme con gli altri
due fatti (cfr. n. 17) che la A possegga il numero massimo » di
potenze linearmente indipendenti, e che ogni matrice permutabile
con essa sia un aggregato lineare delle sue potenze; e per il me-
desimo n. 17 tutto cid accade allora e solo allora che ad ogni di-

visore primo di |A —Ew| corrisponde un solo divisore elementare
di A-Eo,
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36. — Abbiamo visto che se X = ), A*® una delle soluzioni
della X™= A sopra considerate, i coefficienti %, sono quelli stessi
che compaiono nella formula X0=ESXSX(§"’; essi si determinano
quindi razionalmente quando sia nota la matrice X,, e poichs, per
in. 32 e 33, si puo giudicare in modo razionale se ad una certa
matrice X, corrisponde o no una sola soluzione della X™ = A, ab-
biamo cosi il modo di calcolare, operando in un determinato campo
di razionalita R, i coefficienti %, delle soluzioni X=2)\s A* che
appartengono ad R. — Calceliamo ora effettivamente i A, relativi ad
una matrice X,, nel campo di razionalitd di tutti i numeri reali
e complessi.

Adoperando le stesse notazioni di sopra, si riconosce intanto

a—1
facilmente che la relazione X,= Zs A, X§™ equivale al seguente si-
0

stema di o =oy,+0p,+...+09,, equazioni lineari nelle « incognite :

a—1 \
M Az =w;
0
‘a—1
Sm\ .
s ( 1 ))\s xj”"‘:l
0
= (sm) %, @it ) y (6=1,2,..,p).
s\ 2
0
a—1
2 ( SM ))\s xgm‘ai,l-*_l:()
T s a'i,l—]'

Indichiamo ora con ¥ () il polinomio

a—1

x©@) = o =kh+hot..+lzieT,
0

e con 4 (w), % (w),... le sue successive derivate (rispetto ad ), e
poniamo

m:xm’;
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il sistema di equazioni precedente pud scriversi allora

¥ () =; |
dy. —
(%)‘”ﬂ”i =1

Il

&
dwz xT=;

a;1—1
d AT
dxai'l_l T=x; |

o Qydo
)((‘0)*—(71;%»

) - dy dx
1 (@)= dsc/ (dm) + da}r(: dw®’’

le medesime equazioni divengono infine, come facilmente si vede,
dx " x
ol ()) y ®W;)=— |5 “ee
Y (w)=z;, ¥ '(0:) (dw)z—xl yomw; ! L (0) dmz)w=xi , wamen ?

d(ai.l_lx

. —1

. X(az.l )(U)z) —— Py ,
dw’i i Te=ip; , =00

(1=1,2,..,p).

e poiché si ha

Queste condizioni individuano, come & noto, un polinomio ¥ (w),

di grado & —1, per il quale si ha appunto, come volevamo,
Xy = (X3')

Facendo questo per ognuna delle m# matrici X, alle quali
corrisponde una sola soluzione della X™=A, otteniamo cosi m#
polinomi, che determinano le soluzioni singolari dell’equazione me-
desima. Questi polinomi sono appunto quelli trovati da FroBentus,

per il caso m =2, nella Memoria citata in una nota al principio
di questo Capitolo.
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Le costanti arbitrarie essenziali che compaiono

nelle soluzioni di X" =A.

37. — Consideriamo una classe di soluzioni della nostra equa-
zione X™=A, che contenga infinite soluzioni, e sia X, la corri-
spondente matrice normale. La soluzione generale X della classe
si ha, come sappiamo, dalla formula )

(60) X=P'X,P,
dove P & la pit generale matrice che soddisfa all’equazione
(59) P1XrP=A;

la considerata soluzione X contiene quindi, in modo razionale, un
certo numero di costanti arbitrarie; queste costanti non sono pero
tutte essenxiali, in quanto che, come gia & stato osservato al n. 32,
una medesima matrice X corrisponde a infinite matrici P. Ci pro-
poniamo ora appunto di ricercare quante siano le costanti essenziali,
e di vedere come possa ottenersi I’espressione della soluzione gene-
rale della classe considerata in funzione raxionale delle sole costanti
essenziali. Opereremo, per fare questa ricerca, in un campo di ra-
zionalitd R prefissato (che contenga gli elementi di A), onde X,
sara una delle matrici normali nel campo R, che si determinano col
procedimento indicato ai n.i 28 e 29.

Indichiamo con U,,U,,..., U, un sistema completo di soluzioni
linearmente indipendenti (cfr. n. 16) dell’equazione
(65) X, U=10UX,;

poiché ognuna di esse soddisfa anche alla
(66) X V=VXr,

potremo indicare un sistema completo di soluzioni linearmente in-
dipendenti di quest’ultima al modo seguente:

U, U2""3 U Vi, Voyoy Vi
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con cid la soluzione pit generale della (65) & data da
k

U = 21: G; Ui y
1
8 quella della (66)' da

k h
V= }‘" v, U, +2, 2V

le 6;, 1, ,k, essendo costanti arbitrarie, soddisfacenti soltanto, per
il nostro scopo, alle condizioni X6, U;|#0 , [Xp, U, 4+Ex,V[$0.
Poniamo inoltre
k h
U= 1, U, , V¥=Y LV,
1 1
cosi che avremo

%, h
(67) V=U V=Y 1,0, + Y, % 7,.
1 1

Se allora P, & una soluzione particolare della (59), la piu generale
matrice che soddisfa alla (59) medesima si ottiene (V. n. 32) pren-
dendo P=VP,, e la soluzione generale della X™ = A, appartenente
alla classe considerata, & data quindi, per la (60), da

(68) X =(VP)'X,(VP)
ol

con le u., , )\, arbitrarie (ma non tutte essenziali).

Poniamo ora nella (67) in luogo della matrice U*=2%p,.U, la
matrice E, che & manifestamente del tipo Xp.. U, , consideriamo cio®
la matrice

— —_ — —_— h f—
(67)’ V=1E —{—V*:)\E—{—zl’”. 0V

avendo posto V* = }hlj %; V;, ed essendo le X, k;, h-+1 parametri ar-
bitrari; essa & una I;articolare soluzione della (66) (contenente h+41
costanti arbitrarie), e se quindi supponiamo che le X, X, \; soddisfino
alla disuguaglianza |V|#+0 e poniamo

"X =(VP)'X,(VP) = %(XE + ﬁjij Vj)Pli—lxoi(iEJr "wjijv,.)]?

1

!
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abbiamo manifestamente infinite soluzioni della X”=A. Ma diamo

un sistema di valori 2, 29 che annullino il de-

inoltre alle X , 7, 3

J
terminante |V|, e supponiamo che se nell’espressione ora scritta
della X facciamo tendere le ) ,%; rispettivamente a 1,29,
Pespressione medesima tenda ad una matrice limite finita X 1);
anche la matrice X© soddisfa evidentemente, per la continuita delle
funzioni razionali, all’equazione X" ==A; essa perd pud non essere
simile ad X, 2). Noi supporremo dunque che nell’espressione

(68), le %,); possano assumere anche valori pei quali sia

— ho_ —

[NE+X; 1\, V;|=0, "purché la matrice X data dalla (68)" medesima
1

rimanga finita e simile ad X,, e dimostreremo, in primo luogo,
che la X definita dalla (68), con le A, 2; arbitrarie (nel senso
detto), da precisamente la soluxione generale della X™=A della
classe considerata; dimostreremo ciod che presi comunque dei va-
lori p.., ), (soddisfacenti alla condizione |V|40) & possibile scegliere

dei valori X,); pei quali la X data (nel senso indicato) dalla (68)’
risulti uguale alla X data dalla (68).

Consideriamo percid certi valori v.,.,A; e la V corrispondente,
e supponiamo che, oltre soddisfare alla condizione |V|+0, soddisfino
anche all’altra

(69) |T*| 0.

La piu generale soluzione della (66)" che, introdotta nella (68), da
luogo alla stessa matrice X che la V considerata, ¢ data, per il
n. 32, da

k k h
UV = U (U4 V9 =Y, ini(zr 0, U3 xsvs)
1 1

con le s, arbitrarie, soggette all'unica condizione |U|4 0. Questa

1) Con questo intendiamo evidentemente che ogni elemento della
matrice secondo membro della (68)" abbia un limite finito, che sara 1’ele-
mento corrispondente della X© .

?) Vedremo di cido un esempio al n. 47,
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matrice UV soddisfacendo alla (64) sara della forma
Q 2
(10 UV=Y,A0,+ BV,
1 1
ed & facile calcolare i coefficienti A,, B;; ponendo infatti

13
Q
UiUr= ;EirtUt')

1
\ q
r O
Ui‘s= gaistUt_l—z-zﬁistVT)
1 1

¢ ordinando rispetto alle o,

3 s k 13
(71) At:z‘ﬁtzr Vr Sire +257‘s o'istscia
1 T T
k h —
(72) Bt: 11’ (25 >‘sgisr) O oo
1 1

Si consideri ora il prodotto

k K 3 Kok
(21‘” Ty Ui) U*= (};z T, Ui) (_\;r Per U,) = 2! (Eli.r Ly eirt) U,,

1
e si osservi che per essere |U*/40 le indeterminate x, debbono po-
tersi scegliere in modo che le & espressioni 2 Tiprei E=1,2,00k)
assumano % valori prefissati ad arbitrio; questo porta che si abbia

h
|§,‘ Wesire|[$0, (¢,2=1,2 .., k). Se dunque consideriamo il deter-

minante

k h
(13) A:l 1TP'VEI‘M’{_E:ﬂ)‘sa'istl) €,t=1,2,.,k),

1
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vediamo che esso, pensato come funzione delle .. ,X,, non & iden-
ticamente nullo, e noi <mporremo alle ., ,), che consideriamo
Ualtra condizione

k h
(74) A='2r'r"reirt+25)‘saistl¢'0'
1 1

Dalla (71) vediamo allora che possono scegliersi le a,, ed in
un solo modo, cosi che le A, assumano valori fissati a piacere, e
noi sceglieremo quei valori AY pei quali &

k
Y ADU, =E;
1

indicheremo con «’; i valori delle o; che cosi si ottengono dalle (71);1e
o'; saranno percid quelle funzioni razionali fratte delle p.,,%,, aventi
tutte per denominatore il determinante A, che risultano endsivi-
duate dalle equazioni

k h

@) SIS e S,

1 1 1

T =A0 (1=1,2,.,k).

>lo1

Indichiamo con s, i rispettivi numeratori, cosi che avremo ¢'; =

e con U la corrispondente soluzione della (65):

. ko k
N ’ \
U'—_— iiniz

1

iini;
1

Bl

ed tmponiamo alle .. , ) la nuova condixzione
— k —
(76) |U|$£0  ossia |2z 6, U;|$0.
1

Per quel che abbiamo ricordato poco fa & chiaro allora che alla
matrice UV corrisponde quella medesima soluzione della X™=A
che corrisponde alla matrice V; si ha ciod

@an X=(UVP,)'X,(TVP),

dove la X del primo membro si intende che sia quella definita
dalla (68).
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Dalle formule (70), (71), (72) otteniamo ora, in seguito alle (75),

P h —_—
UV =T+ X, B.V.,

essendo
]'-;v 1 )% hﬁ — .
1=Z li(;s)\spist) G; 3
e se poniamo
— koo b -
(18) B, =Y, (Es )me) i,
1 1

saranno le B, funzioni razionali intere delle ., hs, ed avremo
— 1& —
UV=E+ Y BYV,.
A4

Dalla (77) si deduce allora

) J

oo 1 R

(19) X — %(AE + 3 B,V,> Pl Xog(AE + E,B,V,)Pl |
1 T J

nella quale la X del primo membro & la matrice funzione delle

v, X, data dalla (68), e le A, B, del secondo membro sono definite
dalle (73) e (78).

Se confrontiamo ora la (79) con la (68)" vediamo che dalla for-
mula (38) si ottiene la stessa matrice X che dalla (68), quando i

parametri ) ,%; della (68) si scelgano in funzione dei parametri
i,y Ay della (68) al modo seguente.

: ( X
(80) _ _ K /R _
( Ay = BJ‘ = Ez (25 )‘sgisa')ci
1 T

k h
A =| :r Vr€int _]L}:‘s )\saistl

essendo le s, le funzioni razionali intere delle y, e delle X, , 5,—Ad’;,
ele 5/; definite dalle (75). Cid dimostra appunto, sotto le ipotesi
(69), (14) e (76), quello che avevamo affermato.

Occorre ora togliere le tre ipotesi (69), (74) e (76).
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Consideriamo per questo il determinante
h —_—
\AE + . BV,
1

nel quale le A,B, sono le funzioni definite dalle (73) e (78); si ha

S -
B3 2, = a )
e quindi
o Eo_
»AE{- N BV, =¥, 5. v,
1 1

e questa relazione, nella quale A,B,,s;, V sono le funzioni delle
V.. y ks sopra definite, vale, per il principio di identita delle funzioni
razionali intere, indipendentemente dalle ipotesi fatte.

Indicando allora con le notazioni %(2 .U, + Z AV )P1 : ,

z(AE +2 B, V)Pl
(}], 0 U4, mrs) P, 3(AE 3., V,) P,
1 1 H 1

membro della (79) D’espressione (68), potremo scrivere la (79) me-
desima al modo seguente:

D [y 5 \g(z“ U +Z AV )In% X g(ﬁrp,,‘U,—kﬁs)\sVs)P,

|

|

S ‘(AE+\‘ E,V,)P,l Xoj(AE+ﬁ] EV,)PJ
VIS 2 .‘1 )8 i , g

le matrici aggiunte rispettivamente delle matrici

, & mettendo nel primo

1 1

e questa relazione, sebbene dimostrata sotto le ipotesi di sopra, sara,
per il principio di identita delle funzioni razionali intere, una re-
lazione zdentica rispetto alle p.,., )\, considerate come variabili; ogni

{ h ’ h .
elemento della matrice i( AE+ 3B, V,)Plz X0;<L\E+ 3 B, v,) Plg
1 o 1

X
2“. 6; U
1

Sia ora p@,i19 un particolare sistema di valori delle p.,. 2,

pei quali le condizioni (69), (74) e (76) possano anche non esser

sard ciod divisibile per la funzione delle p., e delle 2,,
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verificate, e siano 1.9, %9 i valori delle A, ; ad essi corrispondenti
per le formule (80); considerando la matrice X, funzione delle

%,%;, definita dalla (68)’, e ponendo in essa per le X ,7\]. le espres-
sioni (80), dalla formula (81) otteniamo evidentemente, in ogni caso,

lim X:: X(O) )
= b0, kg =20

avendo indicato con X©@ la matrice determinata dalla (68) per

p=p@, A, =1?; essendo la X funzione razionale, e quindi con-

tinua, delle % ,X;, si deduce di qui

lim X =XO;
A=N\O), )‘j =)\$,0)

cid che avevamo enunciato & cosi dimostrato affatto in generale.

Nell’espressione (68)' della soluzione generale della X"=A,
della classe considerata, compaiono 21 costanti, ma & chiaro che
solo dai loro 2 rapporti dipende la X; vogliamo ora dimostrare
che queste %~ costanti sono effettivamente essenxialé, e con cio la
questione propostaci in principio di questo n.° sard risoluta.

Ricordiamo percid di aver dimostrato poco sopra che conside-
rata una matrice V data dalla (67), nella quale le p.,., A, soddisfino
a tutte le suddette condizioni di disuguaglianza, esiste una ed una
sola soluzione U=T della (65)" per la quale la matrice UV venga
ad essere della forma

—_— h ——
UV=E4+ M \.V,,
1

con opportuni valori delle X, , od in altri termini esiste una ed una
sola matrice della forma

h —_—
B+, V,
1

che dia luogo alla stessa soluzione X che la V considerata. — Si
Ann, 8. N. 8
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_abbiano allora due particolari matrici V della forma V
h — — koo _
VO =g AV, VO =)®E M 2V,
+ 2V, +2

che soddisfino ambedue a tutte le indicate condizioni, cosi che sara

in particolare AV% 0, A®4 0, e supponiamo che ad esse corrisponda
una medesima soluzione X; vi sard allora per ambedue una sola

h f—
e medesima matrice della forma E-+ ¥ ¥V, che da luogo alla
1

stessa soluzione X, e poiché la matrice di tal forma corrispondente
alla V® & manifestamente

v N
s+ 35
e quella corrispondente alla V®
h —)_(12)
{1 —_—
E + 21 7(2\ vt’
1 N
avremo
AR L =B AR R L,

Questo mostra che in generale a differenti sistemi di valori degli
h rapporti %:% i)y :...: A, corrispondono per la(68) differenti ma-
trici X, ossia che questi A rapporti sono altrettanti parametri es-
senziali.

Poichs infine nella (68)' questi 2 rapporti figurano razionalmente,
possiamo enunciare il teorema:

La pitv generale soluxione della X™= A appartenente ad una
classe determinata, della quale sia X, la matrice normale, dipende
in modo raxionale da h costants essenxials, essendo h la differenza
fra il numero delle matrics linearmente indipendenti permutabili
con X7, ossia con A, ed il medesimo numero relativo alla X,. —
La (68) da Uespressione richiesta della detta soluzione generale;
in essa si debbono far tendere le \,); anche ai valori limiti che

— h —_— —
annullano ¢l determinante |\E + Y. );V; |, purché la X stessa
1
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tenda con ¢io ad una matrice limite finita e simile ad X,. — Se
¢ h=0 la classe contiene, secondo il n. 32, una soluxione sola.

Nelle applicazioni numeriche si pud anche, senza adoperare
quest’ultima formula, calcolare la X mediante la (60), poiché sara
facile, in generale, eseguire direttamente la riduzione delle costanti,
nell’ espressione cosi ottenuta.

38. — Proponiamoci ora di ottenere l'infinitd delle soluzioni
dell’equazione X" = A nel campo di raxionalite di tutti ¢ numer:
reali e complesst, ossia di determinare il numero massimo fra i
numeri che indicano l'infinita delle soluzioni di ciascuna classe
dell’equazione medesima; basta percio, per il n.° precedente, pren-
dere X, in modo che il numero delle matrici linearmente indipen-
denti permutabili con X, stessa sia il pili piccolo possibile.

Poniamo, per maggior chiarezza, X, = (3(" ;.Q,o
la parte di X, relativa alle radici diverse da 0,X,” invece quella
relativa alle radici nulle; la piti generale matrice U permutabile
U 0
(R
trici U” e U” sono le piu generali matrici permutabili rispettiva-
mente con le X'y, X", !); se quindi scegliamo le X', X", in modo
che il numero delle costanti arbitrarie che entrano nelle corrispon-

X% 0
o x)
soddisfara alla condizione voluta. Possiamo dunque fare ’indicata
ricerca separatamente per la X'y e per la X7,.

Cominciando dalla X'y, si indichi con ®, una radice non nulla
dell’equazione |A ~Ew|=0, e con o,=0,=..=>a, gli esponenti
dei relativi divisori elementari di A—Ew; se x,,%,,..., z,, sono le

) , essendo X/

con X, sara allora anch’essa della forma U =( ), dove le ma-

denti U’, U” sia il pitt piccolo possibile, anche la X, =(

U v
1) Ponendo infatti U=(V" U")’ da X, U =UZX, si deduce
XU =UX, , X,V =VX',
X"OVD p— Vll X’O , XIIOUII p— UII X.ll0 ,

onde, per il teorema del n. 14, V'=V*=0. Cfr. del resto anche il n, 18,
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m radici meme di ), i divisori elementari di X', — Ew, corrispon-
denti ad w;, potranno, secondo il n. 30, indicarsi con (w —z;)1,...,
(0—x) 505, (61 =0 s = =€), (6=1,2,...,m), dove si ha
G+t 4 qu=p (9:=0), ed i p numeri e, 1,€;3,.., €.,
(¢=1,2,...,m) non sono altro che i numeri o, , 0,,...,a, presi, senza
ripetizioni, in un modo affatto arbitrario. Il numero delle costanti

che entrano nella parte relativa ad o, della piu generale matrice
permutabile con X', & dato allora (cfr. n. 16) dalla somma

ey +3e, -+ beys 4. + (29, - V) eyq,+
+en + 86 + 565 o (292 — 1) €59, +

. . . . . . . . . . . . . .

+ em,l + 367)1.2 _|— 56111,3 _I_ e + (2qm - 1) em'qm b}

intendendo che quando sia 0 uno dei ¢; manchi la riga corrispon-
dente. Si tratta dunque di distribuire i p numeri o, ,0;,...,0, in
un numero minore od uguale ad m di righe, gli elementi di cia-
scuna delle quali non vadano mai crescendo, in modo che se si
suppongono scritti in una colonna i primi elementi di ogni riga, e
cosi i secondi, i terzi, ecc., e si somma poi la prima colonna, la
seconda moltiplicata per 3, la terza moltiplicata per 5, ecc., si ot-
tenga la minima somma possibile. Dimostreremo ora che questo si
ottiene formando la prima colonna ordinatamente con i primi m
numeri o,, la seconda con gli 7 numeri ¢, successivi, ecc.

La cosa & manifesta quando sia p <<m, sicché supporremo
senz’altro p=>m . Consideriamo dunque le m righe

0 o'm+1 a2m+l s
) a'm+2 Oamye oo

(82)

Qs Yom 0.3 L

e disponiamo i medesimi numeri o,, senza ripeterli, in un altro



Sopra alcune operaziont algebriche sulle mairice 117

quadro

(83) } :

dove non supponiamo nemmeno che gli elementi di ogni colonna
siano in ugual numero, purché sempre in numero minore od uguale
ad m, né che sia e; ,=>e; ,=...; vogliamo dimostrare che la somma
formata nel modo sopra indicato per il quadro (83) & maggiore od
uguale a quella relativa al quadro (82). Se anzitutto le colonne del
quadro (83) non sono costituite tutte da m elementi, le complete-
remo (eccettuato 1'ultima) con degli 0, scrivendone altrettanti anche
nel quadro (82) di seguito ai numeri che gia vi sono; potremo cosi
supporre, senza alterare le somme corrispondenti, che anche per il
quadro (83), come per 1’(82), ogni colonna (eccettuata 1’ultima) con-
tenga m elementi.

Supponiamo che il numero e,; occupi nel quadro (82) il posto
della riga % e della colonna %k, e formiamo il nuovo quadro

el,l Oy Oom oo a(k—l)m .
0y O€m+l a‘2m+1 e a(k—l)m-l—l e
L T T
Op—1 gn—1 Qougn—1 -+ Or—lmgh—l <+
oy ol O2mh cor Dbl e
. L
i Uom-—1 Olg—1 . Olkm L

ottenuto dall’(82) portando al primo posto l’elemento e, ;, e facendo
quindi indietreggiare di un posto tutti gli altri elementi; se per
questo quadro formiamo la somma della prima colonna, pit 3 volte
quella della seconda, ecc., e indichiamo con S’ la somma totale, e
la confrontiamo con la analoga S per il quadro (82), vediamo fa-
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cilmente che &

(84) S'=842@.F0m+ - F+opym)—2FE—1)e,,
e poichd si ha o, =0, == ...==0n_ys==€1,1, € quindi

O.n + a?m + soe + a(k—l)m 2 (k_l) el.l?
ne segue
§'=8.

Cosi pud operarsi successivamente portando al loro posto €;,,6€3,,...
€1y €15 yeeny Cusyeeny €d & evidente che vale sempre il medesimo ra-
gionamento, perch® ogni volta gli elementi che seguono dopo I'ul-
timo elemento portato al suo nuovo posto, non sono mai crescenti
nell’ordine adoperato. La somma relativa al quadro (83) & dunque
effettivamente maggiore od uguale ad S, come avevamo affermato. —
Dalla formula (84) si ottiene inoltre che soltanto quando sia
O = Olg, = voe = Oy = 1,1, Sard §'=3S. Si vede allora facilmente che
quando noi portiamo al suo nuovo posto uno degli 0 che sopra
abbiamo detto di aggiungere alla serie dei numeri o,,a,...,0,,
avremo effettivamente un aumento nella somma che consideriamo;
perché dunque le somme corrispondenti rispettivamente ai due
quadri (82), (83) possano essere uguali, & necessario in particolare
che i due quadri medesimi abbiano, senxa laggiunia dei detts 0,
un ugual numero di colonne. Questa osservazione ci servird fra
breve.

Passiamo ora alla matrice X";, ricercando come anche essa debba
scegliersi affinché il numero delle matrici linearmente indipendenti
permutabili con la X'; stessa sia il pit piccolo possibile. Sia H il
numero dei divisori elementari della matrice A — Ee relativi al di-
visore ®, e poniamo

H=Mm-+¢, (0<<e<<m);

per il teorema del n. 30 vi saranno almeno e divisori elementari di
A —Ew uguali precisamente ad o, e per formare i divisori elemen-
tari delle varie matrici X”, dobbiamo per prima cosa escludere un
certo numero ¢+ \m di divisori elementari uguali ad o, dove A" ha
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uno qualunque dei valori di cui esso & suscettibile, compatibilmente
col numero dei divisori elementari di A —Ewn uguali ad o; fatto cid
si devono (cfr. sempre il citato teorema) aggruppare ad m ad m i
(»—%")m divisori elementari che rimangono, in tutti i modi possi-
bili, cosi che perd in ogni gruppo vi siano al massimo due soli
esponenti distinti, e questi differiscano di una unitd; moltiplicando
allora tutti i divisori elementari di ciascun gruppo otteniamo di-
visori elementari di una matrice X";, i quali hanno dunque il loro
esponente maggiore od uguale ad m; i divisori elementari trascurati
debbono poi, per formare divisori elementari delle varie matrici X",,
aggrupparsi ad arbitrio purché in ogni gruppo ve ne sia sempre
meno di m, e moltiplicare come sopra i divisori di ogni gruppo.
In questo modo si ottengono tutte le matrici X",.

Adoperando per la radice ®=0 (e vedremo perchd) le stesse
notazioni adoperate sopra per una radice qualunque, siano o,=>o0,=>
..=>ay gli esponenti dei divisori elementari di A — Ew relativi ad o,
e considerando 1’j ™ dei gruppi suddetti, si indichi con m; il nu-
mero dei divisori elementari che lo formano e con e,,;, €, ; o0y €my
gli esponenti dei divisori elementari medesimi; sara evidentemente
m;<<m, e il segno < avra luogo solo per i gruppi relativi agli
e+)'m divisori lineari di cui sopra. Supponiamo inoltre che i gruppi

siano ordinati in modo che le somme ‘,\_"em , 2 €,9,... DOD va-
§ s

dano mai crescendo, e formiamo il quadro

(85)
Cmy, 1 Cmy,2 oo

in esso le prime X —)\" colonne hanno 7 elementi, le altre ne hanno
un numero minore, e se per questo quadro noi formiamo la somma
§" con la medesima legge che per il quadro (83), otteniamo appunto
il numero delle matrici linearmente indipendenti permutabili con
la matrice X", relativa all’aggruppamento considerato, Ma se for-
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miamo anche qui il quadro

0y Opgr +oe OQ—=Dyml  Oim1

Oy Opye -.. OQ—1ym+4+2 Oim-2

. . . . . . . . . . . . b
e

oA, Og, cee O

e indichiamo con S la somma ottenuta da questo nel solito modo,
le considerazioni fatte per il quadro (83) provano allora evidente-
mente che & §'=18; d’altra parte 'aggruppamento relativo a que-
st’ultimo quadro soddisfa manifestamente (per le ultime considera-
zioni del citato n. 30) alla condizione che in ogni colonna non si
abbiano al massimo che due esponenti distinti; la somma S da
dunque effettivamente il minimo numero richiesto. Vediamo cosi
che anche per le matrici X", il numero minimo delle costanti arbi-
trarie che entrano nella pilt generale matrice permutabile con cia-
scuna di esse si ottiene con la medesima legge come per le X',.

Se dunque indichiamo generalmente con o;; >0, =...= 0, ,,
gli esponenti dei divisori elementari di A—Ew relativi alla radice
o; (sia essa diversa da 0 o nulla), il numero delle costanti che
entrano nella pit generale matrice U permutabile con quella X,
per la quale questo numero riesce minimo, & dato da

2

Se invece dei numeri «; , introduciamo i numeri =, (r=0,1,2,...,n-1)
che indicano il grado in ® del m.c.d. dei minori di ordine n— della

oy W1 +"'+di,m+3 (ai,m-l—l +'“+ ai,?m)"‘ 5(“1‘,2»1-{-1 +-"+di,3m)+"' .

matrice A—Ew, e teniamo conto delle relazioni E,. Oi,o = M1 — Mg
si ha
| N\
z.' (ai 1 + et ai.m): no——nm [} Zi(ai ym=1 +"‘+ o ,2m) =N, — Ny, goeey

e quindi il considerato numero viene ad avere l’espressione

7,4+ 2 (1, + 14 -+ ...).

D’altra parte il numero delle costanti arbitrarie da cui dipende la
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pilt generale matrice V permutabile con X', ossia con A, & dato da

N+ 2 (1 4 .. );

possiamo dunque dire:

Se n, é il grado in o del m.c.d. dez minor: de ordine n—r
della matrice A - Eo, Uinfinita delle radici meme di A (supposto
che me esistano) & dell’ordine

2 (nl + oo + nm-——l + 72‘:13+1 + o + n2m—-1 + n2m+1 + -")'

Osserviamo anche che se ad una matrice X, corrisponde questa
infinitd massima, il relativo quadro (85) deve avere, per un’osser-
vazione fatta poco fa a proposito dei quadri (82) e (83), A o A+1

colonne secondo che & e =0 o ¢=0, ciod in ogni caso [H+Z:__1]
colonne. La caratteristica della considerata X, & allora (cfr. n. 31)

H+tm-1 . . . .
n—[ | ¢ per il n. 31 medesimo possiamo dire che le
classt dv soluzioni della X™ = A che hanno la massima infinita,
hanno anche la masstma caratteristica. Non & vera 1’inversa,

~

come & evidente.

Alcune proprieta formali delle radiei.

39. — Indicando, come altrove, con M' la matrice trasposta di

una qualunque matrice quadrata M, vediamo che da X"=A se-

. 1
gue!) X = A’, onde, indicando in generale con VA od A" una

soluzione qualunque della X™ = A, possiamo scrivere
Vo =(VAy,

intendendo chs si diano valori opportunamente corrispondenti alle

1) Ricordiamo che si ha in generale

(M.N...Py =P"...N'. M,
come pure

M=) =M, (IM] % 0).
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n — m .
costanti arbitrarie che entrano nelle due matrici \/ A", v A. Si pud
anzi osservare che, due matrici trasposte essendo simili, saranno

m

simili le due matrici corrispondenti 'y A'=(yYA) e \ A, e quindi
a due matrici 'V A appartenenti a una slessa classe, corrispondono
due matrici \/ A’ pure appartenenti alla stessa classe; in partico-

Y

lare se & v A=y (A), la "y A’ corrispondente & 7y (A').
Si ha anche, per |A|F0, I'uguaglianza

VET— () = AT

& infatti

(\/ A)_lg —2 \ A)mz = A~'; anche qui si intende che

le costanti che entrano in Y/ A e in } A= devono avere valori op-
portunamente corrispondenti; a due 'y A appartenenti ad una stessa

classe corrispondono due '/ A~! pure di ugual classe, onde si cor-
rispondono, in particolare, le radici singolari.
Notiamo per ultimo anche 1’uguaglianza

1Y/ 1
(a3 — %,
o infatti
1y _“_1/ m"‘"_l m—,—l ——1

(a==) ={va) [={lva)} =(®) =a =
anche per essa valgono le stesse considerazioni che per le prece-
denti.

Si hanno anche le relazioni seguenti fra determinanti

in ciascuna delle quali il secondo membro avra una od un’altra delle
sue determinazioni secondo i valori delle costanti che entrano nel
primo membro. La prima di queste uguaglianze & evidente; per la
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seconda basta ricordare che &
(VA= VA[",

ed applicare la prima ?).

Esempi numerici.

40. — Proponiamoci, come esempio della teoria precedentemente
svolta, di risolvere 1’equazione

0 1 0
X*=| 0 0 1
4 0 0

nel campo der numers raxionali. Indicando con A la matrice del
secondo membro si ha

A - Bof = — (¥~ 4),

onde la A —Ew ha, nel campo considerato, 'unico divisore elemen-
tare w® - 4; 'equazione proposta ammette dunque (n. 34) un numero
finito di soluzioni, che sono aggregati lineari di potenze di A. Dob-
biamo ora, secondo il n. 28, formare i divisori di terzo grado della
funzione

|A - Bo?| = — («*—4),
i quali sono

p=0'—2 , =012,

e considerare le corrispondenti matrici di forma normale

/0 1 0 0 1 0
=0 o 1|, X=| 0o o
2 0 0 —2 0 0

1) Per tutto cio che si trova in questo n.° cfr, MurH, Op. cit., pp.
39-40,
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Si ha di qui

0 0 1 0o 0 1
X2=|2 o0 0|, X:=[|[-2 0 0],
0 2 0 0 -2 0

e facilmente si verifica che le X} - Ew,X'? - Ew hanno ambedue
I'unico divisore elementare ©®—4, onde a ciascuna di esse corri-
sponde effettivamente una soluzione dell’equazione X?*= A. L’equa-
zione proposta ammette dunque precisamente due soluzioni; per
determinarle effettivamente non vi & che da calcolare X§ e X'§, e
determinare i coefficienti %o, %, %, X, N, 1, dalle due relazioni

XO = )~0E —l— )\] Xg + )‘ZXS I} X’O 5 )‘,OE + )\,1 Xlg “l— )\’2 X'g;

cid si fa subito eguagliando, per ognuna di esse, i tre elementi
della prima riga della matrice del primo membro coi corrispondenti
della matrice del secondo, e si trova cosi

1

' 1
)\0=)\1=0 y )\2=§ y )\0=)\'1'—_—0 5 )\'g=——2‘;

le due soluzioni dell’equazione proposta sono dunque
—_— 1 2 L 1 2
X = 5 A, XN=— 5 A%,

Considerando invece la stessa equazione nel campo di tutti i
numeri reali e complessi, essa ammette (n. 34) 2°=8 soluzioni.
Se o, , 05,05 sono i tre valori di 3\/1, e ; & una determinazione
fissa di Vo, (¢=1,2,3), le 8 matrici normali X, hanno rispet~
tivamente i divisori elementari

o — [y, 0 — B, o —f
“)”—'1311 (0—323 m+ﬁ3
o—f, o+, o —
o —p, o+ B, o+
o+ 0, w—fB, o—f
® B o — B, ® —+ By
o+ By ® —+ B, ® —f
o+ 8, ‘”+32’ O
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per ciascuna di esse si determinerebbe facilmente la corrispondente
soluzione X, ma noi non eseguiremo effettivamente il calcolo. Se
le determinazioni B; di Ve, sono scelte in modo che By, B, Bs
giano le tre radici cubiche di 2, la prima e l'ultima delle 8 ma-
trici X, danno le due soluzioni razionali, sopra trovate, dell’equa-
zione proposta.

41. — Consideriamo ora, come altro esempio, I’equazione

0 1 0)
X2=J0 0 0!,
0 0 05

e indichiamo con B la matrice del secondo membro. Poichs i di-
visori elementari di B —Ew sono o? w, la matrice X — Ee possedera
(n. 30) il solo divisore elementare ’ e ’equazione proposta avra

quindi una sola classe di soluzioni corrispondente alla matrice nor-
male

0 1 0)
X,=J]0 0 10,
0 0 0)

Per determinare queste soluzioni dobbiamo cominciare dal ri-
solvere I’equazione XjP =PB, ossia la

/0 0 1 0
g0 0o ol{P=Plo ,
Co 0 0

la soluzione generale della quale &, come si trova facilmente (V.
n. 23),

' ] 02a b h (a b h}
P=0 0 1 0 a 0,='0 %k ¢ ,
CO 1 0) E e CO a 0)

dove le costanti @,b,¢,h,k sono soggette (per il nostro scopo)



126 F. Ceciont

all’'unica condizione ac % 0. Si ha ora

1 b hEk—be
a  ac a’e
1
—1 ___ —
P1'=/0 0 2
0 1 _k
c ac

onde la soluzione generale della nostra equazione risulta

proprietd seguenti, relative alle matrici cicliche. Una matrice X si
dice ciclica, di grado m, quando la sua potenza me¢™¢ & uguale
alla matrice unitd; una matrice ciclica X si dice poi primitive di
grado m, se per nessun esponente /< si ha X'=E. La deter-
minazione di tutte le matrici cicliche di grado m equivale dunque

alla risoluzione dell’equazione

X"=E.

(1 _h hkbe
a ac ate 0 1 o0 b h -
={0 0 % [0 0 1( E e 0
0 0) 0
1 g0 ¢ a
0 - —— c
c ac
che pud scriversi, cambiando opportunamente le costanti,
0 o B8 )
X — 0 0 O ,
o)
0o =~ 0
) g
essendo le o, B arbitrarie (84 0).
Le matrici cicliche.
42. — Dedurremo ora dalla teoria precedentemente svolta le

S RIO
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Le matrici X, relative a questa equazione sono, secondo il n. 30,
tutte quelle rappresentate dalla matrice

nw 0 R (Y
' 0 .0
(86) e ,
L 0 0 cee M)

dove, essendo n l'ordine di E,,;,..., %, rappresentano » radici
meime uguali o distinte, dell’ unitd; poiché inoltre & evidentemente
Xy =E, Pequazione (59) risulta identicamente verificata per qual-
siasi matrice P, il che significa che ogni matrice simile ad una
delle X, considerate soddisfa all’equazione X™=E, come era evi-
dente a priori. Abbiamo dunque:

Condixione necessaria e sufficiente perché una matrice X sia
ciclica di grado m, ¢ che le radice dell’ equaxione |X — Ew| =0 siano
tutte radict mesme dell’unita, e che ¢ divisort elementart di X — Eo
siano tutti linearsY).

Perche poi X sia primitiva di grado m occorre e basta eviden-
temente che fra le radici di X —Ew/=0 vi sia almeno una radice
primitiva mesime dell’ unita.

43. — B facile determinare il numero delle classi delle matrici
cicliche; considerando infatti le varie matrici X, relative all’equa-
zione X" =F, ciod le matrici (86), si vede che le varie classi cor-
rispondono biunivocamente alle combinazioni distinte 0,7z, ...y Gy
e sono quindi tante quante sono le combinazioni con ripetizione
della classe n delle m radici mes™e dell'unitd, ciod (m +:Z-—1).

Perché una matrice ciclica sia singolare (ciod unica della pro-
pria classe) & necessario e sufficiente (n.! 32 e 33) che sia ="1e=...=,;
le uniche matrici cicliche singolari sono dunque le m matrici ¢; E
(¢=1,2,...,m), dove &,¢e;,...,¢, sono le m radici meie distinte
dell’unita.

1) Cfr. MuTH, op. cit., pp. 177-178; FroBeNIUS, L. S., p. 16.



128 F. Cecioni

Consideriamo una classe di matrici cicliche non singolari e pro-
poniamoci di calcolare il numero delle costanti essenziali da cui
dipende la piu generale matrice di tale classe; se X, & la matrice
normale della classe, ed N il numero delle matrici linearmente in-
dipendenti permutabili con X,, il numero richiesto sard dato (n. 37)
da »*—~N, giacché ogni matrice & permutabile con X7 Se ora sup-
poniamo che la matrice X, sia formata con p, radici uguali ad e;

"

(¢=1,2,..,m), cosi che sara Y, p,=mn, dal n. 15 si ha subito
1

N=3ft+s 45+ ten—n] =3 n;
1 1
Vinfinita delle matrici della classe considerata & dunque
nz—zip’f- =2(2”pipk y CFR).

Per ogni classe abbiamo cosi determinato il numero che indica
I’infinita delle soluzioni che appartengono ad essa; il massimo di
questi numeri, vale a dire ’infinita delle soluzioni della X" = A, &
poi dato, secondo il n. 38, da

nw—im-+3m+dm+t..+Rqg—)m+Q2q+1)r;=

=n'-nqg-r(g+1l)=n(n-q—r(g+1),
avendo posto
n=qm-tr, (0<r<m).

Cid si pud vedere pit semplicemente, senza bisogno di ricorrere
al risultato del n. 38, osservando che, come & ben noto, gli m nu-
meri interi Py, Ps,...,P. pei quali & costante, ed uguale ad n, la
somma, ed & minima la somma dei quadrati, sono dati da p,=
=ﬁ2=...=]_?,=q+1, ]_7,.+1=...=ﬁ,,,=q.
Possiamo raccogliere cid che ora abbiamo visto nell’enunciato:
Esistono (m tn- )classi di matrici cicliche di ordine n e di

grado m. Vi sono m sole matrici cicliche singolars, le ¢, E, ¢, B ...,
en B, essendo ¢, e,y 60 le m radice meime dell’ unita. La pin ge-
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nerale matrice ciclica corrispondente a p; divisori uguali ad » -«
(t=1,2,..,m) dipende da

n? —2‘1’2‘ =2¥pip (EFh)

(1,k)

parametri essenxialy. L’infinita delle matrici cicliche di ordine n
e di grado m é data da

nn—gq)—rg+1),
dove st é poston=qm+r (0 <<r<m).

La pit generale matrice ciclica corrispondente a p; divisori
uguali ad o —¢; (#=1, 2,..., m) si ottiene poi, in funzione delle sole
costanti essenziali, al modo seguente:

pr A12 o -A-lm ~1 € Epl 0 “er 0 }\E_pl A]z e Alm
Lop >\Ep2 “ e -A-Zm 0 =) Ep2 e 0 ‘A2l )\Epz e A;‘?m

)
m Aue oo AEp 0 0 ..eE J\ A, A, .. )\Epmj
dove E, & la matrice unita di ordine p;,le A,y Ay Aty AggyensBy
etc. sono matrici arbitrarie, A & una costante arbitraria, e si intende

che se &, ad es., p; =0 manchino tutte le Ay 1,...;Ap,m,A1p, sy
Amp, .- Questa affermazione si giustifica subito, in seguito a cid che

vedemmo al n. 37, osservando che una matrice qualsiasi & permu-
tabile con X7', e che la pilt generale matrice permutabile con

& Ep, 0 . 0
0 € Ep’ “ee 0

0 0 ... =B,

X0=

¢ data da
A, 0 0
0 Agz O
b)
0 0 A

iy

Ann, S. N, 9
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essendo le Ay, Ag,...,A,, matrici arbitrarie, rispettivamente degli
ordini p,, pay..ey P

Nell’espressione ora scritta della matrice ciclica X debbono in-
tendersi comprese (conforme al citato n. 37) anche quelle matrici
finite, e simili ad X, che si ottengono dall’equazione medesima fa-
cendo in essa tendere le costanti arbitrarie ai valori limiti che an-
nullano il determinante

\E,, Ay ... A,
An 2B, ... A,

Au An ... AE,

44. — Consideriamo, ad es., le matrici cicliche di secondo or-
dine e di secondo grado; oltre le due matrici cicliche singolari

1) (05,

esse sono quelle date dalla formula

RERANTY

o [ Wpy 2.
X — N n =11 0\ /r A N—py W—py
- (v )\) (0. - 1) (v k) o 20y Mtuy |’

o 1E—py - W—uy

coi due rapporti X:p.:v arbitrari. — Ricerchiamo in particolare quali
sono le speciali matrici X che corrispondono ai valori eccezionali
di X,p,v, a quei valori ciod che annullano l’espressione A% —pv.
Poichs la X deve rimanere finita, deve aversi anche, per questi
valori, X4py=0, =0, Jv=0, e si ottengono quindi i due casi

. . Ny
h =p=0, oppure A=v=0. Osserviamo inoltre che, essendo e
2py Sos s I3 vy
=1+ 5——, tutte e tre le espressioni —— -

K)
IR Wepw "R = P 2=y
N " . D
vono avere limiti determinati. Se allora uno dei due rapporti ;—,
N

>l <
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non avesse alcun limite determinato, avendosi

g w v W
Ao M—py  M—w AN B— Mgy
dovrebbe essere, in particolare, lim )2'%{,; =0, e poichs &

)\{J. )\V
B ( +)\ ——pv) TRy ( +)\2-——p.—\:)

si cade evidentemente in contraddizione. I rapporti % , ;T devono

dunque tendere a limiti determinati, finiti o infiniti.
Supponiamo ora dapprima che 2 e v, tendano a 0, e v tenda in-

vece a un valore diverso da 0. Poichd, in particolare, I’espressione
X"

A —py

— " deve tendere a uu limite finito, vediamo che il rap-
A — % v

[} . )\ . .
porto % non pud tendere a 9, e quindll: deve avere pure un limite

finito; poniamo allora
. Ao
lim-=,
po 2
essendo o un numero finito, del resto arbitrario, che pud essere
anche lo 0. Si ottiene con cid

by A'&—l—v
hm)\ _‘L =lim —‘;\i—— =—1,
[ A==y

t.L r
)\
v '’ o
lim o =lim = 2|
* — I8 2
A——v
e
JAT) .
] 3 :hm —3:0’
)\ —ELV )—):——V
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e la matrice X tende quindi alla matrice

—1 0
X1=( o ])’
la o essendo, come abbiamo detto, una costante arbitraria. Questa
8 dunque una delle matrici volute.
Supponendo analogamente che X e v tendano a 0, e p. tenda in-
vece a un valore diverso da 0, otteniamo 1’altra matrice

dove B & una costante arbitraria.
Si supponga infine che A, p.,v tendano simultaneamente a 0,
e si dicano a e b rispettivamente i limiti (finiti o infiniti) dei rap-

portiﬁ ,%. Poiche la matrice X dipende solo dai rapport delle

A, ., v vediamo anzitutto che se uno dei due numeria o & 0, si
otterra la stessa matrice limite prendendo rispettivamente p. o v di-
versi da 0, e si ricade quindi in uno dei tipi X,,X,. Se poi &
@+ 0,b+0, possiamo porre p.=%o,v=»A3 e far tendere A a 0, ed
oo e B a limiti finiti, eventualmente nulli (uguali rispettivamente ad
?’12, —5); ma si vede allora che la matrice limite & quella stessa che
si ottiene direttamente facendo, nella X, =1,p=0a,v=08.

Si conclude cosi che le X, , X, sopra scritte rappresentano tutte
le soluzioni dellequazione X?=E, che si possono ottenere dalla so-
luzione generale X soltanto facendo in essa tendere i parametri
Ayp.,v a sistemi di valori che annullano I’espressione A\* —pv.

45. — Osserviamo infine che le considerazioni del n. 28 per-
‘mettono di determinare separatamente le matrici cicliche raxionals.
Se infatti m & dispari abbiamo

[E - Eo"| = (1 —6")" = (1 — )" (14+ 0 04 0™,

i fattori dell’ultimo membro essendo primi nel campo dei numeri
razionali; ponendo allora

n=kim—1)+p 0=p<<m—1),
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si vede subito che le matrici X, determinate secondo il teorema
del n. 28 sono quelle relative ad o divisori elementari uguali ad
140+ 0*+..4+o™* eda b=n—a(m-1) uguali a 1 —w, dove a
percorre tutti i valori 1, 2,...;%; trasformando poi ciascuna di esse
con una qualunque matrice P (razionale) otteniamo tutte le matrici
cicliche razionali di grado m2; esse si distribuiscono guindi in % classi.

Se poi m & pari, e precisamente & m = 2#p. con p. dispari, abbiamo

[E-Eo"|=(1-0")"—=(1-0)"(1+o)"(1+o?)" (1+et)" ... ( 142 )"
X (l4o4w+. .o (1 —oto’—.. fer )

i fattori dell’ultimo membro essendo primi nel campo dei numeri
razionali; se quindi scegliamo i numeri, interi e positivi o nulli,
a,b,c,..,d,e,f in tutti i modi possibili cosl che sia

a+b42pc+ .. F27pd 4 -1 ed (p-1) f=mn,

le matrici normali che hanno a divisori elementari uguali ad 1 — o
buguali 14w, ¢ ad 1+02,..,d ad 1+0® %, ¢ ad 1+o+o’ ..+
+or 1 fad 1-w+0’—..4o 1 danno luogo, trasformando cia-
scuna di esse con una qualunque matrice P (razionale), a tutte le
matrici cicliche razionali di grado m.

Le radici dello zero.

46. — Consideriamo per ultimo, sempre come applicazione delle
cose precedenti, il problema della determinazione delle radici e ¢sime
della matrice nulla di ordine n, cioé il problema della risoluzione
dell’equazione

X"=0.

Per il n. 30 si vede subito che le soluzioni di questa equazione
sono tutte e sole quelle matrici X per le quali i divisori elementari
di X —Ee sono uguali a potenze di w il cui esponente non supera
m.—Da X" =0 segue manifestamente X"t =X"t*= .. =0;
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chiamando per brevita radice dello 0, di grado m, una matrice della
quale sono nulle le potenze X", X"+, ... e non nulle le precedenti,
possiamo dire:

Condixione necessaria e sufficiente perché una matrice X sia
radice dello 0, é che sia |X —Eo|=(—1)"0"; se m ¢é il massimo
esponente dei divisor: elementari di X —Eo, loa X ¢ una radice
dello 0, d¢ grado m 1). ’

47, — Dimostriamo ora che ¢ numero delle classi delle radice
dello 0, di ordine n e grado m, é dato da

N2 — 30— 4oy —... — my,,_,
(87) Rn.m == 2 + — 2 2 vt )

A1y 09y ey Oy o

essendo la somma estesa a tutts © sisteme di valori positivi o nully
de 0y 9 yeeey Oy PT Quali ¢l numero n+2—3y, —49,—...—ma,,_,
risulta positivo.

Ricordiamo percio che secondo il citato n. 30 bisogna, per ot-
tenere R, .., scomporre in tutti i modi possibili il numero » nella
somma di numeri positivi, ciascuno dei quali sia minore od uguale
ad m; il numero di tali scomposizioni distinte & appunto il numero
R,.... Ora fra queste scomposizioni ve ne sono alcune che non con-
tengono alcun addendo uguale ad m, e queste sono evidentemente
in numero di R, ,_,; ve ne sono altre che contengono un solo ad-
dendo uguale ad m, e queste sono R,_,, ,._1; ve ne sono che con-
tengono due addendi uguali ad m, e di tali ve ne sono R, _on.m_1; ©
cosi via. Se & n=qm+r (0=<r<m), le ultime scomposizioni che
in tal modo considereremo saranno quelle nelle quali ¢ addendi
sono uguali ad m; se & »+0 queste saranno R, ,_.; se invece &
r=0 ve ne sard una sola, e noi converremo di porre R,,_,=1.
E chiaro inoltre che in tal modo si ottengono tutte le scomposizioni
volute e ciascuna una volta sola; si ha quindi la formula

(88) Rn.m = 2‘3 Rw—-ﬂm,m—l 3

1) V. FroBENIUS, L. S., p. 15.
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dove § percorre tutti i valori positivi (lo 0 incluso), pei quali n—Bm
risulta positivo o nullo, ed & R,,_,= 1.

P

Si osservi ora che & evidentemente

-]

il che & conforme alla formula (87); dalla formula (88) segue allora

235
Roo= By o= B[ "2

e questo pure & conforme alla formula (87). Per dimostrare dunque
quest’ultima basterd procedere per induzione, ammettendola vera
per R, ._,; dalla (88) si ottiene allora

n4+2—3%—49,—.— (m—1)a,_s—m
-y 3| bt Dt

0150 yeuey O g

onde, ponendo §=a,.,, segue appunto la (87).
Consideriamo una classe di soluzioni di X" =0, che corrisponda
a certi divisori elementari

08, 0%, 0% .., (6 =u=e=.. ; 0<<e,<<m ; & tetegt+..=n);

1

il numero delle matrici permutabili con la X, corrispondente &
allora dato da

N=¢ + 35+ 55+ ...

e poichd ogni matrice & permutabile con X3' vediamo che 2l nu-
mero delle costanti da cui dipende la piw generale radice dello 0,
della classe considerata, é dato da

" — (g, -+ 35 -+ B3 + ...).

T evidente inoltre che Punica radice singolare dello 0 ¢ la matrice
nulla. — Si ottiene poi evidentemente, come per le matrici cicliche:
L’ infinita delle radice dello zero, di ordine n e grado m, é
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date da
n(n—q)—r(g+1)

avendo posto n=qm 4 r (0 <<r<m).

Dal n. 31 si ha infine:

Le caratteristiche delle varie radici dello 0, di ordine n e
grado m, sono date daz numert

n—m-+t+1
0,1,2,.., n—[ m—}

Cosi ad es. vi sono R,,=2 classi di radici quadrate della ma-
trice nulla di second’ordine; una di esse & costituita dalla matrice
nulla medesima; I’altra corrisponde all’unico divisore elementare
o1=0?, e dipende quindi da n*—¢, =2 costanti arbitrarie; si ha,
come verifica, g=1,7r=0 e quindi n(n—-q) —7r(@Q+1)=2; le
caratteristiche di queste radici quadrate sono, naturalmente, o 0 o 1.

La piu generale radice non nulla di ( O) puo poi ottenersi,

0
0 0
secondo il n. 37, espressa per le sole costanti essenziali nella forma

e o

bl
nella quale espressione si intendono rappresentate anche quelle

a
4
a

LN

matrici, finite e simili alla (3 (1)>, che si ottengono dalla X stessa

facendo tendere la a, o la b, o ambedue, allo 0. Poiché i rapporti

c b . . e . .
— , — devono rimanere finiti, vediamo che se a tende a 0, dobbiamo
e’ a

far tendere a 0 anche b e ¢, ed in modo che siano finiti i limiti di
c

b . . . . . .
2 Possiamo dunque ¢n ogns caso cambiare i tre parametri

omogenei @, b,c nei due a,f, non omogenei, mediante le formule
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con cio la piu generale radice non nulla di (g g) assume la forma

B

o
o® "
B

X =

)

con = e B costanti arbitrarie. I sistemi di valori eccezionali sono
0.2
implica che si debba far tendere « a 0 insieme con B), e indican-

dolo con —7y vediamo che la matrice corrispondente ai valori ec-
cezionali & la

ora quelli in cui & 8=0; il limite di deve essere finito (il che

=5 g

con ¢ arbitrario. — Osserviamo anche che se facciamo tendere o
’12

7=
nulla; si ha cosi un esempio del fatto, avvertito come possibile al
n. 37, che le matrici che si ottengono dalla formula (68) facendo

e f a 0 in modo che si abbia lim 0, la X tende alla matrice

in essa tendere i parametri ) , &, ai valori che annullano il deter-

R .
minante |AE 4 2:‘ A; le, possono non essere simili ad X,.
1

Livorno, 5 marzo 1909.
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