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SULLA

RAPPRESENTAZIONE ANALITICA
DELLE FUNEIONE DI PIU- VARIABILL REAL

ESTRATTO DALLA TESI D! LAUREA

D.- RODOLFO BETTAZZI
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11 chiariss. Prof. Dini, nel suo libro: « Serie di Fourier
ed altre rappresentazioni analitiche delie funzioni di una
variabile reale », espone un metodo col quale si pud svi-
luppare una funzione di una variabile reale, data in un
certo intervallo nel quale soddisfa a certe condizioni, in
una serie i cui termini siano funzioni date. Il processo
che egli segue & in sostanza il seguente. Sotto conve-
_nienti condizioni per le funzioni f(x) e (@, &) dimostra
la formula

a

a
lim f fi@) gl , hydoo==f(0) lim f 9@, ) dw;
he==00 "y h==00

o

indi se la funzione ¢(w , k) & tale che sia:

a
lim fq:(a;,k) de = G
frmemsc 0
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con G indipendente da @, finito e diverso da zero, pone
sotto forma di serie il secondo membro della relazione

f0) = —~ lim ff(x) ol , k) doo,

h=—%

che si deduce daila precedente, e la quale mediante
trasformazioni di coordinate pud darci il valore di f(x)
in un punto qualunque dell’ intervallo in cui vale la for-
mula stessa. Dando poi alla funzione ¢(x , %) forme con-
venienti, egli mostra come per i termini di questa serie
si possano prendere a priori delle funzioni speciali, purché
soggette a certe determinate condizioni. '

Il medesimo processo & suscettibile di essere applicato
al caso generale delle funzioni di pitt variabili reali e ci
da per esse analoghi resultati. Scopo della presente nota
é appunto di mostrare questa applicazione, limitatamente
peraltro alla prima parte del metodo, senza occuparci
cioé della forma che prenderd la serie che rappresenta la
nostra funzione; con che potremo giungere all’importante
teorema : « Ogni funzione finita e continua di n variabili
« reali, definita in un certo campo finito, ha sempre in
« questo campo infinite rappresentazioni analitiche ».

Richiamerd dapprima alcune proprietd degli integrali
multipli, riferendomi a quanto in proposito ho esposto
nella mia nota « Sul concetto di derivazione e d’integra~
zione delle funzioni di piut variabili reali » la quale sta

pubblicandosi nel Giornale di Matematiche del Prof.
Battaglini.



1. Si chiama integrale assoluto esteso ad un campo
C al = dimensioni di una funzione f(w,,w,, .. .on)
di n variabili, finita in tutto quel campo C in cui essa
é data, il limite della somma #n-pla

2 ) .

VigVgy e ooVn Yy,Vgyee. ¥y’

dove [ é un valore qualunque compreso fra
VisVagyeooVpn

il limite superiore e I’ inferiore dei valori della funzione
[, , 24, ...2,) nell’elemento di spazio

VygVgy«osVp
che appartiene al sistema in cui & stato diviso I’ intero
campo C mediante gli spazi ad (n—1) dimensioni
2, == cost , wy == cost, . . .w, == cost, essendo il limite
preso all’ impiccolire in un modo qualunque delle quan-
Litd o ; e § indica con

)
VisVYgyeeoVp

/'/C.....ff(x,,wg,. .o @y) doy dog oo dog.

Si dimostra che condizione necessaria e sufficiente af:
finché una funzione f(wy, oy, ... x,) sia atta all’ inte-
grazione assoluta in un campo C & che sia zero il limite
della somma n—pla

2D

(O]
V"Ve...vn Vi,vg..-yn
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dove D & Poscillazione della funzione f(x,,%,,-..%n)
V{’V,. .V

nello spazio o essendo il limite preso all’im-
T

piccolire in un modo speciale qualunque degli spazi w. Si
dimostra ancora che quando una funzione f(x, , @y . . . &y)
é atta all’ integrazione n—pla assoluta in un campo C,
ed & anche atta all’integrazione n—pla ordinaria nel
campo stesso, il valore deli’ integrale calcolato colle due
definizioni & lo stesso (%).

Dell’ integrale assoluto possiamo dimostrare alcune
proprietd le quali ci torneranno utili in seguito.

2. Se flw,, x5 ...2,) 6 una funzione finita ed atta
all’ integrazione n—pla assoluta in un campo C dato, in
questo campo & pure atta all'integrazione assoluta la fun-

zione f(x,, %, ... 2x,) dei suoi valori assoluti, e si ha,
in valore assoluto:

f\/(;...ff(xi,x,...xn)dw,dw,...d{l’ng
jj(;...fﬂ(x,,xe...x,,)dx,dacg...dx,..

— Se flwy,®y...00) , 0(,,%y...2,) sono due
funzioni finite ed atte all’integrazione assoluta n—pla in

un medesimo campo C, nel quale si abbia sempre
[(@y, %q...24) < (), %y . ..%5), avremo

(") V. mia nota citata: §§. 13, 14.
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f[‘...ff(ab',w,...m,,)doo,dw,...dw,,g
f/‘;...fcp(w,,wg...oc”)dw,dwa...da',,.

— Se in un dato campo C la fanzione ¢(x,,2,... x,)
é finita ed atta all’ integrazione n—pla assoluta e lo
stesso accade per (@, , @y, ... %,) 0 almeno per il
prodotto f(@y,®g...%n) (2, L. .. 2n), €ON [(Ty;%a. .. Tn)
pumericamente inferiore a un numero finito, indicando
respettivamente con (@, , g . . Tp) , P&y s Tg s o « Tu)
le funzioni dei valori assoluti di /(@,,2...%04) 5 P(@4,24...Tn)
e con L il limite superiore dei valori di fy(w,,@,...%y)
nel campo C, allora, essendo il prodotto fi(w,, @,. .. 2y).
9i(@y , Ty ... 2n) atto all’integrazione n—pla assoluta nel
campo C, si ha:

fﬁ; . .ff(x, y Dgrr Tp) (X4 5 Tg voan) B0, AX,... doog <

/j(; . ./f,(m,,scg...wn) ou(wy , g ... ) A, Ay ... dowy ,

e quindi anche :
(1) [‘/C‘-..ff(x,,w,...wn)({9(001,002....’17,,)da/‘,dw‘g --da/'n_/:

Lffc...fq),(x,,xg...x,,)dx,d:v,...dw,..
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— Sotto le medesime condizioni e di pit ammesso che
¢y , @3 . . . 2,) nel campo ove si considera abbia sem-
pre il medesimo segno, se L ed /sono i limiti superiore

ed inferiore di f(x,, 5. .. ®y) nel campo dato, allora,
poiché negli integrali

f{ f[L — @y, 209 . . . 20)) (), Tg... 0p)dx, d2y . . . dicy,

ff f[f(xi,wa cap)—lieay , xg ... ay) d2y doy ..

le differenze L— f(ory , g ... 200), (20, , 2 ... 2ry)—1 nON
sono mai negative e quindi i due integrali hanno il me-

desimo segno di ¢(x,, @, ... &) 0 sono zero, avremo le
disuguaglianze

Lff...fq:(w,,xc_,...oc")doo,doca...dwng
C =
f/(;...f/‘(x,,oo,...oc")q:(w,,m,...oc,,)dw,dw?...dwng

l/i/(; . .f(p(.p,,w,...wn) dow, dx, ... dog ,

avendo luogo i segni superiori o gl inferiori secondoché
?(@y , @y ... 2,) dove non & zero & positiva o negativa.
In generale si potra scrivere :

*®) f‘/c‘ . .ff(w,,xg...mn) P(2y 5 @4 ... wp)do,dw, ... do,—
-:..7[/0 . .fgo(ao,,mg...xn) docy deg ... daoy,
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essendo 7 un conveniente valore compreso fra il limite

superiore e I'iuferiore dei valori della funzione [(w,2,...205)
nel campo dato (questi valori limiti inclusi).

3. Se la funzione ¢ nel campo in cui é data & sempre
finita e o, & il limite superiore dei suoi valori assoluti o
un numero maggiore, essendo allora o(x, , o, ... 2,) 9,
sempre positiva o nulla, la formula precedente dara:

ffc...f/'fpdoc,dxg...dxn:fﬁ...ff(@-y-%)¢iw,dm2.. dcy,~—
_q,of [...ffdxrdxg...dxnzszf.../godxi do,. .. dan+
JC C
+q907f_/c...fda;, dxg...dc{'n—goofi.[/;).../dx,daozg...docn
cioé
3) f’/c...ffgodoo,dmﬂ...dxnz
7f-/(;.../fpdwidx‘2...dxn+9%COD,

essendo C, il valore dell’integrale f A f doc, dw, ... diry,

(il quale esiste sempre, se per il campo C supponiamo
verificata 1’ ordinaria condizione al coutorno (%)), D la

(*) V. mia nota § 12. Questa condizione (la quale limita alquanto
la natura del contorno del campo per togliere ogni ambiguitd sul modo
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massima oscillazione della funzione f nel campo C , £ un
valore conveniente di f(x, , %y . . . @,) preso fra il suo
limite superiore e I’ inferiore ¢ 6 un numero determinato
compreso fra O ed 1 (questi limiti inclusi).

4. Passiamo ora a vedere quale espressione debba
sostituirsi all’ integrale assoluto, quando in esso si faccia
un cambiamento di variabili indipendenti, sostituendo alle

Xy, Tg...xn le altre variabili p,, py. .. p, legate alle
prime da n equazioni della forma

wi=o; (py , P2+ + + Pu)y

nelle quali supporremo per semplicitd che le funzioni del
secondo membro siano finite e continue insieme alle loro
derivate parziali del primo ordine almeno nel campo che
si considera, e il determinante funzionale formato colle
derivate di @, , w, . . . @, rispetto a p, , 05 . . . £y Sia
differente da zero per tutto, fuorché al piu in un numero
finito di punti speciali.

Limitiamoci per semplicitd d’ esposizione al caso del-
Vintegrale doppio assvluto delle funzioni di due variabili;
il caso generale si tratterd in modo simile.

di prendere i valori degli spazi @& che sono al contorno, nel
v Vo o v
12V Vn

calcolo del valore degli integrali multipli) & che la somma di quelli fra

gli spazi dwy 0wy ... 02w = o in cui si divide il campo,
Vig Vg ooV

che sono intersecati dal contorno, tenda allo zero, comunque impiccoli-
scano le dw, , dw, ... doon.
In tutto quello che segue, anche quando non sia esplicitamente

detto, supporremo che i campi di cui & parola verifichino sempre questa
condizione .
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Consideriamo allora I’in tegrale f(; f do dy esteso a un
1

campo qualunque C, che sia compreso nel campo C e che
sodisfi al contorno alle solite condizioni ed a quelle per I’in-
tegrabilitd ordinaria, le quali verranno sempre verificate
se il contorno di C, & formato da elementi p == cost. Questo
integrale esisterd e sard anche eguale all’integrale preso
successivamente prima p. es. rispetto ad y e poi rispetto
ad w. Allora si sa, per il teorema di Jacobi (*), che se
D =D(ps,p,) indica il determinaute funzionale formato colle
derivate delle « , y prese rispetto a py , py sard:

ffdxdy:ffde,dpg,

dove gl’integrali sono nei due membri calcolati come in-
tegrali semplici successivi ed i limiti dell” integrale del
secondo membro sono convenientemente dedotti da quelli
del primo membro. Siccome ora, per la ipotesi fatta circa
le relazioni che legano le @, y colle p, , py, sard D una
funzione continua di p, , p,, essa sard anche atta all’in-
tegrazione assoluta nel campo dato rispetto a queste va-
riabili, e l'integrale assoluto coinciderd con quello ordi-
nario ; talché la relazione precedente sussiste anche fra
gl’ integrali assoluti estesi al campo Cy, cioé

: dd=ffDdd,
/(;fwy C{) Py Opg

() V. Dini — Lezioni di Analisi Infinitesimale .
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ove C indica il campo C, su cui & stata fatta la trasfor-
P
mazione di coordiuate.

C10 posto, supponiamo la funzione f(x, y) definita in
un campo C nel quale essa & atta all’ integrazione asso-
luta rispetto alle variab.li o ed y. Dividiamo questo cam-
po in rettangoli w per mezzo di parallele agli assi @,y
ed in quadrangoli curvilinei o per mezzo di linee p,==cost,

pg==cost. Se L, LP indicano i limiti superiori dei valori
della funzione data rispettivamenie nei punti di w e di
e se consideriamo tutti i quadrangoli del sistema p con-

tenuti per ¢ntero in un dato rettangoio , sard per essi:

ELPwngEm‘Ong—}—aM,

se M & il limite superiore dei valori assoluti della fun-
zione f nell’ intero campo, ed a quel che rimane di o,
quando se ne sono tolti tutti i quadrangoli » che esso

contiene per intero. Ma se o indica un numero pit grande
di tutte le rette inscrittibili nei quadrangoli o dell’ in-

tero campo C, ed %, k sono le lunghezze dei lati del ret-
tangolo w, sara:

3L o, < Lot+2d (@fh M.

Scrivendo questa relazione per tutti i rettangol « del
campo e sommando, nel primo membro comparisce la
somma relativa a tutti i quadrangoli w{) del campo, tran-

ne quelli al contorno del campo e quelli che giacciono
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lungo i lati del sistema w. Dai primi si pud prescindere,

perché la somma dei termini corrispondenti al diminuire di
» tende a zero, come & facile vedere a causa delle con-
P

dizioni che sempre supponiamo verificate circa il contorno
del campo C; aggiungendo i secondi si ottiene:

ZLPwP<ZLw+4d(Pn+Qm)M,

dove P e Q indicano due numeri eguali o superiori alle
lunghezze dei lati di un rettangolo parallelo agli assi
circoscritto al campo totale C, ed m , n indicano il nu-
mero delle parti in cui si dividono i lati di questo ret-
tangolo per ‘ottenere, conducendo dai punti di divisione
le parallele agli assi, il sistema di rettangoli w. Pren-
dendo d sufficientemente piccolo, cioé avendo sufficiente-
mente impiccolite le o, potremo scrivere:

ZLP&)P<§L0)+0'

con o piccolo a piacere. Cosi se ZP , [ indicano i limiti

inferiori dei valori della funzione f{a , ) negli spazi
ooP , w, sard anche:

2!l 21w — o
o “p > ® G,
e sottraendo questa relazione dalla precedente,

3D o < 3D o+ 2o

dove DP’ , D" indicano le oscillazioni della funzione f(a,y)
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nei respettivi spazi wP , ». E poiché essendo per ipotesi

la funzione f(x ,y) atta all'integrazione assoluta rispetto
ad @,y nel campo dato si ha che lim 2D’ w=0 quando
il limite sia preso all’ impiccolire delle w, sard anche:

lim 2D =0
pr

allorché le @, tendono a zero in un modo qualunque; giac-

ché prese le w abbastanza piccole perché sia =D’ w.<%'~

. . . g
e poi le ® anch’esse tanto piccole che sia 2 ¢ << 22’ , avre-

mo, quando le wP sono di guesto grado di piccolezza e
anche pit piccole:

OSZDP'ng’a\,

e a; & piccolo a piacere. Potendosi poi scrivere, per le
relazioni precedenti:

Slo—s <Xl w <L sLo
PTTSEL e SR < T

e potendosi ¢ rendere piccolo a piacere quando, fissate
le w, s’impiccoliscano le wP, siccome per ipotesi esistono e

sono eguali i limiti di 27w, 2 L » presi all’ impiccolire
di », avremo che esisteranno e saranno eguali i limiti di
2 lp wP y LP “ presi all’impiccolire comunque delle vy
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Possiamo quindi intanto concludere che esiste il
lim = ®
fP F
dove fP ¢ un valore qualunque compreso fra il limite su-

periore e I’ inferiore dei valori della funzione f nel qua-

Y

drangolo wp e che questo limite & eguale al valore del-

ﬁff(w,y)dwdy

esteso al campo dato C.
Osserviamo ora che, per la definizione stessa di area,

si ha:
W == do dy,
b ff Y

essendo 1’ integrale del secondo membro esteso ad un
campo limitato da due coppie di linee p,=cost , pg==cost.

I’ integrale

Ma, per quanto si & dimostrato, per ogni campo C, com-
preso nel campo C si ha:

dow dy == Ddpe,dps;
_A;fx.’/ ./(‘3‘)/ Py @ Pq

se per C, prendiamo dunque un campo wP compreso fra

le linee p,, o -+ A piy pes s+ A pay sard:

mpmffde, d(’ezﬁpf fdpidpg=ﬁp Ap Apss
a)p (')p
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dove D , per quanto si & detto al §. 2, & un valore con-
P

veniente compreso fra il limite superiore e linferiore dei
valori di D nel quadrangolo mP. Avremo per conseguenza:

2w =3 A A
fp o f DP 1 P2
e quindi:

lim 7 o — lim  SF DpAg A
" [ Aot [o D ApiApas

quando per BP in ogni successivo s'stema di valori di

A0, Apy si prenda un valore conveniente. Ma D & fun-

zione continua di p, e p,; quindi, per il teorema di Cantor,
pud scomporsi il campo C in aree w tanto piccole che in

ciascuna di esse 1’ oscillazione di D sia minore di o, nu-

mero piccolo a piacere; se quindi DP 0 indica un valore
102

qualunque compreso fra il limite superiore e 1’ inferiore
di D in » sara:
P

LD Ap Apg—ZEf]D ApyApa<alf Ap,Ap,<sMZAp Ap,
pp1pa PP P

e percid la differenza del primo membro pud rendersi
piccola a piacere all’impiccolire di o e quindi di O ciog:

lim D == lim 2D ApApg= lim Zf g
Ao A po [P0y BOAPT y (N g [pp S04 opmo P F
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E quindi evidente che esiste il limite della somma doppia:

E(fD)Aep Aps

dove (/D) & un valore qualungue compreso fra il limite
" superiore e |’ inferiore del prodotto f(ps py) D(py p,) nello
spazio A g, A p, ¢ che questo limite é eguale al valore

@i lim 37 o e qundi al valore d f [ i iy — os-
G

sia finalmente pud dirsi che

4) 4/(;[/‘0@ dy:ﬁjp/‘/‘Ddf' dpg,

dove gl’integrali dei due membri sono integrali assoluti,
che & la formula che cercavamo.

Nel caso generale delle funzioni di = variabili, se
§”indica con D(g, , pg - - . pn) il determinante funzionale
della trasformazione , si dimostra in modo perfettamente

identico la formula analoga:

®) f/ . ./n/'(w, , Xy« .. ) Aoy docy ... docy, =
C

===/C- f . .ff(p, Py pn) D(pys pre-e pn) dpydog ... dpy
P

dove f(pyspg- - - pp) indica la trasformata della funzione

f(wy, 23 . .. axy) 0 coordinate py; , py - - - Pp: © questo

teorema non & aliro che un’ estensione del teorema di
S. N. Lib. IV. .
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Jacobi sul cangiamento di variabili indipendenti negli in-

tegrali multipli, fatta per il caso degl’ integrali multipli
assoluti .

5. Sia ¢( 2, , xq ... 2,4, 1) una fanzione che per ogni
valore finito di % sia atta all'integrazione assoluta in un

campo C ad » dimensioni nel quale essa é definita come
funzione delle » variabili @, , 2, . . . 2, e si mantenga
tale anche al crescere indefinito di ~; di piu per ogai
valore finito di A sia finita in tutto il campo C, eccetto
in un intorno del punto (0, 0...0), nel quale prenda

anche valori crescenti al crescere di A. Si consideri allora
I’ integrale n—plo assoluto:

f](; . .f/(oo, s Xy oen ) P(Xy 5 Xy ove Xy D) Ay Ay oo dzy

esteso ad un campo finito C che non contenga lorigine,
ma che del resto si estenda comunque nella porzione di
spazio ad n dimensioni in cui sono soddisfatte le condi-
zioni precedenti. Per un campo qualunque o che non
contenga 1’ origine e nel quale per conseguenza la fan-
zione p & sempre inferiore ad un numero finito, potremo
applicare la formula (3) del §. 3 e scrivere:

fj;...v/.fcpdxg (le...(lxn—:fwffw. . .f;vdw+9' 20, cho,,
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dove dw indica I'elemento dw, dw, - . . dz, di spazio, f,_

un valore conveniente compreso fra il limite super‘ore e
I’ inferiore in o della funzione f, la quale si suppone

finita in tutto C , D 1 oscillazione di fin o, ¢ il
» 0, w

limite superiore dei valori assoluti della funzione ¢ nel
campo w , ' un valore conveniente compreso fra O ed 1
( questi limiti incl.) ed w, non é che il valore dell’inte-

grale f f cee f dx, dx, . . . dx, esteso al campo w. Al-

lora siccome nel campo C, le variabili «,, «, .., 2, va-
rieranno negli intervalli respettivi (a,,b,),(aq,by)...(ay,by),
si dividano questi intervalli respettivamente in m,,m,...1m,
parti qualunque; immaginando per ciascuno dei punti di
divisione costruiti i respettivi spazi ad (n—1) dimensioni
x,==cost , zy=cost . .. z,==cost, che passano per essi,
verremo a scomporre il campo C in tanti elementi o, di
spazio ad » dimensioni o loro porzioni (*) in ciascuno dei
quali varrd la formula precedente : sommando tutte le
equazioni che cosl si ottengono, si ha:

) f fc f fodz,dz,. ..da,=f,, f /w‘ f pdo-+69,2D o,

dove le somme che qui compariscono sono somme n—ple,

(") Questi elementi di spazio sono i corrispondenti dei rettangoli
e dei parallelepipedi in cui, nelle ordinarie coordinate cartesiane, si
scompone un campo a due o tre dimensioni mediante rette o piani paral-
leli agli assi o ai piani coordinati.



6 & compreso fra O ed 1 (questi liniti incl. ) e ¢, & il
limite superiore dei valori assoluti della funzione ¢ in
tutto il campo C. Ora poiché si ammette che la funzio-
ne f'sia atta all’integrazione n—pla assoluta nel campo C,
e che quindi si abbia in esso (§. 1.)

lim 2 D&) w1=*=0 Py
M == ... M,==00
quando m,, mg ... m, siano sufficientemente grandi 1’ul-
timo termine della (l) sard minore di @, numero piccolo
a piacere, poiché ¢, & finito . Avendo poi supposta la
funzione £ finita in tutto il campo, in modo da poter
porre, qualungue sia o, 7'w< A, con A numero finito,

ammettendo che per ogni porzione p del campo C che si
possa estendere anche fino al contorno di esso si abbia:

©) hi“gofj];...fq) dz, da, ... deg=0,

allora scelti valori convenientemente granli per i numeri
My, Mg . . . My, cOme id si & osservato, e dati ad essi
questi valori, in modo che nel primo termine del secondo
membro della (1) comparisca la somma di un numero
fisso e finito di termini, a causa della (2) potremo pren-
dere 2 tanto grande che ogni termine della somma del
secondo membro sia minore di ¢ A e quindi per valori
sufficientemente grandi di % si pud rendere il secondo
membro della (1), e perc'd anche il primo membro, pic-
colo a piacere, cicé si ha il teorema:
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« Se la funzione ¢(w; , oy ... 2y , k) per valori co-
« munque grandi di % e per ogni sistema di valori di
« Wy, Xy ... Xy, compreso nel campo C ad » dimensioni
« che non contiene I'origine, si mantiene minore in valore
« assoluto di una guantitd finita @y, e per ogni porzione
« p del campo dato (che pud estendersi fino al contor-
« no) si ha:

lim ff /30(90, y Lg oo Ly y b)Y doy dey ... doey, = 0,
h=x0 P

« allora, quando f(#,, %, ... #,) sia una funzione finita
« ed atta ali’integrazione assoluta nel campo C, avremo
« che:

3) lim ffc‘...f/'(x,,xg...xﬂ)qo(w,,wg...x”,h)docid.vg...dafnr—o».

h==00

In quello che segue supporremo sempre che la fun-
zione ¢, presa come si & detto in principio del paragrafo
precedente, soddisfaccia alla (2), dimodoché ogni qual-
volta la f(=, , ®, ... x,) sia atta all'integrazione assoluta,
avrd luogo la (3).

6. Supponiamo ora che 1'origine (0,0 ... 0) sia
nell” interno o sul contorno di un campo C ad » dimen-
sioni, pel quale la funzione f(#,, %, ... 2,) sia atta all’in-
tegrazione assoluta, e nel punto (0, 0 ... 0) sia anche
continua. Kscludendo allora questo punto con un intorno ¢
piceolo a pia ere ma diverso da zero, e indicando con C',
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il rimanente campo, avremo:

J o[ retedesane= | | [ vr—riecrdo....dant
+ [ [ fir-rastmre s, [ . o [oasaz, .. 2o

essendo f, il limite, che per ipotesi esiste, dei valori di
[(x, , %, ... ®,) quando z,, %, ... ¥, si avvicinano a zero
nel campo dato C,. Ora se le due funzioni /', 9, che si
sono supposte atte all’ integrazione assoluta e la prima
anche finita in tutto il campo, soddisfano alle condizioni
di validita della formula (3), avremo che il primo inte-
grale del secondo membro tende a zero per h=x; se
poi si suppone o(2,,x,... %, , k) atta all’integrazione assolu-
ta nel campo C, anche ridotta alla funzione ¢,(x,, 2y ... 2,,h)
dei suoi valori assoluti, allora gquando ¢ & sufficientemente
piccolo, essendo in tutto e, per la continuitd ammessa ,
[—/fo<s, sard per la formola (1) del §. 2:

fﬁ...f{f—fo]cpda', dﬂ’fg-ud.ﬁn<0'f\/‘€...-f?1(lw1dma...dxn;

talche se l’integraleff...fgo, dz, dx, ... doe, & sempre
[

inferiore ad un numero finito anche all’indefinito crescere
di A, tenderd a zero anche il secondo integrale del se-
condo membro, e si potrd quindi enunciare il teorema:
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« Se la fanzione o(x, , a9, .. .2y, h) per valori co-
« mungue grandi di 4 e per ogni sistema di valori di
%y, Xy, .. . n compresi in un campo C' che non con-
tiene l'origine si mantiene in valore assoluto inferiore
ad una quantitad finita, e per ogni porzione del campo
" @& verificata la (2), e di pin I’ integrale

f] fcv,(m, y @y 5 von Ty, h)do, dug , ... do, della

« funzione dei valori assoluti di @(x,, @, ... x4, h) esteso
ad un intorno dell’origine esiste e resta sempre minore
di un numero finito anche al crescere di A, allora
essendo f(x, , @, ... wy) una funzione atta all’integra-
zione assoluta nel campo dato C; il quale contenga nel-
« I interno o sul contorno I’ origine (0, 0 ... 0) e nel
« quale essa avvicindndosi al punto (0, 0 ... 0) tenda
« verso il valore f;, avremo la formula:

x

K A A

A A 2

A

(4) hm f f jf(oq s g oo n) P(04 , Ty g, D)dac,docy. . . dpy=

=f, lim ff...fqa(oc,,xg...w,,,h)dac,dm.z...dor,,»
h=c0 Co

— Se la funzione f{, ,2,...%,) Senza essere continua
nel punto (0, O ... 0) fosse tale che condotti per questo
punto un numero finito di campi ad (#-—1) dimensioni
venisse con essi a dividersi il campo in m campi parziali
C,,C,... Cp in ciascuno dei quali essa sia continua in quel
punto, eccetio al pit lungo 1 campl ad (n—1) dimensioni
che abbiamo costruiti , la formula precedente varrd per
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ciascuno di essi, purché in tutti i punti di ciascuno dei
campi ¢ che si ottengono dalla porzione d’intorno del
punto (0,0... 0) compreso nel campo parziale Gy esclu-
dendo da esso il pezzo di contorno, lungo il guale la
funzione non & continua, mediante campi piccoli a piacere
ma la cui piccolezza non influisce su quella di ¢, sia

[y, g, o g)—[o,s <7,

essendo [y, il valore che prende la funzione / nel punto
(0, 0 ... 0) del campo parziale Cg; poiché in tal caso la
mauncanza di continuitd lungo il contorno dei campi par-
ziali equivale ad un cambiamento del valore della fun-
zione lungo campi ad (n#—1) dimensioni negli integrali
precedenti in cui si supponga la funzione f continua in
tutto Cg, 1l che non altera il valore degl’integrali stessi.
Sommando le formule che cosi vengouo ad otlenersi, ri-
sulterd in tal caso:

®) lim [/(;...ffqodm,dwz...dx,,m
0

h=ow J

m
=2 foss limff.../godx.dxg...da'n
1 h=00 Cs

7. Possiamo ora cercare come deve modificarsi la
formula (4) per il caso in cui il punto (0, 0 ... 0) sia
un punto di discontinuitd. Ci limiteremo a studiare punti
di discontinuita speciali, che godono della proprietd seguen-
te: ehe ciod, preso un sistema di coordinate u,v, ,v,... v,_,
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tali che per u=0 sia x,=0, 2,=0 ... xy=0 e vice-
versa (%), per ogui sistema di valori v;==cost , vg==cost ...
Vp—y==cost, la funzione trasformata fo( %, 0, , Vs ... Vn_,)
quando » s’ avvicina a zero tenda verso un limite deter-
minato. Questi punti potremo indicarli col nome di punti
di continuitd semplice secondo w. L’ insieme dei limiti
verso cui tende la funzione per u==0 per ogni s'stema di
valori v,==cost , vy==cost ... v,_, =cost costituisce una
funzione ¢(v,,0y...0p—) di m—1 variabili definita per ogni
sistema di valori che le » possono prendere senza uscire
dal campo, e potremo chiamarla la funzione det valori
di [(z, , %> ... p) nel punto u==0 (**).

Supporremo ora che il campo d’integrazione contenga
il punto di coutinuitd semplice (che ora prenderemo per
origine delle coordinate) nell’interno. Ammettendo “anche
che la funzione / possa avere nel eampo C, altri di que-
sti punti di continuita semphee, sapporremo che il punto
(0,0...0) sia isolato, cioé non sia punto limite di punti
simili nel campo dato C,. Per la funzione (v, , 2y ... v,_)
dei valori di £ nel punto u==0, richiedcremo che sia atta
all’ integrazione assoluta in un ¢ -mpo C," ad n—1 dimen-
sioni formato dall’ insieme dei sistem: di valori che pos-

(*) Di tali sistemi di coordinate ne esistono effettivamente; e ne
daremo pit tardi un esempio, il quale & analogo alle ccordinate polari
nel piano e nello spazio.

(**) 1l sig. Du Bois Reymond nella sua memoria « Bemerkungen
iber die verschiedene Werthe ete. (Borchardt-Journ: Bd. 70 ) » studia
questi punti per il caso delle funzioni di due variabili; e, nel caso che
la funzione dei valori sia continua, egli da loro il nome di Stetigviel-
deutigkeitspunkte.
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sono prendere le coordinate v per u==cost nel campo C,.

Abbiamo, come nei casi precedenti, da esaminare 1'in-
tograle :

: f4/(;0ff? dx, dazg...dx,,_—sffc(),f/‘?dx, dacy ... dowy <
+fﬁ...ff¢dm,dm2...dm”,

essendo C, il campo totale, C un intorno del punto
(0, 0...0) che prenderemo limitato da u==u==cost con
uy piccolo a piacere (poiché evidentemente per le ipotesi
fatte sul sistema di coordinate u,v,, v, ... vp— il cam-
po ad (z—1) dimensioni u==cost limita un campo che
contiene 1’ origine all’ interno) e C; essendo il campo
rimanente. Ora siccome il limite dell’ integrale

ff’...ff?dm,dwg..‘dm"
: 0

preso per A=00 & eguale a zero, perché C," non contiene
I’ origine e la funzione f si suppone atta all’integrazione
assoluta in C; (§. O.), basterd cercare il limite per

/i/(j ..ffcpda;.ldccg...dwn,

il quale evidentemente deve risultare indipendente da u,
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essendo tali il primo membro e il limite del primo ter-
mine del secondo membro .

Per esaminare questo integrale, facciamo in esso un
cangiamento di variabili, prendendo per nuove coordinate
le w,v,,v,... 0, per il che supporremo che le formule
che ci danno le @ in funzione delle nuove variabili soddi-
sfino alle condizioni che abbiamo indicate per la validita
del teorema del §.4. Allora, in forza di questo teorema,
se D(u, v, , vy ...0p—) indica il determinante funzionale
della trasformazione, [(u,?,,04...04—),@0(%,01,04...0n—1,h)
quello che divengono le funzioni /" e ¢ operando in esse
questa trasformazione, avremo :

f/c‘ff(x, y Xg eve Xg) P(X, , X9 oon T , h) dooy dovy... dwy =
4y
ffo fdm dvg...dv,,_,} fo(4,01...0p—)Po(%,0, ... 00—, A)D(©,0,... 00— ) AU,
w 0

potendosi, come ho gid notato, un integrale assoluto cal-
colare anche come integrale ordinario successivamente pri-
ma rispetto ad alcune e poi rispetto ad altre variabili,
quando per le funzioni da integrare questo secondo inte-
grale abbia un significato, ipotesi che qui supporremo
verificata. L’ integrale del secondo membro della formula
precedente potrd anche scriversi:

U,
f\/(;, ...f',bdv,...dv,,_,f oo D du +
(23 0
u
+/ [ ...fdv,... dvn_,f [ fi=t] 2 D du
'Gu 0



Ora se per la fanzione f(:c, ,2,...a,) si pone la con-
dizione che fi(v,v,,v,...v,_,) tenda verso ¢(v,,v,...0,_,)
uniformemente, in wolo civé che scelta o piccola a pia-
cere esista un valore u, di » diverso da zero e tale che
quando sia in valore assolnto u < u, e per ogni siste-
ma di valori per v,,v,... 04— compresi nel campo C
sia f, — ¢ < g, tornando a trasformare il secondo degli
integrali ora scritti in coordinate cartesiane, si vede che
esso si mantiene inferiore a

af/(;.../go,dw,da'g...dyn,

essendo @, (wy, @y ...y, k) la funzione dei valori asso-
luti, la quale s1 suppone atta all’ integrazione assoluta
almeno in un intorno dell’ origine, e quindi in tutto il
campo essendo la funzione ¢ finita nel rimanente spazio.

Se dunque per la funzione ¢ si ammettono le mede-
sime condizioni del paragrafo precedente, e quindi quel
valore & piccolo a piacere anche al crescere indefinito di
h, si ha che il limite per h==co dell’mtegrale

/‘/(;...ff?a’w,...dxn

si riduce a quello dell” integrale

A u
fj ...fgbdv, dv,,_,f 1%D du,
Cu 0
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e quindi si pud dire che:

« Se la tunz.one (@, 2, ... x,) nel punto (G, 0 ... 0)
« ha la coniinuitdh semplice secondo u, essendo
« U, Vy,y Vg ...0yp— un sistema di coordinate tali che
« per u==0sia x;,=0,w,=0...20, =0 e viceversa,
« e che di piu per esse si verifich no le condizioni ne-
« cessarie per la validitd del teorema del §. 4, ¢ se la
« funzione ¢ (v ,vy...00—y) dei valori di f'nei punto (0,0...0)
« & finita ed atta all’integrazione assoluta nel campo C’,
ad n—1 dimensioni definito da «=cost, allora essendo

«
« verificate per f e ¢ le medesime condizioni del teorema
« precedente pitt quella che la funzione fy(u,v, , Vg wu. Op_,)
« tenda uniformemente ai valori corrispondenti di

« Y(vy,vq...04—~) nel campo C'y e I'altra che il pro-
« dotlo [4(u,v,,0g...0n—)Pe(%, 2, Vs .. Op—y, B)D(t4,0,...05—,)
« sia alto all’ integrazione semplice rispetto ad w fra O
« ed u,, potrd scriversi la formula:

(6) limf g...ff(x,,oc,...xn)cp(m,,wg...wn,k)dx,dw,,...dxn==
Mo

k::w

u
: lim ;/'—/C‘:--/‘HL(Ul’va'-;vn_i)dvr-'dvn—l[ 1%(”nvg---'Un—h]l)D(u»vl--'vn—q)du
u o

h=00

« dove C, & un campo che contiene 1’origine all’interno,
C'y & il campo ad (»—1) dimensioni in cui possono
variare le v nel campo dato quando w=wu;, u, & un
valore convenientemente piccolo, e D(u , v, . .. vy
indica il determinante funzionale della trasformazione
di coordinate ».

A R A AR A
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E evidente che in questa formula 1'integrale n—p’o
del secondo miembro si pud anche considerare esteso
all’ intero campo C,, poiché la differenza nei due casi &
un’ espressione che a causa della formula (3) & zero.

8. Sotto certe ipotesi speciali per la funzione

o(@y, Xy - - . Tp , 1), la formula (6) pud porsi sotto una
forma pid semplice.
Si prendano per u , v, vy ... vy le coordinate

prBi,0...00— legate alle (@, , @, ...2,) dalle relazioni:

w, ==pcos b,
wy == p sen §; cos G
23 == p sen 6, sen B cos 6,

. . . . - . . . . .

Xp—g == p sen 0, sen 6, sen 03 ... sen Oy_4 cos 0,4

Xn—y == psen 6, sen 0, sen 0, ... sen gp—3 sen 6, o oS On_4

%y == psen B, sen 0,sen Oy ... sen 0y Sen 0,_, sen Gy,

Esse sono analoghe alle ordinarie coordinate polari
(che ne sono un caso particolare) e verificano tutte le
condizioni imposte alle % ,v,,vy ... vg—,. 1l determinante
funzionale della trasformazione si trova eguale a

D(p,0y ... Op—y)=p"* sen™2 6, sen™3 G, ... sen? 6,5 sen 6 -y

e per conseguenza il secondo membro della (6) prende
ora la forma :



— 3] —

[4
) lim fﬁ|...f¢(9,...en_,)dﬂl...den_‘f' ‘@o(p,el...9n_,,h)p""seu"‘99,...senG,,_gt
he=o0 (Jp 0

Supponiamo che la funzione o(r, , a,...2q , h) sia tale
che esista 11

. P1
lim f N (I Oy , 1) g~ dp

h=w v,

e sia indipendente da p,, 9, ... 8, , cioé sia una quan-
tith costante B, e 1" integrale

P
?u(f) ’ 64 3 92 e'n‘i , h) pﬂ—l dp

o

tenda ad essa uniformemente in tutto il campo C‘P. Al-

lora si vede facilmente che, essendo i limiti dell’ inte-
grale (6') indipendenti da %, a causa delle condizioni
precedenti possiamo in esso al limite dell’ integrale so-
stituire I’ integrale del limite della quantitd sotto il se-
gno (), cioé potremo scrivere la (6) sotto la forma :

@) B evidente che se per hi—h, (o per h==c0) si ha:

Im F (v,,v,...v

n——l,h) = ¢ (v, ,v, ce® 1)

e la funzione F & atta all’ integrazione assoluta rispetto alle variabili

vy ,0y ..., 1 in un campo C ad (n—1) dimensioni qualunque sia %,



— 32 _

lim f [ .. 'ff‘? doacy dwy ... doey =
hsw "iCO _—
——ij(;, .. .fgp Seu”—ial... sen9n~-3d0, d@a ree d@n_l .
p

Se ora si osserva che a causa della convergenza uni-
forme dell’ integrale verso il suo liniite si ha:

ff - ./B sen™2 0, ... senb,_, d6, dby ... dby—, =
C'p
= lim ff ...fsen"‘”zei...senenﬂd@,...den_,fp'%p"“’dpzs
=/ JCp 0
== lim ff ...fgo(oc‘ coe Xy h) dooy .. doey
h=cw Co

e nel medesimo tempo & atta all'integrazione assoluta anche la funzio-
ne ¢, se la F tende alla ¢ uniformemente, preso 4 sufficientemente pros-
simo ad A, (o sufficientemente grande ) sard in valore assolut

fj(; f(F_¢) dvy .wdo _ < affc...fdvi wdo,

ciod il limite del primo membro preso per A=A, (0 per h=w) & lo
zero; ossia

limfA/C...fF(vp.. v, ) dv""d”"—lszc"'f¢( el A0y do, =
=ff flim F(o, .. v, ) dry .. dvn__l
C L X

come si voleva dimostrare .
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e se si pone

f[;, ‘/1{(91 y 020 .. 0p) sen™ 20, ...sen Op_ydb, ...dB,_,
i
f/ [sen" 26,...sen6,— d, ... dby—,

potremo evidentemente scrivere la formula:

(7 llm [f ff(x,,w, ) P(X4, Xy +e. gy 5 B)dXy .o A0y

¢ lim /f f (1, Zq ... , B) dooy ..
h=—0w0

Nel sistema di coordinate p , 6; , 6 ... 6,—, ora in-
trodotte, se l’origine &, come si & supposto, in un punto
interno al campo, le variabili 6,,6,... 6,_, possono va-
riare tutte fra O e =, eccetto 6, 4 che varia fra O e 2m;
e se si considera il campo ad (n—1) dimensioni definito
nel nostro spazio ad n dimensioni da p==p, == cost. ( il
quale & analogo alla circonferenza nel piano ed alla sfera
nello spazio ordinario ), si trova che:

p—t sen™* 6, sen " 9, ... sen? 6,— sen Op_o A0, db, ...dby_,

& I’ elemento del suo spazio in coordinate 6, 6y ... O,—y;
si vede quindi che nella formula (7) la quantitd ¢, indica
la media dei valori di¢(6,, 6y ... 0,—1) nel campo C'P

S. N. Lib. IV. \
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E siccome si ha anche:

ff ...ftp(ei ) 9! Y 9”—-‘) del cee (19.._.‘. ==

CI

P

— lim ff ...ffo(p, By v .0y ) db, - - . din,
p=0 CP

perché per la validita della (6) e quindi della (7) si &
supposta la convergenza uniforme di f, verso ¢, ne vie-
ne che’la quantitd ¢, & il limite, calcolato per p=0, della
media dei valori che la funzione f(x,, o, ... s) prende
nel campo ad (n-—1) dimensioni p=cost = p, .

9. Vediamo ora come nel caso in cui valgano le for-
mule (4), (6), (7) si possa dedurre lo sviluppo in serie di
una funzione f{x,, 2,...xa) di » variabili .

La funzione 9¢(a, , a4 ... @, , h) considerata fin qui
supporremo pili generalmente che contenga anche n nuove
variabili a; , ¢ ... ay; considereremo cioé la funzione
(%) oee Bny 24« o .y, hy) dove hy, sono numeri positivi
crescenti sino all’ infinito con m , numero intero e posi-
tivo. Questa funzione, dovendo godere di tutte le pro-
prietd generali stabilite nel capitolo precedente per la
funzione ¢, la prenderemo tale che in campi qualunque
C, che non contengano 'origine, facenti parte di un certo
campo dipendente in generale dai valori di «,, a,...a,,
si mantenga, per ogui valore finito di n2, numericameunte
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inferiore ad una quantitd finita che pud variare con que-
sti campi; di pi gl’ integrali

f-/(}..../?(x' y wee Xy y @y y ey y By doy day ... d,
1

estesi a questi campi tendano a zero al crescere di m,
mentre gl’ integrali

ff.../?(;o, y een Dy 0y e Ony Ry) doy oL doey
[

dove ¢ & un intorno comunque piccolo che comprende nel
suo interno l'origine, al crescere di m tendano verso una
quantitd finita diversa da zero G(e,,«,, ... as) indipen-
dente da e.

La funzione fiw, ,a,,... xs) da considerarsi sia data
in un certo campo ad » dimensioni C, nel quale sia finita
ed atta all’integrazione assoluta anche moltiplicata per
la funzione (@, — o, ... By—3, , &1 ,... &y, bp), € le quan~
tith @, , 2, ... s possano assumere tutti i valori del cam-
po Gy, inclusi quelli del contorno. I campi C, di cui si
8 fatto parola, supporremo che, per ogni sistema di va-
lori di & , @,, ... «,, possano prendersi commnque nel
campo che risulta dal campo C, trasportando I’origine in
(2 y%3 5+ ay) (*), purchd non comprendano né all’interno

(*) In quello che segue, parlando di un simile campo, non stareme
a ripetere come si ottenga dal campo C, dato. Questo notiamo perché
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né sul contorno questa nuova origine, e che di qnesto
campo possa far parte anche tutto o parte del contorno
di C,. Questo giustifica 1’ aver detto in principio che il
modo di prendere i campi C, poteva dipendere da
Gy 'y Olg g o v v Oy

Ora, siccome dobbiamo cercare lo sviluppo in serie
della funzione f(x,, x,...x,), cominceremo collo svilup-
pare in serie il primo membro delle (4), (6), (7) del
Cap. II; ed allora , mediante le formule stesse, avremo
lo sviluppo del valore della funzione f(ay , @4 ... 2u) nel
panto che abbiamo preso per origine, o della media dei
valori in questo punto.

A tale scopo si consideri la serie:

1 .
(I)G'(“_“_)f‘/(; ...ﬁ(m,..xn)qo(x,—ae,,..wn-an,ai..a”,ho)dac,..d.:c“
LeeOy 0

+G—(‘;°ﬁ)j£ \/‘»/éo'-‘ff(xl"xn>=‘?(m1—“l7"90"_“"’“1 »++ %y fim)

— @y — 0ty Ty — gy 2y Oy Peg—y) § A g

Siccome la somma dei spoi primi m termini é data da

1
mfﬁo...f/(.’xq...x”)cp(m1‘ai -..wn-dn,di...an,hm)dxi-..dﬂ

quando diremo campo C,, e l'origine sia stata posta in (e, @ .. ap ),
non debba intendersi quello che si otterrebbe col formare attorno alla
nuova origine un campo identico a C, e situato rispetto ad (a; , ¢, . a,)
eome C, lo & rispetto all’ origine (0,0 ...0); ma bensi quello che ri-
sulta da C, trasportando 1’ origine in («; , ¢y ... @,). Quando ci si voglia
riferire al vero campo C,, useremo la parola campo originario.
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avremo che la somma della serie, quando esiste, sara il
limite di questo termine preso per = ; e potremo cal-
colarlo servendosi delle formule fondamentali (4) e (7)
del Capitolo precedente, nei casi in cui queste sono ap-
plicabili .

Si ponga

By—-oy =U; , Ty—%y==Ug , . . . Ty—Cn==Uy, }

allora diverrd origine delle nuove coordinate # il punto
di coordinate oy =ay , ... Tu = a, appartenente al campo
originario G, e che supporremo per ora interno al campo
stesso. La somma delle serie é data in tal caso da:

S f/ f/(“ﬂ‘“« st 24) P(thy . U2y e 0ty lon) A, A==
G(“‘ “n)n’b——oo

lim [f/; ...f/'(a,«{-—u,...ocn—i—u,,)qy(_u,..u,,,ai..an,hm)du,..dun—{—
JU —¢

=Gy
—{—ff...ff(a,+u{...an+un):p(u,...un : a,...an,hm)du,...dun}

dove & rappresenta un campo piccolissimo qualunque, in-
torno dell’origine, la quale cade nel suo interno. Allora
poiché f(x, , g ... ), o( 2y, ... Xy, & ... &, hy) sOnoO
atte all’integrazione asscluta nel campo originario, per la
formnla (3) del Cap. II. il limite del primo integrale del
secondo membro & zero; se di piu la funzione ¢ soddisfa
a quelle condizioni colle quali, in relazione colle condi-~
zioni cui soddisfa f( @, ... w,), & applicabile ia formula
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(4) (Cap. I1.), quando il punto (=, ag,...on) & un punto di
eontinuitd, si avrh evidentemente che la somma della
gerie & data da f{oy , g ... o).

Dunque si pud concludere intanto che per tutti i punti
(«y » %y .. an) interni al campo originario in cui & data
la funzione e nei quali essa & continna, la serie (1)

costruita precedentemente rappresenta il valore della

1 \
funzione nel punto (& , &g ... «,).

10. Cerchiamo ora quali resultati si ottengono quando
il punto (@ , & ... @), nel quale supporremo ancora la
centinuitd, giaccia sul contorno del campo originario.

Anche in tal caso la somma della serie potra scri-
versi sotto la forma:

mm—w ff ff(a.-{-u, oy U Uy @, 0ty A) Ay AUty

+ff...ff(a,+u, coo Ay u) Q(Uy oo Uy @yl gy o) du,.‘.du,‘],

intendendo peraltro che ¢ sia un intorno dell’origine che
contiene guesta sul contorno, poiché ora 1’ origine appar-
tiene al contorno di C,. Allora, anche in tal caso, il
primo integrale ha per limite lo zero a causa della (3)
del Capitolo precedente; I'altro, per la (4) del medesimo
capitolo, avrd per limite:

g M==e0
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essendo f(ay , o ... aa) il valore della funzione nel punto
(x4 5 @y ... @) del contorno, nel quale si & supposta con-
tinua . ’

In tal caso dunque la serie ci da il valore della fune
zione all’ infuori del fattore

Gl ”)yiilwf[ f(u,. Up s @4 ooty by ) duy ... dutg,

il quale dovrad riuscire indipendente da ¢, ma varierd a
seconda della forma del contorno del campo e dei diversi
punti di guesto contorno stesso.

11. Passiamo al caso il cui il punto («, , zg ... @),
supposto ora interno al campo originario, & per la funzio-
ne f(w,, x, ... x,) un punto di continuitd semplice secon-
do p nel sistema di coordinate, p , 6,,6,...6,_, del §. 8.

Presa ancora a considerare la somma dei primi m
termini della serie (1) e ripetendo i ragionamenti pre-
cedenti, si concluderd che la somma della serie & ancora

1 .
Im«, mf[...f/(a,—{-u,...a,,—{—un)go(u,...un,az,...a,,,hm)du,...du,.

essendo e un campo piccolo a piacere che comprende nel
suo interno il punto (a; , @ ... «,). Allora se si suppone
che per le funzioni f e ¢ siano verificate le condizioni ac-
cennate al §. 8. per la validita della (7), se (8,6, ...0,_,)
¢ la funzione dei valori di f(ay, @y ... 24 ) nel punto
(et y @y ... an) € se s’indica con A il valore dell’integrale
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[f ...‘/‘sen"—gei sen™36,...sen?0,_gsen bn_gdf,...d0, .
J JCy
esteso al campo a (n—1) dimensioni C’P di cui e parola

al §. 8, in forza della (7) stessa la somma della serie in
questo punto é:

1
2 —K‘/“/‘; ...fq,(@,..en__i\senn—zeisenn_-x fg..8en Bpa 0. .0y,
g

Quindi in un punto di continuitd semplice secondo p
la serie ha per somma il limite per p,—=0 della media dei
valori che la funzione prende sopra il campo ad (n—1)
dimensioni p = cost = p, .

Riassumendo, si vede quindi che, quando sono sod-
disfatte convenieuti condizioni per le funzioni /e ¢, la
seria (1) che abbiamo costruito ha un significato in tutti
i punti di continuitd assoluta e di continuitd semplice
secondo p interni al campo originario, ed in essi rappre-
senta il valore della funzione o una media dei suoi va-
lori. La serie ha anche un significato per i punti di con-
tinuitd del contorno, ma in essi non rappresenta in ge-
nerale la fuuzione stessa; resta incertezza per i punti di
discontinuitd assoluta all’ interno e sul contorno e per
quelli di continuitd semplice al contorno. Per avere un
espressione analitica che, anche per i punti di continuita
del contorno, abhia per valore il valore della funzione,
potremmo prendere a considerare un campo Uy’ il quale
comprendesse nel suo interno il campo C; ed il contorno
di questo: indi, immaginando una funzione fy(x ... x,) la
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quale nell’ interno di C, e sul suo conforno coincidesse
con f(a, ... «,) e nel rimanente spazio del campo C,°
fosse arbitraria, purché tale da essere ¢ vi'«ia nei punii
del contorno C, e da soddisf-re in {u alle condi-
zioni indicate precedentemente, potremmo cercare col me-
todi esposti lo sviluppo in serie della funzione /i(,xy...2n);
e poiché la serie che cosi si ottiene nei punti di conti-
nuitd di f; mtern: a Cf rappresenta la funzione, ci rap-
presenterebbe il valore di f,, e per conseguenza di f,
anche nei punti del contorno di C,.

11. Ricerchiamo ora se delle funzioni
() y Xy oov XTny @, 2y oon omy, ) che ci conducano ai
resultati dei paragrafi precedenti ne esistano o no.

E facile vedere che esistono sempre funzioni ¢ che
soddisfano alle condizioni richieste dai teoremi der §§. 6,
7, 8, mediante le quali saranno dunque sviluppabili tatte
le funzioni [(ax, , oy ... 2,) che nel campo dato C, sod-
disfano alla sola condizione di essere atte all’integrazione
assoluta, salvo a fare per i punti di discontinuitd e per
quelli del contorno le osservazioni gid accennate.

Si consideri la funzione

——hm‘/(wﬂ-}—xﬂﬁ . Hra)n

P on gy 2y e Ay )=l ©

dove si stabilisca di prendere per il radicale dell’ espo-
nente il segno positivo. Hssa in qualunque campo finito
che non comprende l'origine & finita, prende nell’intorno
dell’ origine anche valori crescenti al crescere di A, , e
per A, finita & anche atta all’ integrazione assoluta in
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qualunque campo, poiché & continua. Di pilt, usando le
coordinate p,8,,8,... 64—, che gid introducemmo al §. 8
e calcolando il suo integrale »—plo assoluto esteso a un
intorno p==cost==p, dell’ origine, in eni sia p, piccolo a
piacere, se si rammenta che in questo intorno le varia-
bili 6,, 68, ... 6uy variano da 0 a wr e §,_, da 0 a 2=
e che il determinante funzionale della trasformazione delle
x nelle p,0,,6,...0_, &

n—1

p"! sen™? 6, sen™* 6, . . . sen? O,—; sen 6, ,

e notando infine che, a causa delle formule di trasforma-
zione (§. 8.), si ha:

pr=at ot 4 ... 4,

resulta che quell’ integrale, il quale in questo caso pud
anche calcolarsi come un integrale ordinario essendo con-
tinua la funzione da integrarsi, & dato da

&

=h, 0"
2m T n ) N oh _ mPy
f Ay f senfp—glbn—. .- f sen 26,116, f the dpzﬂ_e__),

n
0

0 0 0

avendo dato ad A il medesimo significato che nel para-
grafo precedente. B quindi evideute che il limite di quel-
Iintegrale, preso per.i==00, per qualunque valore di p,

LA s o
diverso da zero & —,dove A & evidentemente una quan-
n

titd finita, costante e diversa da zero. L’integrale
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fjc...fkme o @4+ et @ G o,

esteso ad un campo C che non comprende I’ origine, ha
per limite lo zero; poiché se p' & un valore minore del
pitt piccolo valore che nel campo C prende p nel sistema

di coordinate p, 8, , 6; ... 6,y , sard in tutto C

— hpy " — Py P
e < e

anche in valore assoluto; quindi avremo, anche in valore
assoluto:

—h. o —h, on
/fc...fhme P T fﬁ...fdx,.. dz,,

e I’ espressione del secondo membro tende a zero per
m==00 . Notando poi che la funzione dei valori assoluti
coincide in questo caso con la funzione stessa e che quin-
di I’ integrale della funzione dei valori assoluti esteso ad
un intorno dell’ origine si mantiene sempre finito anche
al crescere di m, potremo concludere che la funzione ¢
ora considerata soddisfi a tutte le condizioni richieste per
I’ applicazione della (4) del §. 6, quando per la funzione
(@, , %y ... 2,) si richiela la sola condizione che sia
finita ed atta all’ integrazione assoluta nel campo in cui
¢ data. Si vede chiaramente come soddisfi anche a quelle
richieste per la validita della (7) del §. 8, poiché si ha:
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— A4 —

—hyon _
fpl hme me PV dp= 1—-—8

"
0

—hm Py

e quindi il limite per # =00 di questo integrale & Py

quantitd costante, e 'integrale stesso tende uniformemente
a questo limite .

Evidentemente alle medesime condizioni soddisfa la
funzione piu generale

'———kmcpmV(xl-{—.)cQ-{—..,_Fx”)"
hm?me ’

dove ¢p € funzione solo di o, e, ... a,, positiva, finita
e che non si accosta a zero pit di un certo numero per
tutti 1 valori di @, , «y ... @, nel campo in cui & data
[y, g ... ) -

Un’ altra classe di funzioni che soddisfino a tutte le
condizioni precedenti & data da:

hm CPm
4 A2y 0m () 4w, oo )t ’

dove ¢, gode ancora delle proprietd ora esposte. Per esse
infatti si ha evidentemente che :

2w 13 T
P4 h ! 'llp
fdﬁ,._lfsen 6,,_2 (len._g..;/‘svu”"2 6, deif Mom P &7 P
Tl

0 0 0

A
= ;arctang how om 4™ 5
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e quindi il limite dell’ integrale per m=x & 5, Di

pitt I’ integrale

R o
f-[; /l—‘L'hm"‘?mz(xaz-f-%‘-#...+xn~)n L) U,y L

esteso ad un campo C che non comprende 1’ origine ha

per limite lo zero come per la funzione precedente, e la
funzione dei valori assoluti coincide ancora colla funzione
stessa. Le condizioni per la validita della (7) del §. 8.
sono pure verificate, poiché

f?il+h2mM’/ __ arctang P ©m 1™
L= % 0 "

0

Lt .. . T . .
e percid il suo limite per m=—w0 & 5 indipendente
n

quindi da p,, e I'integrale tende ad esso uniformemente.

Si pud quindi concludere che qualunque funzione
flwy , %3. . . @) data in un campo C, qualusque in cui
soddisfa alla condizione di essere atta all’integrazione as-
soluta, potrd in tutto quel campo svilupparsi in serie di
una delle forme seguenti:

n® & 'hm‘?m[v(xi’“t)g+'°+(xn'“n)2]n
X(}):‘f—/c‘o‘ . / f(xi oo wn)[hm(?me -

SN | oy ]
= P11 doydacy. Ay,
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%ﬁwff ffx x)[ m m -
way ) Jor) T I T el — w) o (@ T

\

Py Pm—y
—_ doydr, . .. de
VA pu—y® [0y —2)* + o (0g—an)*]" T "

in ciascuna delle quali sia posto ~_,=0. Questi sviluppi in
ogni punto di continuitd interno al campo daranno il va-
lore della funzione f{ 2, ,, ... 2, ) in quel punto: nei

punti di continuitd semplice, le due serie avranno per
somma il valore

1 [2r T n
4J,==K de,._,fsen 9,._.96169...—/‘sen"—2 6,40, ,0g ... O4—y) 48y,
0 0

0

che non & altro che la melia dei valori che la funzione
$(8,, 8y ... 6,) (la funzione dei valori nel punto che si
considera ) prende per p=0, ciod anche il limite preso
per p =0 della media dei valori che la funzione data
prende nel campo ad (n—1) dimeasioni p=cost, supposta
I’ origine nel punto considerato .

Per i punti del contorno non possiamo in generale as-
serire nulla circa la somma di queste serie e lo stesso si
dica pei puntidi discontinuitd assoluta, per i quali nean-
che si sa se esse hanno un significato.

Se ci limitiamo alle funzioni [ (x,, @, ... d)“) finite e
continue in tutto il campo, siccome esse in quel campo
sono atte all’ integrazione assoluta, potremo applicar loro
il teorema ; e ponendo mente all’ arbitrarietd delle fun-
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zioni py, e delle quantitd 2y, che compariscono nell’espres-
sioni precedenti, potremo concludere:

« Le funzioni f(@,, @, ... xa) di n variabili reali
date arbitrariamente in un campo finito qualunque C,,
purchd in esse siano finite e continue, hanno sempre
infinite espressioni analitiche che valgono per ogni
punto del campo, eccetto al pilt per i punti del con-
torno ».

A A A A A

Pisa, Marzo 1884.



