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OPERATEURS D’ECHANGE ET QUELQUES APPLICATIONS DES METHODES DE NOYAUX
A DERMOUNE

Soit H = LZ(T,dt) avec T = [0,1] , pour chaque entier d on désigne par

d d
Fock (@® H) 1l'espace de Fock symétrique sur @ H . On peut donc construire toute
i=1 j=1

. . ‘s j ey s . o
une famille d'opérateurs de créations ag(t) , d'annihilation aj(t) , de nombre

ag(t) et d'échange af(t) pour 1 < i, j<d, sur l'espace de Fock multiple
j = 2

d
Fock ( & H)
j=1

On considére par exemple d = 2 , et pour chaque (&, n)(EEZ on pose :

+ + —_
At = £ at Q I+ niI® at
-— ' +

A, = ¢ a, ®I+ nlIH a, .

. . 2 ..
On se donne aussi une matrice m = (m. .) sur € hermitienne, et on se propo-
1,]
. +
se de calculer la loi du processus Xt = At + At + X m,

i, .
. a.(t) (cette question m'a
i,j ]

H
été posée par Meyer P.A.)
Le but du présent travail est de montrer que Xt est un P.A.I. (processus a

accraissement indépendant dans l'état vide de Fock (H x H)), d'expliciter les opérateurs

d'échange a l'aide de noyau et symbole et de donner une nouvelle démonstration d'un

(o)

résultat de Hudson-Parthasarathy concernant le processus a: ta + ca .

I. Rappels et définitions.

1. Iriplet centré sur l'espace de Fock. Soit U 1'espace des fonctions étagées sur T ,

pour chaque entier n , on désigne par Sn(U x U) 1'espace des tensors symétriques
d'ordre @ sur U x U non complété, et S(UxU) la somme algébrique des espaces

s (UxU).
n



_60_

On note aussi par S (H x H) 1'espace des tensors symétriques d'ordre n complété,
n

1'espace de Fock symétrique sur H x H est défini par :

+oo ©
Fock(H x H) = n!S (Hx H = & n'm! S (H) ® S (H) .
n=o n n,m=0 n n
ou

n! Sn(H x H) signifie que le produit scalaire de Sn(H x H) est multiplié
par n !
Si P6l(U x U) est l'espace des séries formelles sur U x U, alors on a le tri-
plet suivant :
S(U x U) <> Fock(H x H) <« P3L(U x U) .
On peut donc appliquer la théorie de noyau et symbole pour les opérateurs linéai-

res de 1l'espace Fock (H x H) [BE.F.A. 66] ,[KR.P,RA. R. 78], [KR.P.86 + 88].

Si ¢ et y sont deux éléments de Fock (H x H) , on notera par <¢ , p> le
produit scalaire dans Fock(H x H) antilinéaire en ¢ et linéaire en ¥, on notera aussi
par (¢ ,y) la forme bilinéaire sur Fock(H x H) définie par :

(0,v) =<é , 9>,

Si z = (z1,22) est un élement de U x U , on posera 220 = " (resp. zfrl— z?).

2. Opérateurs de nombre et d'échange. Pour des raisons techniques, on va donner ici

une présentation légerement différente que celle de P.A.MEYER.

Soit m = (mi j) urnie matrice hermitienne de ¢2 , qui définit comme suit un opé-
’

rateur hermitien sur H x H :
Vf=(f1,f2)€HXH, Mf=(22m £ 2
j=1

£, T m, .£f.) .
1,5 3° 2,37]

i=1
On peut donc par la seconde quantification définir un opérateur auto-adjoint

d'(M) sur Fock(H x H) .

2.1. Noyau et symbole de dI'(M) .

D'aprés la théorie de noyau [BE.F.A. 66] , [KR.P,RA.R. 78] ,[KR.P., 86+88] , le noyau

~—
de dT (M) est la série formelle dI'(M) définie sur U x U comme suit , pour tout
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z = (21,22) , 2' = (z;,zé) éléments de U x U, on a :
~ +e m 0
(1) dI'(M)(z,z') - z (dr(M)'z' ,z ) .
m!n!
m,n=0

Si el)\M désigne le groupe unitaire sur H x H engendré par M , alors le

groupe unitaire F(elle engendré par dIr(M) est défini par :

(elle)

(2) I‘(el}‘M)ez = e , ou e? est le vecteur exponentiel de Fock (H x H) .

En combinant (1) et (2) on obtient :

2 '

— z.z
3) {dr(z,z') = [ Z m. .%Z..z']e
i,j=t hd*
2
(- ' ' v - 1 '
z.2 z,-2] + 25025 avec 2.2 { z1(t)z1(t)dt, V(zi,zl) €U .

3. Processus d'opérateurs de nombre et d'échange. Pour chaque t € T , on pose :

]

_ .2 t 2 _ =
H =L (lo,t]), H L°([e,1]) , z, = ((zl)t’(ZZ)t) avec (zi)c =z, 1[o,t]

t _ .t _t t _
et z = (21, 22) avec z; =z, {[t,1]'

On considére la restriction de M a Ht x Ht , on construit comme précédemment

1l'opérateur auto-adjoint qu'on note aussi par dI'(M) sur Fock(Ht)<Ht) . Par tensori-
sation on définit 1l'opérateur M, = ar@) © 1° sur Fock(H x H) , ou 1  désigne l'opé-
rateur d'identité de Fock (Ht x Ht)

On obtient ainsi le processus d'opérateurs adapté t - Mt dont le noyau

est donné par :
t t 2 T
7 ~ ~ 1 .
(1) VY(z,z") € U° x U5, H(t,z,2") = H(t,z ,20e® 2 =%  (z) .(zD) m, e*F
t’ t e 1t ]t 1,]
1,3=1
Donc le symbole est égal a :
2 2 2 1
(2) V(z,z') € U xU" , M(t,z,z'") = £ m, .(z,)_.(z') .
i,j=1 1»J i1t 3t

Pour chaque couple d'entiers (i,j) € {1,2}2 on définit le processus a;(t)

dont le symbole est donné par :

(3) a;Cc,z,zw SCRNNICHNY
2

Alors 1l est facile de voir que Mt = X m.
1y

at(t)
i,j=1 J

Nous remarquons que
1 o 2 o
(4) al(t) —at®I, al(t) =I®at-

4

ou
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o
at est le processus de nombre sur Fock(H).

Il est donc naturel d'appeler a.(t) processus de nombre et d'appeler a%(t)
1 ]
pour 1i#¥j le processus d'échange. Dans 1l'appendice nous donnerons les formes expli-

. , i ..
cites des opérateurs a,(t) , ainsi que leurs commutateurs.
J
+ i
=A +A + X m . a.(t).
t t . J

4. Loi du processus X =
t . 1,]
1,]

Soit (&,n) un couple de nombres complexes, on pose :

A+ ==£a+ @I +nNIO®a
- +
A = I+ I .
. gat ® n ® at

On pose comme dans [ME. P.A. 89] :

-y

a (t)

a: eI , ac;(t) =a(t) ®1
(2)

onN O

(t) 10 a+(t) , ag(t) =18 a(t) .

a

. +
Avec ceci le processus Xt = At + At + X m,

i .. .
. a.(t) s'écrit sous la forme sui-
1,] 1]

vante
(3) X =£a1(t) +na(e) + an(t) +na2(t) + X m. a?(t:)
t o 2 1 o ij 1,] ]

. 2 X
Nous prenons maintenant une base orthonormée (V1,V2) de C formée de vecteurs

propres de M.. Si (e1,e2) désigne la base canonique de Ez , alors on note par (a})

les coefficients de (VI’VZ) dans la base (e1,e2), c'est-a-dire

2
(4) v, = 24! e. , V2 = £ ale,
Dans cette nouvelle base et si on note par HJ = LZ(T,Vj) , alors on a
1 2 1 2
(5) HxH =H x H et Fock(H x H) =~ Fock(H x H")
On notera aussi par u? l'espace U®V, , et on a ainsi
]

Ux U~U x U .

4.1. Expression de Xt dans Fock(H1 x HZ)

Il est clair que si on note par (A1,A9) les valeurs propres de M associées respecti-
1
vement aux vecteurs propres (V1,V2) alors le processus Mt dans Fock(H x HZ) s'ex-

prime ainsi

(1) ¥ o= T A ald(o)
J ~]
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3?(t) est le processus d'opérateurs sur Fock(H1 x Hz) dont le symbole est don-

. 1 2
é v rog!
né par (21,22) , (ZI’ZZ) €U x U”,

j 1 ] = 1]
L (t = .
gj( ,(21,22),(21,22)) (zj)t (zj)t:
(@3] ou
z,.2' =<z.,2'> ., avec < , > . désigne le produit scalaire
, it iTiy w
dans HJ .

Si Qio(t))j désigne le processus de nombre dans Fock(HJ), alors
3}(t) _ (ao(t))19]? , ai(t) - I1 ® (ao(t))z,Oﬁ IJ aésigne 1'opérateur identité de

Fock (H?) .

i 1 2
I1 reste donc & exprimer les processus a;(t) et a:(t) dans Fock(H x H") ,

il suffit pour cela d'exprimer a?(t) et a;(t) dans FOCk(H1 x 02 .

Soit z = le1 + 22V2 un vecteur de H1)¢H2 , en utilisant les coordonnécs ce

V ,V,  dans la base canonique (e1,e2) , 11 vient que :

1> 72
5 .
(3) z = pa a% z, e, * Zﬁz a% z. e, -
Avec ceci on a :
o) 2 3 t z
(4) a.(t)e® = (£ o [ z.(s)ds)e” .
1 j=1 1 o ]

Si on pose :

2yt = @), 81°, a0 = 1' ® (a(0),

(5) ou
(a(t))j désigne le processus d'annihilation sur Fock(H7) ,
alors a.(t) = 5! od a%(t)
i ., 17~]
1=1
] . o, .
On notera par Ei(t) le processus adjoint de a (t}
~]

. . 1 .
Finalement Xt s'exprime dans Fock(H x Hz) comme sult :

. 2 T . .
o) al +nI oy a + £2 A, ad (o)

al + n=z 2
j=2

et si1 on pose
(7)) w=¢e, +ne,,

alors X, est la somme de deux processus q1(t) + qz(t) , ou

—_ — 1
q,(t) =0, v, 3T(t) tw.v, 3O(t) +A1 Na:(t)
(8) - o - 2, 2
q2(t) T we vy a (el v wov gty o+ A~s{t)



- 64 -
Il est donc clair sachant un résultat de Hudson-Parthasarathy[ME.P.A.86] que Xt

. P 1 2 . c
est un P.A.I. si on désigne par M et M deux processus de Poisson compensés et
t t
. . ' s 2 . - 2 - 2
indépendants d'intensités respectives |w.v1| et Iw.v2| et de longueurs de saut

. . . ’ . 2
égales respectivement a A1 et AZ , et si on désigne par Bt et Bt deux mouve-

- lav 12 o]
vements browniens indépendants d'intensités respectives — et 3 , alors
on a le résultat suivant :
. . - 2 .
PROPOSITION. - Soit m = (m. .) une matrice hermitienne de & , et soit

1,)]
. 2 B} ..
(v1,v2) une base orthonormée de (€ formée de vecteurs propres de m associles

respectivement aux valeurs propres (A1,12) . Alors le processus d'opérateurs :

- — 2 1
X =fa @I+ nI®a +ta®l+ niI®a + I m .a-(t)
t t t t i,j=1 1,] 1]

a pour loi dans l1'état 11 ® 1 de Fock (H x H ) :

. c e ~ .. 2
a/ S1 m est non-dégénérée alors Xt a la méme loi que Mt + Mc .

b/ Si m est dégénérée et non nulle, on suppose par exemple que Az est nulle,

alors Xt a la méme loi que Ml + Bi .

c/ On suppose que m = 0, alors Xt a la méme loi que Bl + Bi .

En plus la loi de Xt est indépendante de la base (v1,v2)
. g s d
Remarquer que les résultats de ce paragraphe se prolongent sans difficultés a (C
pour tout d > 2 .
II. Appendice : Dans cette partie on va donner une nouvelle démonstration (qui est

déja faite dans [DE.A. 89] dans un cadre plus général) de ce résultat de Hudson-

. . . ' e
Parthasarathy, nous donnerons aussi des résultats concernant les opérateurs d'échange.

1. On considere le processus q, = ;-a: + a a + Aaz , le noyau de q, est égal a
- _t t t z.2"
(1) q(t,z,z") = [af z(s)ds + a [ z'(s)ds + A [ z(s)z'(s)dsle™"
o] o o
et pour simplifier on prend a= 1 .

Soit maintenant (Mt) une martingale solution de 1'équation de structure

sulvante :

d[M,M]t = A dM o+ dr .

@) M =0.
o
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Il est bien connu qu'une telle martingale est un processus de Poisson compensé
d'intensité 1 et de longueur de saut égale 3 A , voir par exemple M.Emery [EM.M.89].
L'isométrie de P.A.Meyer, [ME.P.A. 76] définie par les intégrales stochastiques multi-

ples par rapport a (Mt) donne une isométrie surjective I de Fock(H) dans
2
L (Q,G(Mt,t €T)).
Pour tout =z élément de U , I(ez) est la valeur terminale de la martingale

exponentielle e(z)t , c'est-a-dire

t z
(3) e@ () =1+ [ z(s) e (s)a_=I(e ") .
(o]

Soit maintenant Yt 1'opérateur linéaire de Fock(H) associé a Mt par 1l'isométrie

I, c'est-a-dire

M, est vu comme opérateur de multiplication dans LZ(Q-,G(MC, t €T))

Le noyau de Yt est donné par : 1
, z't z_ [ 2(s)z'(s)ds
,e’) = E [MtI(e ) I(e )] e

z' z

Nous posons J(t) = E[Mt I(e ©H1(e 591 , alors en appliquant la formule de Itd

z z'

pour le produit des trois martingales Mt I(e t) I(e t) et en utilisant (2) et (3)

zl

?(t,z,z') = (Yte

on obtient
zZ .z

= 2()z' (0)J(t) + [z(t) + 2'(t) + Az(e)z' ()] e &  °©

dJ (t)
dt

J(0) =0

La fonction J(t) est la solution de cette équation linéaire avec second membre,

qui est donc égale a
1

t Z .z
J(t) = [ z(s) + z2'(s) + rz(s)z'(s)ds e Lt
o
~ t z 1
Finalement Y(t,z,z') = [ 2z(s) + z'(s) + rz(s)z'(s)ds e ' , d'ou X, = Yt
o

i
2. Formes explicites des opérateurs ajkt> .

D'aprds la formule (3) du paragraphe I.3, le noyau de ar(t) est égal a
J

~ . ' '
ar(tyz,2') = (a'(t)e® ,e%) = T(z.) . (z') ]e%?
J ] -1t J t
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On obtient en identifiant les deux derniers termes le résultat sulvant :

(m,n)

2 .
(1) PROPOSITION. - Pour tout z = (21,22) & U~ et pour tout couple d'entiers

on a :
2 m n, _ m-1 + n
a1(t:)[z1 ® 22] = mz ® a ((21)t)22
1 m n _ + m n‘]
az(t) [ z, ® 22] na ((zz)t)z1 ® z, .

2.1. Prolongement par continuité des opérateurs d'échange a la somme algébrique

(?/= S S (H) © s (0) .
m,n m n

Une conséquence de la proposition (1) est le résultat suivant :

V(z1,22)€U2, ‘9’(m,n)€]N2 , VtET, ona:

2 m m
"al(t) z, ® z;ﬂ < v/n+ "21 ® z;"
(1)

ua;m 22 e 2|l < Yai | o 2] .

I1 en résulte que at(t) se prolonge par continuité a Sm(H) ® Sn(H) s
J

plus précisément si on pose :

m-1 n+1

s = (51,...,sm_1) €T , t = (t1’°"’tn+1) €T et

k+1 _ n
- (t],.-.,tk,tk+2, LR tn+1) €T 3

ler

alors on a : V£ €S (H) @ s (H) ,
m,n m n
n
2 m k+1
= — z
(2) [ai(t)fm,n ] (s,0) = 5 I fn S bt )1(0’t)(tk+1)

De méme si on pose :

, u= (u cesll

n-1 g 1240 m+1

cesy U

u = (U19--°9uk’ uk+2, m+ 1 ’

alors on a
1 n m k+1
t)f = —
(3) [32( ) m,n](E*X) m+1 kfo fm,n(g- ’uk+1’x)1[o,t](uk+1

)

i, % i
Nous remarquons que si a () désigne 1'adjoint formel de a_ (t) , alors on a
3 J

- . J
pour i#j, (a;(t))* -2l .

(4) Remarques. a/ Pour chaque couple d'entiers (i,j) appartenant a {1,2}x{1,2} , on

définit 1'opérateur linéaire T de Fock (H x H) par
J
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2
V¥ (m,n) EN" , V£ €s (W) ®s (1),
m,n m n
2 I k+1
ti(fm,n)(E’i) = = ki fm,n(i’skﬂ’-s- )
=0
ou
-1
t € Tm , s € Tn+1
respectivement
m
1 _ 1 k+1
TZ (fm,n) (u,v) = m+1 k fm,n(2 » Yget? -‘—,-)
=0
ou
u € Tm+1 ’ v € 'I.‘n-1

Ainsi il est clair que 12 (resp. 11) envoie S (H) ® S (H) dans S__ (H) ® S _(H
1 2 m n m-1 n

(resp. dans Sm+1(H) ® Sn—1(H)) , en plus on a les relations suivantes :

1 1 o 2 _ 2,0
az(t) TZ[I ® at] , ay = ‘rl[at ® I]

Ces formules explicites nou$§ permettent par exemple de calculer les commutateurs

i k ) i k
[a;(t1), al(tz)] , des opérateurs a%(t1) et az(tz) . Ils sont donnés par

v (i,j) € {0,1,?.}2 , V(k,l)€{0,1,2}2
i k o'k i Lk
[aj(t1), a (tz)] = éj ‘az(t‘A tz) Gi aj(c1 A t2)
ou

O = t, 6268 si G0 7 (0,00 e 8'°=0.
o J ] o

Les symboles Gik sont appelés symboles d'Evans par P.A.MEYER.

b/ Les résultats de cette partie s'étendent sans difficulté aux opé-

rateurs d'échange de l'espace de Fock multiple Fock( ed H) pour d quelconque.

3=1
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