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0. Introduction.

Soit (Xy); le processus de Ornstein-Uhlenbeck uni-dimensionnel,
¢’ est-a-dire la solution de I'E.D.S.

X()::I!

pour ¢ € R; ici o et A sont deux nombres réels strictement positifs et
B est un mouvement brownien canonique. L’équation (0.1) admet la
solution explicite

1
X, =e Mz + e“’\t(f/ e*dB,.
0

Par changement du temps, on peut écrire

Xt = e“,\tx + e_AiUBAU

oll B est un mouvement brownien et A, est défini par

2At_1

"o €
A= ‘ds = —
¢ /0 ¢ s 2\

A Paide de 1a loi du logarithme itéré, on voit aisément que ’ensemble
des valeurs d’adhérence pour le processus

V2 X,
7y = ———
ov/log t

lorsque ¢ — 0o, est lintervalle | — \/g, \/g]

Dans le présent article nous nous proposons d’étudier ’ensemble des
valeurs d’adhérence pour le processus (Z;), lorsque (X,), est le pro-
cessus de Ornstein-Uhlenbeck multidimensionnel.
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Naturellement, si la dimension est supérieure a 1, le changement de
temps utilisé ci-dessus n’est plus possible. Notre démonstration est
inspirée & celle de la loi classique du logarithme itéré (voir [1] pour une
méthode analogue).

L’auteur remercie treés vivement Mons. P. Baldi pour ses conseilles et
améliorations.

1. Le théoréme principal.

Soit (X;): le processus de Ornstein-Uhlenbeck en dimension m,
¢’ est-a-dire la solution de I’E.D.S.

(11) {dXi = —bXtdt—}-O'dBt

X():ZU

pour z € R™ (m > 1); ici o est un nombre réel strictement posi-
tif, b une matrice m x m symétrique définie positive, B un mouve-
ment brownien de dimension m. Il est bien connu que la solution de
I’ équation (1.1) s’ écrit explicitement de la facon suivante:

1
(1.2) X;=e 2+ e““a/ e®*dB,.
0

Soit maintenant (Z;), le processus défini par

2
Z, = __\/__ X,.

o+/log t

Nous allons prouver le résultat suivant

(1.3) THEOREME. Pour tout z € R™, presque siirement (Z,); est
compact dans R™ et admet Uellipse C = {y ¢ R™ : 1 < by,y >< 1}
comme ensemble des valeurs d’ adhérence lorsque t — co.
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On remarquera d’abord que, d’apres (1.2), les valeurs d’adhérence
pour (Z;); sont les mémes que pour le processus

V2e bt [t

bs
B e’’dB,.
4/ lOg t 0

Y,

Nous pourrons donc nous borner & ne considérer que le processus (Y7);.
De plus, la fonction de covariance de (X;); est

at blt—s| b(1+s)

— b (e T — e TS

o )

(voir [2], par. 1.8, p. 260); donc la fonction de covariance de (Y;); est

1
Vlog s +/log t

p-1 (e—-blt—sl _ e—b(t-}-s))-

Enfin, par un changement de coordonnées orthogonal, on peut sup-
poser que la matrice b est diagonale et qu’elle admet des valeurs pro-

m

pres Aq, ..., A, Strictement positives. On a alors < by,y >= 3 \;y? et
=1

la fonction de covariance de (Y;); (elle aussi diagonale) admet comme

valeurs propres
e Nilt—sl _ o= Ai(t+s)

1.4
(14) Aivlog s v/log t

La démonstration du théoréme (1.3) (pour (Y;):) sera divisée en deux
étapes:

(1.5) PROPOSITION. L’ensemble des valeurs d’adhérence de (Yy), est
contenu dans C'.

(1.6) PROPOSITION. Chaque point de C' est une valeur d’adhérence
pour (Yy);.
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Les démonstrations de ces deux résultats seront développées dans
le paragraphe suivant.

2. Les démonstrations.

Nous démontrerons d’abord la proposition (1.5), en commengant par
un résultat tres simple.

(2.1) PROPOSITION. Pour § > 0 fizé, considérons l’ensemble

_ m LN~y
V5—{y€R )2;)‘13/5 Zl+(5}

Pour chaque ¢ > 0, et pour presque tout w, il existe un entier ng tel
que U'on ait Yo.(w) ¢ Vs pour tout n > nyg.

DEMONSTRATION.

La loi de Y; est gaussienne; elle admet comme densité

),

m 2
fl@) = exp( - % 2 Dﬂ?zt)
i=1 " *

(2m)m/2( ][ Di(t))""”

1

Tz ~

ol

1— e 2Nt 1
A; log t ~ Ai log t

D;(t) = Var Yt(i) = pour t — oo.

Fixons € > 0. On a alors, pour ¢ assez grand,

(ﬁMfﬁ

= 1
P(Y; € V) < i=1 / , — (1 — €)? 22\ dz.
(Yy € Vi) G2 (1 = o) 6exp( 2(1 €) logté1 A,w,)dm




_38_

Utilisons le changement de variable y; = (\;log t)!/?(1—¢€)z;, et posons
! m 2 1/2
Vi = {yelR tyl > (2(1 + 6)(1 — €)’log ¢) }

Nous trouvons, pour ¢ assez grand,

1 1 o= 4
P(EEV6)SCOHStL;WeXp(_ igyz)dys

< const exp(—(1 — (1 + é)log t)),
en vertu de la majoration

00 2 22
/ exp( — ?)dz < const exp( — —2—)

Fixons € > 0 tel que (1 — €)?(1 + §) = a > 1; pour ¢ grand on a alors

P(Y; € V5) < const -t—i—

Il en résulte, pour n assez grand,

1
P(Y,. € Vs) < const =

Le lemme di Borel-Cantelli permet alors de conclure.

La proposition suivante (avec celle qu'on vient de démontrer)
acheéve la preuve de (1.5).

(2.2) PROPOSITION. Pour tout ¢ > 0 posons

Zn = sup llft - Yncl'
ne<t<(n+1)c
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Alors, pour toutn > 0, on peut trouver c, > 0 tel que, pour tout c < c,
et presque tout w, il existe un entier ng tel que l’on ait Z,(w) < n pour

n > ng.

DEMONSTRATION.

En vertu du lemme de Borel-Cantelli, il suffit de prouver qu’il existe
¢, > 0 tel que P(Z, > n) soit sommable en n pour ¢ < c,.
Posons, pour tout ¢ = 1,...,m

z9 = sup ¥ -YQ)
ne<t<(n+1)c

D’apres les relations

m 1/2
(Z ZS:'”) > Z,,

1=1

P(Zy>m)< Y P(2) > =)

=1

il suffit de prouver que Z P(Z(’) > 1) < 400 pour chaque .

Posons .
Y = / e*dB,.
0
On a alors
' NS0
G e e
e Nit e—Nine

Y =1, + J,.

+ sup -
ne<t<(nt1)c | Viog t  +/log nc
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Occupons nous d’abord du terme I,,. On a

e——)\gnc = () .
I, < ——r sup A A
% 10g NC ne<t<(n+1)c I f |

Par changement du temps, on peut écrire f’i(i) sous la forme

ou W est un mouvement brownien et
21
Ap -1
¢ 2

Le principe de réflexion entraine alors

A;nc
og nc et
g "7} <

P(I, > 2) < P{ sup 5

()4
0<t<AL), | — AL

vlog nc e’\‘"cn} <

< const P{WA(.') _A®) > 5

(n+1)c

9 2X;nc
< const exp( - 54“108 ne A(i)e A(i))’
(ntl)e — “ime

et cette quantité est sommable en n si I’on choisit ¢ assez petit.

Passons au terme J,, qu’on peut mettre sous la forme

J,=[1-eNc __l_og_n_c__ Y,c.
log(n + 1)c
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La proposition (2.1) entraine que Y,. est borné pour n assez
grand, tandis que, pour ¢ assez petit et n fixé, le nombre

<1 — e"\iC, / ﬁ%{ﬁ‘—f—;) est inférieur & e.

Ceci achéve la démonstration.

Dans le reste de ce paragraphe nous allons prouver la proposition
(1.6), qui découlera immédiatement du résultat suivant.

(2.3) PROPOSITION. Siy € R™ est tel que L <by,y>=1-a< 1,
alors, pour tout n > 0, il existe c,, > 0 tel que, pour ¢ > cn,

P(lim sup{|Yn. - y| < n}) = 1.

DEMONSTRATION.

Posons, pour ¢ > 0

W. =Y. — e—bc V IOg(TL —‘ 1)C

log nc

Yr('n—l)c’

On peut alors écrire

\/1 -1
IYnc - yl S |Wn - y' + e—bc Og(n )C

log nc

IY(n-—l)cl'

La proposition (2.1) entraine que, pour n assez grand, Y(,,_1). est borné
presque siirement; il s’ensuit qu’on peut rendre petit le second terme
dans la somme ci-dessus en choisissant ¢ assez grand. Il nous reste 3
prouver que ’on a

P(limsup{|W,. —y| < n}) = 1.
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A P’aide de (1.4) on vérifie aisément que (W, ) est une suite de variables
aléatoires indépendantes; de plus, W,, a une loi gaussienne d’espérance
nulle et de matrice de covariance diagonale admettant comme valeurs

propres
i 1— 6—2)\;c 1— e—2>\.-c

2.4 Al) — ~ our .

(2.4) " A; log nc Ai log n P e

Posons

Vo ={zeR™:|z—y| <n}
Si f, est la densité de W,, on a

P(|W, —yl<n)= fn(z)dz > const inf f.(z).
V'I :BEV',

Fixons € > 0, et soit A le plus petit des A;; (2.4) entraine alors

: 1
AD > (1 —e)(1—e 2Ny~
D2 (1= - )

pour n grand, d’ou

fn(z) =

“M

L\Dlv—a

1 m
empe(f D)7 2T

=1

1 1
(1—6)(1-—6_2>‘°)2 < bz,z >logn|.

> const 4/log n exp ( —
Si n est assez petit et z € V,, alors % < bz,r >< 1— 5 et, pour n

grand,

. 1-<
a:lenlg,, fn(x) > const y/log n exp( (1= e - e_nc)log n)

Viog n
> const __lg__
nt—vy

b
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ol ’on choisit € assez petit et ¢ assez grand pour que 1’on ait
1§
(1 —€)(1— e—2Xe)

=1—-79<1.
Le lemme de Borel-Cantelli achéve alors 1a démonstration.

(2.5) REMARQUE. Notre résultat (théoréme (1.3)) est analogue au

suivant

Soit (X, )n une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant
une méme loi d support borné, avec variance égale a o*. Alors

P({lim:up \/I%g“'_n - ﬁa}) ~ 1.

Cette proposition peut étre prouvée, & quelques modifications pres,

par les mémes techniques employées dans [4], chap. 2, par.11.

Le comportement asymptotique du processus de Ornstein-Uhlenbeck

. 1 A . ops
relativement & Jios 1 est probablement di au fait que les positions

X,, X, deviennent rapidement indépendantes entre elles lorsque s,t
s’eloignent 'un de 'autre. Cette remarque suggere des résultats ana-

logues pour des processus gaussiens stationnaires ayant fonction de
covariance ¢(h) qui converge vers zéro (lorsque h — 00) avec une
vitesse convenable. Nous ésperons traiter ces probémes dans un arti-
cle & venir.

(2.6) REMARQUE. La proposition (2.2) peut étre demontrée aussi &
’aide du lemme suivant, di & X. Fernique:

LEMME. Soit (W;)o<i<1 un processus gaussien de dimension 1, I'(s,t)
sa fonction de covariance. Pour tout h > 0, posons

oh)= sup /T(s,8)+T(¢tt)— 2I(s,t).

0<s,t<1
li—s|<h



- 44 -

Supposons que l’integrale f1+°° (,o(e“”Q)d:c soit convergente. Alors,
pour tout entier p > 2 et tout nombre réel x > /1 + 4 log p, on a

P( sup |Xi|2m[ sup  /T(s,t) + (2 +V2) 1+°°cp(p_”2)du])

0<s,t<1 0<s,t<1

+ o0 u2
< p2/ exp (— —é—)du.

N | O

Cette seconde preuve est bien plus compliquée que la présente; toute-
fois, grice & sa généralité, le lemme de Fernique pourrait étre employé
dans le cadre des processus stationnaires mentionné ci-dessus (Remar-
que (2.5)).
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