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CHARGE STATIONNAIRE D'UNE FILE D'ATTENTE A REJET

CAS DE PLUSIEURS SERVEURS

Daniel FLIPO

Résumé : La premiére partie de ce travail ( section II ) est consacrée a la
construction et a 1'étude d'un espace de probabilité Q resp. 2 ) sur lequel

la charge stationnaire ( resp. son réordonnement ) d'un organe de service & s
serveurs G|G|s|0 peut étre définie de maniére unique.

La seconde partie ( section III ) concerne 1'application au cas indépendant
GI|GI|s|0 : des condtions suffisantes sont données pour 1'existence et 1'unicité
de la charge stationnaire ( ou de son réordonnement ) sur 1'espace de probabilité
initial Q.
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I. INTRODUCTION

On &tudie la charge stationnaire [ = (T}, eee ,F;) aux instants d'arrivée
d'un client, d'un organe de service a s serveurs G|G|s|0 , systéme ol tout client ne
tpouvant @ son arrivée aucun serveur libre renonce au service. Si plusieurs serveurs
sont libres a 1'arrivée d'un client on convient d'affecter celui-ci au serveur d'indice
le plus petit. On sait (cf. [2]) que méme dans le cas s = 1, cette charge ne peut pas
en général, étre construite sur 1'espace de Palm (Q,d,P,8) de mesures ponctuelles
chargeant 1'origine, aussi construisons nous une extension (Q,d,P,8) de cet espace :
les é1éments de Q sont de la forme (w;i], cee ,15) ol wE et (i], ..o ,15) e N

pour tout k compris entre 1 et s, i, (appelé indice du client en service au guichet k

d 1'instant 0 ) est le nombre de clients arrivés a 1'organe de service aprés lui et
jusqu'd 1'instant O inclus, ou O si le serveur k est Tibre & 1'instant 0_. On construit
1'ensemble Hs(w) des valeurs possibles de (1], . ,is) et

Q= {(w;i], cee ,15) | (i], - ,is) € Hs(w)} . On montre (proposition 2) que sur Q

1'équation définissant la charge stationnaire [ a une solution unique, et que Q est
le plus petit espace possédant cette propriété : tout autre espace permettant de cons-
truire [T se projette sur Q. On donne un encadrement du cardinal de Hs(w) (proposition 3),
et une condition suffisante pour qu'il n'y ait jamais deux serveurs libres simultanément
(proposition 4).

On adopte ensuite le point de vue du client pour qui i1 est indifférent
d'étre servi par tel ou tel serveur. Ce point de vue conduit @ ne considérer que les
réordonnements de la charge [ . En considérant les réordonnements des (i], e ,is) de

Hs(w) , nous obtenons (proposition 5) une extension de (Q,Q,P,8) sur laquelle 1'équation

de la charge réordonnée a une solution unique, extension qui est &galement la plus petite
possible. Les méthodes employées ici permettent de construire le vecteur des charges
stationnaires des serveurs et son réordonnement, alors que les travaux antérieurs
(BOROVKOV |1], LISEK |4]) ne s'intéressaient qu'aux lois du réordonnement.

Dans 1a deuxiéme partie nous appliquons les résultats précédents au cas
indépendant GI|GI|s|0. On donne des conditions suffisantes simples pour que les
extensions & [ Proposition 7 ) ou @ ( Proposition 8 ) soient isomorphes & Q, et donc
que le vecteur aléatoire charge stationnaire de 1'organe de service existe et soit
unique sur 1'espace Q Tui-méme. Les conditions données sont moins restrictives que

celles formulées par JOFFE et NEY |%A| pour obtenir 1'existence d'une loi stationnaire
pour la charge [ .
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I1. CONSTRUCTION DE L'EXTENSION

Soient o- et T deux v.a. strictement positives, intégrables sur 1'espace
de probabilité (Q,d,P) muni d'une bijection @ bi-mesurable préservant P et ergodique.

Soit (Tn)nezz la suite des instants d'arrivée définie par To =0, T = Tn + To8"

n+l

(n€Z) , et N=1 € le processus ponctuel des arrivées (description de Palm).
n€EZ 'n

Le service demandé par le client arrivant 3 1'instant Tn (n € Z) est o-00" si au moins

un des s serveurs est libre, et 0 sinon. Lorsque plusieurs serveurs sont libres a
1'arrivée d'un client, celui-ci choisit le serveur d'indice le plus petit parmi ceux
qui sont libres.

La charge stationnaire des serveurs, si elle existe sur Q, est un vecteur
aléatoire [ : Q —> IRf_ solution de 1'équation

s
(1) Fo8=(T + L o1, e; - Tu )"
i A

s
ou (e],ez, ,es) est la base canonique de RS, u=1_ e et

A; = (w€Q| F}(w) =0 et ¥j<i rﬁ(w) > 0)

Comme dans le cas 3 un seul serveur cette équation peut avoir o, 1, ou plusieurs

1
P,8) de (Q,4,P,0) .

~

b
solutions, aussi chercherons nous a construire une extension (Q,3,

~

Q sera une partie de Q x M o0 M° est 1'ensemble des s-uples we IN° dont toutes
les composantes non nulles sont deux d deux distinctes , plusieurs composantes pouvant
éventuellement étre nulles. On choisira @ de telle fagon que 1'équation

~ ~ S ~
(2) Mo 8w = ( Mw + ﬂlom)q}Mei-ﬂM')+
i= i

ol K1.=(we§||°‘1.(a)=o et ¥j < i r‘j(a)>0)

admette une solution unique.

Posons n-1
ww) = Inf (n>0] L 108%w) 2 o(w) ) ou +o
k=0
et d = P.G.C.D.(n > O] P(v=n) > 0)

et notons l.S 1'application de Q x M° dans M° définie par

L(wsig,ig, von hig) = (i «o 512 ot pour tout k (1 £ k ¢s)

P K

. {051 (o8 'K (w) <, + 1) ousi (p<k i =1 =0
i) = -

- .
Ty 1 sinon
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L'application L (w) : M —> M° fait correspondre 3 la suite (i .e. 1) des
indices des clients en service a T0 = 0, la suite (ii, ces ,1;) des indices des
clients en service & 1'instant T,. On définit par récurrence la suite (Lg(w))mZI

des applications qui 3 la suite des indices des clients en service & T-m font
correspondre la suite des indices des clients en service a T0 =0 :
1 _ -1 .
Ls(w) = Ls(g w; - )
1 UMW) = M) oL (0™ Tw; )

On pose enfin H?(w) = LZ(w;WF) .

Lemme 1 Sauf sur un ensemble négligeable invariant par 8 que nous jetterons une
fois pour toutes, la suite (HZ(W))m>] est une suite décroissante de parties finies

non vides de M° , dont 1'intersection Hs(w) a un cardinal constant noté hs dans la suite.

Remarquons, avant d'aborder la démonstration,que Hs(w) représente 1'ensemble

des valeurs possibles des suites d'indices (i], ces ,15) des clients susceptibles d'étre
en service a 1'instant To = 0 en régime stationnaire.

Démonstration : Rappelons que 1'é@vénement E¢ = Limnsup (vo8™™ > n) est P-négligeable

(cf. |2| lemme 2) et 6-invariant ; pour tout w de E 1'ensemble Hl(w) = Ls(9'1w;m§) est
une partie finie non vide de M° car elle est formée de s-uples (i], - ,is) dont toutes
les composantes sont dans 1'ensemble fini 0 U i € N* | vo8™' > i . Il est clair sur

+](

la définition de L2+](w) que HZ w) est inclus dans Hg(w), ainsi pour tout w de E les

Hg(w) forment une suite décroissante de parties finies non vides de M° qui devient
constante a partir d'un certain rang (dépendant de w) et sa limite Hs(w) est donc aussi
finie et non vide. En remarquant que L2+](9w) =L(w, ) o L?(w) , on voit que les

cardinaux h?(w) des ensembles H?(w) vérifient 1'inégalité h2+](9w) < h?(w) sur E
et en faisant tendre m vers +m on a h 08 ¢ h, sur E ; étant donnée 1'ergodicité de
8 ceci signifie que hs(w) est constante sur un sous-ensemble mesurable F de E tel

que P(E F) = 0. F (et F®) sont invariants par 8, FC est P-négligeable, nous jetterons
donc définitvement FC.
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Dans la suite nous considérons 1'extension suivante de  :

Q={(ui), oo i) €Qx M| (i, ... ,i) € H ()]

G(w;il, ,’is) = (Gw;LS(w;‘i], ,is))

Qest la trace sur {0 de 1a tribu dx P(MS) od P M°) est la tribu

- des parties de M°
La mesure P -est définie par :

v €0, BA x {ip, ... i) = " g (1> =+ 1) @Plw)

( noter que P n'est pas une probabilité : P(Q) = hg ).

En procédant comme dans | 2| i1 est immédiat de vérifier que 8 est un
automorphisme (non nécessairement ergodique) de Q laissant P invariante.

Le probléme de 1'existence et de 1'unicité des solutions de 1'équation (2)
est résolu par la proposition suivante, qui assure que toute autre espace de
probabilité permettant de construire le vecteur charge stationnaire des serveurs se
projette sur Q.

Proposition 2 La v.a. [ : Q ——->]Ri dont les composantes sont
S Ak
ﬁ((w;‘@], s »1g) = 008 - j)-=_-1 To8 >0 sy $0
=0 si 1, =0

est solution de 1'équation (2).
Soit (Q', Q',P') un espace de probabilité muni d'un automorphisme ergodique
8', et ¢ une application mesurable de (Q',&) dans (Q,Q) telle que :
boB' =801 et o(P') =P .
Alors a toute solution non presque sirement infinie de 1'équation

S
(2bis) ['oB8'=(T '+ L oo0b ]A' e; - Tod u )+
i=] i

ou A% = (w' € Q' | F"%(w') =0 et ¥j<Ci r’& > 0)
correspond une composante ergodique T de Q et une application mesurable b de Q' dans T
| I T T ) -— a T g ] - E
telle que M =006 ) bo0oB8' =800 et 6(P') = —
P(I)

La démonstration de cette proposition suit pas a pas celle faite dans |2|
(proposition 4) pour le cas s = 1, nous ne la reprendrons donc pas.
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La proposition suivante donne un encadrement de hS

Proposition 3 Soit r le plus petit entier supérieur ou égal a E(o)/E(T),
r' = Inf{n >0 | P( N (vo8™™ ¢m) ) > 0} , et p=rar'. Alors
2n
2=< S I
= = — - = p *
S = k20 s p-1
Démonstration : Pour &tablir la premiére inégalité remarquons que le serveur numéro

un travaille exactement comme s'il était seul : pour presque tout w 1'application
H (w) —> H,(w)

(11, cee ,is) — 1

est une bijection. Comme h, 2 d (cf. | 2| proposition 3), & fortiori he 2 d.

Pour établir la seconde inégalité remarquons que si (i], cee ,15) € Hl(

tous les ik (1 £ k {s) sont dans 1'ensemble {0} U & n>o0 | vo8 " > n} ; si i1

w),

existe un événement non négligeable A et un entier q > 0 tels que
_ sAq-1
card in >0 | voo "> rl} < q-1 sur A, alors card H](w) <L ¢
) S Tk=0
k Ak

( CS Aq_] est le nombre de s-uples constitués de k éléments deux a deux distincts pris

n x

k
Aq_] < q° sur A.

parmi g-1 et de s-k zéros ).La constante hS qui est majorée par la v.a. card Hl(w)

vérifie donc 1a méme inégalité.

Posons B, = N (v08™" {m) ; par définition de r' P(B_,) > 0, et le
mr'

raisonnement fait ci-dessus s'applique @ A = Br' et g = r'. D'autre part par définition

de v V-2 )
C 7089 < o p.s.
J=0
soit en intégrant sur Q :
(T w1, @ <E(o)
Q 1o wn
n=]
et en utilisant 1'invariance de P par 0 :
S (?2 1. A-ny) 10871 dp 5 E( o) -1
Q n:] voB "On < E(o) = Q'E-(?)— To8 dP

I1 existe donc un &vénement A'non négligeable sur lequel

L E(o-)
ng Tvoe™Myn € E(T)

et comme le premier membre de cette inégalité est un entier
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JE] 1,08 " ¢r-1 sur A.
et

En prenant A = A' g = r on achéve la démonstration de la seconde inégalité.

La proposition suivante exprime le fait que si s { d , p.s. aucun client
ne trouve 3 son arrivée plus d'un guichet 1ibre et que les s serveurs travaillent
indépendamment les uns des autres.

Proposition 4 soit €= {(wig, on si) €1 AGK TEICKEs ij= i, =0 }

~ o~

Sis¢d,ona P(E) =0 et H(w={(i; ... i) € (Hw)® | vj#«k FERM

Démonstration : Rappelons que si (i], cee ,15) € Hl(w), pour tout k tel que T >0

voo 1K'y 4 donc 1a definition de L sur & devient :
Lwsdys won 5i) = (3, ... ,1Q) o pour tout k (1 ( k <'s)

)
= 0)

. -‘ik=. . s
- {0 si (vo8 Tt 1) ou si (3p < k =

;
k . .

Tt 1 sinon
Comme les valeurs prises par v sont toutes multiples de d

(a) TI =i, +1 modulod sauf si 3p <k ip =i, =0 (dans ce cas i;=

Pour prouver que P(Q) = 0 on procéde par récurrence sur s (2 ¢s <d).
Si s=2¢d, E-= {(w;0,0) € @ } , et toute trajectoire partant de E n'y revient

jamais : en effet , si w € E 8w = (Bw;1,0) et compte tenu de (a), pour tout n > O

8" = (an;i?,ig) avec i
Poincaré permet d'affirmer que P(E) = C.

— 3

=n et 12 = n-T modulo d. Le lemme de récurrence de

S

Supposons le résultat établi pour s-1 ¢ d, et prouvons le pour s {d. Si s {d, a
fortiori s-1 { d et comme 1'ouverture du s-iéme guichet ne modifie pas le travail des
s-1 premiers serveurs, d'aprés 1'hypothése de récurrence p.s. aucun couple de serveurs

parmi les s-1 premiers n'est libre simultanément et E= U E ou

p<s
ED = {aie Q | ip = is = OS . Montrons que toute trajectoire partant de Ej (1 <3 <s)
ne peut y revenir, ce qui &tablira que P(E) = 0. Soit donc (w;il, cee i) E Ej et

notons ()xk)k>0 la suite des instants de retour 3 E. En utilisant (a) i1 est facile de

voir que pour tout k tel que Kk (o Xk = k modulo d, et que si on pose

5"(w;i], . ,is) = (Q"w;i?, . ,1:) , alors 1; = 1p+ﬁ modulo d pour tout n > 0 et

pour tout p < s. Ceci prouve que pour tout k < d , on ne peut étre 3 1'instant TK dans
K
aucun des ensembles Ep déja visités aux instants To’ ce ’TK . En effet , si
k-1

PG eE =T 4% =0 ,etsipourumn (0<m<k ) CAUMES Ep 1§m =iyt

donc m =k ce qui est impossible si 0 ¢ m < k < d.
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Comme s £ d , toute trajectoire partant de Ej aura visité aux instants T0=O ,Tx s
1

. ,sz_z successivement tous les (Ep)lgp<s , donc KS_] = o et cette trajectoire

ne repasse jamais par Ej . La récurrence est établie.

~

I1 reste 3 montrer que pour P-presque tout w, Hs(w) est 1'ensemble H;(w)
des s-uples formés d'entiers deux d deux distincts pris dans Hy(w). On rappelle
(cf. |2|) que card H](w) = h > d P-p.s..Montrons que Hs(w)c:.Hé(w) p.s. : soit

(75 «.. 51 ) un Elément de Hs(w') ; pour tout n de Z posons
0" (w3iq, «ee ig) = (8Mw3i], ... LiQ) . Comme B(E) = 0 1'ensemble
. i =n, . i ~ < vs
E = {w €EQ| 3(1], . ,15) € Hs(w), iIn€eZ 8 (w;1], cee ,15) € E‘} est P-négligeable,
et pour tout w de EC .
.n+1 .n+ly _ n...n Ny n. .n n. .n

¥n € Z (1] s oeee g ) = Ls(e W3iqs oo ,15) (L,6 w,1]),..,L](9 w,1s))
et donc  ¥m> 0, ¥k (1 <k ¢s) L@, i ™ =4, .
Pour tout w de E€ Tles i, (i £k <s) sont dans tous Tes HT(w) » donc dans H,(w) ; de
plus ils sont deux a deux distincts car pour tout s-uple (i], ees ,15) de Hs(w), si
1j =i alors 1j
Pour établir 1'inclusion inverse, considérons un élément (i], cen ,is) de H;(w).

=i, =0, ce qui est exclu pour w dans EC. Donc Hs(w)c: H;(w) P-p.s..

LT(w) étant pour tout m > O une bijection de H](G'mw) sur H,(w) , notons i;m 1'unique
v -m M, .=my _ . . .
elément de H,(8 "w) tel que L,(w,i ") =1, (1 ¢k <s). Les (1k)]gkgs étant deux

d deux distincts les (1;m)]§k<s le sont aussi et en particulier deux
d'entre eux ne peuvent &tre nuls en méme temps. Donc pour tout m > 0 :

m, . .-m =My _ M, .-m Mg, ==Myy _ (s .
Ls(wn] TR ) = (L](wn] ) IR ,L](wns )) = (1], ,15)

et (i], ces ,15) € Hs(w). Finalement Hs(w) = H;(w) P-p.s. .
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Intéressons nous maintenant au point de vue du client pour qui il est
indifférent d'étre servi par tel ou tel serveur. Un tel client ne veut connaitre que
la liste des charges ( sans ordre) des différents serveurs. Lorsqu'on adopte ce point
de vue on peut se limiter a une extension plus petite de  : soit R : MS—> M
1'application qui a tout s-uple (i], cen ,is) associe son réordonnement par ordre

js} )

croissant, et soit M5 = R(M°) = {(j], . ,js) e M| j] < j2 ...

[ 7aN

On note Ls(w) 1'application de M° dans lui-méme définie par :
LS((D;J-I, cee ,JS) =Ro LS(w;J]’ e ’JS)
L'égalité suivante , entre applications de M° dans M° est immédiate 3 vérifier :

(3) L(w) o R=RolL(w P-p.s.

_ . . . . s
On pose Fow ={RGp, o bi) 1 G i) EH Y o
et on note hs(w) son cardinal. Le diagramme suivant
L (w)
Hs(w) > HS(Qw)
bijection
surjection | surjection
v L (w) N
Hs(w) > HS(Ow)

montre que Ls(w) est P-p.s. une surjection de H;(w) sur ﬁg(ew) , et donc que
hs(Gw) < hs(w) P-p.s. ; étant donnée 1'ergodicité de 8 , hs est P-p.s. constante

et L(w) est P-p.s. une bijection de H#s(w) dans Hg(ew).

On considére 1'extension suivante de Q :

G = {(wsdp oee 53 ER XA (s -en 43 € A lw)]
Blwsdys vve 53¢ = (Bw s Llwidy, ... 53g))
T est 1a trace sur  de la tribu Qx .’P(ms)
P est la mesure image de P par 1'application R:9—>0
définie par : R(w;i], cee ,is) = (w;ﬂ(i], cee ,is))
L'application Ls(w) : Hs(w) —> # (Bw) étant bijective, B est inversible sur Q ;

de (3) on déduit
(4) ToR =R
et donc 1'invariance de P par

~

¢

0
8 implique celle de P par B.
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Remarque : 1) Grace 3 (3) on peut vérifier qu'on obtient les mémes ensembles Hs(w)
en appliquant le procédé utilisé pour construire Hs(w) (on définit par récurrence les
aplications L’:(w) et leurs images Hg'(w), et on prend 1'intersection des #Z'(w)).

2) P(Q) = P(Q) = h, (et non A ). Plus généralement, pour tout A de L et

tout (Jys ... »Jg) de ms

i (RU, ,1'5))dP(u,

PAXx§3,s --- »3Y) S ] 1,.
Wy S (iy, e (@ U g

= SA cs(w;j], ,js) dP(w)

ou 'Es(w;j], ,js) est le nombre d'&léments de Hs(w) dont le réordonnement est

(j], ,js). Si Es(w;il, ,is) est la v.a. dafinie sur § comme le nombre d'é&léments

de Hs(w) ayant méme réordonnement que (1’], ,is) » on vérifie grdce 3 (3) que

Es 082 Cq ﬁ-p.s. sur Q donc Cq est @ invariante , c'est @ dire p.s. constante sur

chaque invariant de Q . Comme cg = Es oOR , Cs est § invariante, donc P-p.s. constante

sur chaque invariant de Q.

Grace a cette remarque, i1 suffit de reprendre les arguments développés
dans la démonstration de la proposition 4 de | 2| pour établir la :

Proposition 5 Soit 5 : Q0 —> Ri la v.a. dont les composantes sont
— -3 Ik L
gk(W;J]3 ,Jka :JS) = 0-08 k - Z ToO 1 >0 S Jké 0
i=]
=0 si J, =0

et ¢ 1'application qui a tout vecteur de R® associe son réordonnement par ordre croissant

Alors @G est solution de 1'équation

(5) GoT= (6@ + o) 1g g e - W u)’

Soit (Q',,P') un espace de probabilité muni d'un automorphisme ergodique
8' , et une application mesurable ¢ de (Q',&') dans (Q,Q) telle que :
boB' =000 et o6(P') = P .
Alors, a toute solution G'non P'-p.s. infinie de 1'dquation

(5bis) G'0 8' = ( G'+ c-0b ]g]'=0 e; - Tod u N

correspond une composante ergodique T de @ et une application mesurable § de Q' dans T

telle que G'=¢%0% , $00' =809 et ?o'(P'):.f__

P(T)
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Donnons maintenant une majoration de hs :

Proposition 6 : L'entier p étant défini comme a la proposition 3, on a :

sap-1 -1
A, ¢ L co_, g2t
s 2 k0 P71

Démonstration : On a vu dans la démonstration de la proposition 3 qu'il existe un

événement non négligeable A de Q, tel que pour tout w de A et pour tout (i], ces ,15)

de Hs(w) les seules composantes 1j non nulles sont prises dans un ensemble de

cardinal inférieur ou égal a p-1. Hs(w) étant constitué des réordonnements des

k
éléments de Hs(w), pour tout w de A il y a au plus Cp_]

exactement k composantes non nulles, Comme le cardinal de #S(w) est constant 1'inégalité

é1éments de #S(w) qui ont

annoncée est ainsi établie.
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ITI. APPLICATION AU CAS INDEPENDANT.

. . n m
Supposons maintenant que les variables (0-08,To08 )nGZ, meZ forment une

suite de v.a. indépendantes, toutes les v.a. 008" (respectivement T08™) ayant méme

loi que o (respectivement T), cas noté GI|GI|s|O dans lalittérature. Nous allons
donner des conditions suffisantes pour que les extensions (ﬁ,&,ﬁ,é‘) ou (5,6,3,5) soient
isomorphes a (Q,&,P,8), autrement dit pour que hg ou A, égalent 1.

Proposition 7 : On se place dans le cas GI|GI|s|0 (s ) 1), et on suppose que 1'une
au moins des deux conditions suivantes est réalisée :

i) Pl {T) >0

ii) P(t2sa) >0 avec a=ess infT
est réalisée. Alors hS = 1, et 1'équation (1) admet sur Q une solution unique [ ;
cette solution vérifie P([ = 0) > 0. De plus pour toute fonction f continue et positive

sur R+ :

EC F([08™) | [ =x)

> ECF(T) ) .

n—wo

Démonsttation : Nous la scinderons en quatre parties :
lére partie : i) = h_=1 et P([ =0) >0

Les v.a. o- et T étant indépendantes, la condition P(o £ T) > 0 implique 1'existence
d'un réel x > 0 tel que P(o- { x) >0 et P(t 2 x) > 0. On pose :

-m, & -k -m
A = N (008 "¢ L T8 ") =N (vo8 "~ ¢m)
n m2n k=1 m2n
B, = N (to8™P > x ; 0-087P ¢ x)
0<p<n B

La suite An croit vers Q (1'é@vénement négligeable Lim sup (vo8™" > n) a &té jeté
n
une fois pour toutes au lemme 1), donc P(An) > 0 pour n assez grand ; d'autre part
.pour tout n 2 2

P(Bn) >0, et comme An et Bn sont indépendants, i1 existe un entier N ) 2 tel que

P(ANﬂBN) > 0. Comme sur AN Hl(w) est constitué de s-uples dont toutes les composantes

sont dans 0,1, ... ,N-1 , et sur B vo8 P = 1 pour tout p < N-1 ,

Hs(w) = (0,0, ... ,0) sur ANﬂBN donc Hs(w) aussi et hS = 1. L'extension

~

(Q, ,P,8) est donc isomorphe 3 (Q, ,P,8) et d'aprés la proposition 2 1'équation (1)
admet une solution unique sur Q, qui est nulle sur ANﬂBN , donc P([T =0) > 0.
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2éme partie : ii) => h =1 et P([" =0) >0, dans le cas od P(T=a) > 0.

La démonstration de ce résultat dans le cas ol P(t=a) = 0 se traite de la méme maniére,
mais comporte quelques difficultés supplémentaires d'ordre technique que nous aborderons
dans la troisiéme partie. La condition P(t=a) > O implique a > 0, soit p le plus petit
entier tel que P(pa < o- ¢ (ptl1)a) > 0, et remarquons qu'il existe un réel y (0 < y £ a)
tel que P(pa <o {pa+7Y)>0 etP(pa+yg o £ (ptl)a) > 0. On peut supposer
p2s,carsip<s onestdans le cas d&ja traité oi P(o- { T) > 0.

On procéde par récurrence sur s :

I) Montrons d'abord que dans le cas s = 2 , la condition P(T ) 2a) > 0
implique h] = 1. Ce résultat est un cas particulier de la proposition 6 de |2| : en
effet siP(T 2 2a} > 0 Ta loi de v charge deux entiers consécutifs et d = 1. Nous en

donnerons néammoins une démonstration directe. Pour alléger les notations posons h = h]
et supposons h > 1.

Soit Xo le vecteur aléatoire Q --->R2 obtenu par réordonnement croissant

du vecteur de composantes :
% R(w) =0 si 0 € H(w
0 A i
Vi € Hw), i 40, R(w) = o008 - [ 1087 >0
k=1
On définit par récurrence la suite (Xn) de v.a. de Q dans RE en posant pour tout n 2 0

n,+ n,+ X
I 1 s Ko 1 0
X -
n+1
n__  n+ oyt oyt . -
lzkcroe -100 ) ’(Xn,2 ToO ) , ... ’(Xn,h To8") 1 si Xn,] 0
ou Xn,l , Xn,2 s eee Xn,h désignent les composantes du vecteur Xn’ et R 1'opération

réordonnement croissant. La suite (Xn)nem est une chaine de Markov en vertu du résultat

suivant : Etant donnée une suite (Yn)nEZ de v.a. Q --->Rk, indépendantes et de méme

loi , et une fonction borélienne F : R'x R¥ ---> ~Rh, la suite (Xn)nEN définie par :

X0 donnée : Q -—-)Rh, mesurable par rapport a la tribu engendrée

par les (Yn)n<0

et ¥Yn€ N X 4= F(Xn’Yn)
est une chaine de Markov. On applique ce résultat a Yn =(0-08",108") et k = 2.
On vérifie facilement que pour tout n 2 0 Xn = Xooen sdonc la chaine est stationnaire,
sa probabilité invariante m (qui est Ta loi de XO) charge 1'ensemble

h
K= {lxqaxgs coe g € RET O =3 $ x5 € s $xp < (pHl)a
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En effet, soit x € ]RE tel que x; £ %, £ ... {x (les composantes des X sont

ordonnées par ordre croissant) et N le plus petit entier supérieur ou égal a xh/Za.

Comme P(T > 2a) > 0, 1'@vénement E = <ﬂ< (pa < 008" < (p+l)a ; 08" > 2a) est
0<ngN -

non négligeable et Px—p.s. sur £ toutes les composantes de Xn s'annulent au moins
une fois a 1'instant TN ou avant, et a chaque fois qu'une composante s'annule , elle
saute 3 o-08" < (pt1)a, donc toutes les composantes de XN sont majorées par (p+1)a
Px*p.s. sur £ 3 soit Tx(w) le premier instant supérieur ou égal a TN ou XX,] =0,
alors P (X €K ) 2P(E) >0 donc m(K) > O.

Soit A ={x € Rl | x; = x, = 0} . Par définition de h, m(4) = 0. Nous

allons montrer que pour tout x de K il existe un entier q tel que PX( Xq EA) >0,
ce qui est incompatible avec les conditions m(K) > 0 et m(A) =0, donc h = 1.

Soit x € K tel que (p-T)a < x, £ (ptl)a . On a (X

h = D, 1 p,2 =0

P -p.s. sur A = {pa Co ¢ (p+])a} n { 0(2( ](Togk - a)} n {Toep‘] > Za}
aKSp-

= X

donc Px( Xp EA)>O0.

Soit maintenant x € K tel que (p-jla < Xp ¢ (p-j+1)a pour 2<j<p,s

et montrons que pour un tel x, soit PX(X €4) >0, soit il existeun q < p

p-J+1

tel que PX( Xq € K Xq h > (p-j*1)a ) > 0. Ceci finira de prouver que pour tout x

de K, i1 existe un entier q tel que Px( Xq EA) >0, etdoncqueh=1,¢et m(d)>0

c'est 3 dire P(["=0) > 0. On considére pour celd 1'é@vénement non négligeable :

A, = { N (pa < 000K < (p+1)a)}l1{ n (T09k=a)} n {Toep'j 2 2a}
b logkep 0<k<p

k#p-J
(xh-(p-j)a-Za)+ =0

[[ZaN

p-J
(x, = L 108" "

Sur A, : X .
J p-J+1,1 = n=0

p-J
(- - L to8™*

et X_ . ((p+1a-(p-jla-2a)’ = (j-1)a (@)
p-+1,2 S s P P

[[FaN

Deux cas peuvent se présenter : soit PX( X =0nN Aj)> 0 et dans ce cas

p-j+1,2

P Xp-j+1 €EA) >0, soit XP*J+L1> 0 P -p.s. sur Ajet dans ce cas on considére le
premier instant T, (A > p-j) od X, 1 = 0. Il résulte de 1'inégalité (a) que A < p
_ ~-j+1 n,+ .
sur Aj , et comme Xp-j+1,] = 0 sur Aj , Xk,h > (0-08P - L_7t8M > (p-j+h)a
p-j<n<A
sur Aj , donc dans ce cas 3q £ p Px( Xq € K-; Xq,h > (p-j+1)a ) > 0.
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II)Soit s ) 2. Supposons démontré que si P(T ) sa) > 0, hgy=1 et

P( I

-1 = 0) = P((0,0, ... ,0) € H,_;(w)) >0, et montrons que sous la méme condition

1

P(T 2 sa) >0, onaaussi h=1 et P( [ =0)>0. Comme 1'adjonction d'un serveur

supplémentaire ne modifie pas le fonctionnement des (s-1) premiers , pour tout
(i], e ,is_],is) de Hs(w) , (i], cen ,15_1) € HS_](w). On posera hS = h dans la

3 - ] LN ] PR S-] h ~
suite , et on notera X0 -(XO,Xo ) la v.a. Q — R, x R  ou
Xy(w) = F;_](w)
et Xé‘(w) est le réordonnement croissant du vecteur de composantes
21g.150) € H (w)

{‘Ro(w) =0 si3(iy, ,is_])oe»HS_](w) tel que (i,

. 1
¥i > 0 Ri(w)=o-oe'1- I t8™" >0 si iy, Ligq) € H (W)
n=1

s- s-1

tel que (i,, ,i _4,1) € Hs(w).
On définit ensuite par récurrence la suite (Xn) = (XA,X&') de v.a. de Q dans lRi-] x]RE:

X6+](w) = XA(Gw) = [ 08" (w)

s-1

-to8M*] si xv

"o n,+ "
[0 1= To8™™, L "

Xu (w)=
n+] "n n + " n + " n + 3 " -
R((0-08 "-T08") ,(Xn’z-roe ) ’(Xn,h’Toe )" ] si Xy 17 0

ou X! s Xﬁlh désignent les composantes du vecteur X; , et R 1'opération

n," 9 e o o
réordonnement croissant. (Xn)nem est comme dans le cas s = 1 une chaine de Markov
stationnaire , soit m sa probabilité invariante (la loi de XO). Compte tenu de
1'hypothése de récurrence m charge 1'ensemble

Y = {(x',x“) € IRf_—]le:'_ | x' =05 %) $x3' €. gx"}

Montrons que m charge aussi 1'ensemble Z =Y N {_x% < (p+1)a} : soit Eo 1'événement

non négligeable E = { N (pa < 008" < (p+1)a)} n { n (T09n=a)} n {ToGp 2 sa} ,
0¢ngp 0¢n<p

et remarquons que sur EO le temps de retour d@ Y est constant et vaut p+1 , et que

Tp+] 2 (pts)a . Soit N le plus petit entier tel que xp'¢ N-(ptsla, et

Ey= N e-k(p+])(Eo) ; comme les ( B-k(p+])(Eo) )kzo sont indépendants, P(Ey) > 0,
0<kgN £

et comme toutes les composantes xi', ces ,xﬁ se sont annulées avant 1'instant TN(p+1)

XN(p+1) €Z P,-p.s. sur £y, donc P (XA €Z) >0 pour tout x de Y, et m(Z) > 0.

p+1)
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. ' " S"] h 1 . n "
Soient K= {0cux) eRSTXR] | kS xiglk=Ta 3 xd ¢ ou < x) g(p+1)a}
et K'={(x',x") €K | xj £ (s-1)a}
Comme KD Z, m(K) > 0. Nous allons établir les trois points suivants :
IT1) ¥x €K 3q P (X €K' )>0, donc m(K') >O.
11.2) Si h > 1, on pose A ={(x',x") & RS'xR" | xi = x4 = 0} , alors

¥x € K' 3q Px( Xq €EA) >0, donc m(A) >0, ce qui est contraire & la définition

de h , donc h = 1.
I1.3) P( r; =0) >0.

Ceci achévera la démonstration du point II).

Preuve de II.1) Pour tout j (1 ¢ J £ p-s+1) on pose
ki = {Ox'ax) €K1 (pmdda < xp € (p-je2)a)

Comme K = (UKj) UK', i1 suffit d'&tablir que pour tout x de Kj il existe un entier q
J

tel que Px( Xq € K') >0, ainsi nous aurons m(K') > 0. Soit donc x € Kj , et

Aj 1'&vénement non négligeable

As ={paty (o ¢ (pr1)a) n{ N (paco-08"¢ Pa"Y)}“{ n (T°9n=a)} f {mep-j 2 sak
J = 0<n¢p-J = 0¢n<p-J

Pour tout w de Aj, d chaque instant (Tk)ogk<s-1 X&,k+](w) = 0 (ceci provient des

inégalités x; < (k-1)a pour k <'s), et & 1'instant TS_](antérieur a T __.car j ¢p-s+1),

p-J
Xs-l a la forme suivante sur Aj :
. _ k-1 S22 n
¥k <'s Xe_1.k = 008 - L 708 >0 sur A, .
’ n=k-1 J
A tout instant (Tq)sgqu-j Xé a toutes ses composantes strictement positives sur Aj
et a 1'instant Tp-j+1 : .
k-1 PJ n,+ . +
b = 8" - - .
(6) ¥k <s Xp-J+1,k (o0 n}%_]roe ) € (j+k-s)"a sur AJ
D'autre part, comme (p-Jla < xp' ¢ (p-J+2)? , a 1'instant Tp-j+] :
(R) < " p-J n +
(7) Xp-j+],1 < Ixp' - ng T8 ) =0 sur Aj‘
Deux cas sont a envisager selon que Xé-j+] 1 s'annule ou non sur A. :
Ter cas : P( p-3+11 0 NA;) >0, alors P Xp-j+] €K' ) >o0.
' =
En effet sur ( p-3+11 0N Aj ) pour tout k (1 < k <'s)
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1 Pl p-J
(0-08%71- L 108" (0 - T t08™* d'aprés (6)

]}

p-3+1,k ~ Xp-j+1,1

n=k-1 n=0
) k-2
< 00! - o 4 L te")* car ut - v" ¢ (u-v)T
n=0
k=2 n k-1
¢ L To8 car 008  {pa+ry { o
n=0 h
¢ (k-1)a
donc Xé-j+1,k ¢ (k-1)a  sur ( Xé-j+],1 =0 N Aj) » et comme i1 est clair que toutes
les composantes de X&LJ+] sont majorées par (p+1)a sur Aj, grace a (7) on a
Xp-j+1 €K'  sur ( Xﬁ-j+],] =0 N Aj ), donc P ( Xp-j+] € K' ) > 0 dans ce premier ca

I1 rested remarquer que , compte tenu de (6) , si j { s on est toujours dans ce cas.

2éme cas : Xp-j+1,1 >0 Px-p.s. sur Aj, alors 3g { p PX( Xq € Kj-] ) > 0.
Remarquons d'abord que dans ce cas toutes les composantes de Xé-j+1 sont strictement
positives sur Aj : en effet si 1<k (s, d'aprés (6)
k-1 _ Pd e
X' . = (008" ' - L T08")
p-J+1,k n=k-1
p-J ny+ k-1
2 (00-a- T T08) car pa < oo08 ¢ o ¢ (ptl)a
n=k-1 -
p-J
> (0 - L To8™?*
n=k-2
2 Xﬁ-j+],] >0 P -P.s. sur Aj'

Soit Bj 1'événement non négligeable

B, = A. N { n (t08"=a ; pa < 0-08" ¢ (p+1)a)}

) p-3+1<ngp
et considérons le premier instant (Tx)x>p-j+1 o0 X ;=0.0na Agp sur B, car
d'aprés (6) Xﬁ-j+1 1§ (j+1-s)7a ¢ (§-1a sur Aj. Un calcul analogue 3 celui fait

dans le premier cas montre que pour tout k (1 < k < s)

Sk = Xk - § (keDa sur By

D'autre part, comme d'aprés (7) X61j+],] =0 sur Aj’ la plus grande composante Xx,h
rifi p-g+1 _ A1 ns
de xx vérifie XX h 2 (008 - L ']Toe )" > pa - (j-1)a sur Bj car A {p,
’ n=p-j+

donc Xy € Kj_] Px-p.s. sur Bj , donc i1 existe q { p tel que Px( Xq € K._

31 ) > 0.

On a ainsi montré que pour tout x de Kj (1 ¢J < p-s+1),
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-soit Px(xp—j+]
-soit 3Iq < p Px( Xq € KJ._1 ) > 0 (si on est dans le second cas) .
Comme pour j < s on est toujouré dans le premier cas, par récurrence sur j on a

€ K') >0 (si on est dans le premier cas)

UK. p ' X
¥x € U K g P (X €K )OO

Preuve de II.2) Pour établir que ¥x € K' Jq Px( Xq € A) > 0, posons pour tout

J 4 - L ' "o 1 " ] " " -

i (1¢§ ¢ pstl) Ky = KoMK, et K {ocaxmy ek xp ¢ el $xpr € (s-1)a)
ainsi  K'= (g Kj) U K'". Reprenons le raisonnement fait en II.1) pour montrer que

¥x € g K& ig P ( Xq €EA) >0 : sur Aj » on a encore (6) , (7) , et en plus

comme x;' ¢ (s-1a, Xg.1.q = 0 et comme X , a toutes ses composantes strictement

ositives , a 1'instant T on a :
p

p-Jj+1

(8) Xp-541,2 < ?a sur A,
- P-J

En effet X_ . < (0-08° L. r to8™”* <((p+1)a - (p-j-s+l)a - sa)’ = ja sur A..

p-J+132 = n=s-1 = J
On distingue encore deux cas selon que Xé-j+1 1 s'annule ou non sur Aj :
ler cas ; P ( Xé-j+],1 =0 N Aj ) >0 E’_eﬂors P Xp-j+2 €EA) >0,
En effet , comme sur Aj pa<o et L To8" ¢ (p-jla+b olib=esssupT

n=0

la condition P_( X!

x Xpoge1,1 " on Aj ) > 0 implique pa < (p-jla + b soit ja < b et

donc P(T 2 ja) > 0 . On considére maintenant 1'&vénement non négligeable

' 1 = p-J+1 i . ' ' 3 " = = Y :
A ( Xp-j+1,] 0N A, N to8 2 Jja ) ; sur Aj d'aprés (7) Xp-j+1,] 0 Xp-j+],]
" = ' S iq - p-j+] + =
donc Xp-j+2,1 0, et d'aprés (8) Xp-j+2,2 < (ja - To8 ) 0 , donc
Xp-j+2 €A Px-p.s. sur A5 et le résultat est établi. De plus, si j < s on est toujours

dans ce premier cas.

2éme cas : Xé-j+1,] >0 Px-p.s. sur Aj , alors 3g {p Px( X €KL . )>0.

q J-1
On considére de nouveau 1'&vénement Bj défini en II.1) et le premier instant (Tx)

A>p-j+1
ou Xi,] =0 .0naencore A {P et XX € Kj-] Px-p.s. sur Bj. I1 reste a montrer
que Xi;] ¢ (s-T)a sur Bj pour établir que X, € Kj_]Px-p.s. sur Bj ; or

on a vu qu'a 1'instant Toq ;L]’] =0 et X._; a toutes ses

composantes strictement positives sur Aj,donc la composante Xg_1 1 Ppasse de 0 & o-oes']

a 1'instant T._, , et a chaque instant (Tq)p-j+1§q<X
R q-1 q-1
(0005" - T 1o8™* (o -a- L 718" (- L to8M* 2 X120 surB,.
n=s-1 n=s-1 n=s-2 9 J
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Ainsi , & 1'instant TA Xy' a une composante de la forme :

A-1 A-1
(000571 - T 7108™* = (0-08%7! - I to8™* - X3
n=s-1 n=s-1 ’
s-2
¢ (000% ! - o+ T Tto8™*
n=0
s-2
¢ L 7oo"
n=0
{ (s-1)a

et donc XK,] < (s-1)a sur Bj' Ainsi ¥x € g Kj iq PX(Xq € 4A)>0.

IT reste 3 montrer qu'd partir de X' la chaine Xpa 3galement une probadi-
1ité strictement positive d'atteindre A. Ceci achévera de prouver que h = 1.

Soit donc x € K" et C 1'&vénement non négligeable

C= N (108" =a; pa<oo8” ¢ (prl)a)
0¢n¢s-1
I1 est facile de voir que sur C, d chaque instant (Tk)0§k<s-] Xi’k+] =0 eta TS_]
le vecteur X;L] est nul puisque toutes composantes de X" s'annulent au plus tard

T 0x" & Exp ¢ (s-1)a car x € K'" ) et qu'elles ne peuvent décoller de 0
avant T__, , X' ayant au moins une composante nulle & chaque instant antérieur & Tey -

Donc ¥x € K" PX( X EA)>O.

s-1
I1.3) On sait maintenant que h = 1 et donc X = r; o 8" . Pour prouver que

P( r; =0 ) >0 11 suffit de montrer que pour tout x de K' i1 existe un entier q

tel que PX( Xq =0)>0: coome m(K') >0, on aura m((0,0, ... ,0)) > 0 et donc

P( r;= ) = P( Xy = 0) =m((0,0, ... ,0)) > 0. Pour celd on considére 1'événement

o
]

(pa<(r09n§(p+])a)} n { N (to8" = a)} n {Toep 2 sa}

{og 0¢n<p

<p

A partir de tout point x de K' la chaine X_ vérifie & 1'instant Tp
=1

L 1080 >0 surbD
n=k-1

- k-1
Yk £'s Xp,k = 008 -

et d 1'instant suivant :

Yk

A

s Xpe1,k = Ko, = 10877 < ((prlda - (pkil)a - sa)" = 0 sur D

donc pour tout x de K' Px(Xp+] =0) >0, et 1a deuxiéme partie est terminée.
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3éme partie : ii) = ho =1 et P(]"=0) >0, dans le cas ol P(t=a) = 0.

Montrons d'abord que le cas a = 0 peut se ramener @ a > 0 : si a = 0, pour
tout € >0 P(0 <t <€)>O0; on peut trouver un a'> 0 tel que sa' ¢ b = ess sup T,
et P(a'{ T < a'+a) > 0 pour tout o > 0 : en effet,

va>0 Jo,elec U [E,E4+a
pp1 MO C

et coome P(0 < T <€) >0 il suffit de prendre pour a' le premier des-% tel que
P( %‘ﬁ T < %’* @) > 0. De plus P(T ) sa') >0 car sa' < b, on peut donc remplacer
a=0 par a' > 0. Dans la suite nous supposerons donc a > O.

Rappelons qu'il existe un entier p (p 2 s) et un réel vy (0 < y ¢ a) tels

que P(pa<o Spa+y)>0 et Plpa+y¢ o < (ptl)a) > 0. Nous aurons besoin

de raffiner un peu la premiére condition en prouvant 1'existence d'un réel B > 0 tel
que P(pa + B <o {pa+Y) >0 . Pour construire B on remarque que

Jpa,pa+vl = U Jpa+l, pa+y]
n>1

Y

n

et on prend pour B Tle premier des tel que P(pa +-% ¢t <pa+y)>O0.

Nous aurons également besoin de construire une suite (am)m>0 de réels

décroissant vers a telle que pour tout n > 0 P(am (t¢ am_]) > 0. On choisit

; AL

donc a, s a < a, ¢at+ 5 puis L (m>O0 ) étant défini on pose pour k > 0

a__.-a
a::]=a+ m-1
k

et on prend pour a le premier des a; tel que P(a; $T¢ am_]) >0 (1'existence

' k < _ k
d'un tel an est assurée par Ja ,am_]] = kg] [am s am_]] et Pla<T am_]) > 0).

On a aussi P(a < T¢ am) > 0 par définition de a, et on peut itérer la construction.

Indiquons maintenant comment modifier la démonstration faite dans le cas
ol P(t=a) > 0, pour la rendre applicable au cas ol la loi de T ne charge plus a.

I) Cas s=1":
On reprend la méme chaine de Markov et le méme ensemble K . La démonstration de m(K) > O
est sans changement. Pour tout j (1 ¢ j ¢ p) et poar tout m 2 1 on pose

K? = &x € K | (p-j)am < Xp < (p-j+2)a}

et on considére au lieu des _Aj , les événements A? :

Am=={ n (pa+B<&09kg(p+1)a)} ﬂ{ n (a groekga__)} n {Toep-j22a}
0¢k<p =T )
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Notation : U et V étant deux ensembles, on notera U ---> V pour exprimer que
¥x € U ig€ N Px( Xq EV)>O0

On vérifie alors que :

D N
: . m___y . m-1 m___
¥m 2 1 ¥i (2<3<p) Ky ===> Kj-] ou Kj > A
P m
donc , coome K= U Kj pour tout m 2 1, en prenant m > p on obtient K ---> A
J=1
d'od hy =1 et P([ =0)>0.

IT) Récurrence pour s > 2 :

On considére l1a méme chaine de Markov, les mémes ensembles K et K', et on a encore m(K) > O
On pose pour m 2 1 :

K™ = {(x’,x") € HRi']x]RE | ¥k<s xp & (k=Tlag 5 x{" €. Expf € (p+1)a}

x

o [ " m 1" -
K -{(x x") € KU | xq < (s-1)a }
et pour tout j (1 ¢ J £ p-s+1)

KT = {0 x) € K™ (p-dhay < xpt € (p-3+2)a )

J =
En rempla¢ant les événements Aj et Bj par :
AT = ipaw go-g(pﬂ)a} n { N (pat <o-oen§pa+Y)} n { n (amgroe"gam_])}n Toep'jgsa}
J 0<n¢p-J 0<n<p-j
et B" = AT n { N (a<t¢a , ; pa+B< 008" ¢ (p+])aﬁ
3o p-j+i¢ngp ™ T m-1 B

on montre de la méme fagon que dans le cas ou P(t=a) > 0 :

I1.1) ¥m > p-s+1 K" ---> K M-p+s-1 , et comme K =N K™ et m(K) >0
m
=‘gK?) UK , i1 suffit d'8tablir que

i

pour tout m 2 1 m(K'™ > 0. Comme K

Vi s K? —eoy oMl

et ¥j (s ¢ J € p-s+1) KT -y k™1 oy K™ ooy k™)
== J J J-1
I1.2) ¥m» 1 K™ ---> A, donc hg = 1.
Pour celd on pose pour j (1 < j £ p-s+1) K'? = K? nKM™ et
'lm - ] " lm " " -
K™ = {(x X" E KTt L Cx $ (s ])ﬂn}

Comme K'™ = ( g K'? ) UK"™ | 41 suffit d'établir (en considérant les A? et @g ) que :
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¥j <s K'? > A

. . Jm Moy pam-l
¥j (s § £ p-s+1) K j >A ou K j > K 3-1

et que k"M _--> A, en se plagant sur
¢™=n
n

( a < 108" < a1 patB ¢ 008" < (ptl)a )
0

s-1

A

I1.3) On montre ensuite que K'] --=> {(0,0, .o ,0)}

en considérant 1'événement

1 _ n n p
D=3 N (patB < 008 £ (p+l)a)fNy N (a; {To® ¢ a)f NyTto8” ) sa
{Osnsp i ) {ogn<p 12 = o } { 3
Come m(K'!) 2 m(k') >0, P([ =0) =mn(0,0, ...,0) > 0.

4éme partie : La chaine de Markov stationnaire (X = I_-Ogn)n>0 est

irréductible et récurrente @ 1'origine. I1reste a établir qu'elle est apériodique
pour pouvoir Tui appliquer le théoréme d'Orey et obtenir ainsi le résultat de conver-
gence annoncé dans la proposition 7.

Comme le temps de retour & 1'origine de (Xn) vaut 1 sur 1'événement (o (T ),

(X,) est apériodique dés que la premiére condition P(o- { T) > 0 est réalisée.
Supposons la deuxiéme condition P(T ¢ sa) > 0 réalisée et P(o- { T) = 0. Nous nous

placerons dans le cas ou T charge a, les modifications a faire dans le cas contraire
sont celles de 1a 3éme partie ci-dessus. Nous avons vu au II) 3 que sur 1'événement

D= 1 N (pa < 008" ¢ (p+1)a)} n { N (to8" = a)} n {TDGp 2 sa}
0¢ngp 0¢n<p
~ 2 - 1 - S -
a partir de tout point de K' = { x € RL | Xy = 0, Xo Ca, cov Xg < (s-])a} la

chaine (Xn) atteint 1'origine pour la premiére fois d 1'instant T

" Ao

p+l Soit maintenant

(pa < 0-08" ¢ (ptl)a } n { n (tod" = a)J n {Toep'] 2 sa}
-1 0<n<p-1

Plagons nous sur D' N ([ = 0) ; & chaque instant (Tn)1<n<p-] la premiére composante

de X =1 o 8" est strictement positive (donc X, #0) , de plus & 1'instant

Tp_] = (p-1)a les composantes de Xp_] vérifient :

a < Xp_],] {2, 2a<« Xp_]’2 {3, .... , sa( Xp_]’5 ¢ (s+l)a
A 1'instant Tp 2 Tp_] +sa, ona:

Ko 1 =0 0 Xp om0, e, Xm0, X Ca
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Ainsi, partant de tout point de K' la chaine (Xn) a une probabilité non nulle de se
trouver de nouveau dans K' 3 1'instant Tp. Sur 1'événement D' N [ =0 N X . 0
Te temps de retour & 1'origine de la chaine (Xn) vaut p . Si cet événement est non

négligeable, ce temps de retour charge p mais aussi p+1 (sur D) et la chaine est
apériodique. Sinon, i1 charge p+1 (sur D) et aussi 2p+1 d'aprés la propriété de
Markov : (Xn) a une probabilit@ non nulle de passer de 1'origine 3 K' en p étapes,
puis de K' 3 1'origine en p+1 é&tapes. Pour tout p > 0 Tle PGCD de p+1 et 2p+l
est 1, donc la chaine est encore apériodique.

La proposition 7 est établie.

Donnons maintenant des conditions suffisantes pour que 1'extension
(2,0,P,8) soit isomorphe d (Q,d,P,8).

Proposition 8 : Dans le cas GI|GI|s|0 , si on suppose que 1'une au moins des deux
conditions suivantes

i) Pl {sT) >0

ii) d=s

est réalisée , alors hs 1 et 1'équation aux réordonnements

(9) oo )"

(Glw) + o (w) ]g](w)=0 ey - T(w) u
admet une solution unique sur Q.

Au contraire, si d > s cette équation n'admet aucune solution sur Q et
le recours a 1'extension est indispensable.

Démonstration : Supposons d'abord la condition i) réalisée. Les v.a. o et T atant
indépendantes, il existe un x>0 tel que P(o-§{sx) > O et P(T2x)>0. Considérons les événements
m+s-1 - .

A= N (000 ST 10T = (e ™S ()
m2n k=s m2n
By = N (to87P > x 5 0087 ¢ sx)
0<p<n
La suite des événements A = N (vo® " ¢ m) étant croissante, de limite Q (1'événement

m2n
négligeable Limnsup (vo@™" > n) a &té jetd ) , les AL = 95'](An) sont tous de
probabilité strictement positive d partir d'un certain rang.; de plus Aé et Bﬁ sont
indépendants et Tles Bﬁ (n 2 2) sont non négligeables, soit donc N 2 2 un entier tel

que P(Aﬁ n Bﬁ) > 0. Pour tout w de A\ Tes s-uples de Hl(9-5+]w) ont toutes leurs
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composantes dans {0,], «e. sN- ]} et si en plus w est dans B » pour tout p (0 < p < N)

vo8 P ¢{'s , donc sur Ay N By les Eléments de # (675 1u)

dans 0,1, ... , s-1 et au moins une d'elles doit étre nulle puisque les composantes
non nulles sont deux a deux distinctes. Ceci signifie que si w est dans A& n B' , le

ont toutes leurs composantes

client arrivant a T-s+1 est effectivement servi. Le méme raisonnement s'applique

1g-stk

a tous les H w) pour 1 <k s, donc sur AN N By tous les clients arrivant

aux instants T T

N
cst] * Tagip > cee s T0 sont servis et Hl( ) est constitué de 1'unique

s-uple (0,1, ... ,s-1). Ainsi #S(w) = {(0,1, - ,5-1)} sur Ay N By

N et hs = 1.

(Q,4,P,8) est alors isomorphe & (Q,4,P,8) et d'aprés la proposition 5 i1 y a existence
et unicité des solutions de (9) sur Q.

Supposons maintenant la condition ii) réalis@e. I1 a &té établi dans |2]
(proposition 6) que hy = d dans le cas GIIGII]IO D‘aprés la proposition 4 du

présent travail , si d 2 s Hs(w) = {(i], . ) € H] ) | ¥j = k 1j = ik} ,

donc si d = s Hs(w) est constitué de 1'unique réordonnement des d &léments de H,(w),

et hs = 1.

Si au contraire d > s, hs = Cé > 1, et grace a la proposition 5 i1 suffit

de montrer que Q n'a aucune composante ergodique isomorphe & Q pour établir que (9)
n'admet pas de solution sur Q . On sait (cf. |2]| proposition 6) que dans le cas
GI|GI|1|O 51 est ergodique. La proposition 4 dit que si d 2 s P(E) =0, et on a

es(w;i]’ * o 0 ,.is) = (ew;L](w,11), o o 0 ,L'I(w,.is))
et donc 55 est également ergodique dés que d 2 s. Mais 1'ergodicité de 65 implique
celle de 55 . en effet d'aprés (4) , si A est une partie de Q dinvariante par 55,

ﬁ-](ﬁ) est invariante par 55 , donc 5(%_](5) vaut 0 ou 1 , et comme P a &té définie

comme la mesure image de P par & P(A) vaut également O ou 1, et_e-s est ergodique.
La proposition est établie.
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Les résultats des propositions 7 et 8 incitent & formuler la conjecture
suivante :

Conjecture :  Pour une file GI|GI|s|O ,
1)Si d=1, hS = 1 et la charge stationnaire [ existe sur (Q,&,P,8)
et est unique.

2) Si1<d¢s, A =1etleréordonnement G de la charge stationnaire

existe sur (Q,4,P,0).

La proposition 7 établit le point 1 dans le cas o0 v charge 1 ( cas P(o- {T) >0 ),
ou deux entiers consécutifs ( cas P(T 2 sa) > 0 ). La proposition 8 &tablit le point 2
dans le cas d = s et dans le cas ou v charge un entier inférieur ou égal a s, ainsi
que la nécessité du recours & 1'extension dans le cas d > s. Enfin la conjecture a été
complétement démontrée dans le cas s = 1 dans FLIPO [2].

Je remercie Monsieur NEVEU pour 1'aide précieuse qu'il m'a apportée tout
au long de ce travail.
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