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SUR LES METHODES DE PROCESSUS PONCTUELS ET DE

RENOUVELLEMENT DANS LES SYSTEMES DE FILES D'ATTENTE

111 - PROCESSUS PONCTUELS PERIODIQUES ET FILES D'ATTENTE
PERIODIQUES

Frangois CHARLOT - Djenat MERAD

SUMMARY

This paper is a follow-up to CCG and CM1.
The notations are the same. We study classical models in queueing
systems in the periodic case. We use point processes techniques.
We obtain extensions of results due to HARRISSON J.M. and LEMOINE

L.M. (HL) to queueing systems more complex than G/G/1.

INTRODUCTION

Les probléemes de files d’attente avec
"input" périodique ont été étudiés par plusieurs auteurs (Af, AT,
HL, Le) en particulier par J.M.HARRISSON et A.J.LEMOINE (HL) qui
étudient le cas ou le processus d’entrée est un processus de

poisson composé périodique. Tous les auteurs ne considérent que le
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cas des files simples a un serveur. S.ATMUSSEN et H.THORISSON
étudient une extension de HL par une approche par les Chaines de
Markov. Nous développons 1ici une approche par les processus
ponctuels, ce qui nous permet d’étendre les résultats de HL a
d’autres systémes de files d’attente: files & plusieurs serveurs,
tandems de telles files etc.. Les résultats les plus intéressants
étant ceux de convergence en loi des temps d’attente. Nous

utilisons ici les techniques et les notations de CCG et de CMl.

1)FLOTS PERIODIQUES

Définition 11
Soit (Q,4,8) ou © = (et,teR) un flot réel et P une
probabilité sur (Q,4). (Q,4,P,8) est un flot stationnairement
périodique (f.s.p. en abrégé) si il existe un nombre réel a>0
tel que eaP =P et BSP # P pour s, 0O<s<a. a est appelé la

période du flot.

Remarque: Dans la suite, nous choisirons a = 1,
pour simplifier 1’écriture. Si (Q,4,P,8) est un f.s.p., il en est
de meéme de (Q,&,GSP,G) pour tout seR.

Le résultat suivant est évident.

Théoréme 12
Soit (Q,4,P,®) un f.s.p. et soit Q la probabilité définie sur
(Q,d) par:

1
VAed 0(A) = [ P(o_{A))ds.
0

Alors (Q,4,Q,8) est un flot stationnaire.
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Le théoréme suivant donne une condition
suffisante d’ergodicité pour @, et examine dans ce cas les

relations des GSP entre eux et de GSP avec Q.

Théoréme 13
Soit (Q,4,P,8) un fsp. Alors, si (P,el) est ergodique:
-a- VYteR, (GtP,Bl) est ergodique;
-b- (@,0) est ergodique;
-c~-les probabilités (etP,Ost<1) sont deux & deux
étrangéres.

-d- VteR, GtP est étrangére a Q.

Démonstration

a est évident et c en est une conséquence
puisque deux probabilités distinctes et ergodiques sur le méme
espace sont étrangéres.

Pour b considérons 1’événement A

X étant une variable aléatoire bornée. Par le théoréme ergodique

appliqué a (P,el), il est clair que etP(A) = 1. En effet:

t t
1 __[tl 1 =[t]J" 1 _
tjg(esw)ds = [t122=1 n_1X(esw)ds * i [t¥(esw)ds =

t-[t]

1
[t] 1 n=[t]-1 (t] 1
t [t] 22;0 [I;X(esw)ds]oen * 5 Tt1 [Jg X(Gsw)ds]oe

[t]
d’ou le résultat.

1
Mais alors: Q(A) = f GSP(A)ds = 1 et donc
0

pour toute variable aléatoire bornée X
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ce qui implique 1’ergodicité de Q.
Pour démontrer le d, écrivons d’abord la
décomposition de Lebesgue de Q par rapport a P. Il existe donc une
variable aléatoire positive Y P-p.s. finie telle que

VAed, Q(A) = J YdP + Q(An{Y=c})
An{ Y<o}

Comme Q(A) = @(e_,(A)), il vient, par
unicité de la décomposition en faisant t=1 :

Y

Ye_1 P-p.s.

{Y=w} = {Y6_,=w} 0O-p.s.

et donc Y = a P-p.s. avec a = Q({Y¥Y<w}). Il suffit donc de
démontrer que a = O.

Si o = 1, alors pour tout A de 4, Q(A) =
P(A) = OtP(A) pour tout t, ce qui est contradictoire avec
1’ hypothése de périodicité. Si O<a<1l, on a:

P(A) = L a(an(¥<a}) + P({Y=0}nA)
= Q(A/{Y<w})
Si A = 9_1(A) 0-p.s., P(A) = 0 ou 1 et

1
donc A 2 {Y<w} ou A € {Y=w}. Comme a = I P({Y6_, <w})dt, 1l existe
0

un t, O<t<1, tel que {Ye_t<m} = {Y<w} 0O-p.s. et donc OtP = P ce

qui est en contradiction avec 1’hypothése de périodicité. ]

Remarque: I1 est donc clair 1ici que, contrairement au cas

stationnaire, 1’application de R dans ll(Q,A,P) t--->X0,n’est pas

continue pour la topologie de Ll, lorsque X est un élément de ll.

t

2)Processus ponctuels marqués stationnairement périodiques
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Soit F un espace métrique séparable

complet locallement compact, ¥ sa tribu borélienne, M M(R; F)

1’espace des mesures de Radon sur R a marques dans F, # = M(R;F)

la tribu sur M construite en (CCG), Mp Mp(lR;F) 1’espace des
mesures ponctuelles sur R & marques dans F, Mp = Mp(IR;F) la trace

de M sur M .
p

Définition
Soit (Q,4,P,08) un flot réel stationnairement périodique et N
une mesure a:léatoire sur R a marques dans F définie sur

(2,4,8), telle que N6, = ttN. N est appelée alors "mesure

t
stationnairement périodique 4 marques dans F". Si N prend ses
valeurs dans Mp, alors N est appelée "processus ponctuel
stationnairement périodique & marques dans F", (en abrégé
PPSPM). Si F est réduit a un point on dira simplement "mesure
stationnairement périodique” et " processus ponctuel
stationnairement périodique” (PPSP).

N est du premier ordre si, pour tout intervalle borné [a,bl

de R, E(N([a,b]xF)) < .

Nous ne considérerons par la suite que
des processus du premier ordre et doublement infinis au sens ou
IP(N([R+xF)=+eo) = 1 = P(N(R_xF)=+w)..

Un exemple de PPSP (confere (HL)) est
donné par le processus de Poisson sur R d’intensité h ou h est une
fonction périodique mesurable de R dans !R+, locallement
intégrable.

Soit N un PPSPM a marques dans F. Notons,
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pour tout entier n:

Kn = N([n-1,n[xF)

le nombre de points du processus ponctuel de Dbase qui
appartiennent a 1’intervalle [n-1,n[, ou, en terme de Files

d’Attente, le nombre de clients qui arrivent durant la n-iéme
periode chargée. On défini les variables aléatoires Xn a valeurs

dans G = {0}+Z;_1([0,1[XF)p muni de sa tribu naturelle §, de la
= \

\.

fagon suivante:

1
o
>
1
o

-si K
n

-si K
n

i
o
v
N
S
1

n n,, _
((u’l‘,zl),...,(uz,zk)) =

((T -(n-1),Y ),n-1=T <n)
p P P
((Kn,Xn),neZ) est bien sur une suite

(P,Bl)—stationnaire.

Réciproquement, soit Q = G®Z,£ = §®Z et

Xn la n-iéme projection de Q. On note Kn le nombre de composantes
. _ - n n
de Xn et, si Kn =k > O, Xn ((U?,Zlh...,(Ui,Zk)). 0 est le

"shift" de Q: pour tout neZz, xne = Xn+1. Soit P une probabilité

sur (Q,d4) invariante par 6 et telle que pour tout nezZ U?<U2...<U£
P-p.s. sur {Kn=k}. A 1’aide de ce qui précéde, nous allons
construire un FSP et un PPSPM. Soit (Sk,keZ) la suite des entiers

n pour lesquels Kn>0, SOSO<Sl. La suite des points (Tp,peZ) est la

suite de points strictement croissante de R, T 50<T1, qui coincide

0]

avec l’ensemble des points {Sn-1+U§n,lsjsKS ,heZ}.
n

Si T =8 —1+U$n , alors Y = ZSn . N= est un élement
p n J p J

|Y
aléatoire a valeurs dans (Mp(R;F),Mp(R;F)). Soit PN la loi de N, I

zpeZeTpgeY

1’identité de Mp, (tt,teR) le flot des translations sur R. Il est
clair que (Mp,Mp,PN,(tt,teR)) est un flot stationnairement

périodique de periode 1 et que I est un processus ponctuel
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stationnairement périodique a marques dans F. La suite
((K;,Z;),nez) construite a partir de I comme plus haut, est de
méme loi que la suite ((Kn,Xn),neZ) donnée sur (Q,4,P,0).

Lorsque la suite (Xn,neZ) est une suite
de variables indépendantes équidistribuées, on dira qu’on a "un
processus de renouvellement périodique a marques dans F". Le
processus de Poisson périodique est bien sOGr un tel processus.
Dans ce cas les Kn ont une distribution de Poisson et,
conditionnellement en Kn = k, (UT,...,UE) est le réordonnement de
k points uniformement distribués sur [0,1[. Dans ce cas, le
processus est encore de renouvellement sous ttPN, quelque soit t.

Cette proprieté n’est évidemment pas vraie en général.

S est un processus ponctuel

Zez®s
n
stationnaire sur le flot (Q,A,P,(en,nel)). Notons PS la mesure de
Palm de ce processus et QN celle du processus N sous la
probabilité Q. On notera désormais N’ = N(.xF), le processus
ponctuel simple des points de base de N. Avec la définition de la
mesure de Palm donnée dans CCG on a GN = QN" On a alors
Théoréme 21

Pour toute variable aléatoire positive X sur (Q,4d),
j X(0)Q(dw) = j IP(dw)I
Q Q

N E (dw) N’ (w,ds)X(6 (w)).
'[n S I[-1,0[ s

N’ (w,ds)X(6_(w))
[0, 1l s

Démonstration

Soit a une fonction mesurable positive de
1

R dans R telle que I a(s)ds = 1. Pour toute variabe aléatoire X
0
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bornée

jéN(dw)xw) - jnj X(6_v)a(s)N’ (u, ds)0(dw)

1
J'u»(dw)f du[ N (8 w,ds)X(6_, w)als)
R

I P(dw)I N’ (w,ds)X(6 w)I a(s-u)du.
= | P(dw)Z N’ (w,ds)X(6 w) a(s+n-u)du
I nEZJ-[o 11 .[

= I P(dw)I N’ (w,ds)X(6_w)
[0, 11 s

1’autre formule s’obtenant en spécifiant 1’intervalle [-1,0[

plutét que [0, 1. n

Notons f(w) = K(w) . Nous définissons
Sl(w)

ci-aprés le flot (discret) sous la fonction f. Soit (QS,JS,PS,GS )
1

1’espace de Palm associé au processus ponctuel S. On pose:
= {(0,%)/(0,k)eQ N, Osksf(w)-1}
4 = d_8P(N)NQ
et P défini par:

=f(w)- 1

=0 X(w, k)

j X(w, K)P(d(w, k) = (l/c)J. P (dw)z
Q

ou X est une variable aléatoire positive d-mesurable et

= I f(w)ﬂ;S(dw) - J‘ £(w)P(dw /N’ ([-1,0[>0)
QS Q

est supposé fini.

0(w,k) = (w,k+1) si 0 = k = f(w)-2

= (es (w),0) si k = f(w)-1

P



- 71 -

N g(®) pour ns-1.
p=n S,

= znezefn est un processus ponctuel

stationnaire sur (Q,4,P,8) dont l’espace de Palm est

A

(QS,JS,PS,esl). Comme corollaire du théoréme 21, on a:
Théoreme 22

Soit X une variable aldatoire positive sur (Q,4,P) et X

définie sur (Q,4,P) par X(w,k) = XGT(w). Alors:
k

[ xtggaw) = [ %w,0Fdw, k)
Q 8

Démonstration

~ _ 1 ,
I&X(w)QN(d(w) = v (10, 1) j P(dw)I{O 1[N (0,ds)X0_(w)

= f P (dw)I N’ (0, ds)Xe_(w)
E (N’ ([-1, 0[))P(S’0) [-1,0]

= 1 I P (dw)I N’ (w, ds)Xe (w)
E (N’ ([-1,00)) [-1,0]

= = 1 IA P (dw)f N’ (0, ds)Xe_(w)
IES(N’([O,Sl[) [o,s,I

= J~ X(w,k)P(d(w,k)). .
)

3) Régime périodique des Files d’Attente.
Dans toute la suite, (Q,4,P,8) est un

flot stationnairement périodique tel que 6, soit ergodique. Les

1
notations sont celles de CCG. En particulier, la définition de
stabilité et de processus bien autocouplé stable s’'étend mot pour
mot au cas périodique. Simplement, au lieu de 1’expression "régime

stationnaire", nous utiliserons 1’expression "régime périodique"

Les résultats de stabilité vont découler du lemme trivial suivant:
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Lemme 31
Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans ﬁ+. Supposons
que pour tout w de Q, si il existe un teR tel que
Z(et(w)) = o, alors pour tout t de R, Z(et(w)) = w. Alors:

P( Z < w) =1 si et seulement si Q( Z < w) = 1.

Théoréme 32
Soit un systéme de files d’attente décrit par un processus
(WS(t),t=20,xeE) a valeurs dans RE.
a) Le processus admet un régime périodique pour P, si et
seulement si il admet un régime stationnaire pour Q; on note
W ce régime périodique;
b) le processus est un PBACSF pour P si et seulement si c’est
un PBACSF pour Q. On a alors:

VteR, VxeE, lim I £( (W (t+n+k),n=0) - £((W(t)od_,n=0)) Il = 0
K

ou £(.) désigne la loi sous P sur ((RE)N,(ﬁRp)®N) des
+
processus notés dans la parenthése et I | la norme de la
variation totale des mesures bornées sur (wa. En particulier
W'(t+n) tend en loi sous P vers W(t) quand n tend vers

1’ infini.

Ce résultat s’applique immédiatement aux
files a un serveur, aux files a un serveur avec plusieurs classes
de clients et aux tandems de files a un serveur. Pour les files a
plusieurs serveurs et les tandems de files & plusieurs serveurs

(et aussi les files avec impatience ou avec une infinité de
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serveurs ou les tandems de ces files, ce que nous n’examinerons
pas ici les conditions et démonstrations étant les mémes que pour
les files a plusieurs serveurs), nous avons besoin d’une hypothése
sur le processus ponctuel marqué d’entrée, sous P, qui nous assure
d’une hypothése B ou B’ (confére CCG) sous Q. La plus simple et la

plus utile est la suivante:

Hypothése ¥(P): Sous la probabilité P, la famille de variables
aléatoires (Bi, neZ, 1sk=<p) est une famille de variables
aléatoires indépendantes, indépendantes des (Tn,neZ), les

suites (Bﬁ,nez), pour 1=ks=p, étant équidistribuées.
Le lemme suivant est évident.

Lemme 33
L’ hypothése % (P) implique 1’hypothése (@) et 7(0N). En

particulier, sous Q, 1’hypothése B’ de CCG 6B est vérifiée.

Théoreme 34
Avec les notations de CCG 6 si 1’ hypothese y(P) est vérifiéde,
et si:

vi, 1sisp, E(B') E(K,) < q

i=
le processus (W(t),05'%(t),se [y Si,kewp,tZO) est un PBACSF.
i=1

En particulier, (Ws(t+n),Qs’k(t+n)) converge en loi quand n

tend vers o.
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4 Convergence en loi des "temps d’attente" de systémes périodiques
de files d’attente.

Le résultat 1le plus remarquable de
Harrisson et Lemoine est la convergence en loi des temps d’attente
dans les files périodiques & un serveur, lorsque le processus
ponctuel d’entrée est un processus de Poisson composé périodique.
Cette démonstration utilise 1le théoréme -de renouvellement.
L’extension faite du théoréme de renouvellement dans CM1 nous
permet de généraliser ce résultat et de 1’appliquer a d’autres
systémes de files d’attente.

-~ N

Soit Wn W(Tn) et Qn = Q(Tn)

respectivement le vecteur de charge du systeme et 1le vecteur
donnant 1le nombre de clients par service, avant 1’arrivée du
n-iéme client, en régime stationnaire. On construit 1’espace
(ﬁ,ﬁ,ﬁ,a) défini & la fin du paragraphe 2 ci-dessus. Sur Q on
définit

Wn(w,k) = Wn(eTk(w)) = Wn+k(w), 05k<K81(w)

G010 = Q (0, Oskeks ()

~

et N le processus ponctuel sur Z, marqué a marques dans

- i=p p\n.
F=) ., ,GIsx)™

n
ou:

Yn = (Wi’Qi’ T _151<Tn).

= (Wi’Ql’ T _1si<Tn)
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~

~

~

puisque ?n est définie sur Q = Qs. Mais alors il est clair sur la
définition que (Wb,@o) est continue par rapport a

7, = (ﬁi,éi,Osi<Ksl)
et donc continue par rapport a ﬁ, lorsque 1’espace des mesures
ponctuelles marquées correspondant est muni de 1la convergence
vague-étroite (confére CM1).

Comme en CM1, on a alors que la loi de

(Wh,Qn) sous P_ converge vers la loi de (Wb,QO) sous P,

S
c’est-a-dire la loi de (Wb,QO) sous ON:
£(W /Pg) ~==5> £(W,/Q,) étroitement
a condition bien sGr que le flot (5,2,5,6) soit mélangeant, par

exemple si N est un processus de renouvellement périodique et la

loi de KS est apériodique, et que N soit du second ordre, ce qui
1

est automatiquement vérifié puisque c’est un PPSM sur Z.
Mais alors, si 1le processus est un
PBACSF, on a, comme en CM1:
) As,k ~ o ~ ~ A .
Z(Wi,Qn /P ;o33 £(W,,Qy/Q) étroitement
pour tout s et pour tout k. Si de plus N est un processus de
renouvellement, alors:
~ As,k A ~ ~ )
O3, Q5 /P) ——=5> 2(W,,Q,/0)) étroitement

On a donc

Théoréme 41
Sous les hypothéses suivantes:

-1-Le processus (Wi,

Qi’k) est un PBACSF.
-2-Le flot (Q,4,P,8) est mélangeant
alors pour tout (k,s),

lim Z(Wi/PS) = £(W,/0)) étroitement.
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Corollaire 42

Sous les hypothéses suivantes:
-1- N est un processus de "renouvellement périodique”.
-2- L’ hypothese y(P) est vérifiée.

-3- KS est a-périodique.
1

Alors:

. s,k _ - .
lin 20002, Q% ) /P) = £((W,,Q,)/0,) étroitement.
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