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UNE FAMILLE BI-MARKOVIENNE : ARRET OPTIMAL

C. ARENAS

Summary. ile study a particular bi-14arkov famil-y with values in

constructed with two Markovian processes with va-

lues in which are the uni q ue solutions of two given

stochastic differential équations and we solve the optimal

stopping problem associated with a family of processes which

are functions of the previously constructed bi-Markov fa-

mily.

Key words: bi-Markov family, optimal stopping problem.

1. Introduction

Le problème d’arrêt optimal pour des processus à deux indi

ce s a é té réce m ment résolu; j e renvo i e à [D] pour le cas

discret et pour le cas continu.Comme application

de ces derniers résultats on montre,dans l’existence d’un

point d’arrêt optimal pour une famille de processus

bi-markovienne vérifiant certaines propriétés et à valeurs

dans condition de prendre ses valeurs dans !R xtR
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semble un peu artificielle.On s’intéresse d’abord aux pro-

cessus à valeurs dans Rd . Avec cette condition on se de

mande, si étant donnéesdeux familles de processus de Markov,

X = X · · x )~ x e et Y = ~ Y ( · ~y)~ · y x Rd }, définies

comme les uniques solutions continues de deux équations dif

férentielles stochastiques associées au mouvement Brownien

d-dimensionel, et ayant comme condition initiale un point

quelconque de Rd la famille M = {M ( · x), x e Rd à va-

leurs dans Rd déf inie par M · · x) = pour
2

z = (s,t) dans IR , estbi-markovinne et vérifie
les condi tions nécéssaires pour pouvoir assurer l’exi.stence

d’ un point d’arrêt optimal.

Dans la première partie, on montre qu’ une telle famille est

bi-markovienne si les demi-groupes associés aux processus

X et Y commutent.

Dans la deuxième partie, en suivant ~Ma~ , on montre l’exis

tence de solution au problème d’arrê t optimal associé à une

famille de p rocessus U = ~ U ( ··x ~ )r x c E d 1 construite à par-
tir de la famille M de la façon suivante: si p est un nom-

bre réel s trictement positif, f une fonction positive, bor-

née et uniformément continue, alors on prend

2 d
pour tout z = (s,t) de E 2 , tout x de R avec lzl = s + t

et U~(’.x) = 0.
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2. Notations. Construction de la famille bi-Markovienne M.

Soit (E,f) un espace métrique séparable, complet et Ê sa

tribu borélienne . On désigne par b(t) l’ensemble des

fonctions mesurables bornées f sur E, avec la norme

2

On prend R+ comme ensemble d’indices avec l’ordre partiel
2

usuel, c’est à dire, pour z = (s, t) , z’ = (s’ , t’ ) dans R ,

z  z’ 1 signifie que s  s’ 1 et t  t’ .
2

Soit un espace de probabilité et F = (F-, z E  R+}z +

une filtration complête, croissante, continue à droite avec

la propriété d’indépendance conditionnelle classique (proprié-

té F.4.,[C-W]), c’est à dire, étant donné z = (s, t) dans

2

R+ , les sous-tribus,

sont conditionnellement indépendantes par rapport à FZ.
Suivant les notations de [B),étant donné un processus A

on désigne par A° sa projection optionnelle.

Rappelons les définitions suivantes,

Définition II.1.

2

Un deux indices est une famille P = {P z z E R+}



4 -

d’opérateurs de b(t) dans b(e) positifs vérifiant,
2

(i) p (0 , 0) = Id, et pour z, z’ dans R+ , P-’P ,= Pz

(ii) Pour toute fonction f de on a 

Définition II.2.

Étant donné un semi-groupe P et une famille de processus

X = {X(-;x) , x e E} continus, on dit que (X,F,P) est une

bi-markovienne si pour toute fonction f de b(f) et

2

pour tout z de R , la projection optionnelle du processus
+ 

2

i f  x , z’ E R+} est indistinguable du processus
2

{p f (X , ( · ; x) ) , z’ e R+} et si pour tout x de E on a,zz +

X( 0,0 ) (.;x) = x, presque - sûrement.

Rematcque,D.ans le cadre des processus à deux indices plusieurs

propriétés de Markov ont été proposées on utilise

la définition précédente car elle s’exprime en termes de

semi-proupes.

Sur un espace de probabilité donné, un point d’atttt est
2

une variable aléatoire Z à valeurs dans R+ telle que, pour
2

tout z dans R , l’ensemble {Z  z} est dans Fz.+ - z

Soit X un processus positif vérifiant de bonnes proprié-

tés. Le pAob£éme optimal associé à X consistè à éta-

blir l’existence d’un point d’arrêt Z*, dit optimal, qui
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maximise le gain moyen sur l’ensemble des points d’arrêt,

c’est à dire,

Dans la suite E sera l’ensemble Rd d &#x3E; 0, avec la rela-

tion d’ordre partiel induite par les coordonnées cartésien

nes et on considère les familles X = ~X ( · &#x3E; · x) &#x3E; x E et

Y = {Y ( · ~Yi ~ · ye de processus markoviens définis

comme les uniques solutions continues des équations diffé-

rentielles stochastiques de la forme,

où eisont des fonctions mesurables de Ra x R
globalement Lipschitziens avec les conditions usuelles de

restriction sur la croissance, (voir [A]), pour qu’il existe

une unique solution continue et markovienne,et W est un mou-

vement Brownien de dimension d. Ces processus sont définis

sur des espaces de probabilité i = 1, 2, et sont

associés à des filtrations Fi = fF i, t &#x3E; 0 ) , i = 1, 2, corn
t 

-

plètes, continues à droite et croissantes. De plus, ils ont

un semi-groupe Pl Pl, t &#x3E; OJ associé, i = 1, 2. On consi-

dère l’espace de probabilité produit, et la filtration
2 1 2

F = c R+ }avec F z = F 0 Ft pour tout z = (s, t) ; on

sait (voir [Me-1]) que cette filtration est complète, crois

santé, continue à droite et vérifie la propriété F.4.
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Sur cet espace de probabilité produit avec la filtration F,

on définit une famille M = {M(.;x),, x ~ Rd} de la façon sui
d 2 l 2

vante: pour x E. R d 1 (s,t) e R 2 et q2,
+ 1 2

Cette notion à été introduite par D.Michel M.

Théorème  II.1.

1 2
La M e4t bi-Markovienne 6i te,6 demi-gtoupe4 P , P

commutent.

Démon,6t,lation

1 2

Si P , P commutent,il est facile de voir que la famille
1 2 2

P = = Ps Pt , R+} est un semi-groupe.
S, t) s t +

On va montrer maintenant que (M,F,P) est une famille bi-Mar

kovienne. C’est à dire, il faut montrer que pour tout point

d’arrêt (S, T) (on prendra (S, T) yé tout x de Rd et

2

tout z de E , on a,
+

Notons que,
2 

~ 
2

(i) Si T est un F - temps d’arrêt et ~ une variable sur ~- ,

qui prend seulement un nombre fini de valeurs et qui est
2

FT-measurable, alors pour toute fonction g measurable et

bornée (continue et bornée) , on a:
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1 2

(ii) Si les semi-groupes P , P commutent,pour tout x de

Rd, tout (s, t) de  E2 , la  loi de Y (-;X (-;x) ) coincideRd, tout (s, t) de R+ , la loi de t s coincide
avec celle de xs  . ; Yt  . ; x&#x3E; &#x3E; .
(iii) Par un raisonnement de classes monotones, il suffit

de montrer (1) pour toute fonction f continue et bornée.

Soit donc f une fonction continue et bornée.

Le premier terme de (1) est le même que,

La variable X est F2m-measurable et on peut suppo-T

ser qu’elle prend un nombre fini de valeurs (sinon on liap
2 2

proche par des fonctions définies FT-measurables
ne prenant qu’un nombre fini de valeurs) . De plus, 

2

est un F -temps d’arrêt et Y(.;y) a la propriété de Feller,

et est continu par rapport à (t,y). Donc, en vertu

de la propriété forte de Markov et de l’observation ( i ) , on

a que (2) est le même que,

En suposant que S et T prennent un nombre fini de valeurs

(sinon on les approche de façon convenable) , en utilisant

l’observation (ii) et par un raisonnement similaire au pré

cèdent, on achève la démonstration. #
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3. Arrêt optimal.

A partir de la famille bi-Markovienne M et é tant donnée une

fonction positive, uniformément continue f de b(~y, et un

nombre réel strictement positif p, on considère la famille

de processus U = ~ U ( ··x ~ ~~ x E avec

2 d
pour tout z = (s, t) de IR x de IRd avec 

0.

Pour chaque x de IRd y le processus U ;x) est adapté, posi-

tif, avec des trajectoires continues et la famille,

{U~(’;x)~ Z point d’arrêt) est uniformément integrable. On

désigne par Ji.;x) son enveloppe de Snell.Nous cherchons à

montrer l’existence d’un point d’arrêt optinal pour le

processus U(.;x).

On sait (1 Ma]) , que pour chaque x de l’ensemble M
il existe une fonction q de b(t) qui majore f telle que pour

tout point d’arrêt Z,

De plus, la famille M satisfait la condition de regularité

suivante,

Théorème 111.1.

Poun tout nombre réel positif A , ael une 
B

k &#x3E; 0, telle que, poun tout point Z = (S,T) avec
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A, et pout tout x,y de on a,

Démonstration

On procède comme dans ~Ma~ lemme 3.1..#

Finalment, on a,

Théorème 111.2.

tout x d e au pAob£éme 

optima£ pan tappott a te ptoce44u4 u(.;x)

Comme la fonction f est uniformément continue et bornée,

et la famille M satisfait le théorème précédent, alors

([ma] , proposition 3.1.1.)la fonction q est uniformément

continue et bornée sur IR d. En outre, comme le processus

U(.;x) et son enveloppe de Snell J ( · ; x) sont continus, et

J(-;x) est un processus complètement régulier, existe une

solution au problème d’arrêt optimal de U ( · ; x) sur JR;
(voir [Ma], Theorem 1.2.), que l’on peut choisir parmi
les éléments maximaux de l’ensemble des points d’arrêt

Z tels que,
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