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APPROXIMATION D’UN FLOT BROWNIEN SUR LE CERCLE

F. CHAABANE

R6sum6 :

Ce travail a pour but d’etudier une approximation d’un flot

brownien, défini sur le cercle et associ6 a une covariance donn6e par

une suite de transformations aléatoires.

Abstract :

We study the approximation of a Brownian flow which is defined

on the circle and associated to a given convariance, by a sequence

of random transformations.
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INTRODUCTION. 

’ 

~ 

~ 

Dans ce travail on étudie l’approximation d’un flot brownien homo-

gene sur Ie cercle S. I (identifi6 A par une suite de transforma-

tions al6atoires. Rappelons qu’un flot stochastique X sur une variété E

est une famille d’applications aléatoires (X 
st 

, 0 ~ s  t  00) de E sur

E vérifiant les propriétés :

Le flot X est dit (dans le cas ou E est un espace euclidien)

- Homogene si loi que 

- Brownien si (Xst(x) , s fixe continue en t; pour tout

s1 t1 s2 s2t2 ..., I Xs t , xs 2 t 2 .... sonc indépendants et pour tout

(X st (X 1 ) ’ ’ ’ ’ Xs t est alors un processus de Markov.

La m6thode de construction de I’approximation est inspir6e des articles [2J

et E3] de T. Harris qui a EtudiE le cas de E = lR2 et E = R .

Le plan de cet article est Ie suivant : le resultat principal est 6nonc6

au paragraphe I. Il s’agit d’un theoreme de convergence en loi d’une suite

de. f lots stochastiques (Xn , n E 1’on construira, vers le f lot brow-

nien X donn6 par sa covariance.

Au paragraphe II on dgmontre la convergence finie dimensionnelle (au sens

spatial) de la suite Xn vers X.
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Au paragraphe III on montre que cette suite (X , t est tendue en tant

qu’el6ment de 1’esDace des fonctions continues de Sj I dans Sj.

Notons :

D = ensemble des fonctions cadlag de E. dans 

C -= ensemble des fonctions continues de IR 
dans S,

0 
filtration canonique sur D.

t t &#x3E;0 1a filtration produit 
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I - CONSTRUCTION

Pour faire 14 construction sur Ie cercle, nous identifierons le cercle A

SI 
I = ]R/2ns lequel est en bi j ection avec [-1i,1I~~;. Nous considérons des

fonctions 2TT-périodiques définies sur IR.

Nous supposerons donnge une fonction u 2IT-périodique, bornge ainsi que

sa dgrivge, vgrifiant :

, on suppose que :

Sous ces hypothèses nous consid6rons la fonction b dgfinie par

Alors b (x) ::; 1: De plus best d6finie positive admet
k £ Z

un moment d’ordre 2 et b(0) - 1.

Ainsi b définit une covariance A laquelle on associe le flot brownien ho-

mogene (X st , 0 5 s  t  -) . (C 31, E 41, f 8 ’jl, [9]).
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Nous allons définir maiiiteiiant deux fonctions F et C qui vont gerer

les marches aléatoires.

Ainsi nous considérons F solution de l’équation différentielle

avec la condition initiale F 0 (X). I

Nous posons par 1a suite 1J : 1.1 (x) = u(x - a) et nous appelons F la

solution de 1’equation (1-2) associee a ua avec toujours la condition

initiale = x.
o

De la meme faqon nous ddfinirions G et Ca associées respectivement a
a

-u ec -u .

Pour tout ne N* , on considere un espace de probabilit6 sur
n n n

lequel nous supposons données:

(i) Une suite (a , k E 1’1 . ) de variables al6atoires valeurs dans

S 
I 

de loi v identifiée à la loi uniforme sur 1’intervalle 

(ii) Une suite (ck’ k E variables aleatoires i.i.d. suivante la loi

de Bernoulli 1 d + 1 6,.2 o 2 !

Nous supposons en plus que les deux suites al6atoires (ak)k E N* et

c N. 
°

Nous posons :
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( 1-5 ) Théorème.

L a sui te des flots s tochas t iques ( Xn , neX) converge en loi vers le
t

flot brownien X t quand n tend vers l’infini. Cette convergence a lieu

pour t fix6 dans 1’espace polonais des fonct-ions continues de 51.

Démonstration.

Pour montrer ce théorème, nous montrons que les deux suites x[&#x3E;ce IR + 
et

’1t)+ sont contigues (*) ce qui nous oermectra dans la suite de la

d6monstration d’u,tliliser l’une ou 1’autre des définitions.

Nous procgderons par 6tapes :

Nous dgmontreroris dans une premiare 6tape qu’il y a convergence finie-dimen-

sionnelle.Il nous restera à montrer dans une deuxième 6tape qu’il y a une

propriété de tension de la famille des distributions des Xn
t
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2 - CONVERGENCE FINIE-DIMENSIONNELLE.

( 2-1 ) Lemme.

Soit (x1...xk) £(Sk1) notons IPnk , x 1*** xk 
la robabilite induite sur Dk

par Ie processus 
, Xl... xk 

la probabilité indui te sut
t l t k k , 

Ck par Ie processus la probabilité

induite sur C k par ( X t( x 1) ...X,(X t k )).

Alors :IP’nk, , et IPn k , xl ...xk convergent etroitement vers IP k , , 

quand n tend vers 1’ inf ini et pour 

Demonstration.

Afin de démontrer ce lemme, nous allons prouver que la famille

es t Ck-tendue .

Il nous suffira de montrer que pour tout 1  i  k la famille de probabili-

tes sur C induite par (X t n(xi )) 
n E 
* est C-tendue. Ensuite par 1’unici-

t 1 n E .J.’4

tg en loi de la solution du probl6me de martingale nous montrerons que la

famille 
, xl... xk ) n E: IN 

admet une seule valeur d’adherence qui sera

6gale à .

Nous utilisons les crit6res de tension énoncés dans [IJ.

Par homogeneite nous consid6rons x = 0, et il suffira de montrer que :
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Nous allons montrer (2-2) . Pour cela soi t u,c~f0,!] et posons

une partition de [0, l J tels que

ceci nous donne que pour

Par suite il faut choisir 6 tel que

Le lemme suivant nous permettra de faire un bon choix de 6 ce qui terminera

la dgmonstration.

(2-6) Lemme.

Soit X un reel strictement positif, il existe 6 tel que pour 6  a 0

00 c est une constante positive.
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Demonstration.

(xn) i i IE ~, 
est une marche aléatoire, d’oO l’îndépendance des 6v4nements et

de plus les A? sont disjoints, contenus dans { max ixjl z X).
1

Par la construction de la chaine ; on a :

pour E ( Ak) = 0 . Par construction il existe c&#x3E;0 majorant

la fonction 11 tel que 5c et les Ak sont indépendants.
~n

D’apras l’inégalité de Markov on a :

Par suite
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Nous avons alors :

I1 existe c &#x3E; 0 et no E 1V tel que pour tout 

Ce qui nous donne que

Par suite

On peut prendre i - alors pour

Ai.ns!. nous avons montré ue la famine ( IP’n ) * est Ck-tendue.Ainsi nous avons montré que 1a famille (IP 
k, x, I ...xk 

est C tendue.

Par suite 
, x I... xk )n£ N * 

est Dk-tendue eC coute valeur d’adhérencc

esc coticetitrée sur C kcst concentrée sur Ck.

Nous nous proposons maintenant de montrer l’unicité du point d’adherencc de

la famine } et de plus q u ’ i 1 coincide avec 
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Soient n c IN* ; et Nous allons noter

la marche partant de x..

(Yn). i c. t 
est une chaine de Markov. Soit Q sa fonction de transition.

1 1 E IN

Nous pouvons écrire pour toute fonction b I

ou bien que

ó’

est une IPkn, , - martingale adaptee a la filtration canonique. 
Soit Ak Ie générateur infinitesimal associe a IR+’

on sait que est 1’unique solution du problème de martingale

associe a Ak partant de (xl...xk).
On a : 

’

or nous savons que ~1 
t 

est une - martingale adaptee a la filtra-

tion canoniquc.
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n.

Si on suppose 
x 1***xk 

une sous-suite qui converge etroitement vers

ipk il nous montrer que M est une x xk- martingale
adaptée à F kp t

Par l’unicit6 en loi de la solution du problème de martingale associ6 a la

diffusion Ak partant de (xio-oxk) nous concluons que

Pour cela nous allons gtablir que :

On a :

Pour terminer les calculs nous aurons a appliquer la formule de Taylor à

la*fonction 0, ensuite on utilise Ie developpemenc limite suivant :

ci une constante positive

61 fonction de x et a v6rifiant |0i| I  I .
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On a le résultat (2-7) uniformiment en De plus si on applique

la propriété de Markov A ce resultat on a alors :

Ainsi par cette convergence uniforme on peut passer A la limite sur n dans

Nous avons alors que -T---&#x3E; M (w) Pour tout par suite
t t t

on peut voir que M t es t une 

3 - TENSION.

Dans ce paragraphe.nous terminons la démonstration du théorème

(1-5) et ceci er~ montrant un lemme de tension.

(3-1) Lemme.

Pour t fixg, soit Qn la distribution de Xn cqnsidgrg comme point alga-
t t

toire de C(S1 ,S1); la famille n &#x3E; I) est C-tendue uniformément sur
1 1 t 

les compacts en t.

Pour la dgmonstration de ce lemme nous allons étab1ir un autre lemme trivial

(3-2) Lemme.

Soit p la distance entre deux points et pn la distance entre leurs ima-
o t

ges par Xn alors il existe une constante c positive telle quet
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D6monstration du lemme (3-1) :

D’apr6s les crit6res tensions 6nonc6s dans [I] on sait qu’il suffit de

montrer que

En utilisant Ie lemme (3-2) et l’inégalité de Markov :

Choisissons une suite (ek)k E IN *r6elle telle que

n applique le lemme (3-2) ainsi que le lemme de Borel-Cantelli.

Par la continuite des fonctions C on a le 
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