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APPROXIMATION D'UN FLOT BROWNIEN SUR LE CERCLE

F. CHAABANE

Résumé :
Ce travail a pour but d'étudier une approximation d'un flot

brownien, défini sur le cercle et associé a une covariance donnée par

une suite de transformations aléatoires.

Abstract :
We study the approximatior of a Brownian flow which is defined
on the circle and associated to a given convariance, by a sequence

of random transformations.
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INTRODUCTION.
Dans ce travail on étudie l'approximation d'un flot brownien homo-

géne sur le cercle Sl (identifié A R/ZHZ!) par une suite de transforma-

tions aléatoires. Rappelons qu'un flot stochastique X sur une variété E

est une famille d'applications alBatoires (Xst ,0<s<t<w) de E sur

E vérifiant les propriétés :

- Xss = xdE

- X X = X O<s<t<u<o p.s.
tu st su .

Le flot X est dit (dans le cas o E est un espace euclidien)

- Homogéne si xs+h,t+h(x-+xo)-.xo a méme loi que Xst(x)-

- Brownlen si (Xst(x), s fixé t=2s) est continue en t; pour tout

{ * o o 0 1 é t c
sls tls szs c2 , hs e Xs . sont 1ndépendants et pour tou
171 272
kefN*, (xl...xk)eEk, s>0.
(Xsc(xl)"°'xst(xk)) est alors un processus de Markov.

La méthode de construction de 1'approximation est inspirée des articles [2]
et [3] de T. Harris qui a &tudié le cas de E = R2 et E = R.

Le plan de cet article est le suivant : le résultat principal est é&noncé

au paragraphe I. Il s'agit d'un théoréme de convergence en loi d'une suite
de. flots stochastiques (Xn, ne N*) que l'on construlra,vers le flot brow-
nien X donné par sa covariance.

Au paragraphe II on démontre la convergence finie dimensionnelle (au sens

spatial) de la suite X" vers X.
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Au paragraphe III on montre que cette suite (X" ,ne N) est tendue en tant

L 3 .
qu'elément de 1'espace des fonctions continues de Sl dans Sl'

Notons @

D = ensemble des fonctions cadldgde R dans S, =R/ 1z
€ = ensemble des fonctionms continues de R dans Sl

(Ft)t >0 filtration canonique sur D.

7

£>0 la filtration prodult Fte ces @Ft
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| - CONSTRUCTION

Pour faire la construction sur le cercle, nous identifierons le cercle i
Sl = R/2NZ lequel est en bijection avec [-N,N[. Nous considérons des

fonctions 2MN-périodiques définies sur R.

Nous supposerons donnée une fonction u 2[-périodique, bornée ainsi que

sa dérivée, vérifiant :

ika

pla) = T Vk e , on suppose que
keZ
(a) Vk = V_k
(b) r kz |Vk|2 < 4+
keZ
(c) £ lvkl2 = 1
keZ

Sous ces hypoth&ses nous considérons la fonction b définie par

n
1
(1-1) b(x) = §ﬁj p(a) pla+x) da .
-n
2 1kx e . ..
Alors b(x) = L IVkI e . De plus b est définie positive admet
ke Z

un moment d'ordre 2 et b(0) = 1.

Ainsi b définit une covariance i laquelle on associe le flot brownien ho-

mogéne (Xst,OSs<t<°°)- (C37, (4], 182, 09Y).



Nous allons définir maintenant deux fonctions F et G qui vont gérer

les marches aldatoires.

Ainsi nous considérons F solution de 1'équation différencielle

a F (x)
(1-2) ;; = u(Fn(x)) avec la condition inictiale Fo(x)= X.

. a a a

Nous posons par la suite u : u (x) = py(x-a) et nous appelons F la
. - . e . e a . . .

solution de l'équation (1-2) associée 3 u avec toujours la condition

... a
initiale Fo(x) =x.

- s e . a .. . <
De la méme facon nous définirions G et G  associées respectivement a

a
-u el -u

* PR
Pour tout ne N , on considére (Qn. Fn, Pn) un espace de probabilité sur

lequel nous supposons données:

(1) Une suite (ak. ke N ) de variables aléatoires i.i.d. 3@ valeurs dans

S, de loi v identifiée 3 la loi uniforme sur l'intervalle C(-m,nC.

. » . * . - . . . : M
(ii1) Une suite (ck. ke N ) de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi

de Bernoulli 5 6+
2 "o

Nous supposons en plus que les deux suites aléatoires (ak)k€ N* et

« sont indépendantes.

e n

Nous "posons

(1-3) x‘i‘w) = (1-c)) F'oox™ ) o+ €. cl; " )
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n (nt) 0
(1-4) X (x,w) = x + I €. .
t . 1
' il
n (nt 0
(1-4)' X'"'(x,w) = x +« ' € ., n
t - .
¢ SE TR L LS R S P
(1-5) Théoréme.
La suite des flots stochastiques (X:, ne N) converge en loi vers le

flot brownien X, quand n tend vers l'infini. Cette convergence a lieu

pour t fixé dans l'espace polonais des fonctions continues de Sl'

Démonstration.

PR . n
Pour montrer ce théoréme, nous montrons que les deux suites (Xt)te RrR* et

(X;n)te Rt sont contigues (*) ce qui nous permettra dans la suite de la
démonstration d'utiliser 1'une ou l'autre des définitions.

Nous procéderons par étapes :
Nous démontrerons dans une premiére étape qu'il y a convergence finie-dimen-

sionnelle.Il nous restera 3 montrer dans une deuxiéme &tape qu'il y a une

c e = . . . . . .n
propriété de tension de la famille des distributions des kt

(*) ( sup lxn - X > 0 uniformément en x)

sst
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2 - CONVERGENCE FINIE-DIMENSIONNELLE.

(2-1) Lemme.
Soit (x,...x%,.) € (Sk), notons P la probabilité induite sur Dk
1 3 1 k, Xpoee Xy

par le processus (Xn(x )...Xn(ac »); p'" la probabilité induite sur
t 1 t "k k, XX

k . \n ,n cis s
C par le processus (Xt (x])...)(t (xk)) et ]Pk, x|, la probabilité

. . k ) e
induite sur € par (Xc(xl)"'xt(xk))'

convergent étroitement vers P
s k, x X

Alors P'" et IP;(1
s Xy e Xy REEE

k,xl...xk

. . . *
quand n tend vers l'infini et pour ke N

Démonstration.

Afin de démontrer ce lemme, nous allons prouver que la famille

( p'" ) * est Ck-tendue.

k'xl"'xk ne N

Il nous suffira de montrer que pour tout | <ic<k la famille de probabili-

tés sur € induite par (.‘(én(xi))r1€ Nt est C-tendue. Ensuite par 1l'unici-

té en loi de la solution du probléme de martingale nous montrerons que la

n - .
admet une seule valeur d'adhérence qui sera

famille (TP
k, xl“'xk)ne N

égale 3 PP .
k, x,...
R RN
Nous utilisons les critéres de tension &noncés dans [1].

Par homogeneité nous considérons x =0, et il suffira de montrer que

(2-2) ¥ N € N* Ve>0 3 6>0 et ne N tels que
E(  sup X" - x% <y 5 1 - £ n2n
O<u-t<$§ u t N 2N °©
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Nous allons montrer (2-2). Pour cela soit n21, u,tel0,!] et posons

n - n
t = % , alors Xm(O) xrn
n
(2-3) x; - x: < 3 max x" - xﬁ
= Osisfnul+l /'™ 1
Soit &§>0 et (x:i)osi cg une partition de [0,1] tels que
. (n ] | | | i(ng]
= + sup |t. -t, €6 t. =
[(né] i bl 1 n
ceci nous donne que pour t,ue(0,1] Osu-t<$é
(2-4) E( sup [X::-Xgl 2 %) S (L+1) E( sup [x™ - x® | 2 £
Osu-t<§ Osu-t; <26 vy 2N
Par suite il faut choisir & tel que
2. 1 n 2 _l_ < —ET
(2.5) lim ((2+1) E( max |xi| 2N)) X

n-+o 0sis<(nél+1

Le lemme suivant nous permettra de faire un bon choix de & ce qui terminera

la démonstration.

(2-6) Lemme.

Soit A un réel strictement positif, il existe 60 tel que pour § < 60

62

c *+ —

IA

lim E( sup |x£| 2 1)
n-+w k <[né] A

oi c est une constante positive.
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Démonstration.

n
Posons AT = (max Ixnl <) s Ixil) .
i jei

1.
E( max Ixnl 2 1) € lE(Ixn | 2 = 1)
k s(né) k (né) 2

(ng] -1 n |
¢ £ E(a; n ”"(né]l R

n

(xi)

i N ©St une marche aléatoire, d'ol l'indépendance des événements et
ie

n o e _ e I n‘ > X}
de plus les A, sont disjoints, contenus dans { max x.| 2 .
: 1s(né) '

. - n . N
Par la construction de la chailne (xi)i €N’ on a :

n n (né]-1 n (nég-i
¥asd ~ i T i _Z | (x[mS]—k*l B x[nd]-k) L= 1 5
pour 1 Sk slnd]-i, E(%) = 0 ., Par construction il existe c¢ >0 'majoz'ant

. c -
la fonction u  tel que IAkl S — et les 1\‘ sont indé&pendants.
/n

D'apris 1'inégalité de Markov ona

E(|x] - x0 1 16 n

Par suite E(lxn - xf““) = E[(A 4
[nél { ( 1+A2+”"*Afn6]~i) ]
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Nous avons alors :

4 . 1 2 2,,2
O,y - 01 = (el-1) E@D + 6xg ((as]-DICEG@))

. 4
s (nél-1) & + ([nsl-1)2 + 3 -
n n

I1 existe c¢c>0 et n € N tel que pour tout nzn,

n n 4 2
- < .
E(|xp sy = %) € e 8
Ce qui nous donne que ]E(lxn - xi| 2 1 A) Ss.c ¢ 6—2-
qu ) q [né] it T2 ' 14 :
ce 62
n )‘4
Par suite IE( max kal >2) <
k £ [né] | - & o8
)\l‘
)‘2
On peut prendre 60 = —— alors pour §< 60
2vc
n 62
E( max.lxk|2k) S 2 .
k <[né] A
Alnsl nous avons montré que la famille (P'n ) « est Ck-tendue.
k P XXy ne N g
Par suite ( Pki xl-.-xk)ne N* eS¢ Dk—Cendue et toute valeur d'adhérence

est concentrée sur C .
Nous nous proposons maintenant de montrer 1'unicit& du point d'adhérence de

. *
la famille (P ne N} et de plus qu'il coincide avec Pk
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. k n
Soient ne N* ; ke N et (xl...xk)c S . Nous allons noter (xj,i)ie N

la marche partant de Xj'

n n n n .
. = . = X
Y1 (xl,1 ,xz’1 xk,1) et Yo (xl k)
(Y?)ic N est une chaine de Markov. Soit Q sa fonction de transition.

Nous pouvons écrire pour toute fonction ¢e CS(ST).
n n n n
ou bien que

n_ n _ _ n _ n

O<s<t

xk-martinga1e adaptée 4 la filtration canonique.
e

le générateur infinitésimal associé 3 (xt(xl)"'xt(xk))te'R+’

est une TP
k, x

Soit Ak

on sait que P, x . est 1'unique solution du probléme de martingale
b XXy

associ& & A partant de (x...x.).

On a

’ t
M = ¢(Xt(xl)"'xt(xk)) - ¢(xl...xk) - Io Ak ¢(Xs(xl)...Xs(xk)) ds

or nous savons que M_ est une Pk x - martingale adaptée 3 la filtra-
’

e

tion canonique.
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n,
. i . . < :
Si on suppose P « ~une sous-suite qui converge &troitement vers
XXy
P il nous reste 3 montrer que M_ est une P - martingale
t k, XpeeeXy

k, xl...xk

adaptée a Ft.

Par 1'unicité en loi de la solution du probléme de martingale associé 2 la

diffusion Ak partant de (xl...xk) nous concluons que

~

Pour cela nous allons &tahlir que :

n
Mc(w) Py Mt(u) pour tout weC
On a :
(2-7) lin n(Q $(¥g) - ¢(v))) = & ¢0e.e.x)

n-—>~®

en effet : p(Q ¢(Y8) - ¢(Yo)) = n .OEn(¢(YT)/ Yo) - ¢(Y°))

Orona : n.(E"((Y])/Y) = ¢(Y))

Py

n
- 11 a a - ¢(x,...x)] d
n . (ZH -3 I ; [¢(Fl//;(xl) F (Xk)) % xl xk a

i
L.-'—I [o(c®, (x)...6%, (x)) = ¢(x ...x )] da}
2n 2 | T e Ve % 1 %k

Pour terminer les calculs nous aurons 2 appliquer la formule de Taylor a

la ‘fonction ¢, ensuite on utilise 1le développement limité suivant :

(2-8) PP = x +on s3(x) + nl e, 8,(x,0)

2
Gz(x) = x - nu¥ o+ 0t e, 8,(x,3)

C; une constante positive

ei fonction de x et a vérifiant ieil <.



- 43 -

On a le résultat (2-7) uniformément en (xl...xk). De plus si on applique

la propriété de Markov 3 ce résultat on a alors
_ . n _ n -
(2-9) Lim n(Q o0 ,p) 60 ) = A K () X ()

Ainsi par cette convergence uniforme on peut passer 3 la limite sur n dans

n ‘ , M o ar suite
M. Nous avons alors gque dt(m) = Mt(u) .pour tout weC , P

on peut voir que M_  est une P - martingale.
t k »Xpeee

3 - TENSION.

Dans ce paragraphe. nous terminons la démonstration du théoré&me

(1-5) et ceci en montrant un lemme de tension.

(3-1) Lemme.

. . . . . n a2 . -
Pour t fixé, soit Q: la distribution de Xt considéré comme point aléa-

toire de C(SI'SI); la famille {Q:, n21} est C-tendue uniformément sur

les compacts en t.

Pour la démonstration de ce lemme nous allons é&tablir un autre lemme trivial

(3-2) Lemme.

. . . n . .
Soit LIS la distance entre deux points et Pr la distance entre leurs 1ima-

n . . -
ges par kt alors il existe une constante ¢ positive telle que

n,2 2 ct

EN((eD) s oy v e .
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Démonstration du lemme (3-1)

D'aprés les critéres tensions énoncés dans [1] on sait qu'il suffit de

montrer que

¥ e>0, ¥6&, 0<6<1l; 3h>0 tels que pour telO,1]
Q{E€C ; W(h,€) > e} < &

od W(h,£) =  sup lex) - g(x")] .

x-x'| <h

En utilisant le lemme (3-2) et 1'inégalité& de Markov :

012 1 ey o 2
| < 7 e [x-x |

Q([6G) -~ x| > e} s 5 eFlx-x
€ €

Cholsissons une sulte (ek)ke N* réelle telle que

(i) £ € < ®
k=1 k

(i) £ = <
k21 ei 22k

n applique le lemme (3-2) ainsi que le lemme de Borel-Cantelli.

3N ¥, Ye>0, ¥ 6§

QMe | le) — D] s e 5 [x=x'l <27} 2 1=

x, x' dyadiques

Par la continuité des fonctions § on a le résultat.
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