M. BouAziz
Cumulants de vecteurs aléatoires

Annales scientifiques de I’ Université de Clermont-Ferrand 2, tome 92, série Probabilités
et applications, n°7 (1988), p. 23-29

<http://www.numdam.org/item?id=ASCFPA_1988 92 7 23 0>

© Université de Clermont-Ferrand 2, 1988, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 1’Université de Clermont-
Ferrand 2 » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.
numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit
contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASCFPA_1988__92_7_23_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

-23 -

CUMULANTS DE VECTEURS ALEATOIRES

M. BOUAZIZ

MOTIVATION : Il s'agit de mesurer la dépendance entre les composantes d'un
vecteur aléatoire, et plus généralement entre les composantes de vecteurs

marginaux de dimension finie d'un processus aléatoire, en termes de moments.

L'idée essentielle est de généraliser la covariance qui corres-
pond au cas de dimension 2 en observant que c'est une fonction polynomiale

des moments d'ordre £ 2 d'un couple : c'est la voie de la généralisation.

La théorie des cumulants (§ I) est trés peu développée dans la
littérature probabiliste en raison, semble-t-il, des formules d'inversion
(§ I et II) qui établissent 1'équivalence entre moments et cumulants. La
statistique des processus aléatoires est a l'origine du développement de
cette théorie notamment sous 1'impulsion de V.P. LEONOV et A.N. SHIRYAYEV

qui ont établi le résultat fondamental de la théorie : théoréme produit (§ III).

Les applications vont dans deux directions principales : statis-—
tique des séries chronologiques sous l'influence de D.R. BRILLINGER et
M. ROSENBLATT ; théoréme central limite pour des fonctions non linéaires
de processus stationnaires gaussiens (polvnOmes d'Hermite) ou plus généraux

(polyndmes d'Appell) & partir d'idées de L. GIRAITIS et D. SURGAILIS.

L'objet de cet exposé est de présenter les propriétés essentielles

des cumulants avec quelques remarques sur des exemples liés aux applications.

I - Cumulant du premier ordre d'un vecteur aléatoire réel

Les données : X
(md,.%d, P) ——MR : X, =pr., 15 j

J ]
R ¢ : o) = X

[73)

d; X = (X1,..., X))

we

d d
. xeLp(md,,%d, P) si: Vteemd, t.XELp(IR,g% , P).

1) Théoréme et définition

Si X € Ld alors :

d d P AP
dyd 9 = PR -l B [ j
D seroae WsP®lg = T DT e 2 I, EX

p py i=1
p=1 (A1,..., Ap)
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N

ou : (A?) est une partition de {1,..., d} en p classes

xA - T X

keA

O AC{1,..., d} .

Le nombre réel ainsi défini est appelé le cumulant ou le semi-invariant du

premier ordre de X (ou P) et noté C(X).

Preuve du Théoréme 1

C'est une conséquence des propriétés différentielles des fonctions

caractéristiques (Leonov et Shiryayev, [4])
Lemme 1 : Soit n un entier > 0. Si X€Ln alors

i) @Y est fn et

o). @',..., nh) = elt¥ ﬁﬂuhlmhogrgn,wemd
[v] [v]
AL - d ey
ot
V.
ot 1 V=(V ..., \)d)e]Nd s vl =Z\)J. , XY= H(XjJ)
v |v d
i) e = . L2 0@ o™, onw = 1)
|\)|§n ’ ot 1 J

La partie principale de ii) résulte de l'identité

9
ot
]

r

o) (). T = ( 2 b, ¥ @), h=(h,..., h)ER®

1°°

et de la formule multinomiale A .

Lemme 2 : Sous les conditions du lemme 1, on a :

i) 3 p>0 tel que y: =Log ¥ est C" sur [ell <o .

ii) La formule ii) du lemme 1 est valable pour VY .

Lemme 3 : Sous les conditions du lemme 1, on a :
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j
M _P~! [V
i) oy = g 2 i UGS ()
at” p>0 P R R R A R
I\)j|> 0
.. ae V] 1 i
ii) Y) = ¥ — [v7 |
ot pzoP v‘+.;Z;vp=v ——35——-7;— H?=1 EL_——ﬁ' ¥(0)
|\)J]> 0 v l..ovo! at\)

Les formules du Lemme 3 résultant des formule ii) des lemme 1, 2 et des dé-

Z .
veloppements de Log (1+Z) et e  respectivement A .

Notons maintenant :

1.d 3¢
C(X1,..., Xd) := (—l') —W Log¢(t)|0 .
Lemme 4 : S1 X € Ld alors :
P
d A’
i) C(X1,..., Xd) = I (—1)p 1.(p-1)! :E: HP=1 EX?
p=1 (aP,...,AP) 3
P
d P P
ii) E(X1,...,Xd) = E I _ C(Xk, k GlAj).

12 P j=1
p=1 (A1,...,Ap)
La formule i) résulte de la formule i) du Lemme 3 avec v = (1,..., 1)€1Rd en

utilisant la formule des moments du lemme 1 et en remarquant que :

P =y s [VJI >0 si, et seulement si,

. vV est décomposable en NLEPUURRI
1 £p £d.

. Chaque décomposition de v induit une partition de {1,..., d} en classes

AP = {x : 1 1} .

J

lIA

k

IA

d, Vi

. Chaque partition de v en p classes induit p ! décompositions de v comme
ci-dessus.

La méme méthode démontre la formule ii). A

Remarque : Le théoréme 1 caractérise donc C(X1,..., Xd) comme le coefficient de

id tyeety dans le développement de Log ¢ au voisinage de O.
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2) Exemples : On vérifie & 1'aide du théoréme 1 que :

i) Si d=1 alors c(x1) E(X1)
ii) Si d=2 alors C(X1,X2) = Cov(X1,X2)

iii) si d

v

2 et X1,...,X indépendantes alors C(X1,...,Xd) =0

d
iv) Si d 2 1 et X gaussien (u;I') alors :
p ¢ d=1
C(X1,...,Xd) = F12: d=2
0 : d>2

IT - Propriétés du cumulant du premier ordre

Les propriétés 1) a 4) suivantes sont des conséquences directes

du théoréme 1 ; la propriété 5) d'inversion résulte du lemme 4 .

1) Semi-invariance (invariance par translation pour d>1) :

C(a1X1+ b1,..., adXd+bd) =ay...ay C(X1,...,Xd)

2) Indépendance et additivité : si (X , Xd) et (Y1,..., Yd) sont indé-

TR
pendants alors :

C(X1+ Y1,..., X, + Yd) = C(X1,..., Xd) + C(Y1,..., Yd)

d

3) Symétrie et multilinéarité : L'application de Ly + R X > C(X) est mul-

tilinéaire symétrique.

4) Indépendance par blocs et nullité : Si A g;{1,..., d} et A# ¢
(Xj,jEEA), (Xj’ j € Ac)sont indépendants alors C(X1,..., Xd) = 0.

5) Formules d'inversion moments—cumulants : formules du Lemme 4.

III - Théoréme "produit" (Leonov et Shiryayev)

1) Le probléme : Soit

T={G,k) :1<j<m 1<k s nj} un tableau "triangulaire"

X un champ aléatoire indexé par T.
n

= j . =
Xj Hk=1 Xj,k 3 dm an.
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On veut calculer le cumulant du vecteur produit (X1,..., Xm) en fonction

des cumulants du champ.

Exemple 2.1 : (Xt’ t € Z) un processus réel, L4 - stationnaire et centré.

Calculer la covariance du processus Yt(k) = Xt X tEZ pour k fixé.

t+k’

2) Partitions connexes d'un champ triangulaire

Définition : Une partitionéyzm T est (horizontalement) non connexes (ou
décomposable) s'il existe une partition non triviale du champ T en bandes

horizontales pattitionnées par des classes dans .

Exemgle 2.2 :

Champ Partitions non connexes Partitions connexes

o &= @ ¢

A SR %9&

3) Théoréme 2 : Si X G‘Ld alors
m

- P . (3 P
c(x,_,..,xm2 = I I C(Xj’k ; Gok) € rt)

ol {FE ; 1<t £p}l, p21, décrit 1'ensemble des partitions connexes de T.

A Les formules d'inversion moments—cumulants montrent que :

i) En considérant le vecteur "produit" (Xj ) et des partitions (Aﬁ,..., Ag)
de {1,..., m}:

C(X, ... X ) =EX, ...X_)- £ I TP . C(X.; j€EAD)
1. m. 1. m. p>1 {Ag} s=1 j. s

ii) En considérant des partitions (B?,..., Bg) du champ T :

ER -..X )= I 3 n? C(XJ.

_ ; (j,k) € BY)
. m. q21 {Bg} t=1 ,k t
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On conclut par récurrence sur le nombre m de lignes du champ T
en calculant la contribution & ii) des partitions non connexes {Bz} (ré-
currence fondée pour m=1 par la formule d'inversion cumulants moment). La

contribution indiquée se calcule par l'argument essentiel suivant :

Considérons la relation suivante entre partitions non connexes
de T : {Bg}'w {BS:} si elles partitionnent de facon connexe les classes
d'une méme partition de T en bandes horizontales. C'est une relation
d'équivalence dont les classes sont en bijection avec les partitions de

{1, ..., m} de cardinal > 1.

Chaque classe d'équivalence est donc définie par :

- un entier p, 1 < p £m
- une partition de {1,..., m} en p classes {Az}
- l'ensemble des partitions connexes des bandes horizontales définies

par la partition {Az}.

Donc par récurrence sur m, la contribution des partitions non con-
nexes {BE} de T est égale au deuxieme terme du second membre de l'identité
i). A

Exemple 2.3 : Reprenons le probléme posé dans 1'exemple 2.1.

X X )

Cov (X X,, X Xt+k) = C(XoXk’ X ek

ok’ 7t

Notons Y(t) = EXoXt' Le processus Xt étant centré, les seules

partitions connexes du tableau

% gt

X, Xiik

qui contribuent 2 C(XOX X X +k) sont

k> “tTt

J0 R

qui donnent respectivement

P

c(xoxk, tht+k) = c(Xo,xk,xt,xt+k)+c(xo,xt)c(xk,xt+k)

+

C(xo,xt+k) c(xk,Xt)

C(Xo’Xk’Xt’Xt+k) + y(t) y(k) + y(t-k) y(t+k)

(Le premier terme étant nul dans le cas gaussien).
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