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SUR L'UNICITE DES SOLUTIONS D'EQUATIONS

DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Y. OUKNINE

INTRODUCTION

Dans ce travail, on étudie des conditions suffisantes pour 1'unicité des
solutions d'équations différentielles stochastiques sur R". L'outil principal
est constitué des fonctions du type Liapounov 'polarisées". Les résultats
importants de cette note sont les théorémes (I) et (II), le théoréme (II) est
celui de T.C. GARD (7), avec une hypothése de moins, bien que ce travail ait été

rédigé indépendamment de (7).

Ce travail est inspiré d'uhe part, d'un article de N. NARITA (1) portant sur
1'explosion des solutions d'EDS, d'autre part de Y. OKABE - A. SHIMIZU (2).

Plusieurs exemples d'applications sont étudiés. On retrouve en particulier la
proposition (1) de T. YAMADA (5) et les théorémes d'unicité d'IKEDA-WATANABE
(6). On établit aussi des conditions portant sur le module de continuité des

coefficients de 1'équation différentielle stochastique, pour assurer l'unicité.

Je remercie Madame M. MASTRANGELO de ses encouragements et des discussions

-

fructueuses que nous avons eues a propos de ce travail.
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NOTATIONS ET DEFINITIONS
On considére 1'E.D.S.

d X, = o(t, xt) d B, + b(t, xt) dt

avec
X, € R"

o e(ef(R_‘_an ’M)nxp (R"))

b Lo, &Y

Jcnxp(Rn) : ensemble des matrices n-lignes, k-colonnes.

Bt désigne le mouvement brownien standard de RP.

Enfin, on définit l'opérateur&%ar :

V V(t,x,y) e C1:2:2 (R, R, R")
n n
é&v(t,x,y) =W+ T W bNEx) + T W bit,y)
ot =1 )xi i=1 Ty,
n P

+1{ 2 2V (% oik(t,x) ojk(t,x))

2 i,j=1 )xi )xj k=1
n P
2
+ 2 z V. (= oik(t,x) cjk(t,y))

1,3=1 Ix, dy; kel

n

P
+ b 42V (s o (tsy) ojk(t,y)) }
i9j=1 Byl byJ k=1

On notera :

D= {xeR"/ [[x|| < r}
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I - THEOREME

Supposons qu'il existe wune suite de fonctions VI.; r(t,x,y) définies sur
b

(O’T)XDrXDr et vérifiant les conditions suivantes :
1) Vl.; Lt%,5) 6(9./1’2’2((0,T) X Dy D) et
’
V',;’r(t,x,y) >0 VI,;,r(t,x,x) =0
2) V& converge simplement vers VT r vérifiant :

T,r )

3) 3 B e (C (R,, R+) croissante, concave, nulle en O avec :
} ds
— =4+ »
oF B(s)

oa: R, ------ >R

+ 4 bornée sur tout compact de R+ et telle que :

LV, (6%,) < alt) BV (t,x,5))
Alors, on a 1l'unicité des solutions de 1'E.D.S *.
1 - REMARQUE
Ce théoréme est une version en terme d'unicité d'un théoréme de Narita(l) (ceci
avec des modifications convenables) assurant la non explosion des solutions
d'E.D.S.
Dans 1la suite si Xt et Yt sont deux solutions de *, on notera :

T, = inf {t/ (XA VY]] = )

Démonstration :

Y )

On applique la formule d'ITO au processus VI,; r(t:/\zr, X
1]

tATr’ TtATr

avec Xt et Yt deux solutions de *.

v _ym
T,r(tAcr’ Xt/\tr’ Yt/\tr) vT,r(o’ X0 xo)
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+tAT
T
+ Martingale + > Z—}v‘;’r(s, XS, YS) ds

tA‘Cr
= Martingale + O%VI,; r(s/\tr, Xs/\Cr
0

Ys/\Cr ) ds

tAC
T
EV;],r(tAtr’ XtACr’ Yt/\Lr ) = E) OZ)VT,r(SACr’ st'Cr’ Ys/\‘Cr) ds
0]

t
r
Evl’;'l,r(t!\tr, Xt/\tr’ Yt/\cr) < E) a(sAtr) 3(v’%‘,r(-___) ds
0]
tAT
r
< Am E) B (+-0) as
(0]
t
<

A(T) } BE(Vl';‘l,r(sl\'r'r’ XsAte Ys/\'Cr) ds
0

car B est concave, A(t) = SuPy¢ gt ()|

et puisque >o+ ds ds = + «

.o

Alors, il est bien connu que, 1'inégalité précédente implique

m =
EVE, oA ey Yenge) = 0

De plus on a : V’,;’r >0
Donc : VI,{.]’r(t/\"Cr(w), xtAtr(m)(w), Yt/\fr(w)(w)) =0,
pour tout W appartenant a Q\(,{) ol 1'événement ()/) tm @ lieu avec

’

probabilité nulle : P(()[)t m) =0

une
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Donc pour tout w appartenant a Q\Udrt n = Q\ g2 Oonoa
’
m

VT,r(tA(’r(w)’ th\tr(g,))(“})’ Yt,\‘(/r(w)(‘*))) =0

I1 découle des hypothéses du théoreme I que :

XtACr = YtACr s P.S.
Si maintenant r->+», alors Pr->+» et donc Xt(w) = YtQ)) pour tout W
n'appartenant pas a o
Alors : v t ¢ o\ (0,T), X =Y., p.s.

et par continuité des trajectoires de Xt et de Yt’ on a

P(X_ =Y,Vte (0,T))= 1 C.Q.F.D.

t t’
2 - REMARQUE

Dans le cas ou B(x) = x, on pourra supposer a(t) > 0 et « eLlloc. On utilisera

le lemme de Gronwall pour conclure.

3 - COROLLATRE
des

Si o et b sont localement lipschitziens, alors on a l'unicité?solutions de
1'E.D.S. *,

Démonstration :

Soit KT et K% deux constantes telles que :

[l bCt,x) - ble, | <Ky || x -y ||
[ o(t,x) - o(t, )| <KL || x -y |

ceci pour tout t appartenant a (0,T), pour tout couple (x,y)eBprr, r>0. On
prend V$ LEx,y) = [| x - vy [|? les conditions (1) et (2) du théoréme sont

trivialement vérifiées.

m — - - -
xVT’r(t))“y) =2 (X y) (b(t9x) b(t,Y) +4‘<2;<v('cij(t,x) Uij(t’Y))z

»

PR
.\d\\P



- 48 -

Donc : 58 V$,r(t,x,y) < (ZKT + (Ké)z) [l =x-y (2
et la condition (3) est satisfaite.

4 - COROLLATIRE

On suppose que :

[ b(t,x) - b(t,y)[| < 8Ct) || x -y []
et [ ole,x) - o(t, || <¥(®) || x -y [l

avec 92(t) + 29 (t) appartient a Lioc

Sous ces hypothéses, on a 1'unicité de la solution de 1'E.D.S *.

Démonstration :

Prendre V? L6:xy) = || x -y [|? et utiliser la remarque qui suit le théoréme
’

(1).

5 - COROLLAIRE

Soit ?: R+ ------ > R+, continue croissante, nulle en O et vérifiant
(i) J at =+ o
+
0 f;"(JE)
(ii)’b -------- > l;z(ﬁ) concave

Sidvérifie :
[Hotx) - ae,nfl < ¢Ulx -y D
Alors 1l'équation différentielle stochastique :

d Xt

%o

o(t, Xt) d B,

n
Xx € R
o

admet au plus une solution.
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Démonstration :

Soit V¥’r(t,x,y) = Vt,r(t’x’y) =|lx-y[|?
(Z))VT’r(t,x,y) = || o(t,x) - olt,y) [[2 < p2Ul x -y [D
b Vr, (B1y) & WV (€5,7))
On pose B(§) = ’?(./E)
Les conditions (i) et (ii) et le théoréme I assurent l'unicité.

Exemples de fonctions assurant les hypothéses du corollaire :

pP® =E , p®) = $tog D2, p(€) = (Log (1 +£2)1/2
g

Plus généralement, on a le corollaire suivant.

6 - COROLLAIRE

Si p et p satisfont les conditions suivantes :
T,r T,r

— 2
) } WEFp (W) +fp (B ag =+
o+

2) & commee-- > J’éﬁr’r(.fé) +f%’r(f§—) est concave

et si 0 et b vérifient :

[l otex) - ot < fp Ul x -y [D
[l b(t.x) - b(t, )| S}FT’r lx-y 1D

ceci V (t,x,y) ¢ (O,T)xDrxDr

Alors, 1'E.D.S * admet au plus une solution.
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Démonstration :

Soit V$,r(t,x,y) = Vp (txy) = [ x -y {2

Par un calcul simple, on trouve :

LB (txy) =2 (2= y) (bt ©) - b(E, ¥)

[| o(t, x) - o(t,y) |]|?

+

OZ)V;],r(t’x’y)

On pose B() = ./-é fT’r(Jg) + f'zl‘,r(‘/é) et la démonstration se termine comme dans

le corollaire précédent.

I

2 {[l x -y |l .f‘(”X'Y”)"' gz(llx-yll)}

S. Watanabe et T. Yamada (3) ont établi le théoréme suivant :
7 - THEOREME
Si (7 et F sont tels que :

1')) (p2@)st+pEntag =+
o+

2') & oo > P2(g) g'l +P(E) est concave
et si :

[| olt,x) - o(t,y)|{]|
[l bCt,x) - b(t,y) ]

PCIl = -y [D
f(“ x -y |

<
<

Alors, l'équation différentielle stochastique * admet au plus une solution.

Remarquons qu'un changement de variable donne immédiatement :

) d€ = } du
o+ (VE F(E) + p?(JE)} o+ {(p (w) + @¢(w) u™h

et par suite les conditions 1') et 1) sont équivalentes. Ce qui est moins
évident, c'est la comparaison entre 2) et 2').

On peut remarquer que si en outre P(x)/x et f: (x)/x sont décroissantes 2')
implique 2). Par contre je n'ai pas d'exemple concret ou le théoréme 6

permettrait de prouver l'unicité alors que le théoréme 7 serait inopérant.
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8 - REMARQUE
Watanabe-Yamada (3) ont montré que la condition de non intégrabilité de :
{p2(u) wl +“{5(u)}—l en O+ est optimale pour n > 3.
9 - COROLLAIRE (Toshio, Yamada)
Si o et b satisfont :
I o(e,m) - o(ty) [[2 + ] bt - b(E,y) (12 <Ry (] x -y [12)

vte (0,T), VXxe¢e Dr’ Vye Dr’ avec

trace ((o(t,x) - o(t,y))) (o(t,x) - o(t,y))*
n
£ (b (t,x) - bi(t,y))?

i=1

[| o(t,x) - o(t,y) ||

[] b(t,x) - blt,y) ||2

KT . continue, croissante, concave, nulle en O et :
’

} .—._..(ll_l._ 4+ o
0+ KT,r(u)

Alors, 1'E.D.S * admet au plus une solution.

Démonstration :

Soit Vp (t,x,y) = || x -y [|?
Par un calcul simple, on trouve :
BV ey <l x -y (12 + & (] %=y [[2)

On pose B(E) = &+ KT,r(g’)
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D'aprés les hypothéses, on a B(0) = 0, B concave, croissante et il est facile de

voir que :

().—L=+m)<====>(J -d—u=+oo)
o+ KT,r (u)

Et on conclut comme précédemment.
II - THEOREME

On suppose qu'il existe une suite de fonctions V$ r(t,x,y) vérifiant les
$ ]

hypothéses 1) et 2) du théoréme (I) et la condition suivante :

3') 3 B:(0,+0(------ >(0,+=(, concave, continue, nulle en O, et

Z’ VI;,r(t,x,y) <C B(V'T,r(t,x,y)) + £ (t)

1
Lioe ((0,1))

f > 0

et

Sous ces conditions, on a 1l'unicité des solutions de 1'E.D.S *,
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10 - REMARQUE

Plus généralement, on peut remplacer 1'hypothése 3') du théoréme II par 3")

3") 0 :(0,T) x (0, +o(------ > (0, +=( avec
(i) w(, 0) =0
(ii) u(t) = 0 est 1'unique solution continue de 1l'équation

t
u(t) = > W(s, u(s)) ds
0

et

Lim | u(t)/t| =0
t->0+

(iii) w(%,t) concave en la variable x, c'est-a-dire :
vte (O,T), Xx --=--- > W(t,x) est concave

(1111) BV (£,x,3) < O, Vo (£,5,9)) + £,(£)

1
loc ((0,T))

f > 0
m

et L

Une telle fonction W vérifiant (i) et (ii) s'appelle fonction de KAMKE.
11 - REMARQUE

T.C. GARD (7) et C. TUDOR (4) ont prouvé des théorémes analogues a (II) avec la

condition supplémentaire :

Vg (t,x,y)

<C B(VT’r(t,x,y)) + £ (t)
dt

qu'ils utilisent systématiquement dans leur démonstration.
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Démonstration du théoréme II

Par application de la formule d4'ITO, il vient :

v, (AT, vy, . (0,x,%)

Xeare Yepw ) =

tAT
T
+ Martingale + ) ofvg,"r(s, XS, Ys)ds
(0]

En prenant l'espérance des deux membres, on a :

tI\Tr
Evl’i’\,r(t/\tr’ Xt/\tr’ Ytl\[r ) =E) xw,r(s’ Xs’ Ys)ds
0

t/\lfr
=E} Ogvl;,r(sl\cr’ Xs_/\(',r’ Ys/\\’,r)ds
0]

r
SE} ¢ B(VT,r(SAr’r’ xsl\tr’ Ysl\‘l',r))dS

tAT
r
+ E ) fm( s/\"(',r )ds
(0]

t
< c) E B(VT’r(s/\Ir, Xoate? YSA.Cr))ds
)

't

+E> |fm(s)|ds
(0]
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N

t
< c} B(:E Vo (SAT, XL YSAtrids
0

t
+E> |fm(s)|ds (B est concave)
0]

Maintenant, en faisant tendre m vers 1l'infini, m -> 4+, on a :

t
. m
Lim B Vg (AT Xy o Yenge ) £C > B(E vy, ) ds
m- >+ 0

et par le terme de Fatou, on a :

0 SE VT,r(t'l\'cr’ Xtt\‘Cr ’ Yt!\'Cr ) <

t
< C} B(E VT,r(sm:r’ XNTe? Yst\lr))ds
0]

( ds _ +o0 ====>E VT,r(t'l\'cr’ th\T,r ’ Ytl\'Cr ) =0
+ B(s)

Et par suite,

VT,r(tM:r’ th\'Cr s Yonee ) = 0, p.s. ce qui entraine 4 son tour que :

th\'[r = YtM’,r , P.s. et on termine la démonstration comme dans le théoréme I
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12 - COROLLAIRE (IKEDA-WATANABE (5), p.168)

On suppose n=1 pour simplifier :

Si ~3fT,r fonction strictement croissante /PT,r(O) =0
lo(t,x) - o(t,y)| < fT,r(lx -y

EiKT,r fonction croissante concave telle que KT,r(O) =0
[b(t,x) - b(t,y)| < KT’r(Ix - yl)

On suppose en outre que :

) fi?r(u) du = ) _du _ 400
o+ o+ KT,r(u)

Sous ces conditions, on a l'unicité des solutions de 1'E.D.S *
avec (n=1 , p=1)

Démonstration :

Soit le suite (an) s, 1> a; >a; > ..., >a ... 0
définie par :
1 S 3 Y a -1 H
yT,r(s) ds =1, SE’r(s) ds =9, ciiiieinnn, fT,r(S) ds =m
! 4 %n

an -> 0, quand n->e

. g M . R
801t(PT r(s) continue, a support compact contenu dans 1l'intervalle (an, an-l) et
b

telle que :

0 <Y} (s) <2 fr° (s)/n
et

a

n-1
§ \)g,r(s) ds = 1, (une telle fonction existe)
a

n
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(x| y
n _ n .
On pose ¢T,r(x) = dy T,r(u) du, x réel
0 0
Alors :
n 2 'n n
fr . & C2(B,), 0,70 <1 et gy GOMx]

On prend alors :
VI,;’r(t,x,y) = ¢¥’r(x—y)
et on vérifie aisément que :
V$’r(t,x,y).?.0
Vg'r(t,x,¥3 =0 et V$’

enfin :

Vh L(t5y) = 0" (xy) (B(E,x) - b(t,y))

+

18" (x-y) (o(t,x) - olt,y))?
2

1

IN

KT,r (|x-y|)+ m

Alors avec les notations du théoréme II, on prend B(E) = Ko J%kt £
’

peut conclure.

n

-1

et on
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