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SUR L’UNICITE DES SOLUTIONS D’EQUATIONS

DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Y. OUKNINE

INTRODUCTION

Dans ce travail, on étudie des conditions suffisantes pour l’unicité des

solutions d’équations différentielles stochastiques sur Rn. L’outil principal
est constitué des fonctions du type Liapounov "polarisées". Les résultats

importants de cette note sont les théorèmes (I) et (II), le théorème (II) est

celui de T.C. GARD (7), avec une hypothèse de moins, bien que ce travail ait été

rédigé indépendamment de (7).

Ce travail est inspiré d’une part, d’un article de N. NARITA (1) portant sur

l’explosion des solutions d’EDS, d’autre part de Y. OKABE - A. SHIMIZU (2).

Plusieurs exemples d’applications sont étudiés. On retrouve en particulier la

proposition (1) de T. YAMADA (5) et les théorèmes d’unicité d’IKEDA-WATANABE

(6). On établit aussi des conditions portant sur le module de continuité des

coefficients de l’équation différentielle stochastique, pour assurer l’unicité.

Je remercie Madame M. MASTRANGELO de ses encouragements et des discussions

fructueuses que nous avons eues à propos de ce travail.
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NOTATIONS ET DEFINITIONS

On considère l’E.D.S.

avec

ensemble des matrices n-lignes, k-colonnes.

Bt désigne le mouvement brownien standard de RP.

Enfin, on définit l’opérateurLpar :

On notera :
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1 - THEOREME

Supposons qu’il existe une suite de fonctions e- (t,x,y) définies sur
T,r

et vérifiant les conditions suivantes :

r converge simplement vers VT r vérifiant :

) croissante, concave, nulle en 0 avec :

bornée sur tout compact de R+ et telle que :

Alors, on a l’unicité des solutions de l’E.D.S *.

1 - REMARQUE

Ce théorème est une version en terme d’unicité d’un théorème de Narita(l) (ceci

avec des modifications convenables) assurant non explosion des solutions

d’E.D.S.

Dans la suite si Xt et Yt sont deux solutions de *, on notera :

Démonstration :

On applique la formule d’ITO au processus XtA ?rt 

avec Xt et Yt deux solut ions de =’r .
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car a est concave,

et puisque

Alors, il est bien connu que, l’inégalité précédente implique :

De plus on a :

Donc :

pour tout W appartenant à où l’évènement a lieu avec une

probabilité nulle : P
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Donc pour tout w appartenant à , on a

Il découle des hypothèses du théorème I que :

Si maintenant r-&#x3E;+-, alors «Gr-&#x3E;+- et donc Xt(W) = pour tout w

n’appartenant pas à t. 
t t

Alors :

et par continuité des trajectoires de Xt et de Yt, on a

2 - REMARQUE

Dans le cas où = x, on pourra supposer a(t) &#x3E; 0 et a eL 1loc. On utilisera

le lemme de Gronwall pour conclure.

3 - COROLLAIRE

des
Si cr et b sont localement lipschitziens, alors on a l’unicité/solutions de

l’E.D.S. "/(.

Démonstration :

Soit KT et KÇ deux constantes telles que :

ceci pour tout t appartenant à (0,T), pour tout couple (x,y)eBrxBr, r&#x3E;0. On
m r

prend Vm (t,x,y) =Il x - y les conditions (1) et (2) du théorème sont
T,r

trivialement vérifiées.
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et la condition (3) est satisfaite.

4 - COROLLAIRE

On suppose que :

et

avec

Sous ces hypothèses, on a l’unicité de la solution de l’E.D.S *.

Démonstration :

Prendre VM ,r (t,x,y) = Il x - y ~~ 2 et utiliser la remar q ue q ui suit le théorème
(I).

5 - COROLLAIRE

Soit p: R+ ------&#x3E; R+, continue croissante, nulle en 0 et vérifiant

Sitfvérifie :

Alors l’équation différentielle stochastique :

admet au plus une solution.
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Démonstration :

On pose

Les conditions (i) et (ii) et le théorème I assurent l’unicité.

Exemples de fonctions assurant les hypothèses du corollaire :

Plus généralement, on a le corollaire suivant.

6 - COROLLAIRE

satisfont les conditions suivantes :

est concave

et si a et b vérifient :

ceci V (t,x,y) e (0,T)xD r xD r

Alors, l’E.D.S * admet au plus une solution.
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Démonstration :

Par un calcul simple, on trouve :

On pose 5(E) =VE PT,r (VE) + 2 ($Ô) et la démonstration se termine comme dans

le corollaire précédent.
S. Watanabe et T. Yamada (3) ont établi le théorème suivant :

7 - 

-

Si f et p sont tels que :

est concave

Alors, l’équation différentielle stochastique * admet au plus une solution.
,

Remarquons qu’un changement de variable donne immédiatement :

et par suite les conditions 1’) et 1) sont équivalentes. Ce qui est moins

évident, c’est la comparaison entre 2) et 2’).

On peut remarquer que si en outrep(x)/x etp(x)/x sont décroissantes 2’)

implique 2). Par contre je n’ai pas d’exemple concret où le théorème 6

permettrait de prouver l’unicité alors que le théorème 7 serait inopérant.
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8 - REMARQUE

Watanabe-Yamada (3) ont montré que la condition de non intégrabilité de :

{p2(U) U -1 + (u)} 1 en 0+ est optimale pour n &#x3E; 3.

9 - COROLLAIRE (Toshio, Yamada)

Si a et b satisfont :

K- r continue, croissante, concave, nulle en 0 et :-L,r

Alors, l’E.D.S * admet au plus une solution.

Démonstration :

Par un calcul simple, on trouve :

On pose 0(E) = ~+ 
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D’après les hypothèses, on a 5(0) = 0, 5 concave, croissante et il est facile de

voir que :

Et on conclut comme précédemment.

II - THEOREME

On suppose qu’il existe une suite de fonctions Vm (t,x,y) vérifiant les
T,r

hypothèses 1) et 2) du théorème (I) et la condition suivante :

3’) 3 ~:(o,+~(------&#x3E;(o,+~(, concave, continue, nulle en 0, et

Sous ces conditions, on a l’unicité des solutions de l’E.D.S *.
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10 - 

Plus généralement, on peut remplacer l’hypothèse 3’) du théorème II par 3")

(i) tù (t, 0) = 0

(ii) u(t) = 0 est l’unique solution continue de l’équation

(iii) concave en la variable x, c’est-à-dire :

est concave

Une telle f onction M vérif iant ( i ) et ( i i ) s’ appelle f onction de 

11 -REMARQUE

T.C. GARD (7) et C. TUDOR (4) ont prouvé des théorèmes analogues à (II) avec la

condition supplémentaire :

qu’ils utilisent systématiquement dans leur démonstration.
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Démonstration du théorème II

Par application de la formule d’ITO, il vient :

En prenant l’espérance des deux membres, on a :
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(~ est concave)

Maintenant, en faisant tendre m vers l’infini, m -&#x3E; ~, on a :

et par le terme de Fatou, on a :

Et par suite,

p.s. ce qui entraîne à son tour que :

, p.s. et on termine la démonstration comme dans le théorème 1
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12 - COROLLAIRE (IKEDA-WATANABE (5), p.168)

On suppose n=l pour simplifier :

. 
fonction strictement croissant

fonction croissante concave telle que

On suppose en outre que :

Sous ces conditions, on a l’unicité des solutions de l’E.D.S *

avec (n = 1 , p = 1)

Démonstration :

Soit le suite

définie par :

an -&#x3E; 0, quand n-&#x3E;-

soit n continue, à support compact contenu dans l’intervalle (a , an-1) etT,r(s) n n-1
telle que :
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On pose

Alors :

On prend alors :

et on vérifie aisément que :

Alors avec les notations du théorème II, on prend i

peut conclure.
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