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LA CHAINE DE FELLER Xn+1= X -Y ET LES CHAINES ASSOCIEES

n n+1

M.A. BOUDIBA

INTRODUCTION

Soit (Yn):=1 une suite de variables aléatoires (v.a.) positives indé-
pendantes et de méme loi. Si x est un réel on forme la suite (Xn(x)):=0 de
v.a. positives et définies par :

Xo(x) = x et X . .(x) = |Xn(x) - Yn+1|

Cette chaine a d'abord été considérée par H. Von Schelling dans [1] a
propos d'un probléme de cables téléphoniques. Elle est décrite dans le livre
de W. Feller [2] , qui montre que

p(dx) = P(Y1 >x) 1 (x) dx

Jo,of

est une mesure stationnaire, qui sera donc bornée si et seulement si E(Y1)<w.
En réalité, Feller ne mentionne ce fait que sous 1'hypothése supplémentaire
d'absolue continuité de Y1 ; le cas général, facile au demeurant, se trouve
dans 1'article de F.B. Knight [3] ; ce dernier article mentionne, dans le
cas ou Y1 est concentrée sur un multiple de IN, une autre mesure stationnaire
m (que nous retrouverons au Théoréme 4, chapitre 2) et prouve le résultat
substantiel suivant : si Y1 n'est pas concentrée sur un multiple de IN, toute
mesure stationnaire est proportionnelle a u .
On peut ranger cette chaine (X‘,:(x)):’_‘__0 dans la classe des chaines obte-
nues par itération de fonctions aléatoires considérées dans 1'article de
Letac [4] . En effet si nous considérons - comme nous allons le faire tout au
long de ce travail -1la fonction fy : [0, > [0,o[ définie par fy(x) = |x-y|,
ol y est un réel fixé, alors la chaine ci-dessus s'écrit :
Xn(x) = fyn ° fyn_lo...ofyfx) -
Considérer la chaine sous cet angle améne a chercher & la raccrocher a
des courants contemporains de réflexion, principalement ceux qui concernent
les produits de matrices aléatoires. En effet, bien que nos fonctions fyn'aient
rien a voir avec la linéarité, elles ont encore une propriété de contrac-
tion large : ’

I£,(x)) = F,(x)] 5 [x) = %]
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et on peut espérer un comportement asymptotique des itérées des fonctions

qui rappelerait le cas linéaire. Cet espoir ne sera pas dégu. Cependant la
construction d'une théorie qui engloberait au moins la chaine de Feller ci-
dessus et un degré raisonnable de cas linéaires nous a paru un but ambitieux
et prématuré et nous avons choisi d'étudier trés soigneusement la chaine de
Feller comme un cas typique de ce que devrait englober une théorie plus géné-
rale.

Nous sommes méme allés plus loin dans la spécialisation et n'avons con-
sidéré la chaine ci -dessus qu'avec 1'hypothése supplémentaire que 14 est a
valeurs dans IN. Bien entendu nous prendrons alors x dans IN, ce qui entraine
que Xn(x) e IN.

Le probléme majeur qui se pose, si on veut pousser 1'analogie avec les

produits de matrices aléatoires est le suivant : soit

H (x) =fy o fy o...0 fy (x) ,
n voon, v

ou, si on veut :

Ho(x) = Y = Y, - Y- x|

]Y3 .
Peut-on affirmer que 1lim Hn(x) existe presque sidrement ?
N>
Puisque pour x et n fixés, Hn(x) et Xn(x) sont de méme loi, il est rai-
sonnable de se limiter, pour étudier ce probléme, au cas ou E(Yl) <o , c'est-

d-dire comme nous allons le voir, au cas ol (Xn)(x)) est récurrente positive.

n=0

I1 est & noter,que pour x fixé, (Hn(x))n=o n'est pas nécessairement une
chaine de Markov. Cependant la technique pour aborder le probléme va étre de
considérer la chaine de Markov H - et non H (x) - sur 1'énorme semi-groupe
NN. En d'autres termes nous con51derons la promenade aléatoire a droite sur

engendrée par les fY .
n
Ce point de vue général nous améne enfin a reconsidérer la chaine (X (x))
ou plutdt (Xn):= » comme une promenade aléatoire a& gauche sur NN engendree

par les fY . Certes, le processus Xn ne saurait converger,méme avec E(Yl) < o,
n
Cependant on a la surprise de voir Xn(x) - Xn(O) tendre vers 0 (ou presque) ;

les fonctions markoviennes Xn tendent & devenir des constantes (aléatoires, et
régies par -la loi de transition Xn(x)).
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Les techniques utilisées seront trés modestes. Si les démonstrations sont
de nature élémentaire (& 1'exception du chapitre 3) cela ne veut pas dire hé-
las qu'elles soient simples.

Le chapitre 1 commence par quelques généralités sur les chaines de Markov
définies par 1'action d'une promenade aléatoire dans un semi-groupe sur un en-

semble et rassemble du matériel sur les produits fy °...0 fy . Le chapitre 2
1 n

est consacré a la chaine de Feller (X _(x))-__ surIN ; on y étudie principale-

ment 1'épineux probléme des classes gt deg_gériodes de cette chaine, élément
indispensable de 1'étude d'une chaine discréte. Le chapitre 3 est le coeur du
travail ; on y étudie Tla chaine (Hn):=0 décrite ci-dessus et on montre que

1Am Hn existe presque sirement (dans le sens décrit au Théoréme 5 du chapitre 3).
Enfin le chapitre 4 consacré a la chaine (Xn)(;=0 surlNN est court et facile
puisqu'il se contente en général d'utiliser les résuitats délicats des chapitres

précédents.

Chapitre 1 : GENERALITES SUR LES CHAINES RESULTANT DE L'ACTION D'UNL MARCHL
ALEATOIRE DANS UN SEMI-GROUPEL SUR UN ENSEMBLE.

Dans ce chapitre nous allons rassembler des outils techniques nécessaires
pour 1'étude des diverses chaines liées a la chafine de Feller initiale, qui
font 1'objet de ce travail. Toutes ces chaines sont construites sur le modéle
commun de 1'action d'une marche aléatoire dans un semi-groupe sur un autre en-
semble. Ainsi, pour la chaine de Feller, qui correspond au cas le plus simple,
on considére donc une probabilité u sur N, YP..,Yn,...une suite de variables

aléatoires (v.a.) indépendantes et de méme loi u et Ta chaine (Xn)‘:=0 définie

par X = x et X .4 = |Xn-Yn+1|. Notons fy(x) = |x-y|. Alors on peut écrire

X =fy o...ofy (x). D'o0 1'idée suivante : Notons S = {ydN ; v > 0} , appelé
n n Y1 y

support de u, et considérons le semi-groupe J pour 1a composition des fonc-
tions de N dans N, engendré par éfl = {fy 3y €Sk . Alors fy o fy o ...of

Y
n n-1 1
définit une promenade aléatoire i gauche sur le semi-groupe engendré par Cf,
© . - 0 -
et (Xn)n=0 résulte de son action sur le point x ¢ N. Nous aurons a considérer

encore d'autres chaines du méme genre. Aussi commengons nous par étudier sys-

tématiquement au §1 des aspects ensemblistes simples des chaines de Markov dé-

finies par une action sur un ensemble fini ou dénombrable d'une promenade aléa-
toire dans un semi-groupe, également fini ou dénombrable.
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1°- Semi-groupe et marches aléatoires agissant sur un ensemble

Soit (&,*) un semi-groupe dénombrable et pas nécessairement abélien.
Définissons 1'action de & sur un ensemble E par'tfx E->E, (s,e) > s.e. tel
que (s2 * sl).e = 52(sl.e) pour sy, cdf eteckE.

On munit Cf d'une probabilité p et on considére la chaine de Markov (en):=O

s _sont

sur E défini recet = = *, Lk . y -
ie pour e par e e et e, (sn Sl) €y OU S1555,m4S)

)
des v.a. indépendantes et de méme loi u.

Sur E on considére le préordre "<" défini pour e et f ¢ E par :
e<f<>e=f ou e#f etIsecd tel que f = s.e.

Soit R 1a relation d'équivalence induite par ce préordre sur E : ¥ e et
feE,e®f<>e<f et f<e. Il estclassique que "<" induit alors un
ordre partiel sur 1'ensemble E [5]. Cet ordre partiel encore notée " < " .
Par rapport & cet ordre partiel Tles classes maximales sont Tles
classes essentielles pour la chaine (en)(:=0
adoptons le vocabulaire sur les chaines de Markov tel qu'il est défini dans [6].

, au sens de K.L. Chung, dont nous

Par analogie avec 1'action d'un groupe sur un ensemble [9] , nous dirons
que C c E est une classe d'intransitivité pour S si C?.C = C ; de méme 1'orbite

de x ¢ E sous 1'action de f est 1'ensemble C c E tel que & .x = C.
dgagit transitivement sur E si ¥ x ¢ £, Y.x = E.
Concernant l1a probabilité u sur ¢f, nous avons & imposer & u de charger
suffisamment d'élements de f pour que les structures du semi-groupe et de la
chaine soient convenablement reliées . Plus précisément, nous avons le résultat

suivant :

Proposition 1. Soit ¢V’ = {5 ; ul{s}) > 0}. On suppose que éf, engendre f,
dans Le sens oil tout ekément de F est un produit §ind d'dments de D”,.
Alorns a4 C c E ¢

C est une classe essentielle pour (en)z_o <= SFagit transtivemcnt y L.
Démonstration.
0 -
Si C est une classe essentielle pour (en)n=0 ,C est un ensemble fermé

sous 1'action de éf donc on a éf.C c C. Comme C est une classe ¥ e et f ¢ C,
s e tel que e = s.f. Donc C < J.C . Réciproguement si o agit transi-
tivement sur C, tf.C = C. Donc C est fermée sous 1'action de Ef et C est une
classecar ¥ e et feC 3Isecd tel ques.e=f ;s edf =4 S1a---s5, tel
que s = S *...*Sy et donc tous les &léments de C communiquent entre eux. Donc
C est une classe maximale pour la relation R définie ci-dessus et 1'ordre

partiel entre les classes. C'est dunc une classe essentielle pour (en)(::0 ]
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Disons quelque chose du lien entre le semi-groupe et la période d'un état
e, ainsi que de 1'équation aux mesures stationnaires.
Soit e un état de la chaine (en : - et Ef = {s, u({s}) >0} , un sycté-
me qénérateur de f . e est de période d si
d =PGCD {neMN ; 3 Syseer:S, dans tfl tels gue (Sn*"4*51)°e =e }

= (m,). ne mesur i i si
m (m1)1€E est une e stationnaire pour (en)n=0 i

. -1 .
¥jeE, m,= % m, z .= I pom(s ~.j)
b e T (sed,,s.i=i S se }fl S

Nous allons étudier cette chaine (e ) dans cinq cas particuliers. Dans

n=0
chacun des cas 1'ensemble & est le méme. I1 est décrit ainsi :

Siy e N, on définit fy :IN 5> N par fy(x) = |x-y|. On se fixe alors une
partie S de N non vide, et on note :

t'fl={fy,yeS}, J’n=<fn_1°z‘flsin21 et - L=J S

Notons que iy # S, si iy(x) = x).

On note alors N = sup S, N fini ou non. Pour chacun des cas particuliers on
va spécialiser : (a) L'ensemble E sur lequel va agir ¢f .

(b) La loi interne de Jg.

(c) L'action de éf sur E.

(1) E= {0,1,...,N} (et donclE =N si S est non borné ) . Si S et s, sont
dans tf, on note sy * S =5y ° 8 et on définit 1'action de f sur E par :

Fxeg— £, (Ssx) > s.x = s(x) .

Si alors S = support de u,on obtient exactement 1a chaine 1 qui est le sujet
du chapitre 2.

(2) E={ O,l,...,N}lN (et donc E =IMN si S est non borné). E est donc 1'ensemble

des fonctions de N & valeurs dans {0,...,N}. Si 51 et Sy € & on note
s, * S; =Sy ° S, et on définit 1'action de S surEpar : & xE~> E,
(SsX)> S.X = X © S,

Si encore S = support de u, on obtient la chaine (2), qui est notre sujet
principal, traité au chapitre 3.Le traitement exige deux outils techniques cor-
respondant aux cas 3 et 4 suivants.

(3) Soit A un ensemble quelconque appelé alphabet et E = AN.

semble des fonctions de N dans A ou encore 1'ensemble des mots infinis dans
1'alphabet A. Comme au (2) si S et s, sont dans Zf, on note s, * sy =Sy ° Sy,
et on définit 1'action de & sur E par : SxE +E » (SsX) > s.Xx =X o s,
Dans ce cas particulier, on peut tirer la spécialisation suivante,si S est
borné,en prenant seulement E = A{O""’N}
faut restreindre & {0,1,...,N} .

E est donc 1'en-

, avec la méme action de éf , qu'il
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Soit A = {a,b,c} . Si E = AN soit par exemple x = abcabcabc ..... . Alors :

Xxos=cbabcacbaabcabec...

2(0:1,2,3,4,5)

Si E = et x = abcabc alors x e s=cbabca.

n prend pour ensemble ensemble es couples non ordonnés d'entiers
(4) On prend ble E 1' ble P d pl d d' i

1 et Sy sont dans éf,

on note Sy ¥ Sy, =8y ° S, et on définit 1'action de f sur P par : SFxp-op,
(s, {X,x+1})=> s.{x,x+1} = {s(x), s(x+1)}.

Le fait que ¥f € tfl on ait |f(x) - f(x+1)| = 1 garantit en effet qu'on a bien

consécutifs de {0,...,N} ; i1 a donc N éléments. Si s

défini une action de Cf sur P.

En fait, pour ce cas, nous ne nous intéressons pratiquement pas & la chaine
associée, mais seulement a 1'action de Cf sur P du point de vue des c¢iasses, ct

nous n'aurons besoin aue du cas N < » c'est-a-dire S borné.

]
(5) E = [0,... Ny 105N (et donc E = si S est non borné). Si s; et s,
sont dans éf on note Sy * s1 =5, ° 5 et on définit 1'action de S sur E
par : (S,X)k—> s.X = S o X,

Cette chaine est un perfectionnement de la chaine (1). Elle n'est étudiée qu'au
chapitre 4. Les outils accumulés avant rendront son étude relativement facile.
Les cing cas que nous venons d'évoquer constituent une sorte de panorama
général. Nous aurons souvent & étudier des sous chaines, généralement obtenues
en remplagant {0,...,N} par les ensembles Cr décrits au chapitre 2.
Pour des raisons techniques nous allons étudier tout de suite le cas n°4.

2°- Action du semi-groupe & sur les paires d'éléments consécutifs de {0,1,...,N}.

Soit donc E = {0,...,N} , PE = ({x,x+1} , 0 < x <N } et J 1e semi-groupe
de fonctions sur E engendré par { fy, yeS},avecScEetsupS =N.L'action
de f sur PE est telle que définie dans (4) ci-dessus. Nous avons :

Théoréme 1. Si& PGCD(S) = 1, akons P agit trhansitivement sun Pe -

La démonstration du Théoréme repose sur les Propositions 2 et 3 ci-dessous :
Proposition 2. Sodent 0 < 5 < N, PGCD(s,N) = 1, &f Le semi-groupe en-

gendre par f, et 6y, E = {0,...,N}, PE = {{x,x*#1}, 0 < x < N} ; alors
VQGPE, (Lf.q=PE.
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Démonstration.

Pour x = 0,1,...,N-1, on note q(x) = {x,x+1}. Soit 0 < x < N et o et k0

tel que x = ro * k0 S

ST 0=3jsky, Flax) =a(rgt (k-3)s) 5 flalry)) = a(s-r-1) et

fN(q(s—ro—l))= q(N-s+x0).Définissons alors pour tout p ¢ N, 1'entier

rp e {0,1,...,s-1} par rp =p N+ xmod s et 1'entier kp par kp=sup{k;rp+ks<N}.
Par construction des entiers rp et kp nous avons : ¥p =21,

N-s+r =r +k s

p-1
Montrons par récurrence sur p que : q(rp), q(s-rp-l) q(N- s+r ) ef(al

¥ p=>=0. C'est vrai pour p=0.

Si c'est vrai pour p-1 alors q(N- s+rp 1) € tf(q(x)) ; or N-s + rp-l =r + kps.

P
)) =a(ry) » f(ar))) = a(s-r-1) et fy(a(s-r-1)) = q(N-s+r

k
P -
Donc fs (q(N-s+r b

p-1 P)
sont dans Cf(q(x))

Observons alors que ry = rj mod s =>i-j = 0 mod s, car PGCD(s,N) = 1. Donc p > r

P

est une application injective donc bijective de { 1,...,s } dans { 0,1,...,s-1}

et, par définition de kp,
s

r_, +S,...,r +k ={0,1,...,N-1}.
pil { p rp s oo s} =1 }

Puisque q(rp + k s) t?(q X)) s ¥ p=1,2,...,s, fj(q(xp+kp-s))=q(rp+(kp-j)s)

est dans {f(a(x)) pour j=0,1,...,k). Donc P < SLax) 5 et Fa(x) = Pp.
Comme C? comprend 1'identité fN ° fN s Cf.PE = PE d'ol la Proposition 2.

Proposition 3 :

Sodent 0 <s < N, PGCD(s,N) = d , CP Le semi-groupe de fonctions i
gendné par 64 et fy, E = {o0,7,...,N}, P = {{x,x+1} , 0 < x <N}
={xekE x=xnmdd}pour n=20,1,..., [%J . Pour n # 4—1 A04LL

P = {qlx) « PesX 21 mod d ou x = -n-1 mod d} et enfin

’

Pip= {qlx) e Pp, x = amodd} . Alons : Les classes d'intransitivitt

Z . .
de'd sont PP Py aidest pain et PP, Py sé d est impair.
a a1

2 2

oo

Démonstration.

Soit m = (dl-l)/2 si d est impair et m = §~- 1si d est pair et observons
que les Pr forment une partition de PE'
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sir = Q%l 1 soit g(x) « Pd- et montrons que éf(q x)) = Pd—l
- 2 2
Definissons r et k0 tel que x = ro * kos ; alors q(ro), q(s-ro-l),
q(N-s+rO) € Cf(q(x)) si rp et kp sont tels que rp ZpN+ xmods et
kp = sup {k, rp+ks <N}, ¥p=21.

On a

N-s t”rp~1 = rp+ kps , ¥p=1, et donc : ¥p, q(rp+kps) rp) cS(q(x))

comme U {rp+js, j=0,1, ..,kp } ={yefE, y=rmodd}

donc P 4-1 € Cf » mais comme P, , est stable sous 1'action de & on a
Z 7
I Pyg = Pg
2 2
sir# Q%E-: soit q(x) € Pr’ ou x=r mod douxz= -r-1 mod d ; dans Te Zéme

cas on se raméne au ler en prenant q'(x) = fN(q(x)) € Pr' Soit donc q(x) € PE
tel que x = r mod d et o et kO tels que x = rot k oS alors

a(rg + (kgm1)s)s-..5q(rg) edf(a(x)) » g(s-ry-1), q N ~str.) f(q
Définissons o et kp tel que o = pN+x mod s et kp = sup{k,rp+ks <N}y

pour p = 1.

OnaV¥p=1 N—s+r‘p_1 = rp+kps et q(rp+kps),...,q(rp) € tf(q(x)).

{yeE,y=+rmodd }

Comme v {r +js, j=0,1,...,k 1}
b P p
ona: F(ax) = {aly), y =
et F(f(a(x) > fa(y), y = -r-1 mod d}
et donc & (q(x)) =P,

Du fait que Pr est stable sous 1'action de éf on a finalement éfPr =

mod d }

I
-~

D'ou la Proposition 3.

Démonstration du théoréme.

Soit S = {51’52""’Sn’N} , PGCDS =1 PE les paires d'éléments consécu-
tifs de £ = { 0,1,...,N} et & 1le semi-groupe de fonctions engendré par
(fs)SES H Esi le semi-giroupe de fonctions engendré par Fsi et fN s

i=1,2,...,n 3 nous avons ES o ES 0,..0 ES c tf . Nous voulons montieir -ue
D n-1
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¥ a(x) e Pp > Fa(x) =P .

IT suffit de montrer : ¥ q(x) e Pp I ES (q(x)) = Pp -
ds n 1

Soient di = PGCD(si,N) et Pr1 Tes classes d'intransitivité de ES

d.-1 i d. i

_ i . L _ i . .

ry = 0,1,..., —— si di est impair et ry = 0,1,..., v 1 si di est pair,
i=l,...,n.
(d;-1)/2 si di est impair
Nous allons procéder de proche en proche ; posons m, =

di/2-1 si di est pair
sin=1, c'est 1a proposition 1 ;
sin=2 soitdoncS = {51’52’N} et q(x) ¢ PE’ 3 rl e {0,1,...,m,} tel que
d !
q(x) ¢ PY‘ H

1
d d
Si 1'on admet alors que : (1) P 1 n P2 #9, ¥r,e {0,1,...,m} , nous
" ro 2 2

avons alors d'aprés la proposition 2 encore que :

d Mo d
E (P = v PZo=p.
2 ro=0 2

En réitérant le procédé nous avons & 1'ordre p :

E. o E o...o E_ (q(x)) qui est une réunion de classes telle que :
S s s
p p-1 1
d
3 r e {0,1,...,m} tel que E_ o E_ o...0 E_ (q(x))> PP .
Y Y sp Sp-l Sl I"D
En réitérant jusqu'a 1'ordre n-1, nous avons :

d
3 rq e 0,1, 1} tel que Eg o...o B¢ (a(x))2 P"7E,

n-1 1 n-1
dn-1 dn
et si 1'on admet que : (2) Pr n Pr $#0 , V ry, € {0,1,...,mn} .
m n-1 n
- n d
alors Es (Prn 1) = U Pr_n = PE d'aprés la proposition 2 toujours, et par

n - r =0
n-1 n n

conséquent E_ o E °o...o E_ (q(x)) =P ;
Sh Sn-1 s1 E
Il reste a établir (1) et (2). I1 est évident que (1) <= (2).D'autre
part (1) équivaut a montrer que : ¥ r 5{0,1,...,m1} et r'e {0,1,...,m2} s

3 x e E tel que : x = r mod d1 et x = r' mod d2 avec x ¢ E et PGCD(dl,dZ) = 1.
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D'aprés le théoréme chinois du reste [7] , le systéme de congruences :
(1') x = r mod d1 et x = r' mod d2, (dl’dz) = 1, admet toujours des solutions.

Montrons qu'il existe des solutions de (1') qui sont dans E. Soient x et
x' deux solutions distinctes ; x - x' =0 mod(dldz) car x - x' = 0 mod d1 et
x-x' = 0 mod d2 5

d'autre part d1d2 < N. En effet : (dl’dz) =1= d1d2 = PPCM(dl,dZ) or

N multiple de d, et aussi de d2, donc dl'd2 divise N.

1

ceci achéve la démonstration du théoréme -

Chapitre II : LA CHAINE DE FELLER SUR IN.

Dans ce chapitre, nous étudions la chaine de Feller proprement dite
sur IN. Rappelons que cela signifie qu'on se donne une suite (Yn);’=O de v.a.
a valeurs dans IN indépendantes et de méme loi W et qu'on considére (Xn)or:=0

définie par X = x et X ., = an - Yn*ll (chaine 1 decrite au Chap.1.1).
On note toujours S = {y €N, P(Y =y) > 0} , fy(x) = |x-y| et J le semi-

groupe pour la composition engendré par {fy ; y€ St .

Etudier cette chaine de Markov & temps disecret sur un ensemble fini ou
dénombrable consiste d'abord & répondre aux questions suivantes :

- Quelles sont les classes de la chaine, en particulier les classes
essentielles ?

- Quelles sont leurs périodes ?

- Quels sont Teurs types (récurent positif, récurrent nul ou transient) ?

La premiére est d'une surprenante difficulté si S n'est pas égal & un
intervalle {0,1,...,N} . Une réponse compléte sera donnée dans les §1 (S
borné) et §2 (S non borné) par des considérations d'arithmétique élémentaire.
Ce travail sera aussi utile dans les chapitres suivants. Le §3 montre que les
périodes sont 1 ou 2. Le §4 caractérise le cas récurrent positif par E(Yn)<W.
Si E(Yn) = o Ja séparation entre le cas récurrent nul et le cas transient
reste a faire. Le §5 est consacré a une généralisation simple qui considére
le cas ou les Yn sont & valeurs dans Z. Les résultats du §1 y sont utilisés

pour décrire les classes essentielles de cette généralisation.



- 101 -

o]

§1. Etude de la chaine (Xn(x))n=o sur N dans le cas ou S est borné.

Si N =sup S est fini, il est évidemment possible d'étudier la chaine
(Xn):=0 sur N et non sur 1'intervalle {0,...,N}. C'est cependant peu inté-
ressant car il est clair qu'aucun état de {N+1, N+2,...} n'est essentiel,

comme on le voit facilement. On se contente donc d'étudier la chaine sur
{0,...,N}.

Théoréme 1 : Soit S < {0,1,...,N} , N = sup S < =, d = PGCDS et  Le
semi-ghoupe de fonctions de N dans N ergendré par {5y, y € S}. Alons
Vxek, Fix}={ yet; y=z2xmodd?}.

Corollaire : Avec Les memes notations que ci-dessus Les classes d'intran-

sAVALE du semi-groupe & , engendrd par {6y’ y € S} sont exactement
les C, = {yeE, y=2amdd ,n=01,.., (3.

Démonstration du corollaire :

D'aprés le Th.1 si x ¢ E et x = tr mod d, F(x) = C. s Donc tPCr c
et Cr est une réunion de classes.

Soit d'autre part Xo € Cr un point dans une classe maximale (pour 1'ordre
partiel entre les classes) ; il en existe car la chaine est finie et Cr étant
une réunion fermée de classes posséde forcément une classe maximale car c'est
une réunion finie. tf(xo) est donc fermé et est égal & la classe de Xqe
Or d' apres le Théoréme, tf(x ={yekE;y-s= X, mod d } = Cr et Sicr =
car tf est fermé. Par consequent Cr est une classe d'intransitivite
pour tf O

r

La démonstration du Théoréme reposera sur les Propositions 1,2 et 3 ainsi
que sur 1'observation immédiate que E est une réunion de classes essentielles

pour (Xn):=o car fermée sous 1'action de tf .

Notations : Dans le cas particulier o0 S = {s,N} soit d = PGCD(s,N) ; pour
x ¢ {0,...,N} on considére la suite (En(x)) définie par Eofx) = {x},

Ex(x) = |S - ET- Ly . si E((x) = v Eg(x) ,onaE(x) = I,
n=0
Pour x ¢ E soient (rp)p=0 et (kp)p -0 les suites définies par :

L et ko sont tels que : x = s + kos, 0= T <S5
" et k1 tels que : si L #0, N- rots = ry t kls, 0 < ry<s
sir,= 0, on prend N = r + kls, O<r, <s,.

1
Plus généralement, r_et k_ sont définis par : r_ = pN+x mod s et

p
kp = sup {k ; rp + ks <N} , ¥peN.
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Alors on a :

Proposition 1.: Avec Les notations ci-dessus on a :

U {n + 48, §=0,1,...,k} ={yeE y=xmdd}
p=0 P o

Démonstration.

Remarquons que ¥ p, rp € Es(x)..En effet, nous avons par construction :

o et ry e Es(x). Sq rp € Es(x), alors ou rp # 0 et alors s-r_ et N-s+r e ES(x)

p
et donc rp+1 € Es(x) » OU rp = 0 et alors s ¢ Es(x) et par définition de
rp+1 et kp+1 s rp+1 = Nmod s et N-1, N-2s,...,N- s =r

currence est étendue.

ptl € Es(x) : la ré-

Montrons que : u {rp+js, j=0,1,...,kp} c{yeE, y=xmodd}
p

Ona: ¥p=0, ¥ j=0,1,...,k r = xmod d. Donc ¥y, y =r +js

P’ P P
=>y = xmodd ; d'ol 1'inclusion.
Réciproquement si y ¢ E, y = x mod d, montrons qu'il existe p > 0, et j,
0<j=<k_ tel quey=r_+ js.

J D que y p J

"SiyeE, y=xmodd 3 A, a,b des entiers tel que y = x + AaN + Abs.

ry =P N+ xmods=y- o = (Aa-p)N mod s 3

soit Po = s:d, Py > 0 etp>0 tel que Aa - p = 0 mod Po soit k tel que
Aa - kp0 =petN-= Nld'
Onay - rp = ks N1 + (Ab-a)s, ol o est un entier. Donc y rp mod <,

D'oll 1'inclusion,et T1'égalité cherchée. T
Proposition 2 : Sodent a,b,c thods entiens positifs, a et b premicns

entre eux, N = abc, Aa(x) ={yekE y=txmdal}, Ab(x) = {y ¢ E,
y = tx mod b} ; alons A o A (x) = A (x].

Démonstration.

Soit xe E, x =B+ B, 0< B<b-B

Ab(x) ={0< ys< abc , y=+8 mod b} = {g, b-g, b+gs...,abc-g}
(abc + b-B >abc) On a :

ac-1 ac
Ay o Ag(x) = kLi—o Aa(8+kb)} v { ku=1 Ay (kb—B)} .
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Soient les entiers Py et py tels que : kb+8 = p) mod a et kb-B = p& mod a,

respectivement pour 0= k< a-1 et 1< k=<a ; 0s< P <@ et 0< pL < a.

a-1 a
A, e Ab(x) = { v Aa( pk) v éil Aa(p&) .

k=0
Soit y € [0,abc J, il existe r et s tel que y = r+sa, 0< r< aet il existe
petqtelsques=p+gp O0<p<b et y=r+pa+qa b avec0 < r< a,
0<p <b,0=gqg<c.
Les applications k= Py et k> pk sont injectives donc bijectives ; en effet
Py = ok,===> k-k' = 0 mod a=> k=k' car k-k' e {-(a-1),...,a-1} . De mewe

pour k= @, .
Ona:y=rmodaetcomme r e {0,1,...,a-1}, 3 k ¢ {0,1,...,k-1} tel

que p, = r ou Jke{l,...,a} tel que pk =r et alors y = Py mod a ou

y
1'égaliteé . 0

pk mod a. Donc y € Aa(pk) v Aa(p&) et comme Al(x) c Aa ° Ab(x) on a

Proposition 3 : Soient a,b,c,d e N, N = abed.On a avec Les memes nota-

. )~ . . .
tions qu'a La Proposition 2, pour 0 < x <N, Aad Abd(x) Ad(x).

Démonstration.

On a Ad(x):a Aad ° Abd(x), pour 0 < x < N.
Réciproquement si 0 < x < N, x = r+d(B+b(a + ma )) avec 0 < r <d, 0 < B <b,

0 < a < a. Par définition Abd(x) = Abd(r + B§) et

ac-1 ac
Aad o Abd(x) = kio Aad(kbd +Bd+r)pu k:1 ACd (kbd - Bd - r);.

Soient Pk et pk tels que Py = kb + B mod a et p& = kb - B mod a avec respec-
tivement k = 0,1,..., ac-1 et k = 1,...,ac 3} Py et pk e [0,al

r mod d et dans ce cas

Siye Ad(x) ou bien y = x mod d, c'est-a-dire y
i1 existe h, 0 < h < abc si r # 0 (respect.0 < h < abc si r=0) tel que
h = Py mod a. En effet ke Py de {0,1,...,a-1} dans {0,1,...,a-1} est in-

jective donc bijective. Donc y = r + kbd + Bd c'est-a-dire y e Aad ° Abd(x).
ou bien y = -x mod d c'est-a-dire y = -r mod d et dans ce cas il existe h,
0 < h<abc sir#0 (0 <h < abc si r=0) tel que h = p& mod a car k+ p& est

injective donc bijective de {1,...,a} dans {1,...,a} .
Donc y = k bd - Bd - r. Donc y € A, ° Abd(x). Par conséquent on a
Ad(x) c Aad ° Abd(x) et 1'égalite . 0
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Démonstration du Théoréme 1.

1°) Cas ol S = {s,N}

D'aprés la Prop.l, on a pour x ¢ E

E(x) > u {r +js , j=0,1,...,k } = {y ¢ E, y = +x mod d}
S p=0 p P

mais comme Es(x) = Es(n-x) , Es(x) >{y e E , y = tx mod d}

Réciproquement si y € Es(x), 3 n tel que y ¢ E"(x) et alors y = +x mod d.

Par conséquent Es(x) = Fox = { yeE,y=4%xmodd}.
2°) Cas général

Soit S = {51,52,...,sq,N} s N =sup S et dq= PGCDS. Définissons la
suite (E"(x))7_, pour x ¢ E par E%(x) = (x} , E"(x) = |[E""1(x) - S| soit

E(x) = v En(x). Nous avons E(x) = &f(x).
n=o0

Soit Ad (x) ={y eE,y==*xmod dq } . Nous avons que E(x) c Ay (x).
q q
En effet si y ¢ E(x), 3 n tel que y ¢ En(x) et alors y = #x mod dq.

Avec les mémes notations que ci-dessus pour établir le théoréme il suffit

d'établir que E_ o...~ E_ (x)> A, (x) car E(x)> E_ o...o E_ (x). Pour
sq $4 dq 5q 5
cela on procéde par récurrence sur q.
D'aprés le 1°) c'est vrai pour q=1 ; supposons que ce soit vrai pour p,
! -3=-di i = o o
c'est-a-dire si dp PGCD(sO,...,sl,N) s Es cee ES (x) :Ad (x).

p 1 p
D'aprés la Proposition 3 :

¥melN, mdivisant N, ES(Am(x)) = A
de prendre s = ad, m = bd, N = abcd).

d(x), si d = PGCD(s,m,N) (i1 suffit

On a donc : E o E_ o...0 E (x) = E (Ad (x)) = Ay (x) avec

_ Sp+1 Sp 1 Sp+1 p p+l
dp+1 = PGCD(sp+1, dp,N). Ce qui étend la récurrence.
Donc E_ o...0 E_ (x) = A, (x) .
sq 1 dq
Par conséquent E(x) :Ad (x) . 0

q
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2 - Etude de la chaine (Xn):=O sur N dans le cas ot S est non borné

Théoréme 2 : Soit S c N aveec sup S = w et d = PGCDS, alors :

1°) & agit transivement sur N <= d=1.
d+1

2°) sid>1, P possede —— classes d'inthansitivité si d est impain et
% +1 44 d est pain qui sont Les C, = {ye N, y = +n modulo d }
_ d
n= 0,0, 5] .
Démonstration.

Si Ne S, soit SN ={yeS,y< N} etsoit dN = PGCDSN. On a
dN +dquand N > = et 3 No’ N > N0 ’ dN = d.
Soit x e N et r = 0,1,..., [%J , tel que x = *r modulo d. Désignons
par éfN le semi-groupe de fonctions de [O,N] dans [O,N] engendré par (fs)SES H
N
si CN désigne la classe d'intransitivité de x pour th, d'aprés le Th.1,
CN(x) ={y, 0<y <N, y=%r modulo dN 1.
Or Cy(x) 4 C.etsiC(x) = Fx , ¥ N, C(x)> Cy(x) et donc C(x) > Cp 3

D'autre part Cr est fermé et ¥ y € C(x), 3 s ey tel que s.g. ¢ Cp» On
en déduit que C(x) = Cpe 0

3 - Périjodes des classes

Théoréme 3 : Sodent S = {y € N, Py > 0} , d = PGCDS et S, c N tel que

S = dS,. alons

1°) ou 1 4 pain dans S, et alors toutes Les classes de (Xn)3=0 sont
aptriodiques

2°) ou S, < dmpains ot d est impuin et alons toutes Les classes acnt de
période 2

3°) ou S; < dmpairns et d est pair et akors C ,Cq,p...,Cy 1 sont de pé-
niode 2 et €y et apériodique. Z

7

Démonstration. Remarquons que : 1°) toutes les classes sont au plus de pé-

. d - - ; -
riode 2, en effet pour r < 5] » Tyl o fyz(r) =r si oy =y,> 0, ¥y € S
et donc la période de Cr est au plus 2.

2°) si d=1, le théoréme est immédiat. En effet : - s'il existe s pair dans S,
soit s = 2p alors fs(p) = p et donc la période est 1.
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- si S < impairs, montrons que pour x ¢ N, x < sup S, s'il existe

Y1s¥ps+--sy, € S tel que fyn °...0 fyl(x) = x alors n est pair.

En effet soit Yys---sY, tel que fy °ovv.o £ (Xx) = x et Xp=Xs X = X

1,...,Xn

n
tel que x, 1= fyj+1(xj) = |yj+1 - le, J=0,1,...,n-1 ; alors xj+1 = xj+1 mod 2

J+

¥ j=0,1,...,n-1 et donc Xg = Xg =1 mod 2 donc n pair. Ceci avec la remarque
du 1° établit le théoreme dans ce cas.

Cas ou d > 1.

le 2°) si Cr est une classe et x ¢ Cr’ avec la méme méthode que précédemment
si 3 Yyseresy, € tf tel que f  o...o f (x) =x alors n est pair ; et, avec

n Yn Yq
1a remarque du 1°) on a que Cr est de période 2.

le 1°) 1ler cas : S = {s,N}

Soit d = PGCD(s,N) ; %—x g»est pair. On sait déja que toutes les classes
sont au plus de période 2.

Soit Cr une classe et kos tr Te maximum de Cr' On sait que si ry = JN+r0

modulo s et si kj = sup {k tel que ks + rj < N} , alors on a le diagramme
suivant

kos try > (ko-l)s g .. rg>soro > N-s + rs = ryt kls RAEERI S T
I 9 B Lk )
f fo - -
s s
re _1+ S-rg 4 > N-s +r 4 =rg tokgs=r otkos .
d d d d d

. s
car rj est de période d-

Donc les cycles partant de ro * kos sont de longueur ko+k1+...+kS + 2s .

-1 d
Nous avons & montrer que kO + k1 +oo.+ kS est impair. Introduisonsa-l'ap—

plication g1
x-S s< x< N

¢:L0,N1>L[0,N définie par (P(x) = { N-xts O< x< s
On a (p((ko-j+1)s+ro) = (kg=d)s+r, et (P(ro) = N-s+r_, donc Lf permet

de parcourir le cycle partant de r_ + kos, en "sautant" de rj a N-s+rj

0
U? oublie s—rj) 5 on peut resumer(f en disant que :
Y (x) = x-s modulo N.
On remarque aussi que : 0< (.P(x) < N Lpn(x) = x - ns modulo N et

0= ‘fn(x) <N, ¥nelN, (()n désigne 1'itérée niéme de ‘-P .
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-1 D'aprés le dia-

s) = ro t kos - (K + g)s modulo N;

donc (K+B)s = 0 modulo N;soit a = N/d on a : (K+g)gd 5 0 modulo d = K+B=a
car K+B est le ler entier n tel que ns = 0 mod N.

Soit pour simplifier k5 = %— et K=k + k1 +...+ k
k

gramme on a : ¢ k+p

Donc K est impair et le cycle de lTongueur K+28 est impair, ce qui établit
le 1°).

2° cas = S a plus de 2 points.

IT suffit de montrer que pour une classe Cr, il existe toujours un cycle
impair. Si s et N ¢ S, de parité différente et tel que %-x %. pair en utili-
sant le procédé précédent on a dans Cr’ un cycle impair. I1 en résulte donc

que tou*es les classes sont apériodiques.

Le 3°) :
IT est immédiat de voir que Cd est apériodique ; en effet si s et Ne S,
2

_ _ , d d dy _ d dy_y N

S = Sld et N = N].d s CQD Sl ?' et N]. Vi et fl(sl ‘2-) = 51 v et fN(Nl 7)—N1 Vi
2

c'est-a-dire que S g- et N1 % se refléchissent sur eux-mémes. Donc Cd est
apériodique. 2

Montrons que si r < g- Cr est de période 2 ; i1 suffit de montrer que
tous les cycles de Cr sont pairs, pour r < g-.
. d . . - !
soit r <5 et soient rj e C et 92512 951 € S ; pour d = 2d' ,

. . n et N Coq . _
soit la suite (rj)j=i définie par rj+1 = Irj 2d sj | 5 j=0,1,...,n-1,

avec r = r.. La suite (rJ) décrit tous les cycles partant de o Nous avons

d@ montrer que n est pair. Remarquons que pour tout j = 1,2,...,n , il existe
des entiers n(J) et e(J) ng),..., €j-1 © {-1,1}tels que :

ry = n@k + 2d'( + éJ g{% Sj-l)

O USINE)
3 s1 j=0 on définit ey'= 0.
i=0
En effet, c'est vrai si j=1; supposons que c'est vrai pour j < n et mon-
trons que c'est alors vrai pour j+l.

' = (J) v (3) (J)
Soit ry Enirg s 2d"(eg"" sy *eeot €521 sj-l) On a
- _ ogq - (J+1) v (341) (3+1)
Pivl !rj 2d Sjl , donc Fie =N ro * 2d (e1 Sotee -t €] sj)’
avecv1(j+1) =v1(j) . e$j+1) = ng) i< ] et e(J+1) = -1, si ry - 2d’ s > 0
et ) 0) )LL)l e D) 1 s,

et la récurrence est étendue.
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En particulier pour j=n on a :

P n-1
r =pr = n\") ro +2d' ¢

(n) . i -
n o 2 €5 Si ; soit 6n =

I~

™

—
=

~

V2]

-

(@]

>

[«})

i=0

_.(n) '
ro =7 ro + 2d 6n.

Donc 1) ou n(n)

1 et alors Gn = 0 comme Gn = n mod 2 donc n est pair

2) ou n(n)
n est encore pair.

-1 et aloare rs = d Gn et ro < d' = 6n= 0 et donc

I1 en résulte que pour r < %-, Cr est de période 2 ; ce qui achéve la
démonstration du Théoréme. ,

4 - Récurrence positive de la chaine de Feller sur IN.

La chaine qui nous occupe a été initialement considérée par leiler avec

des v.a. a valeurs dans [0,o[ et non nécessairement dans N. En fait, Feller
se restreint au cas ol les Yn ont une densité et montre dans ce cas que :

vidy) = P(Y; >y) 1pg o (v)dy

constitue une mesure stationnaire de la chaine (Xn) Naturellement, puique

n=o0"
E(Yl) = J P(Y > y)dy, v est bornée si et seulement si E(Y;)< = . Dans ce cas

0

1 s . . o
ETYIT v(dy) est une probabilité stationnaire pour (Xn)n=0 .

C'est un exercice de montrer que v est encore stationnaire sur [0,»]
lorsque Y1 n'est plus de Toi absolument continue. C'est seulement tout & fait
récemment (aprés la publication de Ta note [81) que le Professeur A. Joffe
nous a indiqué 1'article de F.B. Knight [3] consacré a ces questions. Knight
montre en particulier deux résultats importants: le premier est le fait que,
a une constante multiplicative prés, v est la seule mesure stationnaire sur
[0, [ si Yn n'est pas concentrée sur un multiple de IN. Le second est le sui-
vant qui figure également dans notre note.

Théoréme 4. Désignons par py = U(V,= y) avec y e N, S = { y ; Py > 0},

N = sup S < » et d= PGCDS. Une meswre stationnaire pour £a chaine

‘Xn)n=0 sun N est donnée pan :
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"po R -p/(: ®
m = —— etpour L >0 , m,é=-—-7—+k2' Pp
=L

En particulien nows avons Les equivalences suivantes :

(1) z m, < @ <= (2) lE(V,) <w<=> (3) Jne{0,1,..., [%]} tel que

andwwmmmmuMM@MMmeu“,%]J%utwmee

positive.

5 - Remarques sur 1'étude de la chaine (X ) si Y, est dans Z.

©
n=0

Considérons la chaine (Xn(x)):=0 sur Z. Si S = suppu < IN, cette
chaine est la chaine (1) étudiée ci-dessus. Si S n (4N+) # @ , nous allons
distinguer deux cas :

-ouS nMN = @ et alors 1a chaine (X)) est transiente. Plus exactement

n’n=o0 o
si 0 ¢ S, chaque état est &phémére ; si 0 € S, si x est un état pour (Xn)n=o

ou x < 0 et alors il est éphémére ou x = 0 et alors il est transient.

o]

-ouS N # P et alors les classes essentielles de (Xn)n=o sont données

par

Théoréme 5 : Sodent So =SnaN, S_= —S\So , d_ = PGCS(S_), do = PGCD(SO)
et d = PGCO(d ,d ). ALons 54 y est un Etat pour (xn):w alons ou y<0 et
alons La classe essentielle de y est {y} , ou y = 0 et alons

La classe essentielle de y est Cly) = {xdN, x = xy mod d }.

Démonstration. Si y est un état pour (Xn):=o’ y est transient ; donc la clas-
se de y est {y}. Si y =0, 1'ensemble C(y) = {x € N, x = xty mod d} est fermé

sous 1'action du semi-groupe de fonctions de Z dans N, J, engendré par

{fs, s ¢ S} . Nous voulons montrer que 1'orbite de y sous 1'action de f
est C(y). I1 suffit de montrer que ¥ x e N, x = ty mod d = 3 f ¢ ¥ tel que

f(y) = x.
Soit T et Z, les semi-groupes d'entiers engendrés respectivement par S_

et So; 3 A et A0 tel que > {Ad_,(A+l)d_,... } et 3 :{Aodo,(A0+1)do,...}.

0
Six=y+yd, 3B>AetB =2A tel que x =y+ By--B,d, et alors

y+Bd_ey+ . Si :f_ désigne le semi-groupe de fonctions de Z dans N, engendré
par { fo s S}, alors 3 fled. tel que f(y) =y +Bd =y'.

Si;fo désigne le semi-groupe de fonctions de Z dans N engendré par
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{fs, S € So }, d'aprés le Théoréme 2, 1'orbite de y' sous 1'action de Qfo est
{zeN, z=+y' mod do} . Donc 4 fze Cf; tel que fz(y') =y' - Bodo’ Donc
foofi(¥) = x et fyo e S . Si x = -y + vd, avec les mémes notations que ci-

dessus, soient B = A et B0 > Ao’ rtels que x = -y + Bd_ - Bodo’ y+ Bd_( no-ys

Donc 3 fl € éfL tel que fl(y) = -y + Bd_ et 1a encore d'aprés le Théoréme 2,
T'orbite de y' = y + Bd_ ¢ N, sous 1'action de %fo est {z eIN, z = zy' mod do} s
1f, ¢ tfo tel que fy(y') = y' - Byd . Donc f, o fi(y) = -y + BdO - Bid, = x

2" e U

Donc x = ty mod d ==> 3 f e f tel que f(y) = x . 0

el

Chapitre III : LA CHAINE DE FELLER RENVERSEE.

Soient Yl""’Yn"" des v.a. indépendantes et de méme loi pu, a valeurs

dans [0, . La chaine de Feller (X )°

n)p=o Etait definie par X = [X _,-¥

nl’

nxz1, X =X, ouencore par Xn=[Yn-|Yn_1—|...-|Y1—x|...]=fynofyn_lo...o fyl(x).

Nous 1'avons étudiée au chapitre 2 sous 1'hypothése supplémentaire que YneN.
Ceci pose le probléme naturel d'étudier le processus Hn(x)=|Y1—[Y2-]...-lYn—x[..J
= (fy o...0 fy )(X).

1 n

Pour x fixé, (Hn(x))n=0 est a valeurs dans [0, mais n'est plus en gé-
néral une chaine de Markov. On peut cependant puisque Hn(x) et Xn(x) sont de
méme Toi (pour x fixé) s'interroger sur le comportement asymptotique de Hn(x),
quand n >, I1 n'est raisonable d'espérer que Hn tende vers une limite (ou pres-

que) que Si (Xn) a une distribution stationnaire, c'est-a-dire si E(Y1)<w.

n=1
D'autre part nous allons nous contenter comme au chapitre 2 de supposer de plus
les Yn a valeurs dans IN. Le cas général reléverait certainement de méthodes
assez différentes (Martingales en particulier) des techniques arithmétiques

et combinatoires qui sont utilisées ici.

L'idée principale est de considérer la fonction Hn (et non sa valeur en x)
comme une chaine de Markov ayant EE pour espace d'états (dici Yn est de Toiwu,
S ={jeMN, u(j) >0} , N=max S<» et E ={0,1,...,N}. On étudie donc ici
la promenade aléatoire a droite sur le semi-groupe EE.

De cette chaine de Markov, il nous faut d'ahord &tudier les classes
(ie probléme n'est pas trivial : qu'on songe qu'il y a 10 milliards d'états si
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N=9...). Pour simplifier nous utiliserons constamment la chaine auxilliaire
obtenue en remplacant E par un alphabet A, le plus souvent a 2 lettres. Si

? : E~> A, alors HA(x) =@ o Hn(x) définit une chaine de Markov (Hr'])n=0 dans
A-.

Les Th. 1 et 2 du §1, décrivent les classes essentielles de AE et EE(si
C C
PGCDS=d=1) et de A FetE r(oﬂ Cr est défini au chapitre 2, Th.1). En fait le

résultat du Th.1l est inclus dans celui du Th.2. Cependant la méthode de dé-
monstration est différente et beaucoup plus simple pour le Th.l. Dans le cas
d=1, on voit clairement que HA va converger, non toujours vers une constante,
mais du moins finir dans une classe & 2 éléments comprenant des fonctions en
dents de scie qui coincident & translation prés.

Le Th.2 considérant le cas S borné et d > 1 est d'une longueur découra-
geante. Aussi nous nous limitons & d=1 dans le cas ol S est non borné. Dans ce cas
nous faisons également 1'hypothése essentielle que E(Y1)< o, c'est-d-dire que
la chaine de Feller (Xn):=0
constituent alors les résultats principaux de notre travail.

est récurrente positive. Les Théorémes 3, 4 et 5

Au Théoréme 3, on décrit les classes récurrentes de A,N et de WN. On y
utilise 1'action de éf sur les couples vue au chapitre 1, §2. Au Théoréme 4,
on démontre la convergence au sens faible de Hﬁ vers une classe de fonctions
d 1 ou 2 éléments (qui coincident par translation) et ceci quelle que soit la
fonction initiale Hé. Ce ﬂﬁt "convergence faible" doit étre entendue au sens
suivant : si P, et g<A (Pn +Y, n~> o, faiblement <=> ¥ K> 0, 3 N tel
que'? (k) =P(k) ¥ ke (0,....,K} et¥nzN.

Si on simule la chaine en remplagant ses états par des mots c'est-a-dire
une suite de lettres, on voit cette suite de lettres progressivement n'utili-
ser que deux lettres au plus sur tout segment fini et se régulariser en une
suite du type oBaBoB ... (Ou cod ...). '

Le Théoréme 5 remplace A par N. Si on simule la chaine en représentant
ses états par des graphes de fonctions de N dans N, on voit ces graphes tendre
(& translation prés) vers une fonction de période 2 (vérifiant toujours
[h(x+1) = h(x)| = constante).

1 - Etude de la chaine (H )7_, dans le cas ol S est borne.

Dans ce cas la chaine (Hn)‘:=0 est la chaine renversée sur EE, avec
E=1{0,1,,..,N} o0 N =supS. Soit A un alphabet et soit (p une application
de E dans A. Nous al studi i ) défini R

k: us allons étudier la chaine (H;) . définie par H' =P o H ,
sur A,
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1° cas : S=E

Proposition 1 : Soit h € AE et ¢ dans h(E) zel que : 3 § € E Zek que h{j)
ot h(j+1) # c akorns 3 g ¢ S tel que 84 h o g = h' on alt
h'(E) = {h(f), h{4+1)} .

Démonstration.

Soit la suite 9 de fonctions de E dans E définies par : go(x) = X,
¥xeEgoetg q(x)=g° fi(x) 5 x < E.
gn(x) e {0,1} , si OsxsnsN. En effet gl(x) e {0,1} ; 0 < x<1¢<Netsi
g,(x) < {0,1} , Osxsn=sN, qn+1(x) =g, ( 1-x ) € {0,1}, Osxsn+l=<N

et donc en particulier gN(x) e {0,1} , ¥xekE.
Si on prend g = fj+1 ° gy > 9c o et h' =ho g esttel que

¥ x e E, h'(x) € {h(j), h(i+1)} .

Théoréme 1. SL S = E alorns Les seules classes essentielles pour La
chaine (H')" sont
n' n=o0

¢t X pain

o - c / = <
1) {he s hy, b ozt e A, A () i x < E.

Z X dmpalt

2°) {h,} od n,=h

Démonstration.

I1 est immédiat de constater que les ensembles {ht} et {htz,hzt} R

z,t ¢ A sont des classes d'intransitivité pour Y . Nous avons donc & mon-
trer que si h « A alors, ou F.h=hoJ = hy» ou S.h={h ’hzt}’ z,teA.

] tz
Trois cas sont alors a considérer.

1, le théoréme est trivial car 31t ¢ A tel que h = ht

1. ou [h(E)]
2. ou |[h(E)] =2, et alors, ou bien 3 z,t ¢ A tel que h = n,. et c'est
montré, ou bien 3 j,j+1 < E tel que h(j) = h(j+l) = z,z « A, et alors d'aprés

la proposition 1, 3 g e tel que h ° g = h.
3. ou |h(E)| 2 3, d'aprés la proposition 1, 3 g ¢ J tel que h o g = h'
est tel que [h'(E)| <2 et le 1. et le 2. donnent le résultat. O

Comme nous n'avons fait aucune hypothése sur A, on peut donc prendre

celui-ci infini ; Te théoréme 1, reste alors valable pour la chaine (Hn)zzo.
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2eéme cas : S c kE

Soit d = PGCDS. Dans le cas ou d > 1, c'est un probléme compliqué de

faire la classification de la chaine (Hn):"=0 sur EE. Nous allons nous conten-

ter de la classification des chaines (H;):=o sur C;‘ , r=0,1,...,[%ﬂ ol

ro_ rye _ d. ' = L

Hn = Hn‘Cr' n)n=o s r-O,l,...,[ZJ n'étant pas indépendantes
entre elles, leurs classifications ne donnent pas celle de la chaine (Hn)z=o

. r,o _ d
car si Ar est une classe pour (Hn)n=0 r—O,l,...,[EJ , A0 x Al"" x A d

(5]

Les chaines (H

est tout au plus une réunion de classes pour (H Au reste cette

foe)
n)n=o'

classification des H; suffit pour conclure sur le comportement de (Hn(x));’=0

quand x est fixé dans un Cr.

. d . P
Soient a et b ¢ Cr,et r #~7. On note hab la fonction de Cr dans Cr defi-
nie par :
hab(x) =a si x=zr mod 2d et hab(x) = b si x = dtr mod 2d, haa = ha'
(sur Cd on définit uniquement ha).

2

Observons alors gue les ensembles {hab’hba} et {ha} sont des classes
fermées sous 1'action de f .

Le but de ce qui suit est de montrer que les seules classes de la chaine
(H;), ro= 0,1,...,[% ] sont justement ces ensembles. Nous avons :

Théoréme 2 : Soit S < {0,1,...,N} ; N=Sup S<e,d =CPGCDS 3 pour

4=, 7,.,.,[%] soit (WY ta chaine de Mankou sur ¢, doerite ci-

n=go
dessus. ALons,s4i A est une classe essentielle pour (Hﬁ)zzz
(1) ou bien 3 a e C, zel que A = {h} .

(2) ou bdien 3 a,b « Cn’ a#b tel que A = {hab’hba} .

Pour démontrer le Th.2, nous avons besoin des propositions 2,3 et 4, sui-
vantes.

Proposition 2. Sodient 0 < 8 < N <o , E={0,1,...,N} et pour tout x € E,
gs(xJ = ing|x-2ks|, £=0,1,2,... , alors 3 n, Zel que s4 n = n
et j§n+7(x) = é—gs(x) , x ¢ E.

J2ng oy
, b (x)-gé(x)

¢

Démenstration. Remarquons que ¥ x ¢ E, gs(x) e [0,s] 5 si x+2ks ¢ E,
gs(x) = gs(x+2ks);gS est "périodique" sur E de période 2s. En observant le gra-

phe de g par rapport a celui de fg, 9g est une sorte de régularisée de fg.
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Pour établir la prop., montrons par récurrence sur n que :

g (x) , 0sx<2ns
¥n, fzn(x) = >

> x=2ns , 2nss<xsN
X O<xss
. 2 2 gs(x), xetl0,2s]
C'est vrai pour n=1 car fs(x)= 2s-n ssx<2s  donc fs(x) =
x-25 2s5<x<N [ x-2ns 2sxsN.
on gs(x), 0<x<2ns
Supposons que fs (x) = (HR)
x=-2ns, 2ns<xsN

alors c'est vrai aussi pour n+l. En effet,

- 1) si 0sx<(2n+l)s

f2(g,(x)) » Osxs2ks

f2n+2 B
s (x) = 2
fi(n-2ns)  2nssx<(2n+l)s
= f§n+2(x) = gs(x) ; car si x ¢ [O,ns] 1'HR et le fait que
2n+2 2
g (x) € 10,87 = FI7(x) = (g (X)) = g (x)

Si 2ns<x<(2n+l)s, x-2ns ¢ [0,s] et fz(x - 2ns) = gs(x) par définition
de g -
- 2) Si (2n+l)ssx<(2n+2)s.

2n+2

d'aprés 1'HR fs (x) = fg(x-Zns) =25 - x + 2ns = (2n+2)s-x =g _(x)

S

par définition de 9 et du fait que x - 2ns e [s,25].

- 3) Si (2n+2)ssxsN .

f§n+2(x) = fi(x-Zns) = X - 2ns - 2s = X - (2n+2) car x-2ns22s
On a donc ¥n p
g.(x) » 0sx<2ns
M%) =4 S
Xx-2ns 2ns<nsN
IT suffit alors de prendre n, = [%J pour que ¥ nzn, fsn(x) = gs(x), ¥ xeE

f2n+1

et s

(x) = s-gs(x) , ¥ xeE .
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" Proposition 3 : Sodent 0<57<42 = N, n Le neste dans La division de 5,
par s;, et ¥ Le semi-groupe de fonctions de [0,N] dans [0,N] engendrd
- L o o !
pax gél et b, - ALons g, 957 et §, gAI sont dans 3’1.

Démonstration.

Sur [-N,N] soit Es tel que as (x) = g¢ (|x]) pour x e[-N,NJ.
1 1 1

ler cas : S, = 2nos +r , 0Osr<s,

1

Si  xe [O,slj,as o f. (x) = Es (2n,sq#r-x) = 55 (r-x) = gsl(lr-x|) = |r-x| = f(x).

1 2 1 1
Donc si :f;l = j&[o,slj , e Qf;l . D'apres la prop.2, 3 n; tel que finl - g,
et g jg . Donc g o g, et f °g e :fi .
1 1 1
2éme cas : si S, = (2n0+1)51+r.
ST x e [0,507, 9, ©f (x) =g (2n sy + sq * rex) = Ejs (5y=x+r)

1 2 51

= gsl(sl-[r-x]) = sy-|r-x].

et donc f51o 9510 fsz(x) = f.(x) pour xe [0,5,] et f, €:y§1 “I1|l0,s,]

D'aprés la prop.2, 13 N tel que fins = g, et 9, e:f; . Donc 90 ° 9 et
1 1
fr ¢ gs1 €31 ’ 0
Proposition 4. Sodient S = {Ao,éz,...,én} » 067 <> 8, = N,
d = PGCDS et & Le semi-groupe de gonctions de [0,N] dans [0,N] en-
gendrZ par §, ,...,6, alons g e S .
“o n
Démonstration.

Par récurrence sur n.
Si n=1, soit d1 = PGCD(sO,sl) et tfi le semi-groupe de fonctions de [0,513

dans [O,slj engendré par gso et fsl ; soient ro’rl""’rn-l’rn = d1 les res-
tes successifs obtenus en appliquant a So et S 1'algorithme d'Euclide.

Ona :

V k=0’1,-nv’n 9 grk © grk-l °'o-° gro © gso rk . o O
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En effet : 9. o 9 et fr ° 9. « tfi d'aprés la proposition 3 ; donc c'est

0 ) o 0
vrai pour k=0 ; supposons (HR) que 9. © 9, °veve g et
k k-1 0
f g °vev0 g o g e ¢y . SoitT! = ! avec
e k1 o S 1 "1 Hro,r, o3

Pk-1 = 41 "k * Tke1 k=1,...,n .
D'aprés 1'H.R., g et f ¢ ' . D'aprés la Proposition 3 appliquée &
"k "k e

1
r...s ON a g °og. et f o g < I et donc en remontant :
ke "kel Tk el Tk T ke
g ° 9. 0 g eg. et f og e.og og .
"k+1 "k "o %0 Tk+1 "k "o %0 1
1 _ *
Donc gd1 o grn_1 °...0 gro ° gsl € ¢fl et comme g_ o 9p = 95 » ¥ @b e N7,

gd1 e Jy mais Cfi ° gSl c & et donc gdl e S .

Soit di = PGCD(s _,S1,...,5, ). Supposons (H.R.) que : g, ¢« . Comme
k 0’71 k dk

dk+1 = PGCD(dk,sk+1), d'aprés la Proposition 3 et la récurrence précédente

appliquées & dk+1’ 94 est dans le semi-groupe engendré par fs et 94
k+1 tf k+if k
restreint a [0,s, . ,] et donc g °o g € ; soit g € » Ce qui
k+1 dk+1 Sk dk+1
étend la récurrence et par conséquent 9y € tf . 0

Démonstration du Théoréme 2.

Soit S = {so,sl,...,sn} s N=SupS; M 1e semi-groupe de fonctions de

(0,N] dans [O,N] engendré par f_,...,f_, E = [O,N].
5 S

1. si d=1, d'aprés la Prop. 4, 9, ¢ &. si (Hn):=o
h(0) = a et h(l) = b, alors si h' = h o 99>
- ou a=b et alors h' ha et h'e P = {ha}
- ou afb et alors h' = h_ o h, et h'e & = {h

est tel que H0 = h, avec

ab® Mpat -
Donc si A est une classe essentielle, 3 a,b ¢ E tel que ou A = {ha} ou

A = {hab’hba} .

1 > i = r =
2. si d>1. Soit tfr t?lcr et g, gdlCr
a - si r=0, en div;sant par d dans Co ce cas est équivalent au 1.
(=]
d . ©
2 (9g ) = {z} . Donc si (Hg)n=o est tel que H0 = h, avec

b-sir-= g-, g
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d
h(%) =a alors h' =ho ég est tel que h' = ha et h' o Cf = {ha} donc
si A est une classe alors 3 a tel que A = {ha}

n

{ r  x = :r mod(2d)

c-sil0<rc« %- H gg(x) = ]
d-r

x = d+r mod(2d).

n

si h: Cr -> Cr est tel que h(r) = a et h(d-r) = b, alors si h'=hogg
ou a=betalorsh' =h et h' o = {h.}

oua#betalors h' = hab ou hba et h' o t? = {hab’hba} .

Donc si (H:):zo est tel que Hg = h et si A est une classe essentielle

pour Jaetbe Cr tel que ou A = {ha} ou A ={h

(Hn)r=o ab? hba} '

0

Remarque : Dans le cas particulier ol d=1, en fait si A est une classe pour (Hn):=o’
(HJy=g»? est de la forme A = {h .,
h(x+1) = b ol {x,x+1} ¢ Pr. En effet d'aprés le Th.1 du chap.1, pour toute
paire {x,x+1} de PE’ 3ge Cf tel que g({0,1}) = {x,x+1}. Donc si (Hn):=o

a et h(x+l) = b alors h' = h o go 9 est telle

hba} avec a et b tel que h(x) = a et

est

tel que H0 = h avec h(x)
que h' o f = {h -, } - Ce qui explique comment (H ) _

classe essentielle donnée.

peut finir dans une

2 - Etude du cas ol S <IN n'est pas borné et PGCDS = 1

Soit donc (H))

n'n=o la chaine de Markov sur NN définie pour H0 = h,
h :N->NparH =

n=
- o] . . =
n Hn-l o fYn ol (Yn)n=1 est une suite de v.a. indépendantes

et de méme loi de support S < N non borné. Soit A = {a,B} un alphabet et

%’= N - A une application et (H' la chaine sur AN définie par

n)n=o
Hy = @ o H» ¥ n. Soit Y 1le semi-groupe de fonctions de N dans N engendré
par (fy)yeS’ Nous avons :

Théoréme 3 : Si.EIV,] < o et AL PGCDS = 1, Les seules classes récurren-
tes de La chaine (H!)%, sur A (respect. (H )" sun Ny sont {hg)

n=o =0
{ha}’ {haB{ th} oll has : N > A, haB(X) = 0 A4 X pain
hae(x) = B A4 X Ampain, haa = ha (rnespect. {ha} ) {hab,hba}aa arbeim
et hab : N >IN est tel que : hab(x) = a X pair, hab(x) = b x impain, haazha)’

Pour démontrer le Théoréme nous avons besoin du lemme suivant.
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Lemme : Si PGCDS = 1, 40it m ¢ AN un mot indini tel que 3 k e N el que
mik) = mlk+1) = o (ou B), alons ¥ N 3 g eF zel que sim' =mo g, m'
est de La forme m' = aN my ol my est un mot Angind.

Démonstration du lemme.

Soit m e AN tel que 3 k ¢ IN tel que m(k) = m(k+l) = o et

Sy = {81:555...55,} €S s =sup S, <« tel que PGCDS, = 1 ; ;)"1 le semi-

groupe de fonctions engendré par (f_)

s 5651 , de [O,sn] dans [O,sn] . On choi-

sit Sy 2 k+3.

D'aprés le Th.l du chapitre 1, 3 h ¢ Cfa tel que h({0,1}) = {k,k+1}.
D'aprés la Prop.4 du 1°) 9 ﬁtii et donc h o 9, e:fl.

On a donc m °h o g;(x) =a, ¥ x e [0,5 ] comme tfl <y
|lo,s ]
n

cela signifie que 3 g ¢ tel que sim' =mo galorsm' =a m, avec nzs.

I[o,sn]

m infini.
et mn un mot infini 0

Démonstration du Théoréme 3.

IT suffit d'établir le Théoréme pour la chaine (HA) En effet suppo-

n=o0"

sons établi que les classes récurrentes pour (H') sont celles indiquées

n’n=o
par le théoréme.

Si h est récurrent pour (H ) , mais pas du type indiqué dans le théo-

n’n=0
réme, 3 n,a,b,c des entiers tel que a#b et a#c tel que h(n) = a, h(ntl) = b

et h(n+2) = c. I1 suffit alors de définir Y: N> A tel que Y (a) = a,
Y(b) = $(c) = 8 pour voir que Yo h = m B8 m, est récurrent pour (Hﬁ):=o'

D'ol contradiction. Donc si pour (H' les classes récurrentes sont celles

)co
n’n=o0
indiquées i1 en est de méme pour (Hn)n=o‘

o

Nous allons montrer le Th. pour la chaine (Hﬁ n=o"

Supposons que les mots récurrents pour (Hg):=0 ne sont pas tous du type

indiqué. Si m est récurrent mais pas du type indiqué, 3 k ¢ IN tel que

m(k) = m(k+1l). Soit pour fixer les idées m(k) = m(k+l)

me 3gef tel quesim =mog m = " m, o m est un mot infini.

a . D'aprés le lem-

Soit C0 la classe de m et C, tel que : Cn = {m' ¢ Co tel que 3n tel que m'=unmn}.
Pour m' ¢ Co soit :
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T(m') = sup{ k tel que m' = ak m,oum e A }. Considérons alors la chaine

(H"])n=0 tel que H0 m'. Soit (wn)

=0 la suite de v.a. définie par W, = T(H'),

n
¥ n avec wo =Yy > 0.

Remarguons que Si wn - o , quand n -+ «~, avec une probabilité positive,
cela signifie que m' communique avec un mot dont la chaine de o est arbitrai-
rement longue. En effet si wn > o, n > o avec une probabilité positive, soit

(1) =q 1@ suite de v.a. definie par T, = inf {n>0 tel que H' =m'[H =m'}

Ty = inf {n > Ty HB = m']H:{k =ml}, k=21

(Tk):zl est une suite de renouvellement.

Si wn + « avec une probabilité positive, WT ~ « avec une probabilijté
k
positive W_ = T(H! ) = T(m') , ¥ k, il en résulte que W_ = «, ¥ k et que
Tk Tk Tk
m' = ha. Ce qui établit une contradiction avec 1'hypothése que m' n'était

pas de ce type. (wn):;o n'est pas nécessairement une chaine de Markov.

Cependant pour montrer que P[1im wn = «] > 0, nous allons minorer (W par

©
n)n=o

n
une chaine de Markov (W)~ , sur N tel que P[1im W = =] >0, que nous sau-

n
rons mieux contrdler. A noter que cela utilisera de facon essentielle le fait

que E[Ylj < oo,

Considérons en effet la chaine de Markov sur N, définie par w; = w0 = yo>0
*

* .
{ Wn_1 + Yn s Yn < Wn_l

0 sinon

et pour n>0, w; =

Nous avons : w; < W, ¥on.

En effet WJ < W_ par hypothé&se. Supposons(H.R.) que : w; < W ; nous avons

alors si Y > w; , W . =0<W

n+1 n+l n+l
si ¥, = W, Yo, €W, (d'aprés 1'H.R.) et
* - * _ P ey
wn+1 = Yn+l + wn < wn + Yn+1 = wn+1 par définition de wn+1 .

Remarquons & présent que chaque entier forme une classe pour la chaine
(w;):LO . 0 est un état absorbant et pour tout i,) # 0, {i}< {j} (au sens de

1'ordre partiel entre les classes) si et seulement si j=0 ou j = i. On note
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. * . *= . .
T1 =inf { n> 0, wn =0} ; rappelons que wo Yo > 0;ona:

*

p[T1 =] =1-P3n, W=07]-= P[W; =1 ¥nelN]

PLTimW =w7.
n n

Nous avons & montrer que P[T1= «] > 0. Notons pour simplifier S0 =0 et
- - - — C
pour n > 0 Sn = Sn-l + Yn : Ak = {Yk S Yt Sk-l} et Bk = Ak > k=1,
Nous avons { T. =w } = 5 A et donc {T.<eo} = y B,. Remarquons alors que
! k=1 K 1 k=1 K

si Y est une v.a. indépendante de (Yn)‘:=1 et de méme loi, nous avons

(o]

] P(B)= T P(B ) = ) PLY >y o +S 3= ) PIY >y +5 7=
k=1 k n=o n+1 n=o n+1 0 n n=o 0 0 n
= E [ 7ot ]= ECN] od N=#{nz20,Y >y +5}.
n=o {Yo>yo+5n} 0 0 n
Soit N(q) =41{n = 0, Sn <q} ol q est un entier positif, en convenant
que N(q) =0siqs<03;onaN-= N(Yo-yo).
~ . . q
Supposons établi que : ELN(q)] < T:PTVI;UT s pour g > 0. (1)
Nous avons alors :
E[(Yo-yo)+]
EIN] = E [IE (N(q) | q = Yo - yoj]s 1= [y7=07 < o

et donc ) P(B,) <= .
k=1

D'aprés le lemme de Borel-Cantelli : P [n v Bkj =0
n kzn
noA

k;No

>0, car

Donc P [u n AK] =1 et 3 NO tel que P[ K

n kzn

3 yl’y2""’yNO-l telsque 0 < YN 1 Soee< Yy < Yy <y, avec

0
PLY. =y., J=0,...,N=11 > 0. On a P[ ; A:] >0 etdonc P [T, = +o] > 0.
J J k=1 k 1

IT reste & montrer (1). Nous avons

9-1 o
ECN(q)] = PIS._ = k]
kzl nzo n
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Soit Wy = P[Y1 = k] , k= 0. Définissons v sur N* par p =u_ & + (l-uo)v.

n
PS = k3 = 1™ (K) = (g8, + (1o )™ (K),
s P TOT ¢l e 3
nzo PIS, = k] = nzo jzo Ch by ~(1mmg)™ v (k)
.7 S T I
= 1 (Tmu)" v(K) ] Gy 5
=0 0 nzj N o
S T RS AU B 1 T A
comme Clp v =7 C =————" et ) VY(k)=1l
nej " © neo ntd "o (1_UO)J+1 j=o
on a § PIS =k]=-1 ; vI(K) < ! ce qui achéve la demonstra-
n 1-u - 1-u
n=o0 o j=o 0

tion du Théoréme. 0

Theoréme 4 : Soit A = {a,B} un alphabet a 2 Lettnes ; 44 ELY,] < = et
A4 PGCDS = 1 abons 12.46.¥ KeN, 3 NK Zel que V¥ n 2 NK ,ou bilen H'=h _ ou h

i n ol Ba
sun [0,K], ou bien Hé = ha (ou hB) sun [0,K].

Démonstration.

Soit me AN un mot infini ; alors ou bien m est de la forme m = (as)k m'
oum= (Bu)k m', ol m' est un mot infini et dans ce cas m est dit du type M ;
ou bienm = QZk m' et dans ce cas m est dit du type A ; ou bienm = BZk m' et
m est dit du type B.

Pour m ¢ AN, soit y(m) = M si mest du type M, y(m) = A si m est du type

A, y(m) = B si m est du type B, soit P la fonction définie sur AN par

P(m) = sup {k > 0 tel que m = (qs)k m'oums= (sa)k m'} simest du type M;
Y(m) = sup {k>0 tel que m = (a)2k m'} si mest du type A et ,

Y(m) = sup {k >0, tel que n = (3)2k m'} si m est du type B.

Avec ces notations le Théoréme sera démontré si on montre que :
Tim lp(HA) = o et lim w(HA) existe presque silrement.
n n

On observe que : y
S Yoy < 290 slors @ () 2 o) + [ 3] .

et y(H! 1) = p(K')
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IT suffit donc de montrer que :

J N tel que ¥n=2 N, Yn+1 <2 ?(Hé) p.s. (2)
En effet si (2) est vrai on a p.s.

1) Tim w(Hé) existe car pour n > N, w(Hé) est constante.
n
2) %(Ha) - e car d'aprés (1) on a :
1

Von N, Q) 2 Q) DY T DY T

et comme [ % YN+1] +...4 [%-Yn] +>© p.S. on a le résultat.
Montrons donc le (2).

. _ ' * a P
Soit wn = (P(Hn), pour tout ? et (wn)n=o la chaine de Markov définie

* n+1 . *
nl = wn + [ — ] si Yn+1 < 2wn

On a que 0 est un état absorbant pour (w;)n et de plus chaque entier

par w; =W, >0, W et w;ﬂ = 0 sinon.

positif forme une classe ; enfin P[w; > 1 pour une infinité de n)

PrlimW = 7> 0.
n - Y

Soit le processus (wn)n=0 défini par wo = wo > 0 et wn+1 = wn + [ —

si¥q<2oW et W . =W

n+1 n+1 sinon.

n+l

Nous avons : Wn < wn s ¥ n.

En effet c'est vrai pour n=0 par définition de (wn):=o ; si c'est vrai
pour n, alors :

Y
-ou Y < an et alors wn+1 = wn + [ —%il 1 et donc

2

<
e
+
—

SW o+ [—1s W d'apres (1) car Y ., < 2Wn < 2W

wn+1 n n

=W

=

-ou Y 1 > 20 et

n n+1 par définition de wn+1 ; et la récur-

n+l
rence est étendue.

~ |00 . . e . e P
(wn)n=0 n'est pas une chaine de Markov mais, si 1'on considére les évé-

nements Al’ AZ""’An"" définis par An+1 = {Yn+1 2 zwn } et la suite

(Tn):=o definie par T, =0, T ., =inf {t>T , weAl} en convenant que

k+1
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[ee]

n)n=o est composée de segments de

Tk+1(w) = o si cet ensemble est vide, (W

- - . * | 00
chaines de méme loi que (wn)n=o .
Notre but est de montrer que presque slrement, il existe k tel que
T, = ». Pour cela soit 3:l1a tribu engendrée par les v.a. Y1,Y2,...,Yn ;

k
relativement & la filtration (EF ) , les Tk sont des temps d'arrét.

n’n=o
Notons p(x) = P[1im w; = ijo = x] . Alors p(x) est croissante avec
n-<o

1'entier x et p(x) = p(1) > 0.
Remarquons alors que si T, < « alors (W | 3: ) est une chaine de
k n+T, Ty

Markov sur [T,, T,..[ dont la loi initiale est celle de W, . Donc sur {T, <},
k* 'k+l Ty k

- cw | T _
HTHl’ IJTk]-p(Mk)szL
Montrons alors par récurrence sur n que si Bn = { Tk < o, ¥ k=1,...,n}

alors P(B ) < (1 - p(1))".

En effet si n=1 , P(B,) = 1-p(wo) < 1-p(1l), car Wn 21,¥nz=0.

1
Si c'est vrai pour n, aiors nous avons

P(Bn+1) = E [ﬁ8n+i] -E [ﬂ{Tn+l<w} ﬁBé] - F EF [ﬂ{Tn+1<m}, ETn]I ﬁBé]

[1 - P(Wr)1 P(B) < (1-p(1))"™*?
IT en résulte que P(Bn) - 0 quand n > «» , Ce qui achéve la démonstration du

Théoréme. 0

En remplagant A par IN, nous avons alors le résultat principal de ce cha-
pitre qui est le suivant :

Théoréme 5. S4& E(VI) < w et PGCDS = 1, alons avec La probabilite 1,
- ou bien 3 a e N tel que V K>0, 3 NK Zel que V nzNK, Hnl[O,K] = ha
- ou bien 3 aetbelN, atb tel que ¥ K0, 3 NK Zel que ¥ n 2 NK’

Holto,k1 ™ Map o4 Ppq -

Démonstration.

Pour k e N, soit Y, : N > {a,8} tel que (k) = o etl?k(x) = B si x¢k 3

soit (ek)t=o Ta suite définie dans {a,B8,y} par :
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g, =0 sur {]gm P (H) =h)
€, =8 sur {1gnHPk(Hn) =!%} ;
€, =Y sur {1r1;m G (H) = {hygshg 2}

La suite (ek)i est définie avec la probabilité 1.

(1) Si 3 aelN tel que €, =@, alors par définition de (Ek)k=o’ Tim @a(Hn) = hx'

Et par définition de (ka):_o »sik#a, Timg (H)=h ;donc ey = B
- n

B
¥ k # a. Donc
(2) I1 est impossible que e = B ¥ kem .

(3) 11 est impossible que 3 a € N tel que e_ =y et ¥ k # a € = B (ou € =%

a
Yk #a).
En effet si 3 a ¢ N tel que €4 =Y On a par définition de (gk):=o que

];m Lfa(Hn) = {haB’hBa} . Et si pour un seul kO # a Eko = g alors d'aprés (1)
pour tout k # kO € =& ; en particulier €, =@ ; ce qui est absurde.

D'od 1'affirmation.

(4) I1 est impossible que 3 a,b et c € IN tel que : g_ = €y S €L =Y

En effet : si 3 a, bet celN tel que e, =gy = €. =Yy ona par défi-
nition de (ek)(:=O que

¥ K> 0, 3N, ¥ n2N, H = 8X, 8Xns...,aX. OU H = Xq8 Xo@s...sX Ao
"lro,ky 12 " Mroky 172 "

et

¥ >0, 3N, ¥ nmN, H = bx! bx),...,bx' ou H = Xi1b XAb,...,x'b
"l[O,KJ 1772 n "[[O,K] 17 72 n

avec x; #aet x% #bVvi. Ea TEp =Y = X, = b et X; = a ¥ i. Donc ¥K>0, 3 N,

nzN Hn([O,kJ) ne contient pas c. Donc i1 est impossible que €y =€y = €L =Y.

Par conséquent les seuls possibilités qui restent sont :

n
>

- JaelN tel que ey = et & = B, ¥ k #a c'est-a-dire 1lim Hn
n
- daetbeN, a#b tel que Ea=Ep=Yete =8 (ou € =0)sik#a

et kK #b c'est-a-dire que ];m Ho e { hap s ha }. 0
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Chapitre IV : LA CHAINE DE FELLER SURINlN

Dans ce chapitre enfin, nous considérons la promenade aléatoire & gauche
sur 3’ et son action sur NN, c'est-a-dire la chaine de Markov sur mW, définie

par X, dans N et X = fYn ° Xp.pp M2 1

Au §1, nous considérons le cas borné. Au §2, nous considérons le casnon bor-
né dans un cas particulier ; 1'étude de classes récurrentes nous permettra un

retour a la chaine de Feller initiale (X _(x) au Théoréme 4 dans un résultat

n'"/n=0
sur le comportement de IXn(x) - Xn(y)lque 1'étude directe du chapitre 2 ne
laissait pas prévoir intuitivement et qui est le résultat principal de ce cha-

pitre.

1 - Cas ol S est borné

ler cas : PGCDS =1

Soit N = sup S <« , PGEDS = 1, E = {0,1,...,N} , (X ):=o la chaine de
Markov d&finie sur E- par L X =f o X E soit Co< E- dafi-

n
n n-1° n=1.S5iTc¢c

avec f(x) = asi xeTet f(x)=0b

(o]

|
—

ni par fe CT <=> 3 a,b ¢ E, |a-b| =
sixéeT.

Exemple : N =3 et T = {0,3} Cr

suivant :

comprend 6 éléments donnés par le tableau

a=0,b=1) 01 1|10

a=l,b=0} 1 | 0| 0| 1

asl,b=2f 1 |2 2|1

a=2,b=1f 2 | 1|12

a=2,b=3 | 2 | 3| 3|2

a=3,b=2|| 3 | 2 | 2

(93]

Si T=f .ou E,CT est 1'ensemble des fonctions constantes sur E. ¥ T< E,

%’=CRT'
Théoréme 1 :

(1) LaGI(X )"~ définie ci-dessus a un diagramme de communication
gonmé de ZN graphes connexes ;
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S{L 4 : E~ E, notons Té ={xet, §(x) =20mod 2} . Alors

(2) 4 et g appartiennent & La méme composante connexe dans Le
diagramme de communication 84 et seulement 54 ou bien T5 = Tg ou bdien
T,=ENT_;
§7 5 g
wp=o POWL tout T < E, et
est de ce type ;

(3) CT est une classe essentielle de (X

toute classe essentielle de (Xn):=0

(4) toute composante connexe du diaghamme des classes de (Xn):=0
comprend une seule classe essentielle ;

(5) &4 X, * h, presque sinement 3 N tel que X,eCr , VnzN
h

Démonstration.

Soit & e semi-groupe de fonctions de E dans E, engendré par (fs)SES

C. est une classe fermée sous 1'action de f . En effet ¥ f « CT,

Le (3). a

f_

e (3
T
S o c
g (x}

= (g car S préserve les paires d'éléments consécutifs de E et ¥ xeE
= E.
b) soit h ¢ C; et tel que Th =T, alors o h >C; car d'aprés 1la
proposition 4 chapitre 3, g, € g .

a) et b) établissent que ¥ T < E, C; est une classe essentielle de
(Xn)n=o' Comme pour Xo =h, ¥yeS,gs= fy o h est telle que ou Tg = Th ou

Tg = E\Th s CTh est T'unique classe essentielle de (Xn)n=0

en résulte que toute classe essentielle de (Xn)n=0
avec T < E, ainsi que le (4).

pour X0 =h; il

o

est du type de CT

N

Le (1) : Le diagramme des classes de (X )w comporte 2 composantes connexes

N+1 . _ n’‘n=0
CT possibles et CT = CE\T’

car il y a 2
Le (2) : Si Tf = Tg ou Tf = E\Tg alors d'aprés le (4) si Xo = T 1'unique clas-

se essentielle de (X )°_  est CT = CT . De méme si X0 = g. Donc f et g con-

n‘n=0
f
duisent tous les deux & la méme classe CT = CT . Réciproquement si f et g
.f.'
appartiennent & la méme composante connexe du diagramme des classes, il existe
T c E tel que f et g conduisent tous les deux & CT’ D'aprés (4) si X0 = f
T'unique classe essentielle de (Xn):=O est CTf et donc To =T
= E\T. & = ouT =E\T. =T Te = E\T .
ou Tf ENT. De méme pour g on a Tg T Tg E\T. Donc Tf g ou Te E\l'.q

D'ou e (2).
Le (5). Si X, = h, d'aprés le (3) et le (4) 1'unique classe essentielle de

(an; o est C; » comme la chaine est finie, on a le résultat.
B h
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2éme cas : PGCDS(S) =d > 1

Soit N = sup S <@ , PGEDS = d > 1, E = {0,...,N} , (xn)°;=O la chaine de
Markov sur E- definie par X, et X = fyn o X, _q»> Nz 1. Nous n'allons pas don-
ner une classification de la chaine (Xn). Cependant nous allons donner une

généralisation en un certain sens du Théoréme 1.

o

. ro_ r - r
En effet soient Xn = Xn]C et (X)) les chaines sur Cr , pour T c Cr,

r n’n=0
r
C;={f:C »C., tel que 3 aeth, |a-b| = d-2r, avec f(x) = a si xe T
et f(x) =bsix T}, r=01,.., 051 SoitenfinR=[C| et pour
h Cr > Cr Th = {X € Cr, h(x) = #r mod 2d } . Nous avons :
Théoréme 2 : a) 44 0 £ 1 < %-, on a :

(1) Le diagramme de communication de La chaine (Xﬁ):zo comprend ZR'1

ghaphes connexes.

C
(2) Pour § et g ¢ cn“ y Ty = TgouT = Co\ T, sl ot seutement 54 § et
g sont dans La meme composante connexe.

(3) Pour tout 7 c Cn’ C? est une classe essentiellle poun (Xﬁ)zzo et
toute classe essentielle de (Xﬁ)zzo est de ce type.

{4) Toute composante connexe du diagramme des classes comprend une seule
classe essentielle.

(5) S« Xg = h presque siement I N tel que ¥V n 2 N, X e C?k d

b) S{ n = % , Le diaghamme de communication de (Xi):=o
est connexe et comprend une seule classe essentielle foamée pan Les

gonctions constantes sun Cd .

Z

Démonstration.

a) Si r=0, on divise CO par d et cela revient au méme de considérer

o C E

0 o -
(Xn)n=0 sur CoO ou (Xn)n=o sur E- auquel cas le a) équivaut au Th.1. On suppose

donc que r # 0 et r # g .

Le (1) découle de (3) et du (4).
Le (5) découle du (4) et du fait que la chaine (X;):=0 est finie.
Le (3) Soit S e semi-groupe de fonctions de E dans E engendré par (fs)S€S

r
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-¥Tc Cr’ C; est une classe fermée sous 1'action de Cf;. En effet

¥feC, J of=ClcarvaetbeC - [a-b] =d-2r vfed,

|f(a) - f(b)] =d-2ret¥acC.,F{a} c. (Th.1, Chap.2).

. r . .
- Soit h ¢ CT ,h:C_ ~C_, si Th

r
. > C T alors ()oroh:C )

T

En effet d'aprés la Proposition 4 du chapitre 3, 9y € J et donc si gz = gdIC
r

gg eCfr, avec gg(x) =r si x =*rmod2d et gZ(x) = d-r sinon.

Donc on a : gg coh=r sixe Th et gg o h(x) = d=-r si x ¢ Cr\Th'

Donc gg o h e C¥ - Pour tout T < C, i1 suffit alors de définir Tyr tel que
h 0
T=T ou T = Cr \ T . Ppour voir que C; est une classe essentielle pour
X

0
(X:)n=o ; mais comme ¥ f etf}, et ¥h:C. > C. f oeh=g esttelle que
= : 5 ;o r N
ou Tg = Cr\Th » 11 en résulte que si X, = h, CT est 1'unique classe

h

essentielle de (Xr)m ; ce qui établit le (3) et le (4).

n‘n=0
C
. Qs r -
Le (2) : Sifetge Cr et Tf = Tg

f et g conduisent tous Tes deux & la méme classe essentielle C¥ avec T = Tf= T

ou Tf = Cr \ Tg alors d'aprés (4),

g
et donc f et g appartiennent & 1a méme composante connexe du diagramme.
Réciproquement si f et g appartiennent & 1a méme composante, ou bien 3 Tc Cr

r - - . ;
tel que f et g ¢ CT et donc Tf = Tg ou Tf = Cr \ Tg ; ou bjen f et g ne
sont dans aucun C? mais alors 3 T < Cr tel que f et g conduisent tous les deux
a CT' Mais alors (4)==>ou Tf = Tg =T ou Tf = Cr\Tg =T. D'ol Te (2).
b) Soit Cfd =Y c ot & est le semi-groupe de fonctions de E dans E
B
engendgé par {fy, ye S} . D'aprés la Proposition 4 du chapitre 3, 9q € J s
d
7 . . 2 _d
donc g4 = ngCd € t?d . D'autre part ¥ f : C, ~ Cd s ¥ xeCysgqe f(x) =5
d 7 2 2 2 2
2
et fyo gy o f(x) = Cy -
2 Z
IT en résulte donc que {f : Cd - Cd tel que 3 a € Cd tel que f(x) = a ¥ xaCd }
2 2 d 2 2
constitue 1'unique classe essentielle de (ngw ‘

n‘n=0
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2 - Cas ol S est non borné

d présent 1a chaine de Feller sur!NN, c'est-a-dire la chaine
surlNN définie par X0 et Xn = f

On considére

de Markov (X )%

2 B
n’n=o0 Yo ° Xn-l » n > 1. Nous avons

N
Théoreme 3 : Soit S non borne, E(V7) < o ¢t PGCDS = 1. Pour LP :IN > N
504t T(W®) = {x e N ; (f(x) 2 0mod 2} et poun T c N s0it

Cr={4§:N>N; JaetbeN, |ab| =712l que f(x) =asixeTet
4lx) = b sl x¢ T}
Alons ¢ est un Ctat rlcurrent powr La chaine (Xn):=0 <=> ¢ CT(W)’

Engin 54 Py = P(Vn = k) et 54 4. € CT est défind par

o4+
51 j+7(x) = { 4L xeT et 6j j+7(X) = f+1 8L X ¢ T, alons La mesure

T = (ﬂj)j=o déginie pan :

[o]

mo=wlg, . 0) = g = I p y VLN
J 1r4*1 J+7,J k= j+1 k
est une mesune stationnaire sur CT’ et CT est une classe récwuence
pesitive.
Démonstration.

CT est une classe récurrente pour la chaine (Xn):=o' En effet si J dési-
gne le semi-groupe de fonctions de N dans N engendré par ff » SeS},ona

¥ f e CT’ Fo = CT car J préserve les paires d'entiers consecut1fs et
d'aprés le Théoréme 2 du chapitre 2, ¥ a e N, J {a} =MW car PGCDS = 1. Donc

¥ e CT(¢)=¢'f est récurrente. Réciproquement si @ : N > N est récurrent

pour (Xn):=0 , alors YeC En effet du fait que E(Yl) < o et PGCDS = 1,

T()
appliquons le Th.. 3 du chapitre 3. Soit H_ = fY °,..0 fY et o sa loi

. N , s 1. n _
limite dans N, Comme 1'gtat initial de (Hn)n=o est idy, ¥n H, e B(N) =

{f: N >N tel que | ¢ (x) -Y(x+1)] =1, ¥ x e N} et o est concentrée sur
E(N). En fait o est concentrée sur Cp ot P = ensemble des entiers naturels
pairs car d'aprés le Théoréme 5 du chapitre 3, o est concentrée sur les hab
avec ici |a-b| = 1, car h est dans E(N).

Donc si X, = fy e...o fy L (X)) = L(H) et (X oP) =fH - ).

Y
n 1
Notons v 1'image de o par h+~— h o f ; alors v est concentrée sur CT( )

Donc 4 N, ¥ n 2 N, Xn olf e CT(tP)' Or on a supposé que ¢ est récurrent pour
(Xn)n -0 c'est-a-dire que Xn o = (p pour une infinité de n avec probabilité 1.

Donc LF € CT(kp) 0
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Pour montrer la 2éme partie du Théoréme soit CT une classe récurrente

pour <Xn):=o’ Ecrivons 1'équation aux mesures stationnaires sur CT.
7 est une mesure stationnaire du CT <=> 7 satisfait & :
m(f. .,.) = Z m(f ) P +  n(f ) P
Jrj+l k=0 k,k+1 fk,k+1’fj,j+1 k=0 k+1,k fk+1,k’fj,,j+1
(1) {et
(f. ) I n(f ) P + I n(f ) P
S AR A o R TS U R = L RSN ELA O

00 Pyo = P(Xiy =g | X = h).

Posons pour simplifier s. = m(f

j et t; = n(f

j,j+1) j ) s alors

J+1,3

k=3 k=

(1) <> (1) . .
t

] ty = T S Pajer v L kP

{ Sj = I SiPros * Zo Y Prajer 0 ¥ 3 eN

L . k=0 k=J
Une solution de (1') est alors m, =s. =t. = I P > ¥ jeN.
J J o k=j+l
En effet m, = = Z pp_s+ L I P Py
VK= yzk+1 Y k=3 =0 yzk+1 Y k+3+l
[ © © y-l ) © - y-;J
= P, _: z p + Z p L p,,- = L p z py + Z py p.=
k=i K70 yskal Y y=1 Y k=0 KR 00 U poiege =L teg+lt
© o © u+j © © ©
=z p( Z p,*+ Z p)+p, Z p,=(l-p) Z ptp, I P,= T ¥
=l Yymuegel Yyl 0 LY Oy=g+1 Y Oy=grr Y I
y=j+l
Donc la mesure défini , = . = . ) = i
u m définie par 7, n(fJ’J+1) ”(f3+1,3) y=§+1 p,, est bien
une mesure stationnaire sur CT . 0

Théoréme 4 : S{ S est non boang, PGCDS = 1 ex:E(V,) < o, alons presque
surement ¥ K > 0, 3 NK Zel que ¥V x et y e [0,K] , Vn2 NK , on ait

X, (%) = X, (9)]

0 54 x = y mod 2

X (x) = X (y)]| =1 s4 x £ y mod 2.
n n



- 131 -

Démonstration.

11 suffit de montrer le résultat pour x = y mod 2. En effet supposons le
établi dans ce cas. Si x Z y mod 2, soit y' = y+1. On a :

|Xn(y) - Xn(y')l = 1 et pour n assez grand [Xn(x) - Xn(y')] =0

{]

Donc [X (x) = X ()| = X (x) = X (¥') + X (¥') - X (¥y)] =1 pour

n assez grand.

Pour f : N— N soit R(f)

1]
(7]
| =
Re}
—
=3
“
-5
—~
o
g
n
-
—~
—
g
"
I
-
—~
>3
S
—
(43
t
X
=
(12}
~

RA les v.a. définies par : R

1]
-
—
—h
~
wv
-
-
—
~
n
><
>
—
~n
by
~
(1}
o+
X
=S -
n
e
—
-+
~
(%]
)

n
f(x) = X (2x+1).

Pour établir le Théoréme i1 suffit d'établir que Rn + o et RB — o pres-
que siurement. Nous allons montrer que Rn - o presque sdrement. La démonstra-
tion que RB + o p.s. est tout & fait analogue.

Pour cela observons que le processus (Rn)?=o est croissant au sens lar-
ge. En effet ¥ n, R

nep 2 Rycar ¥ x e [0,R(f)] , fy o f(x) = |f(0) -y

et donc R(fy o f) = R(f).

~Nf =

D'autre part Rn+1 > Rn <==> Y =

o1 = 3% (0) + X (R +2)).

En effet soit n = R(f), ona : R(f,o f)> R(f) <= Jf(n+l)-y| =|f(0) - y|

y
<>y =3 (F(0) + f(n+1)).

Le probléme revient donc & montrer que 1'événement Yn+1 = %{Xn(0)+xn(2R+2))

se produit une infinité de fois presque slrement.
Si cet événement se produit un nombre fini de fois avec une probabilité
positive, alors i1 existe R et N tels que avec une probabilité positive Rn=R,
1
¥nz N.Donc ¥ ., #5(X (0) + X (2R+2)) ¥ n> N.

Remargquons que Xn(O) = Xn(2R) et %(Xn(ZR) + Xn(2R+2)) = Xn(2R+1) car
X, (2R+2) # Xn(ZR).

Donc pour montrer que 1'événement {Yn+l = %{XH(O) + Xn(2R+2))} se pro-

duit une infinité de fois presque sirement il revient au méme de montrer que
1'événement Yn+1 # X,(2R+1), ¥ n > N est de probabilité nulle.

Or X_,,(2R+1) = |Xn(2R+1) -y . Comme la chaine (Xn(2R+1))°r:=0 est

n+l n+1|
récurrente positive sur N (Théoréme 4 chapitre 2) on a Xn+1(2R+1) = 0 pour
une infinité de n presque sdrement. Ce qui achéve la démonstration. O
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