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TEMPS LOCAL POUR LES MARTINGALES A DEUX INDICES PAR

RAPPORT A SA VARIATION QUADRATIQUE

O. JULIA

Abstract:

We give a local time for some square integrable continuous martingales
with respect to their quadratic variation; we also exhibe the local time of

the processes Jz with respect to its quadratic variation.

1. Introduction

Pour les martingales & deux indices continues et avec leur moment d'or-

X

st ? continu dans les

dre quatre fini, il existe un processus de temps local L
trois variables. Ce processus est un temps local par rapport & la variation

quadratique de M , qui est une martingale associée a M (cfl 41 ). Ces résul-

tats on été démontrés par Nualart en [ 5].

I1 serait intéressant de voir sous quelles conditions il existe un temps
local de la martingale M par rapport & sa prope variation quadratique - M .
Lfexistence d'un temps local pour le drap brownien { Wz’ Z € R2+ }
par rapport & sa variation quadratique a été demontré par Walsh[ 6] en uti-

-

lisant les temps locaux & une dimension, de la fagon suivante:

Si Ll(x, s, t) est le temps local du mouvement brownien unidimensionel

{ We, » sy 0}, on définit le temps local sur le plan comme:
t
L( x, s, t) = Ll(x,s,v) dv
0

. 2
Walsh démontre que le processus {L (x, s, t), x e« R, (s,t) « R . } est



continu dans les trois variables, continuement différentiable en s et t, et

verifie presque partout : pour toute ¢ borélienne et bornée
s |t
¢ (Wyy )dudv = ¢(x) L (x, s, t)dx.
0 JO R

Nous nous sommes demandés si c'est posible d'utiliser la mé&me idée pour
trouver le temps local pour des martingales & deux indices continues et de

carré intégrable par rapport a sa variation quadratique.

Plus précisément, dans la deuxiéme partie on démontre pour des martinga-
les continues et de carré intégrable, un théoréme d'existence d'un temps lo-
cal, L(x, s, t), continu dans les trois variables, par rapport & la varia-
tion quadratique de la martingale, sous des hypothéses de continuité et

< M> < Mg»> t < M.t>
dérivabilité des processus d 2 , d gt , d t’s

dz dt ds

Cependant, on ne peux pas appliquer ce Théoréme aux processus du genre

p(g,&)
R&¥R,
et en particulier aux processus J, 1 (g,g' aw £ d wE-
R R
ouD:{(z,z')e‘Rz+ , z = (s, t), z'—(s',t')/s<s,t>,t'} .

Dans la troisiéme partie on fait une étude particuliére pour le processus
Jz qui nous permet d'obtenir son temps local, L(x, s, t), continu dans les

trois variables, par rapport a sa variation quadratique.

2. Temps local pour les martingales a deux indices.

Notations

On considére R2+ muni de l'ordre partiel usuel:



(s, t)g (s', t') @=p s g s', et t g t'

(s, t) < (s', t') &P s<s',ett < t'.

En plus on définit
(s, t) ® (s', t') e=psgs', et t 3 t' .

Si z < z', on notera ] z, z'] le rectangle { x¢R2+ 5 z<x g z'}

En particulier, le rectangle [0 , z] sera indiqué par Rz.

Soit ( Q,F , P) un espace de probabilité complet, et { Fz’ zZe RZJr }

une famille de soustribus de F vérifiant les conditions habituelles

(ecf[21]1):
F,. F < E,,sizz (famille cr"oissante)
Fye P(A) = O entraTne AeFO
Faoo J 1, Fgi =F_  pour tout z dans R° N (continuité a droite)
F4. ¥(s, t)eRi , les tribus Fos y\;;[o Fsy et F o= X;,IOFxt sont

conditionnellement indépendantes par rapport & F

st
On dira qu'un processus {M 2t ? GR%_ }  intégrable et adapté & la filtra-

tion F, est une martingale si pour tous zg z' ona E (M z'/ Fz) =M.

Pour établir le Théoréme de décomposition de Doob -—Meyer pour les martin-
gales & deux indices et de carré integrable, on a besoin de la notion de mar~
tingale faible.On dira qu'un processus {M , 0 Z ¢ Ri } intégrable et adap~
té a la filtration Fz est une martingale faible si E (M(] z, z']l )/ Fz) =0
pour tous 2< z'. Rappelons que M( ] z,z'] ) = MZ,— Mst‘ - Ms't + Mz

avec z =(s,t) et z' = (s', t').



La tribu prévisible P dans R f x ) est définie comme la tribu engendrée
par les ensembles lz,2" x H ou z <z' et H appartien a FZ. D'autre part,
on dira qu'un processus { AZ, z € R% } est un processus croissant s'il est
continu a droite, adapté, AO = 0, et vérifie A( ]z, z'] ) >0 pour tout rec-

tangle Jz, z'] .

Si M est une martingale de carré intégrable, il existe un unique proces-—
sus croissant, < M>, prévisible, nul sur les axes, appelé variation quadra-
tique de M, tel que M2 -< M >est une martingale faible (cf [2], [3] ).

Si M est une martingale de carré intégrable, pour tout t e R4, on notera

par < M t >y la variation quadratique du processus & un indice iMst’ s> 0}.

également, pour tout s » 0, on définit < Ms >e

2 . s s
On notera par w zeR le drap brownien, c'est a dire, W sera
z +
un processus gaussian, centré, continu et avec covariance E(WSt ws't‘)

= (s ns') (tAt').

Nous nous proposons d'établir le résultat suivant:

Théoréme (2.1)

Soit {MZ y Z € RE 1 une martingale continue, de carré intégrable,

nulle sur les axes et telle que:

a) <M > , = g(u, v) du dv ﬁzeRE

R
z
2 . .
ou g (u, v, w ) est un processus B ( R, ) xF -mesurable, adapté, continu

et avec dérivée en u continue en (0, + « )2.
s

b) <M,t> g =1\ f@, t) du ¥t>o0
0



o f(u, t, w ) est un processus B( R 2+) x F - mesurable, adapté, continu,

. e N 2
avec dérivée par rapport a u continue et tel que f(u, t)> O sur (0, + ®)

t

°)<Ms.>t = Oh(s,v)dv ¥s> 0

ou h(s, v, w ) est un processus B (R 2+) x F - mesurable et tel que
Sup E[|h(s,v)IP] <=  ¥s, t > O

pour quelque p > 4.

Alors: il existe un temps local {L(x, s, t), x€R, (s, t)eR 2 1

,z<R 2+ } par rapport & sa variation quadratique

de la martingale {M 2

qui admet une version continue en ( R-{0} ) x R‘2+.

Evidemment les conditions a, b et ¢ peuvent &tre énoncées en échangeant

les rdles de s et t.

Pour démontrer ce théoréme on a besoin de quelques lemmes. Soit
{Mz , 2R 2+} une martingale continue et de carré intégrale; on peut con-
sidérer la famille de martingales continues & un indice { (M .t) §5, 0 1

t » 0} et leurs temps locaux { Ll(x, s, t), xeR, s 5 0, t > 0}.

Lemme (2.2)

Sous la condition c¢) du Théoréme (2.1), il existe une version de

{Ll (x, s, t), xe€R, s, t >0 } continue en (x, s, t):
Démonstration

En utilisant le Théeréme(l.l1) de M. Yor [7] il suffit de démontrer qu'il

existe un pef 1, w) et un (€ (0, 1] avec Ap>4 tel que:

I'M't— M.tc H ‘<C”t—tlll>\’
Hp



ou IIMIIdeésigne E[ sule S‘p ] 1/p .

s
¥s, T 5 0, on considére {(M ,¢)g, 0¢ s <SS , O0gt < T}.

D'aprés la condition c) du Théoréme (2.1), il existe un p > 4 tel que

sup E [|h(s, V)|p ] <= Vs, t 5 O.
O v gt

Prenons t ¢ t', & cause des inégalités de Doob et Burkholder , on a,

t'

- py, 1/p 1/2}
Hhw o= M gl g $ ¢ ® g Mg, |71 s ¢, i th(S,v)dv) I
% ) /2.1 % . 1/p .
<Cp It - t"|*[ sup Ef |h(s, 1 )] 'pjs It - t']%k , si on
tg T gt
prend p = 2p . Q
Lemme (2.3)
Il existe un ensemble N e F , avec P(N ) = 0, tel que pour tout

x e R- { 0} il existe une région d'arrét D cC RZJr qui vérifie,

1) D a une intersection vide avec les axes

(]
X

2) YweQ|N et \f(s,t)er(w) onal (x, s, t, w ) = 0.

1

Démonstration

<

2
¥xeR - {0} on définit Dx(w)={(s,t)eR+ sule(w),<
zeRgy 2

. . . c P
La martingale est nulle sur les axes, ainsi donc Dx vérifie 1).

Soit's, t ¢ R, fixés. Notons A, = {w: (s, t) ¢ Dx(w)} .

st
Pour tout We Ast nous avons
Limgy >x) (w)=0  ¥s'gs ,si x>0,
1{mM > x} (w) =1 ¥s'«< s, si x < 0O,



et d'aprés la propriété de localisation de 1'intégrale stochastique, si

w f NSt (avec P(Nst) = 0)

x } 4 ) w)=

st si x < 0
et par la formule de Tanaka, Ll(x, s, t) (w) = 0.

s 2
Il nous reste a prendre un ensemble mesurable et dense dans R ;0

{(s., t) , n 31} , et definirN_= U N, .
n n X S n
n 31 n
Alors, si Q’Nx et (s, t) e Dx(w ), Ll(x, s, t)(w ) = 0; en plus si
X < x', Dx( w) ¢ D ,(w. Alors il suffit de prendre N = (W) Nq pour
x

qe Q
obtenir le résultat.

Démonstration du Théoréme (2.1)

t
Soit L(x,s,t)= _gls,v) L, (x,s,t) dv - g(u v) )Iqﬂx,u,v)du dv (2.1)
0 f(s,v)

L(x,s,t) est continu parce que les fonctions f,g, leurs dérivés par rapport a u,

et Ll le sont.

Notons que gls,v) L, (x,s,v) et —9 (gLELll-)L (x,u,v) sont intégrables
1 3 1
f(s,v) u  f(u,v)

sur [0, T] et [0, T] x [0, S] respectivement, YS,T >0 et ¥x #0 ;
en effet, f(s,v) est strictement positive en (0, + o )2 et pour le lemme (2.3)

L(x, s, v) = O prés des axes.

Pour établir que le processus L(x,s,t) est un temps local de M par rapport
a sa variation quadratique il nous faut verifier que pour toute fonction ¢

borélienne et bornée on a la relation suivante:

j -{(CA) Ll(x,s,v) ¢ (x) dv dx
RJ O f(s,v)

jj - - (CH M Ly (x,u,v) ¢ (x) du dv dx = ° oM A<M > .
RJ0OJO du f(u,v) b o



Etant donné que Ll(x, s, t) est un temps local du processus { Mst’ >0},

le premier membre de cette égalité vaut

¢ g(s,v)
0 f(s,v) 0

¢(Muv) f (u,v) du dv

t (s 3 ( ) u
- ( —& Y ) M, ) F(s', u) ds' du dv
0Jo 3u £(u, v) o °Su

(Muv) f(u, v) du dv = . q)(Muv)d < M>

ce qui nous permet de finir la démonstration.

Remarques

1) Avec des arguments de localisation on peut démontrer le Théoréme (2.1)
pour des martingales por les quelles le processus h(s, t) est continu en

plus des hypothéses a et b.

2) Pour des martingales fortes, étant donné que< M>z=< M t> g(lﬂs >

la conclusion du Théoréme reste vraie si

2 .
<M>, = g(u,v) dugv ou g(u, v) est B (R +) x F - mesurable,

R
z

adapté, continu, dérivable en u, avec dérivée conntinue et tel que

g(u, v)> O sur (0, + o )2.

3) Si M est une martingale brownienne de carré intégrable, nulle sur les

axes, on a la représentation suivante:



M, = o(z') d w 2t R Rw(zv, z'') d wz' aw 2 ol
z zv 2z

{ w 2' 2€R 2+} est le drap brownien (cf [ 7]). Alors,

<> = g(u, v) du dv ot g(u, v) = ¢ (u, v) + 1] 2(x, v; u, y)dx dy
RZ Ruv
] t 2
et <M > = £f(x, t)dx o flx, t) =) ( ¢ (x,y) +§ V¥ (L ;x,y)dw ) dy
.t 8 0 0 et c

Si Y ;’o; c'est & dire si la martingale M n'est pas forte [ 2] , alors
f (s, t) ne sera pas dérivable & cause de l'intégrale stochastique qui apparait

dans sa définition.

Si ¢ = 0, la martingale est forte et on revient & la remarque 2).

3. Temps local du processus J

Soit 1D (¢ ,£') dw_ dw_, . Les variations quadra-
Rst E E
tiques du processus a un et deux indices sont:
2,2
<J>t=s_E
s 4
s |t >
<J g2 T Cw xt ~ W xy) dy dx
o Jo
t|s
et <V g > = (w sy ~ W xy) dx dy.
0Jo
Notons que,
s 2 p v %4
sup E[ | O(WSV-WXV) dx | "]<o ¥Yp 31 s, t > O.

okvg t
Comme on a déja remarqué, le processus J z D€ vérifie pas les hypothéses

du Théoréme (2.1). Dans la définition (2.1) du temps local on utilise le terme

(u, v)

2 (&L V) qui maintenant pourrait &tre interprété comme la différentielle
du  f(u, v)
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d'une fonctionelle d'une semimartingale.

Cette idée va nous permettre d'appliquer une méthode semblable & celle de

la deuxiéme partie pour construire le temps local de JZ.

Le processus { f(uy),

f(u,v)

u> 01}

uv

P ouw -1 jldT

(processus & variation bornée).

a la suivante décomposition de Doob-Meyer:

uv

Pour tout g > 0O, nous considérons une fonction de (

wE: R——R

wE(X)
v (x)
€
avec | V_' | (
Soit F(x,y)

C’zen (O, + o

telle que:

[

)

e

si

t

X

Ve (y)

X

R. Si on applique la formule d'Itd en{ O, u]

F(u, f(u,v)) =

u
X

0 q)e(f(x,v))z

PEf(u,v) )

'(l) 1

1
- — X
2 0

On définit les approximations suivantes pour le candidat & temps local

du processus Jz:

€

L ¥l g

(£f{x,v)) dlf(x,V) +

u

'

(
(
3

(3.1)

f(x,v)

Ve (£(x,v)) 4
Y

)2

(martingale) et Vs

2 .
, Croissante,

F est une fonction continue et de classe

dx
0 wE@(x,v))

<

X

owéf(x,v))3

on obtient

b 2
P (F(x,v))d< M x
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L (x, u, v)du dv

t t v
Le (x, s, t) = = Lq(x, s, v) dv -
0 f(s, v) 0JO . (£ (u,v))

t (s uv ‘
+ VY (f (u, v)) Lo(x, u, v) d.M dv
JOJOo v (£ (u, v))2 ¢ 1 1 uv
e (s v ’ 5
+ L, (x, u, v) 5 Ve ( f(u, v)) = gqu dv
QJOU 0 ‘PE( f(u,v)) 2

t S u v U)e'(f (U,V))Z uv u)e"(f (ur V))
- Ll(xr u, V) [ - 2 ]
0Jo V(£ (u, v))3 2 Ve (£ (u, v))
. 4 (j" jz ( Wy = W) (wuv W,V - TVT)ATdT)dudv,
0

ol Ll (x, s, t) est le temps local du processus { J st’ S 0}.

t
Soit alors L(x, s, t) = lim L (x, s, t) = A Ll(x, s,v)dv
€30 o f(s,v)

J.J. v tfs uv
- ———— L.(x, u, v) du dv + ———— L, (x,u,v) d.M dv
0J0 £ (u, v) 1L 0 flu, v 1 b

L (x, u, v) du dv
0Jo 2f(u v)
J ————3 Ll(x, u, v) 4 V—WuT)(W - wu-r')(""“’ 7' )dTdT dudv
0 f(u, v)

(3.2)
¥x # 0 et V¥s,t >0.
Proposition (3.1)
Il existe une version continue du precessus L(x, s, t) en (R - {0 Px RZ;

Démonstration
Zsronstration

5 1(xuv)dM ay 9V

A l'exception de 1'intégrale stochastiquejtjs uv
0 f£(u,v)

0
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tous les termes du second membre de (3.2) sont des intégrales par trajectoires

des processus continus et, en conséquence, ces termes sont continus.

tis
uv

Pour démontrer la continuité de 5
0Jo f(u,v)

Ll(x,u,v) dlMuv dv on

utilise le critére de Kolmogorov.

Soit S, T, A > O fixes. ¥s, s'sS, t, t' g T, Ixl,k'| <A et p>l,

~

nous avons:

t(s t' S'
E[ | ——— L (x, u, v) d, M _ dv- av L. (x', u,v)dM_dv| F]
2 1 1 uv 2 1 uv
0Jo f(u, v) 0Jo f(u,v)
< C [ EL | s v (Ly (x,u,v) = L, (x',u,v))d,M dv | P]
~ p 2 1 ’ 1 1 ) [} 1 uv
0)Jo f(u, v)
t{s' uv b
+E [] Ll(x', u, v) d.M  dv | ]
1 uv
O S f(u) V)
s (dér)
+ E [| 2 5 Ll(x',u, v) d, M, dv | P ] 1 = ¢ (B1+B2+B3)
tJO f(u,v) P

a) Les inégalitées de Holder, Doob et Burkholder montrent que:

_ t
B €0 B s || —2 [ Gouvin ) Jan, [P
0 s «[0,S] 0 f(u,v)
t S
\< tzp-l C E[ l L > [Ll(xyuav)_Ll(x"u!v)] d MuV | p] dv
o P 0 f(u,v)
t S 2
sc_ | gt S (L GouvLy (w1 2 Y P2 ay
0 o flu,v)
et d'aprés Schwartz et Jensen :
8
S
B, € Clp, 5, T) (E[ | 4 3 dutp/zl)l/a.
0 f(u,v)
(E [y, ) - L (x' 18]y 18
. sup [ Ly(x, s,v) - Ll x', s, Vv ) .

sel[0,5 ]
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v 2 2 1/4
. ( ELIQ, =W )@ =W )P (v-tvt') “Pdrdraw) -7,
0JoJ o

v -
(wuv w u-|:)2 2

1
La variable aléatoire dt a la méme loi que j Wl T dT,
0
u

ainsi donc elle a des moments de tous les ordres, et par conséquent

S 8p .
“ oy ] )18 o c,(p, S).
0 f(u, v)

D'autre part, le Théoréme (3.2) de Barlow et Yor [ 1] montre que
¥ p « (0, »), il existe une constante universelle kp telle que pour tout

couple de martingales continues (M, N) leurs temps locaux L: (M) et Li (N)

vérifient:

a a 1/2 1/2 1/2
sw Il sup 112 - L2] [lp ¢k LN 2 I 2 2y
a «R t >0 p p p

En utilisant ce résultat en a = O avec M = JSv - xetN = JSV - x!
on obtient:
1/8
8 P 2
sip (B | L0os,v) - Ly s, I e, A, Dlxext P2
se{0,5]
Finalement;.

Sf{viv
2p 2 , 1/4
( ijOIOE['(WUV—WUT')(WUV_WU T.)l (v-twvwtT)Pdtd 1 du] )

€Cy (p, 8, T) ;

ainsi donc B, < K; (p, S, T, &) | x - x! [p/2.

b) Pour le terme B2 on procéde de la méme fagon que pour Bl’ jusqu'a

obtenir:
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B < c ot 2p-1 g | S P/2)l/4 Is - S,|P/8 )
1% s f(u,v)t®
sup [ sup Ell L (x's, V)|8ﬁ 8
V€[~01T] SG[O)Sl]
1
2 5OV op . 1|4

sup R E [ICw, - g O Wy W) ’Zp] w-tv7) PdT 41" du) |

‘vel 0, T] oJ oJo u

Les inégalités démontrées au paragraphe a) entrainent que

S
TR I R Z B

du
s
f(u, v)16p

Cylpy 8) | st = 5?8,

1/8

8
P ¢ G (b, A, T) et

sup ( sup E [lLl(x', s, v) |
ve[ 0O,T] se[ O, s']

5' (Vv (v
2 2 1/4
sup 4p/2 ( E [l(wuv-qu)(wuv_qu') ‘ P] (v-tvt") pdeT'du)
ve[ 0,T] s J0JO

<

~ C6 (p, T, S),

4
ce qui donne B, < K 2(p, S, T, A) |lg - s'|p/

c) Finalement,

t'

1 s :

By g -t |77 j E [ 5 Ly(xiu, v) 4 My, 1P ax
t o flu, v)

\<K3(D,S,T,A) |t_tllp'\3

Théoreme (3.2)

Le processus L(x, s, t) est un temps local pour la martingale (Jz)ze R
+

par rapport a sa variation quadratique.
Déhonstration

Soit ¢ une fonction bor=liénne et bornée. Alors, étant donné que
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Ll( X, s, t) est un temps local du processus ( Jt )s on peut écrire:

L(x, s, t) ¢(x) dx = f__sv (| ° ¢ (J_ ) flx, v)dx) dv
R 0 f(s, v) 0 xv

”t ”s v .fu
- — o(J_ ) f(x,v) dx )du dv
XV
J 0Jo f(u,v) 0
P
tf s uv u
+ — ( (J flx,v) dx ) d, M dv
2 X 1 "uv
JOJO f(u,v)
pt”s R .
+ — ( ¢ JXQ) f(x,v) dx) du dv
00 o2f(u,v) 0
J
Ce (s uv u
_ ———‘—'-5—( 6@ ) f(x, v) dx ) d <M _> dv.
0)0 f(u, v) 0 xv w7 ou
[ %

Considérons la fonction F qui a été définie en (3.1). Appliquons F

a la semimartingale (f(u,v)) et au processus de variation bornée

u 30

4

u
( ujo f(x, V)¢(Jxv)dx )u 50

La formule d'Itd en [ O, s] montre alors que:

s S s 1 u
—_— £u,v) ¢ (J,,)du= —— (| f(x,v) 6(g )dx)du
y_(£(s,v))Jo 0 Vgf(u,v)) JO xv

*s
+ S f(u,v) ¢ (J: ) du
Joyeu,v) o

J 0ysetuv)® E 0

* s u
- _ V' (f(u,v)) ( o Jxv) f(x,v)dx) dl f(u,v)

s u ‘ ) .
+ . W lbe(f(u,v)) ( . ¢(J - JE(x,v) dx)d < M > .

f 2 yr (£ uv)) (f‘ 0 3 ) £lx, Vidde M >
0 ws(f(u,V)) 0
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En faisant tendre ¢ — 0 nou trouvons:

t [s
L(x,s,t) ¢ (x) dx =j j‘ uv ¢ ( Juv) du dv .4
R 040
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