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CALCUL PROBABILISTE DU NOYAU DE POISSON DE LA SPHERE

J.R. RUIZ

1. Introduction.

Soit Sd-1 la sphère-unité de l’espace euclidien Rd muni du produit sca-
laire .,.&#x3E; . Soit (Bt9 srt, P , xERa, t&#x3E;0) le mouvement brownien standard delr d
Soit f une fonction continue de danslR. La théorie probabiliste du po-
tentiel résout le problème de Dirichlet pour (Sd-l,f) de la façon suivante :
si T = inf {t&#x3E;O, Bt E Sd-1 } , alors la fonction F définie dans

C : { 1} · 2 = ·,·&#x3E; ) par : F(x) = est une fonc-

tion harmonique dans l’intérieur de C d9 continue sur C d et valant f sur 
Donc si vx(de) est la loi de BT pour ixl  1, la formule précédente devient

Il est connu que l’on a

où a(de) est la probabilité uniforme sur (2) est appelée mesure de

Poisson.

Dans [11, J. Vauthier propose une élégante démonstration probabiliste de (2)
pour d = 2 et 3, utilisant de façon naturelle la décomposition en parties ra-
diale et angulaire du mouvement brownien. Le but de cette note est d’une part
de donner une démonstration probabiliste élémentaire de (2), et d’autre part
d’étendre à d quelconque la démonstration de J. Vauthier, mais en travaillant
de façon intrinsèque, c’est-à-dire sans coordonnées, avec le mouvement brow-

nien sur la sphère, ce qui évite le recours aux martingales de Mc Kean.

2. Le Laplacien sur la sphère et ses fonctions propres.

Soit (P le difféomorphisme de sur ]0,co[ x défini par :

lf(x) = (lxi, Rappelons que le laplacien Asd-1 sur est lié au
! X t Ct i
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laplacien A sur Ra par :

Proposition 2.1.

Soit E £-’upace du de Sd- , 
 en = -n (n+d- 2) en’ 

a) F n ut un "Pace. de m(n) - 
n 

ce 

n! (d-2)

6 l L 2 (a) = e hilbertienne d" En n

c) Si k 1 _ h _ m(n)) et ( 
k 

1km(n)) sont deux c) Si (e n 1 :g k :5 et (6 n , 1km(n)) sont deux

de E okt a

et cette quantité ne dépend que de  ot, 0 &#x3E; , 

P proportionnel au polynôme de Gegenbauer C(d/2)-1 donné nn :rt 9 n n

Pour la démonstration on pourra par exemple consulter 121. Il

Coro 11 a i re 2 . 2 . Avec taô notatlonô de 2-1  on a :

Démonstration. On a

D’où, par 2.1. c) :

on a le résultat.
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3. La formule de Poisson.

Proposition 3 .1. Avec notations des § 1 e,t 2, 6i xE et 6i e n E n
on a :

1ère Démonstration

La fonction Hn de Cd dans R définie par

est harmonique à l’intérieur de Cd, continue sur Cd et égale à en sur U

2ème Démonstration

Celle-ci étend les méthodes de [11 à d quelconque.
On peut écrire (voir [4] p. 269-270).

où (IR., t&#x3E;0) est un processus de Bessel sur R+, c’est-à-dire une diffusion 9

gouvernée par l’opérateur infinitésimal 1 d2 + d-1 d dr), et (ÎÎi , s&#x3E;0) le mou-gouvernée par l’opérateur infinitésimal 1 2(d2 dr2+d-1 r 7r)’ et (Bs, mou-

vement brownien tandard sur la sphère S d-l’ c’est-à-dire une diffusion sur
1 . (R., t&#x3E;0) et - s&#x3E;0)Sd-l’ gouvernée par l’opérateur infinitésimal i 6S d-l . et 

sont indépendants ; quant à ~(t),c’est le changement de temps :

Proposition 3.2.

Démonstration : Soit (Ptp le semigroupe associé à (btp 

Nous avons donc
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Corollaire 3.3.

Démonstration : Comme (Rt. tz0) et T sont indépendants de (Bs, on peut

remplacer t par ~(T) dans la Proposition 3.2. 0

Maintenant pour calculera nous décomposons x en coordonnées polai-
res : x = (r,a). On a E = E E ; il nous reste donc d’après le Cor. 3.3 à

calculer la quantité A(r) définie par

De la même façon que dans E 11 , nous savons que A est solution de l’équation de

Schrôdinger suivante :

avec les conditions :

A(O) = 0 A(l) =1 ; *

En effet, c’est la formule de Feymann-Kac appliquée à la diffusion (Rt. t20) et

à T = inf ft&#x3E;O, Rt = 1} ; voir [3J p.158-159 par exemple. La condition A(1)=1
découle de T = 0 si r = 1 (voir [41 , p.257) ; quand à la deuxième, il est connu

que (voir [41 , p.61) : 1 
-

donc, pour tout e&#x3E;0 on a :

d’où A(O) = 0. L’équation d’Euler (*) s’intégrant facilement, on en déduit que
A(r) = rn , ce qui achève cette 2ème démonstration de la Prop. 3.1. Il

Voici alors le résultat principal :

Théorème 5 : 4 : La mesure de donnée par la formule (2) de 

troduction.

Démonstration : Choisissons pour tout une base ek , @ k=1,...,m(n)) orthonor-(n (
male de E ; écrivant 1 x 1 = r a on a par la Proposition 3.1 :n lxi
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Pour 0r1, soit ~r la fonction de Sd - 1 x S d-1 dans R définie par :

~ est bien définie ; en effet, on a,en notant u = S,a&#x3E; , d’après la Prop.2.2 :

La première somme est égale à (1-2r u + r2)-«d/~1) ; la deuxième s’obtient en

dérivant la première par rapport à r et en multipliant par r :

Nous avons, pour tout ek, n d’après (3) : ’n

Les ek n formant un système total dans les fonctions continues sur S d-l’ nous
avons : 1

ce qui est (2) pour x = (r,a).
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