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UN MODELE DE CHAMP MOYEN, NUCLEATION ET BIFURCATION

F. COMETS

On consddere un modéle d'1sing de champ moyen Local sur Le tore, qui presente
deux etats d'eéquilibre, dans R'asymptotique d'un nombre ingini d'aimants, et a
Lempiratune suffpisamment basse. A L'aide de techniques de grandes diviations, on
decnit Le compontement du systeme Lons des transitions dynamiques d'un de ces Equdi-
Libres a R'autrne : LL depend crucialement de La température (phénomene de bifurca-
Zion), et de La structure fine des interactions.

Sur le tore T & d dimensions -identifié & [0 ,l[d ~ on considére pour chaque
entier n le processus de spin-flip dont l'ensemble (fini) des sites est le réseau

cubique, noté Sn’ d'aréte I—J;, et de générateur Ln :
S
si f: {~-1,+41} * = R et OE{-1,+1}Sn
- - -8 -
Lnf(c) = I [f(’[‘XO') f(o)] exp 5 [Hn(TxO') Hn(o)]
x€Sn
ol : 1,0 est la configuration obtenue en basculant le spin situé en x dans o,

B est l'inverse d'une température

Hn est le potentiel ferromagnétique de champ moyen :

Hn(o) =~ ¥ o0 hx - id X o(x) oly) J(x-y)
xesn 2n x,yESn

(h et J sont continues sur T & valeurs réelles, indépendantes de n ; J est

supposée positive et paire).
S
La mesure de Gikbs G -la probabilité sur {-1, +1} D telle que G (o) soit

proportionnel 3 exp{- BHn(c)} - est invariante pour le processus Ty ainsi défini.
Dorénavant, nous identifierons la configuration o £ et la mesure de magnétisa-

tion : -la T o(x) 6X , ol (SX désigne la masse de Dirac au point x ; de méme,
n x€Sn
on identifiera les éléments u de la boule unité fermée B de ]Lm(k) -oi )\ est

la mesure de Haar sur T, normalisée par A(T') = 1 - et la mesure ul.
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On notera Ml( ) 1l'ensemble des mesures de Radon sur T , de variation totale
inférieure ou égale 3 1, muni de la topologie faible.

le comportement asymptotique de Gn est étudié dans [1] par des techniques de
grandes déviations. Les inégalit&s "& la Cramer-Chernoff" sont complétement &tablies

dans [2] :

PROPOSITION. Si E est un ouvert faible de Ml(']l‘) et F un fermé faible,

lim < log G (E) > -inf{V(s) ; W€BNE} + inf{V(w) ; u€B)
n>o n

Tim - log G_(F) < -inf(V(s) ; u€BNF} + inf{V(u) ; u€B}
n—»>o n

o V(W =-8<h+iJsu, u>+<o,l >

2
<, > étant le produit scalaire dans 12 (A)

et ¢ la transformfe de Cramer de la loi de Bernoulli %(61 +8_1).

-

Notons Pn la loi du processus {ot ; L€ R }, partant de la magnétisation
déterministe O, i Supposons que o converge faiblement vers u, €B , lorsque n

tend vers 1l'infini, on établit alors la loi des grands nambres :

THEOREME . Pn converge étroitement (si n = «) sur 90(]R+ , Ml('II‘)) vers cSu ’

ol u est la solution de 1'équation différentielle (ordinaire, sur L 7())) :
44 = Vi
{ T 9 = 72 Y1-ug sh{VV(ut)} (*)

condition initiale uo

o W(u) = -g(h+J*u) + Arg th u est le gradient de V en u.

Dans le cas h=0 et 6>Bc=[3(0)]_1 -on note 3(m),m€Zd, le m®

coefficient de Fourier de J -, V présente deux minima globaux sur B, les cons-
tantes = u+, et la mesure invariante G, converge étroitement vers % (6u+ + d-u"')
sur Ml( T) . Les événements décrits en introduction (le processus passe d'un voisi-
nage de ut 32w voisinage de —u+) relé&vent des grandes déviations 3 la loi des

grands nombres énoncée au théoréme précédent.
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THEOREME. Supposons u_ continue, et [lu || <1 ; pour tout voisinage faible

U de 0, T>0 et 9€%([0,T], B) vérifiant ¢ =u_ ,

lim -%logP(U

_ - fios ' . .
= N cD,T) > IO’T(cp) , ol IO’T(cp) est l'intégrale d'action du chemin ¢,

LU@ T le tube d'axe ¢ de diamdtre U sur l'intervalle [0,T].
7

Les techniques utilisées sont celles de [3] ; les hypothéses standard de régularité
ne sont pas vérifiées, et 1l'approximation des trajectoires est délicate. ILe résultat

complémentaire suivant n'est pas encore totalement démontré :

<

I
(o]

lim

0,

log Pn( n U ) <=-1I_ .
©; Iy (@) <T,

B 1V

L'intégrale d'action est explicite, mais compliquée. Cependant, si u€B est

attiré par u+ (au sens de (%)), on a :

inf{I) 1(0) 7 ©EB(0,T],B), ¢, =u', op=u, TER } =V - V().

Comme dans [4], on en déduit que, lors des transitions étudies, le processus
de magnétisation passe au voisinage d'mdes pointscol de la fonctiomnelle V avec

probabilité tendant vers 1, si n tend vers 1l'infini.

Dans [2] et [5], figurent des résultats d'existence et des expressions de
points stationnaires pour V, dans le cas H = 0. Pour certaines valeurs de B se
produisent des phénoménes de bifurcation ("apparition ou disparition" de branches
de points stationnaires), qui sont liés 3 des transferts de stabilité (comme & la

valeur critique Bc) . La nature des points cals change elle aussi en fonction de B :

PROPOSITION. Supposons que pezd vérifie : J(p) > 0, J(p) > max Jm), J(x) =0
' m#0,*p
pour tout r€zZp. Alors :

1

3 8>3 t/veeld™, B], 3a>0 (dépendant de B)

0 est point col si et seulement si R E€E ]BC, I~

tel que les translatés de th{a cos 27 px} soient des points cols.

Dans ce dernier cas, la transition consiste en 1l'apparitiion de "noyaux", en
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nombre p si d = 1, dans lesquels la proportion de spins -1 est supérieure
d celle dans l'équilibre u+, et qui grossissent tout en se chargeant négativement.
Les démonstrations des résultats figurent dans [2], ainsi qu'une é&tude de

fluctuations et une simulation.
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