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QUELQUES RESULTATS SUR LES OPERATEURS

POSITIFS A MOYENNES BORNEES DANS Lp

Idris ASSANI

Résumé :

L'étude du théoréme ergodique dominé par un opérateur 3 moyennes bornées
dans Lp (p > 1) est ramenée 3 1'étude du théoréme ergodique dominé pour des
contractions de L] (resp. Lm) dont les puissances tendent vers zéro dans Lp.

On remarque que pour toute contraction positive de L1 (X, Z, w) a
moyennes bornées dans Lp (X, Z, u) (u finie) le théoréme de convergence
presque sire s'obtient dans L].

On montre que si T est une transformation non singuliére 3 moyennes

bornées dans Lp ®,d, y) (p finie) T vérifie le théoréme ergodique ponctuel.

Summary :

The study of the dominated ergodic theorem for a Lp mean bounded positive
operator (p > 1) is reduced to the study of Ll contraction (resp. L°° contrac-
tion) with powers converging to zero in L_ .

For every positive Lp mean bounded, Ll contraction the almost sure
convergence theorem is obtained in L].

We show that if T is a non singular P (Q,d, p) mean bounded transforma-

tion (u finite), then T satisfies the individual ergodic theorem.
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I) Définitions et notations.

Dans toute cette note nous considérons des opérateurs T sur des
espaces Lp(X,?‘,u) ] <p <® construit sur un espace mesuré W, &tant

0 finie. Un opérateur T de Lp(u) dans Lp(u) sera dit positif si

erLp £f>20 ==> Tf=0.

Définition I.l1 : Un opérateur T de L_ est

7

puissances bornées si

P
sup [IT7]] < 4.
nelN P
Un opérateur T de Lp est 4 moyenne bornées si
I+ +Tn-1

sup M (T)|]. <+* od M (T) =

n ) n n
nelN
nzl

A tout opérateur T positif 2 moyennes bornées dans Lp on peut asso-—
cier [1] un opérateur de Brunel A positif dans Lp avec A = £(T)

od f(x) = -]-—:-;-1-:—}5 vérifiant :

i) A est 3 puissances bornées.

ii) Il existe une constante C telle que ¥ neN, nz1,

Mn(T) <C M[/Im](A)

Définition I.2 : Soit 1<p<+» et T un opérateur positif de Lp(u)
dans Lp(p) a moyennes bornées, nous dirons que T vérifie le théoré-
me ergodique dominé (T.E.D.) s'il existe <y >0 telle que pour tout

f eLp(U)

s w @@, < vlel,

Y = yYyM,p) Y n'est fonction que de la borne M des ”Mn(T)”p et de p.

II) Sur le théor&me ergodique dominé pour les opérateurs positifs 3 mo-

yennes bornées dans Lp p>1.
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Lemme II.l1 : Soit (X,?F,u) un espace mesuré, U ¢ finie et T wun opé-

rateur positif de L_(u) tel que  sup ”Tlll S M< +o, Alors ¥ n
P ielN P
3 Tn opérateur positif de Lp(u) dans Lp(u) tel que :

a) sup ”T;Hp < M
i

i
b) ”Tn”p T> 0.

c) ¥keN, k<n on a Mk(T) < MMk(Tn).

Démonstration : Il suffit de prendre Tn = o
n
M

Nous nous proposons de démontrer le théoré@me suivant

Theoréme II.2 : Soit 1<p<+=.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Tout opérateur positif & moyennes bornées dans Lp vérifie T.E.D.
ii) Tout opérateur positif 3 puissances bornées dans Lp vérifie T.E.D.
iii) Tout opérateur positif 3 puissances tendant vers zéro dans Lp(u)

et contraction de L](u) vérifie T.E.D.

iv) Tout opérateur positif 3 puissances tendant vers zéro dans Lp(u)

et contraction de Lm(u) vérifie T.E.D.

Démonstration : i) <==> 1ii) résulte dans un sens de l'opérateur de Brunel

et de 1'autre parce qu'un opérateur 3 puissances bornées est aussi a mo-
yennes bornées.
ii) ==> iii) et ii) ==> iv) puisque 1l'ensemble des opé-
rateurs & puissances bornées contient celui des opérateurs qui sont aussi
. 1 ©
des contractions de L (resp. L ).
iii) ==> ii) soit (X,?F,u) un espace mesuré u,c finie

et T; Lp(u)-+Lp(u) tel que sup ”T;llp < M< +o, D'aprés le lemme II.]I
i

¥fel (W £20,¥n ona Hks;q; Mk(T)(f)Hp < M”kszpil M (T ) (£) ]|



_68_

< i i
ol “Tan —> 0 et S?p ”Tan < M.
Puisque HTi}Ip —> 0 1l'opérateur I-+Tn-+T2-+...-bTZ-+... = (I-—Tn)—I

est bien défini et positif. De ce fait prenons £ >0 p.p. £ LY alors
* =1 *
g = (I"Tn) f est>0 p.p. et Tn(g) < g.

Changeons de mesure en prenant m(A) = f gq du et prenons l'opérateur

A
1
-1 *
T (fg 70) T  (heg)
P _'n * = D
P~ défini par Pn(f) = — . Alors on a [2] Pn(h) g
-1
g P

i i
et [le Il < NIt Il < m.

D'autre part T, vérifie T.E.D. si et seulement si P vérifie T.E.D.
. * ~ - .
Puisque Pn(l) <1, Pn est donc un opérateur @ puissances tendant vers

z8ro et contraction de Ll. D'aprés 1'hypothése iii) 3 y(M,p) telle que :

IA

Hstp M (D] vl ¥ £e

IA

et donc HSEp Mk(Tn)(f)Hp YIIpr, ¥ f eLp(u)

Par conséquent

¥ feLp(u), f20 et ¥n on a “kSlslpn Mk(T)(f)HPS‘My(M,p) Hpr

et donc [[sup M (T)(£)] < My(,p) lIpr
k

ce qui prouve ii).

iv) ==> ii) la démonstration de cette implication peut’
se faire de la méme maniére que i1ii) ==> ii). Au lieu de prendre un sous
. . . .. * .
invariant strictement positif pour Tn on le prend pour Tn ce qul per-—

o0}
met de se ramener a4 une contraction de L .

Remarques :

1) Le cas M=1 &tant connu [3], nous avons supposé M>1.
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Les opérateurs Tn tendant en norme vers zéro vérifient T.E.D. puisqu'il

existe 1(n) tel que ”T;(H)Hp < 1.

2) Si T est un opérateur positif contraction de Ll(u), (u finie) et &
moyennes bornées dans Lp(u) (pour un p>1) 1la convergence presque sire
est obtenue comme conséquence directe d'un résultat de [ 4 ].

C'est ce qui exprime la proposition II.3.

Proposition_II.3 : Soient (2, A,u) un espace mesuré fini, T un opéra-

teur positif contraction de Ll(u) dans Ll(u) d moyennes bornées dans

Lp(u), 1 <p<+». Alors
¥EeL' (G M (D) (E)

~ . 1
converge presque siirement vers une fonction de L (M).

III) Un théoréme ergodique ponctuel.

Soient (2,Q,U) un espace mesuré fini et ¢ une application de §
dans  telle que ¢_1(CL) c et u(A) =0 => u(¢—I(A)) = 0 pour
tout A appartenant 3 (L . L'opérateur T défini par Tf = fO¢ sera

appelé une transformation non singuliére.

Théoréme III.l : Soient (R,Q,H) un espace mesuré fini et ¢ une appli-

cation de  dans  ayant les propriétés suivantes

-1

n ¢ (@) <

(2) ¥AeQ  u@) =0 ==> u( ') =0
Si de plus sup HMn(T)Ilp $ M< +o oi T =fo0¢.
n

Alors ¥ £ eLP(w) Mn(T)(f) converge presque partout.

Démonstration : Considérons les mesures
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by nzl
Ae QL Un(A) = f Mn(T)(lA) du = Y Z u(e (A neN
Q k=0
on a un(A) = J IAXMn (T*)(l)du et d'aprés le théoréme ergodique
Q
en moyenne dans 14 () (—;— + -c-ll- =1) [5]
un(A) T> JQ ]Axvo* du = m(A) et de plus

() m@) = m@ @) YAcQ .

* * .
Posons E = supp vo = {w; vo #0}. Remarquons que u(E) >0 puisque

J vo” du
Y

u().

D'aprés [6] on a

¥ f eLp(u) Mn(T)f converge presque slirement sur E.

Montrons que la convergence presque slre a lieu sur tout ) gridce 3 une

propriété liée & ¢ propriété déja remavquée dans [7] (théoréme 12 p.683);

m(w)

(w)

Si ce n'était le cas il existerait Be O- de mesure positive BcQ\E

(x*) n P.s. si weQ\E alors 3 m(w)eWN tel que ¢ eE.

tel que ¢m(B) cQ\E ¥ m=20. Alors on aurait B ccb‘m(Q \E) ¥ m=20

n-1 -
T u(d (R\E)) et u(B) <m(Q\E) = O
=0

et donc u(B) < 1
g
démontre la propriété annoncée.

Appelons

Zl = {weQ\E;¥m=20 q>m(w) € Q\E}. D'aprés (%) Z] est négligeable.
Soit f €Lp(u), considérons Nf le négligeable en dehors duquel Mn(T) (£)

converge sur E. L'ensemble {we;d m(w) e N tel que ¢m(w) (w) eNf}

f
o
Alors si we (R \E) \ (Zg UZI) il existe m = m(w) e N tel que

est négligeable &tant inclus dans u ¢ “(Nf) = Z
m

o
o (w) eE\Nf.

On a
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m —1
o
I+T+...+T f)(w
M (T)(F) (0) = ( ) (£) (W)
n n /
\V
_>0
n
n-m -1 n-m
I+T+...+T m o]
+ ~ £(p (W) x
n-m n -
\ ° ]
vV
(B)
. . Mo

(B) est la limite de Mn(T)f(¢ (w)).

La convergence presque sire est donc obtenue.

Remarques :

1) © On peut obtenir 1'existence de la mesure m vérifiant

m(A) = m(¢_l(A)) sans utiliser le théoréme en moyenne dans 1Y, pour
cela on peut remarquer que la condition T(l) = 1 vérifiée par 1'opé-
rateur T assure par densité de L dans LP 1a validité du théordme

—Efb 0). Par suite lim un(A) = m(A)

n
en moyenne dans LP, (]]z—g
n n->o

I,

1/ 1y
existe. Puisque un(A) < () 9 %M u(a) P le théoréme de Radon-~-

Nikodym assure 1l'existence de vo* dans L](u).

2) C.H. KAN a obtenu récemment dans [8] un résultat analogue au

4

théoréme II.2.
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