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SUR LA CONVERGENCE PONCTUELLE DE $$Tnf n03B1, dans Lp

Idris ASSANI et Radko MESIAR

Résumé :

Soit T un opérateur positif à puissances bornées dans L 
P 

(S~, ~,,~)

1 5 p  + On étudie pour a réel la convergence presque sûre de

Tnf .

pour f appartenant à L
n p

Sumnary :

Let T be a positive power-bounded operator in L 
P 

1 4 p ~ + 00 . We study for real a the almost sure convergence of

TUf 
for f E Lp.20132013- f o r f ELp.
na 
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Soit (~2,a,P) un espace mesuré et T un opérateur

de dans 

Nous noterons JJTJ) 
p 

la norme dans Lp d’un opérateur T. 
’

T sera dit positif si f kO =&#x3E; Tf ~0 p. s. Dans tout cet article nous con-

sidérons des opérateurs T positifs à puissances bornées dans Lp c’est à

dire tels que sup ll Tillp  M  +00. L’opérateur adjoint d’un opérateur T
i&#x3E;l 

est noté T . °

Pour toute valeur de a strictement positive on obtient sans diffi-

Tnf
culté la,convergence forte de  -gç- . Nous nous proposons d’étudier la conver-

na

gence ponctuelle. 
’

Proposition I.

Soit un espace mesuré et T un opérateur positif sur

(i) Si IIT111 p i-++oe&#x3E;-0 alors pour tout a. réel et toute fonction f

. 

(ii) Si T = T* (T opérateur auto adjoint) contraction de L~ (p &#x3E; 1 )

(iii) Si ap &#x3E; 1 et supllTnl1 
n P

(iv) Si sup llTnlloo 5 M alors Y f E Loo et Y a &#x3E; 0
n oo

Démonstration.

T n
(i) découle du fait que llTnll~ ---&#x3E; 0 V aeR et qu’alors l’ opéra-

nap
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teur U = E CL existe. Ceci se vérifie sans difficulté pour 
i=1 ia

Pour a 0 il suffit de considérer l’indice

alors pour on a

ou Alors

(ii) est une conséquence de On a sup T f eL et donc
n

p.s. i

pour tout a &#x3E;0.

(iii) découle des inégalités

qui avaient été remarquées par M. A. Ackoglu C2 ] (pour M =1 1 et a= 1

(iv) est immédiat.

Remarque T I .

1) pour a =1 et p =1 1 en reprenant le C3] on peut voir qu’il existe

une isométrie positive de L pour laquelle ne converge pas ponctuel-

lement pour toute fonction f de L1.

2) le théorème suivant montre qu’il existe T tel que pour tout 

.. p Tnf
et ap  1, a &#x3E; 0 il existe f e Lp tel que - Tnf a -&#x3E; 0.

~ 

n 

Théorème III.

Il existe un espace probabilisé ( (S~,CL ~ P) _ (]0,!]~, d~(]0,!]),0p~)
p mesure de Lebesgue sur 10,11) et une transformation T préservant la mesure

telle que "  ° ’ 1 il existe une fonction 
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Démonstration.

Soit f3 un nombre positif 0  ~  1. Considérons Q = et

~ le shift sur S1 (c’est à dire si 0)==(o).) (~(jù).==0). ) et Tf = f 0

et la fonction ne dépendant que de la première coordonnée définie par f(W) = 2013p- .
1 

Alors feL (~CL,P). Remarquons que les évènements A n = {(D; n 1

sont indépendants. On a

o 

fo~n
Il résulte, 

. 

alors du théorème de Borel-Cantelli q ue lim 1 p. s.
, n

Soit maintenant 1 et CL tel que ccp  1. et fa = f .

On a alors f et
a

Il nous reste donc à étudier le cas pour p fixé p &#x3E; 1 -
p

Remarque IV. 
_

Le théorème III. répond à une question de H. BERLIOCCHI.

Théorème V.

Il existe un espace probabilisé une transformation T qui

préserve la mesure sur (Q,d,P) tels que 
" 

»

Démonstration.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé

(n,O,, P) positive telle que E(X Log+ X) = +00 et X 
n 

une suite de variables
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aléatoires indépendantes de même distribution que X. D’après [41 on a

Considérons alors le shift j sur un produit infini de Ç2. T défini

par préserve la mesure et on a E = + m ..
n n

La transformation T construite dans le théorème III préservant la

mesure est une contraction de L~ 1 et L et d’après le théorème de Birkoff

on a 

p. s. puisque On a donc la conver g ence presque

" ..... Tn psûre et le théorème ergodique dominé pour est faux dans tous les L
n1/p

oo&#x3E;p&#x3E;1.

On obtient aussi la convergence presque sûre pour une classe plus

grande que les transformations préservant la mesure. Ceci est l’objet du théo-

rème suivant. Nous utiliserons pour cela un lemme dû à LIN (dans le cas contrac-

oo ..

tion de L ) et dont une démonstration complète figure dans [5].

Lemme VII.

Soit T un opérateur positif de L 
1 
-~ L 

1 
et f E LP, geL-

on a

Indications our la démonstration :. on peut supposer 
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Il

On part de l’inégalité de Holder

Alors V c,d &#x3E;0 on obtient

On élimine un négligeable N en dehors duquel (*) demeure vrai V c,d &#x3E; 0

1/p 1/q
puis on applique (*) pour 

l/p 
et 

1/q

pour 

Pour les cas = 0 ou = 0 on utilise (*) en faisant tendre c ou

d vers l’ inf ini.

Théorème VIII.

Soit un espace mesuré fini.

1 ) Si T est une contraction positive sur à puissances

, 
00

bornées dans L . Alors

2) Si T est induit par une transformation ponctuelle non singulière r-

(i.e. Tf = f 0 cp avec et P (~-1(A) ) = 0 si P(A) = 0) et

T est à puissances bornées dans un des espaces Lr1 

alors

Démonstration.

1) T étant une contraction de Ll 1 à puissances bornées par M dans

Lw 1 T est à puissances bornées dans tous les Lp pour. p&#x3E; 1. En utilisant [6J
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en déduit que converge presque partout~

(Ce résultat a déjà été signalé dans [71 sous des hypothèses plus faibles$

Par suite

Prenons f eL , alors d’après le lemme VII

donc

Puisque on a donc p.s. et donc

2) Si T est à puissances bornées dans L r) 1 

alors 

Il résulte alors de [8J converge

presque sûrement et donc

Considérons maintenant p &#x3E; 1 et f E Lp puisque dans ce cas

Tp(fp) - (T n(f»p on en déduit sans difficulté que

Remarque IX.
. 

La condition IITII 
p 

s 1(p fixé) n’assure pas en général la conver-
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gence ponctuelle de (pour f dans P) comme le montre l’exemple cons-
n 
1/p 

.

truit dans[ 9,Satz 3.1, p.371 qui est une modification de l’exemple donné dans
’
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