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MESURES SUR LE CERCLE ET CONVEXES DU PLAN

Gérard LETAC

Université Paul Sabatier (Toulouse).

§ 1. Introduction

(voir (%) page 36)

La théorie de la mesure, telle qu'elle est enseignée dans la 3éme année des
universités, parait & quelques uns abstraite et repliée sur elle-méme ; certains
citeront les probabilités et la théorie ergodique comme une de ses applications ;
on pense aussi, mais plus rarement,aux représentations intégrales variées de
1'analyse parmi ses utilisations possibles. Le but de cet article est d'en donner
une application & la géométrie é]émentairg en mettant en bijection un ensemble
de mesures positives sur le cercle I'={ e16 ; 8¢ R} avec la famille ¥ des
convexes fermés bornés (= compacts) non vides du plan, convenablement quotientée.

Plus précisément, on appellera ZOO 1'ensemble des mesures positives s(df) sur
le cercle T (identifié avec £0,2nf ) telles que

2r
J e1e s(dg) =0
0

21 2m
cos 8 s(dg) = f sing s(dg) = 0 )

(ou encore j
0 0
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Ceci peut @tre vu mécaniquement en imaginant s comme une répartition de masse sur
I dont le barycentre est le centre, ou de fagon probabiliste, en imaginant une

variable aléatoire X & valeurs dans T < RZ dont Ta loi est ; ?e
rance ce X est (0,0). Ipsistons sur le fait que T est compact et donc que les

mesures sur I sont bornées.

. Alors 1'espé-

Rappelons qu'une partie C de RZ

est dite convexe si pour tous (xl,yl) et
(xz,yz) de C et tout A de [0,1], alors 1esegment(lx1+(l-x)x , )y1+(l-k)y2) est dans C.

La famille & des convexes compacts non vides comprend par exemple :

Ex. 1.1. C = {(0,0)}
Ex. 1.2. C = le segment d'extrémités i(%-COScx, % sina ), avec k>0.
Ex. 1.3. C = le disque {(x,y) 3 x% + y% < K%}  avec k>0
Ex. 1.4. C = le polygone convexe, d&fini comme 1'intersection des demi-espaces
E(ej) = {(x,y) 5 x cos ej + y sin ej < pj} ,
ou pj >0 , Jj=1,...,n et 0 < el < 62 < ... en < 27
ol n23, od pj >0 pour j=1,...,n, ol 0:561 <82 <., <en < 2r et ol 9j+1 - ej <
si j<n et ol o, - 6y > .
(*) Le présent travail est le texte d'une conférence faite en avril 1982 au

"Séminaire d'Enseignement des Mathématiques aprés Baccalauréat" animé par
1'I.R.E.M. de Toulouse. Je remercie les Annales de la Faculté des Sciences de
Clermont d'accueillir un article expositoire, destiné d des étudiants du ler et
2éme cycle des universités, mais peut &tre capable d'intéresser des profession-
nels non-spécialistes. D'aprés mon enquéte, cette derniére catégorie de mathé-
maticiens semble extrémement nombreuse; y appartenant, je dois dire que j'ai
considéré ces questions pour avoir eu besoin d'un outil analytique pour décrire
le convexe aléatoire qu'est 1'enveloppe du mouvement brownien plan pendant un
intervalle de temps donné.
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(on notera 1'abus de langage qui appelle "po]ygane convexe" ce qu'on appellerait

"polygone convexe et son intérieur*habituellement.)

A NP

Ex. 1.5. C = le triangle de Reuleaux, défini comme 1'intersection de trois disques

fermés de rayon k et centrés sur les trois sommets d'un triangle équilatéral de coték,

(0,0) , (k,0) et (5, 52/_3) :

f (& 25)
AT

respectivement :

@,0)\—\__—-—/ g

Sur cette famille €, on introduit une relation d'équivalence ainsi : si C1 et
C2 sont dans 2? on dit que C1 et C2 sont équivalents (Cl v C2) si i1 existe (a,b)
dans DQz tel que le translaté de Cl par (a,b) est C2 = C1 + (a,b). Par exemple
deux cercles de méme rayon sont équivalents, mais deux carrés de méme cGté ne le
seront pas toujours. On note g? = %?/f» 1'ensemble quotient.

Le but de cet article est donc de construire pour tout C de ¥ une mesure S de
qqlo telle que sc_ = s¢ .si et seulement si C1 N C2, autrement dit une bijection
de:ﬁao sur é?. Cette bijection, pour 8tre intéressante, aura naturellement des
propriétés de continuité et de linéarité. Cela nous permettra de suivre une tradi-
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tion cartésienne, puisque nous pourrons traduire analytiquement des propriétés
géométriques des convexes .

Tout ceci est-il nouveau ? Non certes, mais c'est peu connu : les géométres
différentiels aiment le cas lisse, les géométreé "tout court" ziment le raison-
nement géométrique, les analystes numériciens considérent Rd autant que Rz.
Curieusement, cette mesure -longueur d'arc d'un convexe semble n'étre connue que
des experts en fonctionsentiéresd'une variable complexe [ 71 qui ne poussent
guére en direction des applications d la géométrie.

Notre travail se partagera en deux moitiés : la construction de la mesure Sco
qui n'est autre dans le cas "lisse" que la mesure "longueur d'arc”, et les ap-
plications : courbes de largeur constante jinégalité Jisopérimétrique, inégalité
de Brunn-Minkowski ., ainsi que 1'é@tude de la condition de convexité

o+ (1/p)" 20
des coordonnées polaires.

§2.La fonction support hC(Ql :

2 des couples de nombres réels de sorte que

Désormais nous orientons le plan R
((1,0), (0,1))soit une base positive et IR2 sera muni de sa structure euclidienne

usuelle. Si C est dans £, sa fonction support hC est une fonction sur R de pé-

riode 27 , définie par
hc(e) = sup (x cos® + y sing ) (2.1)
(x,y)eC

Puisque C est compact et que (x,y) —— x c0s8 + ysin8 est continue sur C, 1'exis-
tence d'au moins un (xo,yo) de C tel que hc(e) = X, cosH + Yo sing ne fait pas de
doute. Notons aussi que (0,0) ¢ C si et seulement si hC est une fonction = 0.
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Pour 3 dans R, on considére également la droite affine :

C(6) = {(X,y) s x cos8 + y sing = hc(e)}

e demi espace fermé :
E (6)

et la face de C :

"

{(x,y) 5 x cosg +ysing<h.(e)}

Fe(8) = C n D (8)

qui n'est pas toujours réduite & un point : pensons au cas d'un polygone (Ex.1.4.).
Quand le contexte sera clair, nous oterons 1'indice C & h,D,E ou F. Avant d'étudier

les exemples du § 1 faisons quelques remarques :

Proposition 2.1 : Si C ¢ &, alorsC = 0N Ec(e) ; 1'application C x—-—-—>hC est in-
0
Jective et :

n =a cos® + b sing + hC(e) (2.2)

c+(a,b) (®)

Démonstration : C1 = g Ec(e) est un convexe qui contient C. Si (xo,yo) € C1 \ C,

alors on peut trouver 6 tel que

Xq COSO + ¥, sind >hC(6) ,

d'aprés le théoréme de Hahn-Banach, ce qui est une contradiction.

Or la connaissance dehcdonne celle de tous les Ec(e) ; on en conclut que
hCl = hC2 implique Cy = C2. (2.2) est évident.

Passons les 5 exemples du §1 en revue :

1.1 hc(e) =0 Y0

1.2 he(8) = % cos(e=a)  pour [6-a| < m/2

K ™
-3 cos(8-a) pour — |o-a| <

]

et en complétant de sorte que hC ait la période 2.

1.3 hC(e) = k ¥ 6
1.4 : On fait ici 1'hypothése que tous les E(ej) sont "utiles", c'est-a-dire
que
L n E(8.,)]\ E(8.) =09 pour tout j=1,...,n .
ity !

Le calcul montre alors que
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1
he(8) = 5 -
C s1n(éj+l 6j)

Epj+1 sin(e-ej) + pj sin(8j+l—6)]

si 8. €8 < ej+1 pour j=1,...,n , en convenant en+l = 914-2w .

J

1.5 : hc(e) =1 sur EO,‘%] s = cos(9 - g) sur [ % ) %; ]
= 1+cos6 sur [%; , Tl =0 sur [ m, g; ]
= l-+cos(e-g) surl;i;;%;], = €c0S§ sur [ g;, 2m 1.

Le théoréme suivant est essentiel :

Théoréme 2.2. Si C e &, les dérivées a droite et a gauche hé et hé de hC existent
partout et sont continues respectivement & droite et & gauche. De plus, si une
base positive affine orthogonale (A, A?, Aﬁ) est choisie dans IR2 telle que A et ]

=

appartiennent 3 DC(e)’ et J a Ec(e), alors la face Fc(e) =[MN ] est définie par :

Mo = hé(e)A+I + h(8)AJ
NO = h'(8)Al + h(g)AJ

(Ici 0 = (0,0)).

N W
O

@
\oog

A M TN
Démonstration : Adoptons, pour le temps de la démonstration, la convention sui-

vante : si u et v sont des réels, (u,v) est le point B tel que AB = u A} v AT .
Considérons alors [a,b]l ={u ; 3Jv tel que (u,v) ¢ C } .

Le cas a=b est trivial et correspond au cas ol C est un segment orthogonal & D(9),
cas qui peut facilement s'étudier séparément. Supposons désormais a < b,
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Si ue [a,b], définissons les nombres f(u) et g(u) par [f(u),g(u)l = {v; (u,v)eC}.
I1 est facile de voir que f et g sont des fonctions respectivement convexes et
concaves sur [a,b]. L'ensemble {u ; f(u) = 0} est un intervalle [a,B] contenu
dans [a,b] qui est non vide. Dans le nouveau systéme d'axes, 1'origine de IR2 est

maintenant (v, h(8)). L'énoncé du théoréme est équivalent a
hy(8) =y -8 (2.3)
Yy - @ (2.4)

hy (8)

Contentons nous de montrer 2.3, puisque (2.4) est similaire.

En tant que fonction convexe sur [a,b],f a ‘une dérivée a droite fd sur [a,bl
et & gauche fé sur Ja,b] , continues & droite et & gauche respectivement. De plus
fl = fé sur Ja,bl sauf au plus en un nombre dénombrable de points (voir [6 ] Tome 2

d
page 136 ). Prenons maintenant un nombre m dans 1'intervalle ouvert

1 Tim f'(u) , lim fé(u) C ,
uva d utb

alors il existe un intervalle [u(m), ul(m)] tel que

u(m) < u < ul(m) implique fé(u) <m < fé(u) (2.5)

Démontrons maintenant (2.3) sous 1'hypothése B < b , laquelle implique

1im fé(u) > 0. Il existe donc € > 0, assez petit pour que 0 < tge < lim fa(u).
utb ut+b
Observons que le point (u(tge), f{u(tge)l) appartient & Dc(e+e), 00 u(tge) est

~

défini par (2.5). On peut alors écrire la relation entre u(tge) et h(6+c) & partir

de 1'équation de D. (6+e) :

C



- 42 -

[y - u{tge)Isine + [h(8) - f(u(tge))] cose = h(B+e) (2.6)

[1 est clair que u(tge) =5 B et frgéi:e ] <u(tge) - 8.

Donc = f(u(tge)) = 0 , et d'aprés (2.6) on obtient

Tim ZChe(e+e) - he(8) 1=y - 8 , soit  (2.3) .
evo €

A4

& / O
o
)

Pour terminer la démonstration, i1 faut encore considérer le cas 8= b, qui

est facile : a partir de 1'équation de DC(6+5) :

(-8)sine + h(8)coss = h(ve)

pour € > 0 assez petit, et (2.3) s'ensuit. [

Le prochain résultat est plus facile a é&tablir, i1 concerne une sorte de con-
tinuité de hC par rapport a C :

8

Proposition 2.3. Soient C et (

C
tout n, et C est la fermeturede 3
n:

0

-1 dans E? tels que ou bien Cn < Cn+1 nour

g ou bien Cn > Cn+1 pour tout n et = nzlcn"

(=]

1

n
De plus hCn,g(e) et hCn,d(e) ont hC(e) pour limite, pour tout 6 tel que hC,g(e) =

Alors (hc (e)):;l est une suite monotone pour tout 6 et a pour limite hc(e).

he 4(8).
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Démonstration : Supposons d'abord Cn c Cn+1 pour tout n. Alors

hC (9) < hC (8) < hc(e) découle de la définition (2.1). S1 1im hC (9) =A<<hc(6)
n n+l Moo “n

il existerait une droite affine D'paralléle a DC(B) telle que Dc(e) et n C
n=1
seraient dans deux_demi-plans ouverts disjoints de frontiére D', ce qui contredit

n

C = fermeture de v Cn'
n=1
Si maintenant 3 est un point d'existence de hé(e), d'aprés le théoréme 2.2. la

face Fc(e) est réduite @ 1 point M. Notons FC (8) =-[Mn, Nn] . Puisque Mn est dans
w n .
le compact C, soit Mo dans C et (nk)k=1 une suite croissante d'entiers telle que
Mnk jravng Mo‘ Puisque les coordonnées (xn,yn) de Mn satisfont :
X, €os 0+ Y, s1n g = hC (e) ,
et puisque hcn(e) ?FE?hC(e)’ on a donc MO € Fc(e), ou MO = M. Ceci implique faci-
lement que Mn E:g»M et de méme Nn +~ M. D'aprés le théoréme 2.2. ,

nén’g(e) e N g ot hCnd(e) —> hg 4 - La démonstration dans le cas C > C

est tout & fait semblable.

n+1’

§3.La mesure-longueur-d'Arc.

Théoréme 3.1. Si Ce¢ P, les deux fonctions suivantes sur R

(%]
—~
@
~
1}

)
[ h(a)do + h'(9)
g
o]
9
Sd(9) = j h(a)da + hyg(9)
o]

sont non décroissantes, et respectivement continues a Qauche et & droite. De plus
sin (61) et h (82) existent et si 0 < 6, - 9

la longueur de 1'arc de la frontiére 3C de C défini par v F~(8)
01<0<6,

Avant de passer a la démonstration - simple, car le travail difficile a été fait

< 2w, alors Sd(ez) - sd(el) est

en §2 - faisons quelques remarques. Désignons par E 1'ensemble des & tels que
hé(e) # hé(e), c'est-a-dire ol h'(8) n'existe pas. Alors sg et S4 coincident sur
le complémentaire de £, qui est leur ensemble de points de discontinuité. Comme
une fonction croissante n'a qu'un nombre au plus dénombrable de points de discon-
tinuité, le théoréme implique que E est au plus dénombrable. I1 n'était qu'intui-
tivement évident, mais pas si facile & montrer que : {6 ; Fc(e) n'est pas un point }
est au plus dénombrable. 6

Notons également que 8 +—> f h(a)doe étant continiment dérivable, on déduit

0
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du théoréme 3.1. que hé et ha sont des fonctions a yariation bornée.

Démonstration du théoréme 3.1. Le théoréme se vérifie directement quand C est un

polygone convexe et nous ne le ferons pas. Dans le cas général, on considére une
suite (Mn):;l dense sur 3 C ; baptisons Cn 1'enveloppe convexe de (Ml,...,Mn).
IT est clair que Cn c Cn+l et que C est la fermeture de n:1 Cn. Donc scn, et
S¢ . d sont non décroissantes et, d'aprés la Proposition 2,3, convergent vers s g
n? - (088}

et SC,d sur le complémentaire de E. SC,g et SC,d sont non décroissantes sur
le complémentaire de E. Puisqu'elles sont continues & gauche et & droite respec-
tivement, elles sont non décroissantes sur tout R. Quant & 1'interprétation géo-
métrique de Sd(ez) - sd(el), elle découle de Ta définition méme de la longueur
d'un arc comme limite de somme de Riemann, puisque

8

SCn,d( 2) - SCn,d(el) = Sc,d{82) 7 se 4(8y) u

Passons alors & la définition la plus importante de 1'article :

Si C est dans €, la mesure - longueur-d’arc SC(de) est la mesure positive
sur le cercle T = R / 2n Z définie par

sc(0858,1) = s, 4(8)) = s¢ 4(97)

pour el et 62 points de continuité de S¢ d et C < 62 - 61 < 2m .

’

>, (°) D)

Avant de travailler les exemples, observonstrois faits concernant la mesure
longueur d'arc :
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1) Tout atome & de la mesure Sc correspond & une face Fc(e) non réduite a un

~

point, et la masse de 1'atome est la longueur de Fc(e) (Théoréme 2.2.).

2) Rappelons qu'on appelle support d'une mesure le complémentaire du plus grand
ouvert de mesure nulle. Or un ouvert de R ou de R/2nZ est une réunion au plus,
dénombrable d'intervalles ouverts 2 & 2 disjoints. A chacun de ces intervalles de
R/2nZ de mesure nulle pour sg-disons 181,62[ - correspond un point anguleux de C.

3) Convenons de dire que le convexe est lisse si hé existe partout et est

absolument continue. Dans ce cas :

sc(d9) = (h.(8) + hi(6))do

o c

Etudions maintenant S sur les exemples du § 1 :
Exemples :
1. (C est un point) : SC(de) =0
A2. (C est un segment de longueur k et paralléle a la direction a )
sc(ds) = k g (d8) + k 8 o (d6)
(ici 6a est la masse unité sur le point o ).
3. (C est un disque de rayon k) SC(ge) = k de

4. (C est un polygbne ) sc(de) = I m.. 66 (do) ,
=1 3 %

ol ms = Tongueur du coteé Fc(ej)'

5. (C est le triangle de Reuleaux) scl(de) =k IjA(e)de ,

ou A = ﬂ'l 2 -iT_T_S_TI

u [O’§JU[T,TT]U[_3,3J-

Voici maintenant des propriétés de la mesure-longueur d'arc ; rappelons avant ce
qu'est la "“somme" de deux convexes : Si Cl et C2 sont dans £ , si Kl et A
sont > 0, on considére le nouvel &lément de

2

Alcl * A, C2 = { (Alxl * AoXs, Al y; + Azyz) ; (xl,yl)e C, et (xz,yz)e C2 }

Cn a défini 7&0 dans T'i?tgoquction comme 1'ensemble des mesures s > 0 sur
I'= R/27Z telles que J e16 s(de) = 0
0



- 46 -

Théoréme 3.2.

1) s, EWQO pour tout C de @
2) Ly v L= 5. = ¢,
1
3) s = A8~ + A,S si A, 20 et A, 2 O
X1C1-+A2C2 1 Cl 2 C2 1 2

L'idée de la démonstration est de reconstruire hC a partir de Sc -
On le fait par le lemme suivant :

Lemme 3.3. Si C est dans Ef, il existe des nombres a et b tels que

~

B) = acosd + bsine + j sin(6-a) sc(e) pour § 2 0
Lo,8C

hC(

ou EC est 1a mesure sur R (et non sur R/2wZ) définie par

scl8y:0 1= s¢ 4(85) = s¢ 4(8)

b k]

pour tous points de continuité de Sc.d -

Ce lemme est évident dans le cas lisse de la remarque 3, il suffit de résoudre
1'équation différentielle en h : h"+h = p si p(8)d6 = s(d6). Le cas général est
plus délicat :

Démonstration du lemme 3.3. Ici encore, le Temme se montre directement quand C

est un polygone convexe, et nous n'allons pas le faire. Dans le cas général, on

approche C par une suite croissante de polyglnes convexes comme dans la démons-

tration du théoréme 3.1. Posons pour simplifier hC = hn’ hC =h, EC = En etc...
n

on a donc : n

hn(6) + h(8) pour tout 6 et hﬁ g(6) Freveg hé(@) pour tout point de continuité de

6
sg. Donc, par convergence monotone j hn(a)da = J h(a)da  pour tout 6>0 ,
0 0

et (6)

~ (oo} - ~ .
mesures (sn)n=l (non bornées...) converge vaguement vers s. Maintenant, pour

sy sg(e) pour tout point de continuité de sg. Donc la suite des

s
n,g
toute mesure u sur R notons par u* sa restriction & 10,+=[; alors (sn)* con-
~% . . . ~ = P

verge vaguement vers s  mais l1a restriction de S, @ [0,+=) ne converge pas né-
cessairement (car [0,+») n'est pas ouvert). Cependant, il existe une sous suite

3 © . X -
croissante (nk)k=l d'entiers et une mesure v sur [0,+of telles que la restric-

tion de snk da [0,+~[ converge vaguement vers v ; on obtient &galement
x|\ x

<“s‘nk>* == v = (s)
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Prenons maintenant 6 > 0, et la fonction fe(a) sur [0,+=[ définie par

fe(a) sin(9-a) si Q<o <9

= 0 s 6 < a

Donc, puisque fe est continue & support compact sur  [0,+w) :

]}

k k

j sin(8-c)s  (da) J f (a)d, (do) 755> J f (o) v(da)
[0,8] 0 0

sin(8-a)s(da) + (v(10}) - S({0})sins .
,01

1]
Y S———

Introduisons alors les réels a et bn tels que
hn(e) = ancosa + bn sin6+ [ s1n(e-a)sn(da) .
(0,6L

sont bornées, on peut extraire une nouvelle suite de (nk):=1 disons ( mk)';=l ,
telle que lim a et Tim bm existent. Donc il existe bien’ deux nombres a et b

ko K k
tels que
( ~
a cose + b sing + J sin(6-a)s(da) = h(6) = Tim hm (6) a
. .9) k-0 k
Demonstration du Théoréme 3.2 :
1) D'aprés le lemme 3.3, pour 620 :
0 = h(8+2m) - h.(8) = j sin(8-2)3 (da)
[6,6+27[
¢ _— 2m
Puisque J el® sc(da) = J e'® sC(da) , on obtient :
[6,0+2n[ 0
2m 2m
sin 6 ( cosa sc(da) + Ccos6 j sina sc(da) =0 pour tout 6 =20 , et donc
0 0
2m io
J e sc(da) =0 .

—o
[

2) —> est évident & partir de la définition de S¢ et de la proposition
2.1. Le [&==] vient du Temme 3.3.
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3) sy C 2 ) = Al sCl + A, SC9 se vérifie directement quand C1 et C2 sont des
polygénes LO”VQXGS Dans le cas ggnéral, on approche Cl et C2 par des suites
croissantes de polygdnes convexes C§ ) et Cén). Comme Alcl + AZCZ est la ferme-
ture de nJ} M an) + Azcé ) , la proposition 2.3. donne le résultat. 0

§4. Le cone convexe ﬂTLO

On a vu au théoréme 3.2. que C —> Se défigjssait une application de é? dans
1710, et méme une application injective de E’dans qﬂo‘ Nous allons montrer au
§ 5 que cette application est une bijection. Pour cela, nous avons besoin de quel-
ques propriétés supplémentaireé de ‘ﬂlo ; elles nécessitent d'abord quelques dé-

finitions.
Si s est une mesure positive sur T = R/2nZ, SW*S est la mesure définie par

s(A+mT) = ( s *s)(A) , pour AcT.

JP est 1'ensemble des mesures s sur [ positives et symétriques, c'est-d-dire
telles que s = 6n,* s. Il est clair que S < Tﬁo. Par exemple, si C est un seg-
ment de longueur k et de direction a , alors

sC =k Ga + k 5a+ﬂ

est dans if. On note par éD 1'ensemble des mesures de ce type (c'est-d-dire
issues de segments de droite).

Oi’est 1'ensemble des mesures s sur I' positives et antisymétriques, c'est-a-
AT

Par exemple, si C est un triangle dont les cdtés ont pour directions 81> 95 et 84

dire telle que s et én*ssoiént mutuellement singuliéres, et on pose @éo

(avec 0 < el< 62 < 63 < 2m , ej+1-ej <7 pour j=1,2,3, et la convention
8y = el+-2n), alors
Sc % Pr % * P2 %, * P30,

et on a S¢ € O%O. On note par %f 1'ensemble des mesures de ce type {(c'est-a-dire
issues de triangles).

Théoréme 4.1. Pour tout s de C%QO, i1 existe un couple unique (p,a) dans Cf u%L

tel que s = p+a. De plus &D 2? est 1'ensemble des génératrices extrémales du

cone convexe /g .
o
A noter que n'e as un con DS = + +
q Obo st pas un céne convexe : si S 60 § T q%l_ et
S, = §_+ St 65n sont les mesures-longueur d'arc de 2 triangles équilatédraux de cété
3 3
1, alors S ts, est 1a mesure longueur d'arc d'un hexagone régulier et est dans

<5iet non dans éfo.
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Démonstration du théoréme 4.1. Pour voir 1'unicité de la décomposition ﬁr :f

supposons p+a = p' +a‘avec p et p' dans tP et a et a' dans Cﬁf Alors :

a'-a=p-p = 8x(p-p') = §«a-a) :
et
a - éﬂ* a = a -4 ,a s

ce qui implique a = a', et donc p = p'.

Pour montrer 1'existence, on prend s dans 7no , et la décomposition de Jordan
de la mesure signée suivante :

+

s-8xs =(s-8xs) - (s- 5 xS)

i

Donc a= (s - 6W* s)+ est tel que 6ﬂ* a (s -aﬂ* s)” et donc a est dans 0@.

Prenons p = s-a , on obtient dﬂ*p = p, donc pe S eta 665%.

A partir du résultat précédent, si s # O est sur une génératrice extrémale de

03 alors s est dans CF U Of’ Si s est dans éy il est assez évident qu'alors
s est dans gD , et nous ne deta111ons pas ce point.

Supposons maintenant que s soit sur une génératrice extrémale et que S« df
Montrons que s est dans % . En effet, si s n'est pas dans E, alors le support
< 8,<8 =0, <m,

2 " 737°% J+l 7]
avec j=1,2,3,4 et la convention g = 6, + 2m. (si ces inégalités ne pouvaient pas

de s contient au moins 4 points 0 < el <8 < 2m , tels que 6
gtre vérifiées, alors le support de s serait contenu dans un arc de longueur <
et 1'appartenance a 7&0 serait impossible). Maintenant, ou bien 63 -8y <7, et
{61, 62, 63} est le support d'une mesure de ?? , ou bien 83 - el >, et

{81, 63, 64} est le support d'une mesure de % , ou bien 83 - 61 = 7 . Dans ce
dernier cas 63 et 61 ne sont pas des points isolés du support de s, puisque s est
dans &ZO. I1 est donc possible de modifier 1égérement 6, et 6, tel que 6;,-8,#7,
en gardant les autres inégalités strictes.

B
-
= NANIY
| AA(Q)
{f’
\ + (94
\\
A, (e
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Sans perte de généralité, on suppose donc que {81, 62, 63} est le support

d'une mesure de %, c'est-é-direeque Oaappartgent d 1'intérieur du convexe de

nombres complexes engendré par e l, e 2 s e'"°. Choisissons ¢ assez petit pour

que € < 9,,, - 96, pour j=1,2,3, et tel que si A,(e) est 1'enveloppe de 1'en-
NIRRT J

semble de complexes e ¥, avec ej -€ <9 < ej~+g , alors 0 est intérieur a 1'en-

veloppe convexe de 21> Z,, Zy pour tout choix des zj dans Aj(e), j=1,2,3. Définis-
sons alors s. comme 1a restrictiondes a[ej - €, 9j +¢e] 3 puisque ej est dans le

J
support de s, S5 n'est pas nul, et Hsj [| est sa masse. Donc pour j=1,2,3 :

0.+ .
1 %3 6
Zj ' Sjll J e sj(de) € Aj(e)
i
et on peut trouver P1sPpsP3 > 0 tels que
Py 2+ Pp 2y tp323=0 et Py ¥ Pyt 3=l
3 p,
Définissons enfin 1a mesure s' = g J SJ ,
j=1 H5j|

alors s' ¢ 7n0 , 11 existe A > O tel que s - Xs' soit positive et non proportion-

nelle & s (puisque s' ([84-5 s 84<+e]) =0 ; s n'est donc pas sur une génératrice
extrémale.

§5.L'isomorphisme entre ¥ et 7”; :

Au vu du théoréme 3.2, la seule chose délicate qui reste a prouver est :

Théoréme 5.1 : Pour tout s de‘ﬁZO, il existe C dans & tel que s = Ses

Démonstration : Soit s dans ﬂZO . Définissons

h(8) = I sin(6-a) s(da) pour 6 2 0
£0,6C
e(8) ={(x,y) 3 xcosb +y sing<h(8)} .
C =N E£(9)

8z0

Ce C est fermé et convexe. Nous avons & montrer qu'il est compact non vide et
que h = hC' Pour cela, nous allons procéder par approximation.

Considérons un entier n=>0, des nombres 0 < B <8, <...< B < 2m , avec la
convention 6e1 = 81 F 2m, tels que ej+1 - ej < m pour j=1,...,n , le convexe K
contenant C
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j=1
et Ta fonction k(9) de période 2m définie par

AV 1 A : -
AT cvern BEEICHR UL PR A

sur ej <98 <9 On veut montrer que hK = k.

J+1°

Si6el 6 ,0. , 11 est clair que

+l]

sup { xcos8 + ysing ; (x,y)e E(ej)rw E(6.,4)} = k(8) , puisque 0 < 6j+l - ej<:n

J+1
Ceci montre que hK(e) < k(6) pour tout 6 et que K et C sont compacts.

Introduisons la frontiére D(ej) de E(ej) et le point AJ = D(ej) n D(6j+l) (qui

existe, puisque 0<9 - 6. < m. Pour voir que hK = k, la seule chose & montrer

j+1 J
est que Aj € E(ei) pour tous i et j dans 1,2,...,n . Si on calcule les coordonnées

de Aj’ on voit que Aj £ E(ei) si et seulement si

-h(6.)sin(9

; 5+1 " 85) * h(8;) sin(s

j+l~€%) - h(ej+l) sin(ei - ej) > 0

Considérant alors le vecteur vj = (h(ej), cosej,.sinej) dans R3 , 1'inégalité
précédente n'est autre que

Déterminant [ Vj, Vj+l’ Vi 1=0

Or ce déterminant est linéaire en h, c'est-a-dire que s ~—— Det [Vj, vj+l, Vi]
ast linéaire sur le cOne convexe 7nb ! Pour 1a montrer il suffit de la vérifier
quand s appartient aux génératrices extrémales de TN , C'est-d-dire d'aprés le

théoréme 4.1 , & éD v . Cette vérification si s e U ?? se fait facilement ;
k = h& est montré, et on peut écrire, pour QJ <8 < 6'+l
r ‘ sin(6- 6
hK(e) = J sin(8-a)s(da) + SLICE +1 J si 1-a)s(da)
[0,6.0 31755 5
J
Pour terminer la démonstration, on définit ek n = 27r(k-1)2-n , avec k=1,2,...,n
et le convexe : on
K = n E(8_ )
n k=1 n,k
D'aprés le calcul précedent, pour ek,n <6 k+l,n
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8
h, (8) - on sin(6-a) s(da)’ e s (L9 9 [)
K | = ,n kyn > “k+l,n
i n J 2
0
et donc hK (8)-5——> h(6). Puisque d'aprés la Proposition 2.3 on avait
v
) - 50 5. .
hKn(e, == hc(e) , le théoréme est montré J

Le théoréme principal de 1'article est maintenant un simple corollaire ; il est
assez évident que s1~C1 n C1 et C2 ~ C2 alors Alcl + A2C2 " *1C1 + AZCZ pour
Al et AZ > 0. Donc ¥ est un cone convexe, comme 7
Plus précisément :

Théoréme 5.2. : L'application C +—> SE est un isomorphisme des cOnes convexes
@? et %EO.

Démonstration : Linéarité et injectivité découlent du théoréme 3.2., surjectivité

du théoreme 5.1. G

§6. Décomposition des Convexes

Le reste de 1'article est consacré a des applications plus ou moins &laborées
des théorémes précédents.
Donnons en tout de suite une :

C dans & est dit indécomposable si C = C1 + CZ’ avec C1 et C2 dans & impli-
que 1'existence de Al et AZ > 0 tels que C1 " AIC et C2 N AZC .

Théoréme 6.1. (4 ] Les seuls convexes compacts non vides indécomposables deIR2

sont les points, les segments et les triangles.

Démonstration : D'aprés les théorémes 3.2 et 5.1,C est indécomposable si et seu-

lement si C = C1 + CZ implique 1'existence de Al et AZ > 0 tels que Se, = Al Se
et sC2 = KZ S~ D'aprés le théoréme.4.1 ou bien S¢ = 0 (C est un point), ou bien

SCEéB (C est un segment), ou bien S € % (C est un triangle) . d

§7- Aire et périmétre d'un convexe compact

Soit C dans &? ; d'aprés la définition de la mesure longueur d'arc, le

périmétre P(C) de C est 2m
P(C) = J sc(de) (7.1)
0
On pourrait facilement montrer également que
2m
P(C) = j hc(e)de : (7.2)
0

le principe de la démonstration &tant dans le cas lisse (c'est-d-dire h' absolument
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continue, et sc(de) = (h(9) + h"(8))d9):

(ZTT 2T 2T
PC) = | (n(a) + h"(8))do = j h(5)de {h'(e)-l
0 0 -0
A
= f h(9)d6 puisque h' est périodique.
0

~

Passons & 1'aire A(C) de C. Supposons celle-ci définie quand C est un polygane
convexe. I1 est facile de vérifier la formule

1 2T
A(C) = ?j hC(G) sC(dG) s (7.3)

0
qui n'estrien d'autre que la somme des aires des triangles engendrés par les cdtés

de C et (0,0), si on suppose celui-ci dans C (Cette derniére condition n'est pas
importante : il est clair que puisque Sc € ZQO , le second membre de 7.3 dépend
seulement de la classe C de C).

Pour un C quelconque dans %?, on considére une suiie (Cn):=l croissante de
polygbnes convexes telle que C soit la fermeture de vy Cn et nous définissons

A(C) = Tim A(Cn). Puisque d'aprés la proposition 2.3 n=1 nous avons hC +hc et
N n
S —> S¢ faiblement , nous pouvons écrire :
N new

) n
0
‘ 1 (2
ou In =% ) hc(a)(sC (do) - Sc (de))
H n
1 (2’“’
et J, = 7 | (he(8) = he (8)se (8)
n n
0
Donc In —> 0 puisque Sc —> 5S¢ faiblement. De plus il existe M tel que
N n
Sc { [0,2m)} < M et d'aprés le théoréme d'Ascoli he Pae he uniformément.
n n"®

Donc M
Jn <3 sgp(hc(é) - hcn(e)) P 0

Donc la formule 7.3 est vraie pour tout C de t? , (ce qui montre que A(C) ne dépend
pas de la suite (Cn):=1 particuliére choisie).

Pour énoncer Te prochain théoréme, introduisons les coefficients de Fourier pour
hC et S¢ quand C ¢ E? :



Naturellement §C(e) est le périmétre P(C), et §C(1) =5

2m

- 54 -

~ ing
Aeln) = )( e h.(0)d
0
2 .
~ _ 1n6
ety = [ e s qe)
o}

(7.4) et (7.5) sont 1iés par :

Lemme 7.1.

Démonstration :

Si C est dans 8, alors

Se(n) = (1-n%)hy(n)

Rappelons que

Voici maintenant quelques formules pour A(C) qui

lisse :

h(a)do + hé(e) par

g'®) =j
0

ind
e'n sc(de) =

2m
h(a)da - in j h(a)da
0]

,'ZT.' f2’ﬂ’
= | hla)da -
0 0

pour tout n de 7 .

définition. Donc

0 0
2m 2m .
j e1ned8- in f eme h

Q. 0

Théoréme 7.2. Si C est dans @?, alors A(C) est égal a

hc(s) sc(de)

_ n2

£ 4(0))de

l\io—-—l

2
(hé(8)

(da)

£ -

sinie—alsc(de)sC

| 4—
(%25}
(ep)
—_—~
>
S

9

'(5)d6

0]

. Vi 8
0 e s ()17 1nf e”‘etf n(a)da+ b (8) 1d

. . 2T .
h(a)(1-e"™)dy - infe!N® hé(e)]i”-nz f e (8)ds

= h(n)(1-n%). O

sont bien connues dans le cas



- 55 -

Démonstration . (7.6)est (7.3), déja montré. (7.7) se montre par intégration par

parties, comme dans la démonstration du lemme 7.1 :

0 om 1
h(8)s(do) = L % j h(a)da + hy(8)) 1 - 5

2m

O
O —

et nous ne poursuivons pas les détails.
(7.8) s'obtient en combinant le lemme 3.3 et 7.6 :

l 2"1’ f .

A(C) = > ( acose + bsing + J sin(6-a) sc(da)] sc(de).
o [o,8l

Enfin (7.9) se montre en utilisant hé(n) = =in h(n) ,

et 1'égalité de Parseval

2m ~
EOLES RO
n
0
2n 1.0 2 2
j “?EZ Eh(n)[ n D
n

Nous allons donner trois corollaires extrémement intéressants.

Corollaire 7.3.(Inégalité isopérimétrique)

Si C est dans & , d'aire A(C) et de périmétre P(C) alors
ar A(C) < PPy, (7.10)

L'égalité n'est réalisée que si C est un cercle.

- : . N ] = : l
Démonstration : P(C) = sC(O) , et d'aprés (7.9) , puisque Ej;? <0 pour |n|=22,

on a

ACC) < 4 é( ) . LU'égalite implique $y(n) = 0

pour tout n£0 , ce qui entraine que sc(de) = P(C)de6  (par 1'unicité de la trans-
formée d'une mesure) ce qui d'aprés le théoréme 3.2 entraine que C est un cercle (.

Corollaire 7.4.(Inégalité de Brunn-Minkowski)

Si C et C, sont dans & , et A dans 10,1 , alors

JAQAC + (1-A)C;) = WAT) + (1-3) /KTCI) , (7.11)

et 1'égalité a lieu pour un A dans 10,1 si et seulement si ou bien C est un
point ou bien il existe k>0 tel que C ~ kC .
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Démonstration : Notons s = Se c = sCl . L'"énoncé équivaut & montrer que
-vA(s) est une fonction convexe sur 7”0’ avec
o 2
As =-4‘17_r. 5 I(s(n)
ngzl 1-n

Pour simplifier, adoptons les notations suivantes

_SA.E‘M.@ s p(S) =/<S5,S >,
1

<s, ¢ > = L
!

Notonsqu‘alors
am A(s) = s(0) - p(s) = 0 (7.12)

Donc, d'aprés 1'inégalité de Schwarz, il existe 6§ dans [O0,m] tel que

<s,0>+ <0g,s > = 2 p(s) p(o)cosh

Par conséquent 1'inégalité demandée (7.11) est équivalente a

2 \
5(0) 5(0) - p(s)q(o)coss = \/(s<0>-p2<s))<oz(0> - p(a))
laquelle est d@ son tour équivalente & :

£5(0)p(o) - 5(0)p(s)1° 2

29

+ 4p(s)p(o) sin .g [3(0)8(0) - p(s)p(o) cos -?J >0

qui est vraie d'aprés (7.12). Le cas de 1'égalité est facile d étudier et fournit
ou bien s=0 , ou bien 1'existence d'un k>0 tel que o = ks. 0

Corollaire 7.5. Symétrisation d'un convexe.

$i C est dans & et si C* = % C+ %(-C) est sa symétrisation, alors

*

A(C) < A(C*) et 1'égalité implique C ~ C*
~ _1y\N
Démonstration : §C*(n) = sC(n) (lii—ll—J .

Donc, d'aprés (7.9) :

a(c) 1 : lgc(nHZ 1 . igc(ZPHZ A(C*)
= —-—-—-—2——- < - _—7-— =
n ngtl  1-n b p 1-4p

Si A(C) = A(C™), on obtient §C(2p+l) = 0 pour tout p de Z, et donc S, = Sqx, OU
Cnc” d'aprés le théoréme 3.2. 7
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§ 8. Ensembles convexes symétriques.

Un C de & sera dit symétrique si C ~ -C, et symétrique par rapport & (0,0)
si C = -C. I1 est clair que C est symétrique si et seulement si Sc = S_¢ =8 *Scs
c'est-a-dire si Sc € éf (notations vuesau §4) et si et seulement si C = o
(notation du corollaire 7.5). Notez éga]emen% que si s est dans &, sa restric-
tion s & (0,7 caractérise s, et qu'inversement si u est une mesure bornée
positive sur [0,m[, identifié au groupe R/ mZ, il existe une mesure s de /
tel que S =yp.Donc s+~——>S estune bijection de QP sur 1'ensemble des mesu-
res positives sur le groupe compact R/ w?Z .

Nous allons montrer dans le prochain théoréme qu'il existe une bijection natu-
relle entre J et 1'ensemble des semi-normes sur RZ.

Une semi-norme sur RZ est une application p : RZ —> [0,+=[ telle que

1) p(Ax,Ay) = [x]| p(x.y)

2) p(x+x1, y+y1) < p(x,y) + p(xl,yi) pour tous X5¥sXq15Yq dans R.

I1 est clair que pour une semi norme p, on a

p(x,y) < |x| p(1,0) + |y| p(0,1) ,
et

IN

[p(x+xys y4yq) = pxqsyq) | € P(XsY)

Donc p est continue, et

[y

Bp = {(x,y) 5 p(x,y) <1

est un ensemble convexe symétrique ouvert. Bp est non vide car p(0,0) < 1,
' et Bp n'est peutzftre pas bornée : Bp peut étre une
bande (par exemple si p(x,y) = |x|) ou méme R"~ (si p(x,y) = 0).
Introduisovs alors le convexe dual Cp de Bp, défini par
Cp = {(x,y)\ ; XXq + yyy < 1 pour tous (Xl’yl) de Bp}
IT est clair que Cpe & et que Cp est symétrique par rapport a (0,0). Nous avons

également :
p(cos6,sinB) = he (8) (8.1)

Théoréme 8.1. Soit p :.RZ———>[O,+m[ . Alors p est une semi-norme si et seulement

si il existe une mesure positive up sur le groupe R/ nZ telle que

T
p(x,y) = [ [xsing - ycoséﬂfup(de) (8.2)

Cette mesure est unique et uy = % s
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Démonstration : Il est clair que si il existe u_ tel que (8.2) soit vrai, p est
une semi-norme. Pour voir 1'unicité de My considérons f(a) = [sina| (qui est

bien de période 7 et observons que (8.2) implique

p(cosH,, sing) = (f*]Jp)(e) (8.3)

ol la convolution est prise sur le groupe R/ 7Z.

Puisque
2

l-4n2

2 m 2ino.

f(n) = ( |sina| e da
0

pour n ¢ Z , n'est jamais nul, on déduit de (8.3) que

rTT . m .

| 21N (da) = 21— [ e21M0 5 (coso,sina)ds
P f(n)

0

pour tout n de Z , ce qui montre 1'unicité de up.

Inversement si p est une semi-norme, pour montrer que u_ existe et est égale &

0

~ p
% Sc s on considére la fonction suivante de période m :
P
1 (" !
3 [sin(a-8)] s¢ (da) = 5(f = s )(9)
P P

0
ol la convolution est dans le groupe R/nZ ; nous avons alors a montrer que
p(cos 6, sin 9) = % (f = ZC )(9)
P
Observons que, pour 0 <9 <7 :

™ 2m 2m+6
[ sin(a-9) Sc (da) = [ sin(e-a)sC (da) + f sin(8-a) Sc (da)
P P .
o} i m
puisque S e‘ﬂﬁo ; donc :
P

3(F 3 )(e) =

(8 1 (m
J sin(e-oc)sC (da) + 5 J sin(a-e)sc (da)
P

P P

r\)ln—a

it

c\)h—-

0
j sin(8- oa)sC (da)
0 P

Zﬂ
J sin(6-a) Se (da) .
m

Par conséquent, d'aprés le lemme (3.2) il existe des constantes A et B telles que

%(f * EC )(8) - he (8) = Acos9+ B sing, (8.5)
p p

Puisque le premier membre de (8.5) est de période m , ona A = B = 0 ce qui achéve
la démonstration. O
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Ce théoréme est 1'arme absolue pour démontrer le résultat suivant, dd &
T.0. FERGUSON L2 ] : si p est une semi-norme sur RZ, alors il existe une mesure
2
de probabilité v sur R~ telle que

+00 ¢ 400
b
|

J

-0 ==CO

En effet, on définit pour 9 ¢ [O,7f et m>0 , la mesure de probabilité v, o Sur
RZ par
cor +oo m du
J f(u sinB,-ucos®) —
m(m +u")

F(X,¥) vg (dx,dy)

,m

pour toute fonction continue bornée, c'est-d-dire que Vo o est une "Loi de
k]

Cauchy" concentrée sur la droite {(x,y) : x cos8+ y sing =01},

Compte tenu du fait que pour t réel
+00
jug M du ~-m[t]
e ——— =8

m(m-+u”)

el

on a :
m

3

avec t = Vt2+52 cosa et s =\/t2+ 52 sin o .

Si Cp est un polygone convexe symétrique, alors

n
“p = _§ m, 66. avec 0 < 61 oL < en <m o,
i=1 !
N[22
p(t,s) = L VtS+s m, !sin(ei-a)f
i=1

t,s)

d'aprés le Thgoréme 8.1, et donc e_p( est la transformée de Fourier de la

probabilité =« Vg g, > un simple passage a la Timite fournit le cas général
i=1 i

pour une semi-norme quelconque.
§9. Ensembles convexes de largeur constante.

Dans ce §, nous considérons la classe desC de E? tels que :
8 —> hc(e) + hC(6+7r)

soit une constante. Si cette constante est k, on dit que C est de largeur constante

égale a k.



C'est ce qui arrive si C est un cercle, ou un triangle de Reuleaux (voir Exemple
1.5) Ce ne sont naturellement pas les seuls exemples, bien que les ingénieurs
utilisent surtout le triangle de Reuleaux pour le tracé de cames , Nous allons
voir que sicufk est 1'image par C +—> Se de 1'ensemble des convexes de longueur
constante k, alors %UL est en correspondance bijective naturelle avec la boule
unité de L™ CO,mC

Proposition 9.1. Soit C dans 5 et k>0. I1 y a équivalence entre les affirmations

suivantes :
1) C est de largeur constante k
2) ic(de) 8 * SC(de) = k d8
3) s~(2n)

—
N

C( 0 pour tous entiers n#0 et QC(O) = 7k
De plus ’U]k est un ensemble convexe compact et u)k n J%; est 1'ensemble de ses

points extrémaux .

Démonstration : D'aprés le lemme 3.3. on montre facilement que si

k(8) = h.(8) + h~{8+m) , alors
C c o
k(B) = % J }sin(e-a)gsc(da) (9.4)
0
Prenons la transformée de Fourier des 2 membres de (9.4) :
~ 2 o) N
k(2n) = — s(2n)  pour tout n entier (9.5)
1-4n

Or k est une fonction continue de période 7 . Donc k est constante si et seulement
K(2n) = 0 pour tout n#0 . (9.5) montre donc 1'équivalence (9.1)<=> (9.3). L'équi-
valence (9.2)<=>(Y.3) est standard. Convexité et compacité de 5U9k sont évidentes
d partir de (9.3). Si s €2Uk , (9.2) implique que s(dg) est absolument continue

a

par rapport d& d6. Si on note
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s(do) = f(9)a

alors fs(e) + fs(6+ﬁ) = k presque partout.

. 2 . . 4 .
On vérifie alors facilement que s dans'wk est un point extréme de ltk si et seu-
lement si

fS(B) fs(6+w) =0 presque partout ,

c'est-ad-dire si s appartient aussi a ﬂto . a

I1 v a quelques conséquences évidentes de la premiére proposition : par exemple
C est de Targeur constante si et seulement si Ei%:ﬁl est un cercle (c'est 9.2.,
plus ou moins). Mentionnons également le théoréme de Barbier (voir [ 91) : d'aprés
(9.3), si C est de largeur constante k son périmétre est mk.

Un résultat beaucoup plus délicat concerne le minimum de 1'aire d'une courbe de
largeur constante k, soit min A(s). D'aprés 1'inégalité de Brunn-Minkowski

se W) :
(Corollaire 7.4), la fonction convexe - VA(S) atteint son maximum sur un point ex-
tréme de QUK. Henri Lebesgue a [ 5] montré géométriquement en 1914 que ce maximum
est atteint seulement sur le triangle de Reuleaux (exemple 1.5) (voir Bonnesen
et Fenchell[1 ] page 34 ). Fujiwara a donné en 1929 [3] une habile preuve analytigue,
dans l'esprit du présent article (a noter qu'on n'a pas besoin de mesures pour
une telle démonstration, puisque Sc @ une densité quand s est dans %Uk).

Pour terminer ce §, voici une démonstration analytique du fait suivant :
Proposition 8.2. Si C est de largeur constante, C n'a pas de point anguleux d'angle
< %E . S1 C a un point anguleux d'angle %; , alors C est un triangle de
Reuleaux.

Démonstration : Soit vy dans JO,wC . Si C a un point anguleux d'angle mw- vy

cela signifie qu'il existe un arc Ja, a+ty[l dans T= R/2r Z tel que
SC{]a,a+y[} = 0 . Sans perte de généralité, supposons que C soit de largeur 1.
Alors s.(d6) = f(6)d6 , avec

f(6) + f(6+m) =1 ,  pour tout 8 (9.6)
Nous pouvons aussi supposer @ = T; donc f(g) = 1 si 0< 89 < vy .

Ensuite

2T . Y g T - 2m .
0= j e'® f(5)ds = J e'® 4o + J "% (5)ds + J e'®f()ds

0 0 Y T+Y
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et, aprés quelques manipulations utilisant (9.68)
. T
T 1(8-%-Y)
1= f e 2 f(s)de (9.7)
Y
Supposons maintenant y z w/3 . Nous pouvons gcrire 1 1 =

Jﬂ/s ia

' -7/6
introduire f,(a) = f(a+ 5 +v)

ainsi que fz(a) =1 - fl(a) sur C- % , %-"(J
s i
=1 sur Cx-v, T ]
Si on pose : . . )
S [ F Qo (¢)da et 2, = [ 2e'% ¢ (a)da
21 % 1 2 2 ’
T ! o
7 . [

12

alors 9.7. implique 2y = Z,. Or z, = ope 1 avec p2 0 et - g.<<11< - %-,
1.OI'Z T T p .

et Zy = ce. s avec - g <a, <o Donc nécessairement p = 0 , fl(a) =0

sur [-%,-% J. Ceci implique que v = g et que C est un triangle de Reuleaux. U]

§10. Dualité et coordonnées poiaires :

Si la fonction § ——>p(8) est de période 2r , positive et telle que p" existe
et est continue, on a appris dans les cours élémentaires (voir par exemple (s ])tome III)
que la courbe du plan définie par 1'équation polaire p= p(98) est convexe si et
seulement si
1

3) 20 (10.1)

1
s *

n

Si par contre p n'est pas assez réguliére pour que p existe, la courbe peut
guand méme limiter un convexe. Que devient alors la condition (10.1)} ?

Pour répondre & cette question, il faut introduire la notion de dualité, déja
évoquée au §8.

. . 2 _ . .
Soit £ 1'ensemble des convexes fermés de R non nécessairement bornés,

mais contenant (0,0) dans leur intérieur. Si 0 ¢ (7/, alors le convexe dual

C={(x,y) XXy + yyq < 1 ¥ (Xl’yl) e 0 }

est fermé borné et (0,0) € C. (Inversement, O est convexe dual de C).



Voici quelques exemples :
T\
- 0]
\‘\\ A
-~ e = - — N - e et e e e A
\‘ \ o (olo o >
1 \ '_ N
C

o

A noter que la forme du convexe dual dépend lourdement de la place de (0,0).
Si 0 ¢ &, introduisons 1'équation en coordonnées polaires de la frontidre 3 :

=0 (2) ,

+= dans les directions non bornées. I1 faut noter que,
Yo . Alors :

en convenant p (3)

puisque (0,0) est intérieur & O , nécessairement p (8) > O

C .
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R . 4 2 1 , -
Proposition 10.1. Soit 0 dans (7 de dual C dans [~ . Alors RG] = hc(u) , 0U

hC est la fonction support de C.

La démonstration découle immédiatement des définitions 7 .

'inégalité (10.1) perd alors son caractére mystérieux. Son premier membre
n‘est autre que la densité de la mesure S¢ du convexe dual, qui existe dans le
cas lisse oU p" est continue. Dans le cas général, on peut tirer beaucoup de
renseignements sur 0 a partir de Sc ¢ une face Fc(eo) non réduite & un point de
C correspond & un atome de S¢ et & un point anguleux de 0 dans la direction 95"
Un point anguleux de C correspond a un intervalle 181,62[ sans masse pour s. et
a une face pour 0 dont les extrémités Ml et M2 sont dans les directions 9 et 62.
On peut encore tirer de Sc des choses plus raffinées sur 0 , mais nous ne pour-

suivrons pas.
§ 11. Conclusions.

Une théorie de la mesure "de poche",d savoir de la mesure sur un intervalle de
la droite réelle ou du cercle, (pour laquelle nous avons essentiellement besoin
seulement de comprendre ce qu'est une fonction croissante), nous a donné beaucoup
de renseignements sur les convexes du plan. Un sport amusant est de prendre un
résultat sur les convexes plans (par exemple dans le Tivre de YAGLOM et BOLTLIANSKI (g
parfois péniblement démontré géométriquement et d'en fournir la preuve analytique.
Une chose beaucoup plus difficile est de généraliser la théorie a Rd . Cela a été
Tfait en 1938 parnFenche] et Jessen, qui ont généralisé le résultat suivant de
Minkowsk1i :nSi iil P; 551 =u est une mesure positive discréte sur la sphére 82
telle que i:l 91 p; = 0, alors il existe un polyédre convexe, unique 3 translation
prés, a n faces Fl’“"’Fn , et tel que pour tout j=1,...,n , la face Fj est d'aire
pj et de normale Hj. Une histoire trés détaillée de ces questions est faite aux §9
et 5§10 de l'admirable article de synthése de Rolf Schneider [u].
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