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41.

ANALYSE RELATIVE

..,..,....,." le calcul infinitésimal 1 est utile,
quand il s’agit d’appliquer 18 Mathématique
à la Physique, cependant ce n’est point par
là que je prétends rendre compte de la
nature des choses. Car je considère les
quantités infinitésimales comme des
fictions utiles

LEIBNIZ Phi I ., 629

On goarrait dire, comme dan l’Empereur
de la lmw, que c’eat tout comme ici partoat et
toujours, aux degrés de grandeur et de

perfection prèa.
LEIBNIZ Phil., VI, 548 .

INTRODUCTION.

Si l’on qualifie d’idéal tout ce qui n’est pas la réalité empirique, tout ce qui est de la même

nature que la pensée, alors il nous faut admettre que les objets dont parle toute mathématique

formalisée sont des objets idéaux . Cependant des mathématiciens, à chaque époque du

développement des mathématiques, probablement parce que ces objets faisaient partie de leur

univers mental et de leur champ d’activité quotidiens, et présentaient un caractère de stabilité

qui les apparentait à la réalité matérielle la plus banale, ont eu tendance à les considérer comme

étant "réels", et parfois comme ayant une existence indépendante de l’homme. Le doute se

réinstalle chaque fois que sont introduits des objets, concepts ou méthodes radicalement

nouveaux dégagés par un effort supplémentaire d’idéalisation; c’est ainsi qu’ ont été qualifiés

d’éléments idéaux ou de notions idéales en leur temps, les nombres imaginaires, les

infinitésimaux introduits par les pioniers du calcul différentiel ou les nombres transfinis de

Cantor. Pour notre part, nous considérerons que l’ensemble des entiers naturels, le nombre
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etc....., tous les ensembles définis dans la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel

avec axiome du choix, sont des ensembles idéaux du premier niveau.

Nous constuirons une théorie des ensembles dont le langage permettra de ~traduire" au

moyen de formules bien formées des énoncés métamathématiques du genre : l’ensemble

vide, 0, est un ensemble idéal du premier niveau, il existe un entier supérieur à tous les entiers

du premier niveau d’idéalité. Dans [25J, E. Nelson a construit une théorie des ensembles, la

théorie IST, qui est une extension de ZFC et qui permet de désigner dans IN des entiers

supérieurs à tous les entiers du premier niveau d’idéalité, qu’il qualifie de standard dans le

langage de IST, ce sont des nombres infiniment grands; intuitivement on peut considérer que

ces nouvelles entités sont d’un degré d’idéalité supérieur à un. Nous voudrions que notre

théorie des ensembles permette de traduire aussi ce dernier énoncé, portant sur des ensembles

de IST, et bien d’autres. Nous souhaitons pouvoir attribuer formellement un degré d’idéaâté

déterminé, un, deux, trois,...etc... à certains ensembles. Aux infiniment grands de Nelson, il

correspondra une hiérarchie d’entiers de différents degrés qui devront être vus comme des

infiniment grands d’ordre un, d’ordre deux, (infiniment (infiniment grands)),...etc... Nous

voudrions que notre théorie soit une extension de la théorie IST. Il est clair que si l’on veut

pouvoir qualifier d’idéal tout ensemble défini dans ZFC, cela ne pourra se faire au moyen

d’une défmition dans ZFC; il nous faudra, d’une manière analogue à celle de Nelson utiliser un

langage plus riche que celui de ZFC. On peut par exemple, enrichir ce dernier de nouveaux

prédicats non définis à une place: id i , id2. Nous pourrons alors former les énoncés :

~ 1 ~ id qui se lira : ù est un ensemble idéal du premier ordre

qui se lira, "il existe un entier n idéal d’ordre 2 supérieur à tout entier idéal d’ordre 1 ", et

aussi:

L’énoncé (2) affirme l’existence d’entiers que l’on pourrait qualilier d’infiniment grands,

mais on savait le faire dans LS.T.. Par contre, la formule (3) introduit quelque chose de

nouveau en affirmant l’existence de nombres infiniment-(inimiment grands). Les ensembles

idéaux d’ordre 1 correspondent aux ensembles standard de E.Nelson.
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On peut démontrer que si l’on ajoutait les énoncés (1) (2) et (3) aux axiomes de ZFC,

relativisés aux formules construites sans utiliser les nouveaux prédicats idl et id2 , alors

l’extension de Z.F.C.ainsi obtenue serait.relativement consistante et même, conservative.

Toutefois la théorie présentée ici sera plus générale; plutôt que d’introduire des prédicats non

définis à une place nous avons choisi de définir ces prédicats dans un langage universel

construit à partir du prédicat d’appartenance classique et d’un prédicat non à deux

places, ’w8P,". L’écriture se lira " x est standard relativement à y " ou, d’une manière

duale, y est idéal relativement à x. L’idée de généraliser la théorie de E.Nelson en remplaçant

son prédicat à une place, " st " par un prédicat binaire de standardicité relative revient à Guy

Wallet, de l’Université de Poitiers qui, à notre connaissance, l’a énoncée clairement pour la

première fois en 1985, lors de discussions au congrès de Luminy, " Mathématiques fmitaires

et Analyse non standard" toutefois, on pourra trouver dans le travail de E.I. Gordon cité en

[8], l’utilisation d’un prédicat de standardicité relative défini dans IST. Grâce à l’introduction

de notre nouveau prédicat, nous pourrons dire que tout ensemble x a un degré de

standardicité (celui de x ) en imposant l’axiome Vx x~~x. La théorie des ensembles que

nous construirons d’abord est une théorie relative des ensembles internes (nous l’appellerons

RIST). Nous l’avons qualifiée de relative parce que tous les ensembles de cette théorie peuvent

être comparés relativement à leur standardicité (ou à leur idéalité) et nous parlons d’ensembles

internes parce que seules les formules du langage de ZFC sont admises pour décrire un

sous-ensemble d’un référentiel donné, le schéma de compréhension ne s’étend pas à toutes les

formules de RIST.

La théorie RIST est un cadre très général pour faire de l’analyse infinitésimale; on peut,

par exemple, défînir dans le langage de RIST une relation de proximité infinitésimale dans

l’ensemble [R des nombres réels, -, en posant t y - x 1  E).

Plus généralement, nous montrerons que:

a) à toute structure topologique correspond d’une manière naturelle une relation de proximité

infinitésimale, -, qui est une relation d’ordre externe, ainsi que des relations de proximité

infinitésimale de divers niveaux , t -~ , l’indice t désignant un ensemble.

b) à toute structure uniforme, on peut associer naturellement des relations d’équivalence
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infinitésimale, t =, qui sont des relations d’équivalence externe.

On peut utiliser les relations t - et t - pour faire de l’analyse, nous ferons quelques pas

dans cette direction dans le chapitre 1 paragraphe 4; toutefois chaque problème particulier ne

nécessitant qu’un nombre fini de degrés d’idéalité, nous travaillerons plutôt dans une sous

théorie de la théorie RIST qui nous semble d’une utilisation plus facile et plus mécanique. Le

principe consiste à utiliser le prédicat SR de Wallet pour définir des prédicats d’idéalité à une

place, en nombre intuitivement fini, en posant

étant convenablement choisis.

Dans la pratique, comme nous pourrons le constater en lisant les chapitre fi et III, pour un

problème ayant toutes ses constantes standard, nous n’utiliserons pas plus de trois prédicats

idp. Nous appellerons analyse relative, l’analyse mathématique dans le cadre de RIST ( ou

d’une sous-théorie de RIST).

Le bénéfice que nous entendons tirer des méthodes de l’analyse relative est essentiellement

le même que celui que nous escomptions de l’analyse non standard: introduction de nouvelles

entités, formulations plus compactes des propriétés et démonstrations plus directes.

Dans cette recherche de formulations plus compactes, X étant un espace topologique séparé

et p un entier inférieur ou égal à n, nous avons été amenés à définir dans X les ombres

d’ o r d r e p de la manière suivante :

Donnons nous un ensemble # tel que # Z X ; pour tout x E X on poser

l’énoncé x ap - a se lisant "x est proche de a d’ordre pli. Nous conviendrons de poser P # = #.

Dans le même esprit, nous définirons au chapitre III une notion de point de Cauchy qui

remplace avantageusement la notion de filtre de Cauchy. Nous écrirons Cp(x) pour "x est un
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point de Cauchy" à l’ordre p. Il apparaît alors que, si idp(X), beaucoup des propriétés

topologiques rencontrées couramment en analyse s’expriment d’une manière compacte au

moyen de règles de déduction sans quantificateurs . Par exemple on a :

On s’aperçoit que les conditions partant sur des suites, filtres ou filets dont l’analyse

classique fait une abondante utilisation ont complètement disparu des formulations 

et sont remplacées par les règles de manipulation des ombres.

Nous signalerons un autre gain important lors du passage de IST à RIST : nous disposons

d’un théorème de transfert externe . Grâce à ce principe nous pouvons, par exemple, tirer

directement les énoncés " YP X [ (X compact) ~ vqx E X (px E X ) ] ", pour tous p et q

teJs que p  q, de l’énancé " VIX [ (X compact) - V x E X ( x E X) ] ".

Nous verrons également que ce théorème de transfert permet d’accroître considérablement la

puissance du schéma de standardisation à tel point qu’on peut le considérer comme une sorte

de shéma de compréhension externe.
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Chapitre 1 - La théorie relative des ensembles internes.

1 - Présentation de la théorie .

Comme annoncé dans l’introduction, le langage de cette nouvelle théorie des ensembles ,

que nous appellerons RIST, comporte un prédicat non défini à deux places en plus du

classique prédicat d’appartenance de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel, ce prédicat

sera noté 

Si x et y sont deux ensembles de notre théorie, l’expression x83ly se lira : "x est standard

relativement à y’.

Nous appellerons formule interne toute formules bien formée du langage de RIST dans

laquelle n’intervient pas le prédicat 3;R,.

Si a est un ensemble et si F est une formule quelconque du langage de RIST nous

écrirons:

Nous dirons que les expressions Va, 3a, V’" «,3-’ a sont des quantificateurs externes. Si

nous dirons aussi que x est x-standard.

Les axiomes de RIST contiennent tous les axiomes de Z.F.C. relativisés aux formules

internes. Cette dernière précision est importante, elle implique par exemple que l’on ne peut

pas utiliser le schéma de compréhension pour détinir un ensemble dont les éléments sont les

entiers N-standard. Toutefois, il nous arrivera par abus de langage de parler de tels

"ensembles" bien qu’ils ne soient pas des ensembles de RIST. Nous dirons que ce sont des
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ensembles 

A ces axiomes nous ajouterons les suivants :

On peut résumer les A2 et en disant que la "collection" des

ensembles est totalement .* ordonnéel1 par 8A.

Les trois schémas d’axiomes qui suivent sont analogues aux schémas (1), (S) et (T) de

E. Nelson dans [25].

Schéma d’axiomes de transfert : (1)

Si F(x, ti , t2, ..., t) est une formule interne avec x, tl, ..., ttt comme seules variables libres

et si a un ensemble f ixé alors on a le principe de transfert (Ta):

Il découle du schéma d’axiome ci-dessus qu’un ensemble X défini d’une manière unique

par une formule close interne sans paramètres est a-standard pour tout a. On dira plus

simplement qu’il est standard et on écrira 

Schéma d’axiomes d’idéalisation : (1)

Si F(x,y) est une formule interne ayant x, y, comme variables libres et peut-être d’autres

variables libres si a i, a2’." sont des ensembles fixés tels que ~ n’est pas

(al.a2,...aJ-standard, alors on a les principes d’idéalisation sur plusieurs niveaux suivants :

Idéalisation contrôlée :
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Idéalisation non contrôlée:

Remarque. :

- si 0 désigne l’ensemble vide, et si F est une formule interne I(~ ;.; F) n’est autre que

l’axiome d’idéalisation de IST, formulé autrement.

- Si la nécessité du -«contrôle de l’idéa1isation* nous est apparue assez tôt, au fur et à mesure

de nos tentatives d’appliquer à l’analyse une version relative de IST, la nécessité de principes

d’idéalisation sur plusieurs niveaux ne s’est dégagée qu’au moment où nous nous sommes

intéressés à la syntaxe de RIST. Par exemple, si F(x,y,z) est une formule interne avec trois

variables libres, n’ayant pas de constantes, et si G = 3V z Va x F( x,y,z~ , avec y

non (a, g)-standard, alors le principe d’idéalisation contrôlée sur deux niveaux I(m (3; Y ; F)

permet de commuter le groupe de quantificateurs externes Il Va VO " et le quantificateur externe

plus précisément on a : G C8 fin fin y’ 3Y z V x E y E y’ F(x,y,z).

On voit maintenant qu’en appliquant trois transferts successifs, après avoir préalablement, si

nécessaire, permuté "Aa, fin x’ " y’ g, G est équivalent à la formule interne :

Nous allons maintenant donner une version relative du principe de standardisation de IST.

Le schéma d’axiome de standardisation de IST affirme que pour tout référentiel standard et

toute formule bien fonnée du langage de IST, il existe un ensemble standard dont les éléments

standard sont exactement ceux du référentiel qui satisfont la formule.

Pour énoncer un principe relatif de même nature, il faut prendre quelques précautions.

En effet, soit IN l’ensemble des entiers naturels, et no un entier fixé qui ne soit pas

standard. L’existence d’un tel entier découle facilement de i~~;.; F) appliqué à la fonnule
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F(x,Y} = (x E f1’f n y E y }. On voit facilement qu’il n’existe aucun ensemble E

n0-standard tel que pour tout p n0-standard, p E E si et seulement si p n’est pas standard. En

effet, si un tel ensemble E existai( ,11 serait non vide puisqu’il contiendrait no, il contiendrait

donc un plus petit élément II1o. Par (1), on obtient que II10 est no-standard. D’autre part, il est

non standard (c’est la propriété caractéristique des éléments no-standard de E), on a donc m~

différent de 0. Par (T), on obtient que que mo-1 est no-standard et non standard. Ces deux

dernières propriétés de mo-1 impliquent qu’il est dans E et cela contredit la ruinimalité de mo.

On voit donc qu’un principe relatif de standardisation ne saurait s’appliquer à toutes les

formules du langage de RIST.

En fait, pour chaque ensemble fixé a, nous aurons un principe de standardisation au

niveau a . Celui-ci s’appliquera à une classe particulière de formules externes, les formules

a-extcmes

Si nous notons F la collection des formules du langage de RIST, la famille des formule

a-extemes, alors fF a sera la plus petite sous-collection telle que :

i) les formules élémentaires: (x E y), où x et y sont soit des variables soit des

constantes, sont dans 97,

ü) si F et G sont dans il en est de même de -,F et de F - G,

iü) si F(x,y) est une formule alors 3 y F(x,y) est une

formule de 

iv) si F(x,y) est une formule de iF a et si fi est un ensemble tel que oc soit

dard, alors 3Py F(x,y) 

Nous particulariserons une sous famille dont les éléments seront appelés des

fonnules strictement a-exte~rnes.

est la plus petite sous-collection de § contenant les formules élémentaires décrites dans

i), qui vérifie les conditions de fermeture ü~ iii) et à la place de iv) la condition suivante :

v) si F(x,y) est une formule de 1 alors 3ay F(x,y) est une

formule de 
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Nous pouvons énoncer maintenant :

Schéma d’axiome de standardisation: (S)

Si a est un ensemble , et si F(v, ... ) est une formule relativement a-externe, alors:

2- Quelques conséquences directes des axiomes.

Un référentiel Y et une formule quelconque F étant donnés, on ne peut pas en général parler de

l’ensemble des éléments de Y qui satisfont à F car le schéma de compréhension ne peut être

appliqué qu’à des formules internes; toutefois nous nous permettrons d’écrire une expression

de la forme E = { t E Y Î F(t~ } . L’expression entre accolades ne définit pas , en général , un

ensemble de la théorie des ensembles RIST; cependant nous dirons, par un abus de langage

contrôlé, que E est un ensemble externe.

Pour chaque référentiel a-standard fixé y, et chaque formule a-externe F, l’ensemble

a-standard z dont l’existence est affurnée par S(a,F~ est unique car deux parties a-standard

de y définies au moyen de S(a,F), ont les mêmes points a-standard et il suffit d’appliquer

(Ta) pour voir quelles sont égales. Nous noterons cet ensemble z = sta } t E y / F(t)} ou

z = st { t E y / F(t) } dans le cas où a est standard. On dira que z est le a-standardisé, ou le

standardisé (dans le second cas), de l’ensemble externe E = f t E y / F(x;t) } .

La démonstration des théorèmes l, 2 et 3 qui suivent est la quasi-copie de la démonstration des

théorèmes 1.2, 1.1 et 1. 3 de 2 ~ ] .

THEOREME t :

Pour et a que ~B n’est pas a-standard il existe un ensemble fini 6-standard

contenant tous les ensembles a-standard.
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Démonstration :

Soient a et e tels que -,(e a-standard) et soit la formule interne: F(x,y), s (x E y A y 

A y fini ). En effet, pour chaque x’ fini et a-sta,ndard,

il suffit de prendre y = x’, comme par hypothèse g n’est pas a-standard, il découle de oIA2
que a est b-standard; donc, par on a que y est e-standard. On applique ensuite

on obtient : (x E y A y fini), qui s’écrit aussi, 

Corollaire:

Pour tous a et p avec a-standard, et tout ensemble X, il un ensemble fini.

b-standard ayant exactement les éléments a-standard que X.

Démonstration ;

Soient a et e tels que b non a-standard, et soit X un ensemble quelconque. Si F est un

ensemble fini contenant tous les ensembles a-standard, il est clair que l’ensemble FX = F n X,

est fini et contient les éléments a-standard de X et seulement ceux de X.

THEOREME 2 :

Soit X un ensemble. X est fIni et a-standard si et seulement si tous ses éléments sont

a-standard.

Démonstration:

Soit la formule F(x,y) A y E X ) . Le membre de droite de l’équivalence (Ia;.;F)

est équivalent à :

~ y E X ~ , ~ y a-standard ~ ~. En prenant la négation des membres extrêmes de (Ia;.;~ on

obtient: ’~y E X ( y a-standard ) - ( y £ X v x = Y i

Si X est a-standard et fini, il suffit de prendre z = X pour voir que tous les éléments de X

sont a-standard. Réciproquement, si tout élément de X est a-standard alors z E iP(z) pour un

certain z a-standard et fm.i; mais si z est fini et a-standard, alors il en est de même pour 
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donc, d’après ce qui vient d’être démontré, cela implique que tout élément de est

a-standard. En particulier, X est a-standard comme de plus il est contenu dans un ensemble

fini, il est également fini.

Remarques :

1 - fl découle du théorème 1 que pour tout ensemble x, il existe un y qui n’est pas x-standard,

il suffit de prendre un ensemble infini E contenant x, cet ensemble contiendra un élément non

x-standard.

2- On obtient une théorie équivalente à RIST en remplaçant le principe d’idéalisation

non contrôlée par l’axiome 8fJt-4 : ~’ x a y -,( En effet, la remarque précédente

exprime que est un théorème de RIST. Montrons que, réciproquement, si F(x,y) est

une formule interne ayant x, y, comme variables libres et peut-être d’autres variables libres, et

si a1, (12’’’. sont des ensembles fixés tels que b n’est pas alors

l’énoncé ( 1 ~:

est un théorème de (RIS1) t .

Supposons vérifiée le premier membre de l’équivalence. Pour toute valeur des paramètres de

F, il découle des axiomes SA2 et qu’il existe un y tel que or,. or ax et tous les

paramètres de F soient y-standard. Par ’SA4, on obtient un b tel que b ne soit pas

y-standard. On a a i, tous les paramètres de F ~-standard donc, par on a:

n suffit d’apliquer 1 (a i , o~... aK; ~; F) pour voir que le second membre de ( 1 ~ est vérifié.

Pour montrer l’implication converse, partons de l’énoncé : 3 y Vu 1 X 

Donnons nous un y tel que Va xk Il existe un ensemble 13 tel que y soit

b-standard et que b ne soit pas (a1 , a2,... ak)-standard ni y-standard (c’est une conséquence

et 35t4), on a donc ’30 y va ... yak Xk F( x 1, u, Xk, y ) d’où l’on tire, en

appliquant 1 de droite à gauche,
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THEOREME 3 : (Théorème relatif de construction)

Si A (v, u ,..) est une foimule a-externe alors:

.

Soit a un ensemble X et Y des ensembles a-standard et A(v,w) une formule a-exteme. Si

pour tout x dans X il existe un unique y a-standard dans Y tel que A(x,y) alors il suffit de

prendre f = X X Y / A(x,y) }. Dans le cas général, considérons la formule :

B(x,E) Y A A(x,y) ) ) puisque A(x,y) est une formule

a-exteme, il est clair qu’il en est de même de B(x,E). A tout x a-standard dans X on peut

associer une partie a-standard, Ex, de Y telle que L’ensemble Bx est nécessairement

égal à sfa (y E Y / A(x,y) 1 il est donc unique aussi, d’après la première partie de cette

démonstration il existe une application a-standard F de X dans e(Y) telle que pour tout x

t-standard, F(x) = Ex. Par hypothèse Ex est non vide donc, l’axiome du choix relativisé aux

ensembles a-standard nous permet d’affirmer qu’il existe une application f, a-standard, de X

dans Y telle que pour tout x a-standard de X f(x) E Ex et donc, telle que A(x,f(x}}.

Le théorème précédent affirme que l’on a défini complètement une application a-standard

dès que l’on a choisi l’image des éléments a-standard, cependant, la ’procédure de choix" ne

doit pas être trop externe.

Exemple:

Prenons pour X une partie finie de ~ contenant tous les entiers standard et prenons Y = D’i.

Alors, il n’existe aucune application f de X dans Y telle que f(n) = 0 si n est standard et

f(n) = 1 si non . En effet, soit une telle application et soit E = ( n E X / f(n) = 0 }. E contient

tous les entiers standard ar, ceux-ci ne constituent pas un ensemble ( Ceci se démontre comme

l’énoncé analogue de IST } donc E contient un no non standard. On a donc f(%) =1 ce qui
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contredit le fait que no E E.

Remarques:

1. Si X e a-standard et si F est un ensemble fini contenant tous les éléments a-standard de X

alors X = sfaFnX.

2. Si X est infini, l’ensemble F ci-dessus n’est pas a-standard car s’il en était ainsi on

pourrait, en utilisant l’axiome de transfert, montrer que X c F ce qui contredit le fait que X est

infini.

3. n découle du théorème 2 que si n et p sont deux entiers tels que p  n alors, p est

n-standard. Cela implique que si n n’est pas a-standard standard alors, les entiers a-standard

sont tous inférieurs à n.

On voit en lisant les théorèmes 1 et 2 à quel point la définition mathématique dans ZFC du

mot fini lui donne un sens différent de son sens intuitif.

On peut traduire la remarque 3 précédente en disant que l’ordre usuel dans IN est compatible

avec la standardicité. Nous allons montrer que la propriété d’existence d’un ordre compatible

avec la standardicité est liée à la dénombrabilité de X. Plus précisément, nous dirons qu’un

ordre ~ sur un ensemble X a-standard est compatible avec la standardicité, si, pour

tout x tel que a x-standard, y ~ x implique y x-standard ( Dans la cas où X est standard, il

est clair que la condition a x-standard est superflue ).

Nous énoncerons alors:

THEOREME 4 :

Si ~ est un ensemble a-standard, alors X est dénombrable si et seulement si il existe sur .X un

ordre total a-standard compatible avec la standardicité.

Démonstration :

Supposons X a-standard et dénombrable. Il existe alors une bijection a-standard cp de X

sur [N. Soit l’ordre  sur X défini par y  x si et seulement si On a bien une

relation a-standard, et l’ordre est total. Soient x et y deux éléments de X tels que a soit

x-standard et y  x; les conditions ç a-standard et a x-standard impliquent x-standard
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donc o(x) est x-standard; la remarque 3 nous dit est

«x)-oeandam, il est donc x-standard, l’application ç-1 étant x-standard (comme cp), on obtient

que y = ~ 1[~Y)j est x-standard.

Réciproquement, supposons donné sur un ensemble X a-standard, un ordre total ~

a-standard compatible avec la standardicité,. Soit F une partie finie de X telle que X = 

Pour tout x E X, {y E X I Y ~’ x ), nx = cardinal de Xx. Dans le cas où x est

a-standard, tous les éléments de Xx sont a-standard donc, Xx C F. Puisque F est fini, il en

est de même de Xx; nx est donc un entier a-standard. On peut donc utiliser le théorème de

constuc1ion pour définir une application cp : X - [H, en assoâant à tout élément x a-standard

l’entier nx ; on vérifie qué o est invective, X est donc dénombrable.

3- L’analyse dans RIST.

On peut utiliser le cadre de RIST pour faire de l’analyse toutefois, dans ce paragraphe, nous

n’irons pas très loin dans les applications et certains théorèmes serons donnés sans

démonstration. Les applications seront développées plus largement au paragraphe suivant dans

une sous-théorie de RIST.

Voici quelques propriétés liant la standardicité d’un couple à celle de ses coordonnées.

PROPRIETES :

1- Pour tous ensembles a et b, a et b sont (a,b)-standard. ,

2- Pour tous a, b et c : si a et b sont c-standard alors (a,b) est c-standard.

3- Pour tous a, b et b’ : si b est b’-standard alors (a,b) est (a,b’)-standard.

Les propriétés 1 et 2 s’obtiennent immédiatement en revenant à la définition des couples et en

utilisant le principe de transfert.

Démontrons la propriété 3. Soient a, b et b’ avec b b’-standard. on a :

b a-standard ou a b-standard.
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- Si b a-standard puisque, par a est a-standard, la propriété 2 nous dit que ta, b) est

a-standard. Comme a est (a,b’)-standard, selon la propriété l,il suffit d’appliquer SR3 pour
voir que (a,b) est (a,b’)-standard.

-Supposons que a est On a alors :

[ b b’-standard et b’ ~a,b’~-standard (propriété 1) ] implique b ~a,b’)-standard ( &#x26;5~),
[a (a,b’)-standard (propriété 1) et b (a,b’).andard ] implique (a,b) (a,b’)-standard

(propriété 2).

A tout espace topologique (X,0 ) t-standard, X étant l’ensemble sous jacent et 0’

l’ensemble des ouverts, et à tout s tel que t est s-standard, on peut associer une relation de

proximité mfmitésimale S - en posant, pour tous x et y dans X, y ~ ~. x si et seulement

si x est s-standard et, si tout ouvert U s-standard contenant x contient y. On notera 

l’ensemble des ouverts contenant x.

PROPRIETE 4 :

Si X est et si s est tel que X s-standard alors,

(.Y ~ x s y-standard J.

Démonstration :

Supposons qu’il existe dans X des éléments x et y tels que y # x, y S - x et s non

y-standard . D’après l’axiome àiÔl y est s-standard donc, en transférant au niveau

s-standard la propriété de séparation on obtient qu’il existe un ouvert s-standard U E tel

que y i U. Cela contredit le fait que y s -. x.

Corollaire:

y-standard

Si x = y, il suffit d’appliquer 8Slj . Si y # x on vient de voir que s est y-standard, comme par
définition de la reiaùon S - , on a x s-standard, la propriété x y-standard découle de 

En adaptant la démonstration du théorème 2A du paragraphe lI on obtient,
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THEOREME 5:

Si X est alors:

Nous définirons sur X une relation binaire -. en si et seulement si y (xx) - x .

Nous dirons que -. est la relation générale de proximité infinitésimale attachée à la

topologie de X. ( Nous écrirons d’une manière abrégée que - est la r. g.p.i. associée à la

topologie de X ).

ltem«qu« :

1- y -x implique x y-standard.

2-Dans le cas où X est standard, si x et y sont deux éléments de X, y -. x équivaut à y x - x .

Cela vient du fait que si X est standard un ouvert est si et seulement si il est

x-standard. En effet la propriété 1 précédente implique que x est (X,x) standard donc, U

x-standard implique, que U est (X,x)-standard. Réciproquement, si U est

~X,x)-standard, comme X est a-standard pour tout a il est x-standard, on a donc x x-standard

et X x-standard, ce qui implique que (X,x) est x-standard d’après la propriété 2; on applique

encore 3~ et on obtient que U est (X,x)-standard.

PROPRIETE 5 :

La r.g.p.i. associée à une topologie séparée sur X est un ordre externe.

Démonstration :

Il est immédiat que la relatîon - est réflexive. Elle est aussi transitive, en effet si z - y

et y - x, cela équivaut à z ~,y) -~ y et y (X,x)~ x ; Si un ouvert U (X,x)-standard contient x,

alors il condent aussi y . D’après le corollaire de la propriété 4 x est y-standard donc, d’après,

la propriété 3, (X,x) est (X,y)-standard et en appùquant à sl , on obtient que U est

(X,y)-standard.Puisque z (x,y)- y et y E U, on a z E U. Ceci étant vrai pour tout ouvert U

(X,x)-standard contenant x, on a donc z ~x)-~ x , ce qui équivaut à z - x.
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fi reste à démontrer que la relation -. est antisymétrique. Donnons nous deux éléments de X,

x et y, tels que x -. y et y -. x , cela équivaut à x et y Posons t = (X,x).

D’après la propriété 1, x et X sont t-standard, d’après le corollaire de la propriété 4, 

implique que y est x-standard donc, par ~3~, on a que y est t-standard. On a donc :

X , x et y t-standard , avec y t-.x et y t.... y. fi suffit d’appliquer le théorème 5 pour conclure

quex = y.

On a défini les relations externes t.... et -. au moyen des ouverts mais en retour on peut

ces relations pour donner des caractérisations externes des ouverts. Nous aurons le

théorème suivant dont la démonstration se fera en utilisant et en adaptant la démonstration du

théorème 3A du chapitre ll.

THEOREME 6 :

Si U est une partie X-standard de X et t un ensemble tel que X est t-standard, alors les

conditions suivantes sont équivalentes:

i) U est ouvert,

En appliquant le théorème 6 au complémentaire de F on démontre:

THEOREME 7 :

Si F est une partie X-standard de X et t un ensemble tel que X est t-standard, alors les

conditions suivantes sont équivalentes:

i) F est fenné,

La propriété 5 admet la réciproque partielle suivante :
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PROPRIETE 6 :

Si tout point de X admet un système fondamental de voisinages fermés, alors la r.g.p.i.

associée à la topologie de X est un si et seulement si la topologie de X est séparée.

Démonstration :

Plaçons nous sous les hypothèses du théorème, soient z, x, y et t = X tels que, z t- x

et z t - y. Il suff’it de montrer que x = y et appliquer le théorème 5.

Montrons que y t- x. Pour tout U E 6(x) tel que U t-standard, il existe un voisinage

t-standard fermé F de x contenu dans U; par défmition de la relation t... , F étant un voisinage

de x, on a z E F. il suffit d’appliquer le théorème 7 pour voir que y E F et donc, à U. On a

donc, y t - x. Cela implique que y - x car, x et X étant t-standard il en est de même de (X,x),

et tout ouvert (X,x)-standard est t-standard d’après 

En permutant les rôles de x et de y on montre que x -· y. On termine en disant que les

relations y - x et x - y impliquent que x = y car la relation --. est antisymétrique.

~ 

Si Or et (~ sont deux ensembles d’ouverts définissant des topologies T et r’ X-standard sur

un même ensemble X, et si -. et -’ sont les r.g.p.i. associées à T et T’ respectivement on

a alors :

THEOREME 8 :

(r estplus fine que ~’j a "’Ix, y E X (y - x - y -’ x ~ .

Démonstration:

Pour tout x E U et tout y E X tels que y - x, on a y -’x donc, y E C3

d’après le théorème 6 appliqué a la topologie 1". En appliquant le même théorème à la topologie

T on obtient que U E 0 donc, C c Cr et T est plus fine que TB
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(-) Si T est plus fine que r’ et si y et x sont deux éléments de X tels que y -. x, tout U

(X,x)-standard de Or contenant x, contient aussi y, cela est vrai en particulier si U E C~

puisque ÉP c On a donc, y -.’ x.

Après ce qui précède, il est extrêmement tentant de vouloir définir toute topologie en se

donnant une relation générale de proximité infinitésimale, cette dernière étant éventuellement

construite à partir de r.g.p.i associées à d’autres topologies . Supposons que - soit une

relation binaire externe quelconque sur un ensemble X, peut-on définir les ouverts

X.standard d’une topologie de X par la condition : U ouvert ssi (x E U et y - x impliquent

y E U) 1 Dans les cas ou la réponse est affirmative, la r.g.p.i. associée à la topologie ainsi

défmie coincide.t-ene avec la relation - ?

Dans les exemples ci-dessous, nous allons définir des relations externes sur des espaces

topologiques, et nous regarderons de quelle manière ces relations peuvent être associées à des

topologies.

Bxe8lplee :

Dans le but de simplifier les formulations, tous les espaces et toutes les topologies seront

supposés standard, mais il est clair que cela ne nuit pas à la généralité.

1- Si (X,0) et sont deux espaces topologiques si - est la r.g.p.i associée à la

topologie T de X, et si -.’ la r.g.p.i associée à la topologie f de X’, nous déf inirons une

relation externe - " sur le produit cartésien X XX’en posant :

pour tous (x,x’~, (y ,y’) E x X X’, (y,y’) -." (x,x’) ssi y ~’~~~’~-~ x et y’ (xtx’)-’ x’.

2- Si X est l’ensemble RR des applications dans R et - la r.g.p.i correspondant à la

topologie usuelle de R nous définirons deux relations externes dans X, -s et -u en

posant, pour tous f et g dans X:

f -s g si et seulement si Vi x f(x) - g(x~ ,

f -u g si et seulement si V x E R f(x) - g(x) g- o.

3- Si X est un espace topologique standard avec sa r.g. p.i - et si Sl est une relation

d’équivalence standard sur X on définira une relation externe -.’ sur l’ensemble quotient
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X’ = X/fR en posant pour toutes classes d’équivalence modulo A, :Î et 97, d’éléments de X:

x-’y si et seulement si il existe u E f et v E ~ tels que u - v.

Nous ne multiplierons pas les exemples. Si on regarde de plus près les relations externes

définies plus haut , on voit que la relations -~’, ~.s et -.ü définies dans les exemples 1 et 2

sont des relations d’ordre. Le lecteur aura deviné que les relations -’, ~.s et .-u ne sont

autres que les relations de proximité infinitésimales attachées respectivement, à la topologie

produit sur X X X’, à la topologie de la convergence ponctuelle et à la topologie de la

convergence uniforme sur Nous donnerons la démonstration pour ce qui concerne la

relation ""’s.

Démonstration : Nous noterons par le même symbole , -. , r.g.p.i. asociées à la topologie

usuelle sur [R et à la topologie T de la convergence ponctuelle sur Pour tout ensemble fini

F et tout nombre réel positif ~, nous poserons V(F, e) = { h E / V x E F Jh(x)1  F, 1 -

Nous savons que pour tout g E les ensembles de la forme g + V(F,E) forment un

système fondamental de voisinages ouverts de g pour la topologie Tg.

Soient f et g E R ~ tels que f - g. Montrons que l’on a f(x) - g(x) pour tout x

g-standard. Donnons nous un nombre réél s tel que s &#x3E; 0 et e g(x)-standard. Comme, g et x

sont g-standard, il en est de même de g(x) et, par li#Sl de s . On en déduit alors que le

voisinage g + V( ~x j , E) de g, est g-standard. Comme f -- g on a f E g + V ( { x } , ~), ce qui

équivaut à If(x) - g(x)l  E. Réciproquement, supposons que l’on a f(x) - g(x) pour tout x

g-standard. Donnons nous un voisinage g-sta,ndard de g de la forme g + V(F, e) avec F fini ,

~ &#x3E; 0, F et e g-standard. Il découle du théorème 2 que tous les éléments de F sont g-standard

donc, pour tout x E F, on a f(x) - g(x). Comme g g(x)-standard et e g-standard

impliquent que est g(x)-standard, on a lf(x) - g(x)l  ~ pour tout x E F ce qui s’écrit aussi

f E g + V(F,£) .

Nous remarquerons que si on se donne une relation - 
t 

externe ou interne sur un

ensemble X, que nous suposerons standard, si on pose :

alors, 0’(-’) satisfait aux axiomes définissant une famille d’ouverts pour une topologie
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standard. En effet ,

f 9’(-.’) est stanndard et VstJ,V y ( ( y ~.’ x A 

donc E Cr(-’) unv E ~’(-.’). Il suffit d’appliquer l’axiome de transfert pour finir de

démontrer que ~’( -.’) est stable pour les intersections finies. Montrons que 0( -’) est stable

pour la réunion. Grâce à (l~, il suffit de montrer qu’il est stable pour les réunions standard.

Soit donc ‘1J’ e P(C(-’» standard. Par (1) on obtient que la partie de X,
ensemble standard. Montrons que ~’ E ~’(-.’) . Pour toutx standard de

V, d existe un U tel que x E U. Grâce à M, on sait que l’on peut choisir U standard.

Si y -’ x et si U est choisi standard il découle de la définition de cr( -+ ’) que y E U et donc,

que y E V. On a donc démontré que V E ~‘(~»’).

0( - ’) étant un ensemble d’ouverts pour une topologie sur X on peut lui associer une

r.g.p.i, -. n découle du théorème 6 que 0( -) = 0( - ’). Cela n’implique pas que - et

-’ coïncident, toutefois on a le théorème suivant, dont la démonstration est immédiate :

THEOREME 9 :

Revenons à la relation -’ définie dans l’exemple 3. Si $l est une relation d’équivalence

standard sur l’espace topologique standard X, si - est la r.g.p.i. associée à la toplogie de X,

si -’ est la relation binaire définie sur l’ensemble quotient X’ = X/,, par la condition 

si et seulement si il existe u E 1 et v E ~ tels que u - v on a aiors : 
’

THEOREME 10 :

Si C-7est des ouverts pour la topologie quotient sur X ; alors on a Õ( - J = ~~’.

Démonstration :

Soit s: X -~ X’ = X/A la surjection canonique .Démontrons l’inclusion 0 - ’&#x3E; ~ 0.

Soit U E ~(-’), U standard, et V = s- 1 (U) = U Ü E U E. Pour tous v, w tels que v
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standard, v E V, et w - v on a v E U et , par déf inition de la relation -B w -.’ v . De la

définition de ~’(-.’) on tire que w E U et donc w E v. Cela montre que V est ouvert donc,

par définition de la topologie quotient, U E llt

Pour établir l’inclusion inverse O C O(-’) donnons nous un ouvert standard U pour la

topologie quotient. Pour tout f standard dans U et tout y tels que ÿ .....’ i, il existe u E f et

v E y tels que v - u. u E 1 implique u E qui est ouvert par définition de la

topologie quotient On a donc, grâce au théorème 6, v E 5-1 (U) ce qui équivaut à v = ~ e: U.

On a donc, U E cY( -’).

On voit donc que, même si -’ n’est pas la r.g.p.i. associée à la topologie quorient , elle

peut servir à définir les ouverts standard de cette topologie.

Les théorèmes 11 et 12 se démontrent A 5 et A 1 0 du chapitre 2.

THEOREME 11 : (Critère externe de quasi-rompacité)

L espace topologique t-startdard X est compact si et seulement si, pour tout x E X,

il existe a E X tel que x t -. a.

Si on note de la même manière les relations de proximité infinitésimale dans X et Y on a:

THEOREME 12 : (Critère externe de continuité)

Si X et Y sont deux espaces topologiques t-standard et f une application t-standard de X dans

Y et si alors f est continue au pointx t-standard si et seulement si :

Dans le cas ou X, Y et f sont standard on a plus simplement

Corollaire:

f de X dans Y est continue au poin t x si et seulement si .-
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Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer que, dans les cas ou X est un

espace vectoriel topologique standard et F un sous espace vectoriel standard de X, si -~’ est

la r.g.p.i. associée à la topologie quotient sur l’ensemble X/F, alors on a :

THEOREME 13 :

Si Fadmet un supplémentaire topologique, alors pour tous x et a- dans 

X -~’ â a’ E’ a-tels que x’ - a :

Démonstration:

On désignera encore respectivement par ~’ et 9 l’ ensemble des ouverts pour la topologie

de X et pour la topologie quotient.

Il est clair que la condition est suffisante car, par définition de la topologie quotient, la

surjection canonique est continue. Nous appliquerons donc le théorème précédent à la

surjection canonique et au point a’. Montrons que la condition est nécessaire. Pour cela

donnons nous f et î dans X/F tels que i -’ î .

Si G est un supplémentaire topologique de F nous noterons CrG l’ensemble des ouverts pour
la topologie de G et - G la r.g.p.i. associée à Si on décompose x et a dans X = G + F

sous la forme avec xG, 80 E G et Xp, 8p E F, alors Sa et aF sont

a-standard. Soit V un ouvert j-standard de Oc contenant j. L’ensemble V + F est un

ouvert saturé de X donc, son image V par la surjection canonique est un ouvert de ~.
Comme 1 = ao et 30 E V, on a a E V comme d’autre part on a 1 -’ 1 et Va-standard ( car
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[V aG-standard et aG a-standard] = Va-standard, V a-standard = V a:standard) , alors

E V. On en déduit que E V et f E F. Comme x~ admet aussi la

décomposition x~ + Op dans la somme directe X = G 0 F on a v = x~ . Donc xd E V.

Ceci étant vrai pour tout voisinage V k-standard de a~ , on a XG -~ ~ 80, ce qui équivaut à

car la topologie de G est la trace sur G de la topologie de X.

Si ~~, ~ ~ est un espace uniforme t-standard ayant X comme ensemble sous-jacent et g

comme ensemble d’entourages de la diagonale et si s est un ensemble tel que t est s-standard

on peut définir une relation d’équivalence S m dans X en pour tous x et y

dans X, x s. y si et seulement si pour tout entourage s-standard, u , de la diagonale

(x,y)Eu.

On peut alors obtenir les critères externes suivants :

Si on note par les mêmes symboles les relations d’équivalence infinitésimale dans les espaces

X et Y on a :

THEOREME 14 :

Si X et Y sont t-standard et si f est une application t-standard de X dans Y alors, si t est

s-standard, f est unifonnément continue si et seulement si:

THEOREME 15 :

Soit (ln) une suite d’applications de .~ dans Y . Supposons que Xt Y et (fn) srmt t-standard.

et que alors (fn) converge uniformément velS la fonction f si et seulement si:

Ici, n t - ~ signifie pour la topologie usuelle de f R.

Nous ne démontrerons pas ces théorèmes. Leur preuve est une adaptation facile de

démonstrations analogues dans le chapitre II.



66

Il est clair que l’on aurait pu énoncer les théorème 12, 14 et 15 seulement pour s=t mais

cela limitait sérieusement l’usage que l’on pouvait faire de ces critères comme on pourra le

constater en étudiant l’exemple qui suit.

Exemple :

Soient X une partie de [R, et (fn ) une suite de fonctions continues de X dans lll qui

converge uniformément vers une fonction f de X dans R. On se propose de démontrer en

utilisant les critères externes que f est continue. Remarquons d’abord que b t - a pour la

topologie de lli équivaut à b t~ a pour la structure uniforme de [R et a t-standard.

Soient x E X et t tels que x, X, ~fn ~ soient t-standard. Le principe de transfert implique

que f est aussi t-standard. Soit na tel que m t - on a alors fm m-standard.

Pour tout y E X tel que ym=x on a :

fm~y) ~ fm(x) t- f(x) d’après les théorèmes 14 et 15. On a donc

y m =: x - f(y) t= suffit d’appliquer le théorème 12 pour conclure.
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4- La sous-théorie GISfin.

Dans la pratique de l’analyse nous n’utiliserons jamais qu’un nombre fini de degrés de

standardicité, même si cé nombre n’est pas connu à l’avance. En ce qui nous concerne nous

n’avons jamais dans nos applications utilisé plus de quatre degrés de standardicité. A cause de

cela et aussi parce qu’il est est plus facile de travailler avec des degrés pré-sélectionnés qu’avec

une notion de standardicité relative, nous développerons nos méthodes dans le cadre d’une

sous-théorie de RIST, la théorie GISTn , l’indice n désignant le nombre de degrés de

standardicité utilisé. La théorie GISTn comportera à la place du prédicat non défini n

prédicats définis dans RIST de la manière suivante.

Soit a 1 un ensemble standard. On peut déduire de (1) que pour tout entier intuitif n aussi

grand que l’on veut, on peut sélectionner des éléments : ai , a2,..., an tels que, 

-,(cx33$ta,),......., On remarquera que, d’après on a alors 

Si p est un entier inférieur ou égal à n, et x un ensemble ocp-standard, nous dirons que x est

idéal d’ordre p et nous écrirons idp (x). Avec ce vocabulaire, les ensembles standard sont

donc des ensembles du premier degré d’idéalité, ce qui peut correspondre à une certaine

intuition. En vue de simplifier les écritures nous écrirons désormais, V2.., 31 , 32 ... à la

place de val, 3a2..nous remarquerons donc que les symboles V1, V2..31, 32..

n’ont plus le même sens que dans le § 1, les indices supérieurs ne sont plus des ensembles

mais des marques. Pour numéroter les entiers intuitifs de 1 à n on aurait pu utiliser les

notations ~’ , ~1~.., 3’ , 3"...,. Nous nous permettrons cependant, pour comparer ces entiers

d’utiliser, abusivement, des expressions de la forme p  q ou p 5 q.

Nous dirons que les quantificateurs VP , 3P pour p s n, sont des quantificateurs

externes d’ordre p tandis que V et 3 sont des quantificateurs internes. Nous dirons parfois,
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pour des raisons de commodité, que les quantificateurs internes sont des quantificateurs

externes d’ordre ~ . 
’

Nous définirons de la manière habituene les formules bien formées à partir des prédicats

E, idl, id2, ...et idn . Parmi les formules bien formées , conformément avec ce qui précède,

nous appellerons formules internes celles dans lesquelles n’intervient aucun des prédicats id i,

id2, .....ou idn . Pour tout entier p inférieur à n, les formules ap-externes seront appelées plus

simplement des formules p-externes, tandis que nous appellerons strictement p-externes les

formules précédemment qualifiées de strictement ap -externes.
. 

Nous pouvons énoncer maintenant les axiomes de GISTn, ce sont les shémas de théorèmes

de RIST suivants :

PRINCIPE DE GRADUATION :

Si p et q sont deux entiers inférieurs ou égaux à n et si p est inférieur à q on a:

PRINCIPE D’IDEALISATION :

Si F(x,y) est une formule interne avec x j , .. ,xk et y comme variables et

éventuellement d’autres variables, si p2 ... q s n on a alors les principes

sur plusieurs 

Idéalisation contrôlée :

Idéalisation non contrôlée :
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PRINCIPE DE STANDARDISATION :

Si F(t...) est une formule p-externe pouvant avoir d’autre variables libres que t alors,

PRINCIPE DE TRANSFERT :

Si p est un t2,...,tk) une formule interne avec x, t~, t~, ..., t~

comme seules variables hhw alors :

Notations :

Pour tout référentiel y tel que idp(y), l’ensemble z dont le schéma d’axiomes (Sp) affinne

l’existence sera noté z = stp{ t E Y / F(t) }.

Si Y est une partie quelconque d’un ensemble Z tel que idp (2), on notera plus simplement stp Y

au lieu de dira que stp Y est le p-standardisé de Y. Ceci n’entraîne

aucune possibilité d’ambiguïté car, si Zl et Z2 sont deux ensembles idéaux d’ordre p contenant

Y, alors sont deux ensembles idéaux d’ordre p

ayant les mêmes éléments idéaux d’ordre p, ils sont donc égaux.

Remarques:

1 - Il n’y a pas en général, équivalence entre les fonnules

qui apparaissent aux

membres de droite de pk; q) et (Ip 1, - , respectivement.

cbnoee-exenple:

Le principe d’idéalisation nous permet de conclure à l’existence d’un entier n E fll tel

que Soit donc un tel n et soit la formule :

Il est clair que l’on a : 3 y Y 1 x F(x, y ~ , il suffit de prendre y = n, mais que l’on n’a pas :
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2- Si la formule n’.a pas d’autres variables que et y et si toutes les

constantes qui interviennent sont idéales d’ordre a avec Pt t  P2 ... ~  q s n , alors on a

grâce à (Iq) :

Avant d’aborder le paragraphe 5, re-fonnulons dans GISTn le schéma de théorème 2. On

ob~tie,nt ~ . . 

THEOREME 16 : (Principe de conswuction) 

5- La syntaxe de RIST- Algorithme de réduction- Transfert externe .

Soit la caractérisation dans IST de la compacité d’un espace topologique standard. Celle-ci

s’écrit :

(1): VSt X ( X compact - V x E X 3st a E X ( x = a ~.

n est tout à fait clair que, si on définit une relation 
" p~ " en substituant " idp" à "st" dans la

définition de la on obtient :

(2): 

Traduite dans le langage de GISTn, (1) devient : -.,

( l’~: compact - V x E X31 a E X ( x 1= a).

Nous dirons que l’on est passé de (i’) à (2) par un transfert externe, bien qu’une

signification différente soit attribuée à ce terme dans la littérature sur IST. Ceci se généralise à

toute caractérisation dans IST d’une propriété interne.
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Nous avons établi plus bas, que certaines propriétés internes se caractérisaient agréablement

dans GISTn en utilisant plusieurs degré d’idéalité. Ainsi, nous avons établi que si p  q :

En fait, nous remarquerons que le niveau des indices p et q dans une preuve de (3) n’est pas

important, seule importe la relation p  q. la formule (3), peut donc se déduire par un

changement d’indices de la caractérisation :

Nous appellerons également transfert externe le passage de (3) à (4).

Dans les deux exemples présentés, le transfert d’indice a été possible parce que, disposant

d’une preuve des énoncés (3) et (4), nous avons pu faire un raisonnement métamathématique

sur le rôle des niveaux d’idéalité dans cette preuve. Toutefois si on se donne une formule

externe quelconque, il n’est pas du tout évident que l’on obtiendra une formule équivalente,

par des changements d’indices respectant l’ordre des indices.

Ceci nous amènera à nous poser quelques questions. Supposons qu’un ensemble idéal

d’ordre p soit défini dans GISTn en appliquant le principe de standardisation à une formule 4&#x3E;,

p-exteme.

1- Cet ensemble, peut-il être caractérisé d’une manière interne? ( Nous savons qu’un ensemble

défini avec unicité par une formule interne à partir de paramètres idp est idp , cela découle de

(Tp), mais nous n’avons pas dit que la réciproque était vraie. )

2- Peut-on alors opérer des transferts d’indices analogues à ceux que nous avons pu effectuer

dans les exemples précédents?

E.Nelson a donné une réponse positive dans [25], quand O est une formule de IST ( Dans

notre langage , une formule strictement 1-externe ). Il a même construit un algorithme qui

réduit toute formule externe de IST ( à condition que les quantificateurs soient bornés par des

ensembles standard ) à une formule interne, ayant les mêmes variables libres, qui lui est

équivalente pour toutes valeurs standard des paramètres. La seconde question n’a pas de sens
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dans IST 

Tout au long de ce chapitre nous allons construire un algorithme qui réduit toute formule

p-externe ayant ses quanfificateurs bomés par des ensembles idéaux d’ordre p, a une formule

interne équivalente. Nous aurons donc une généralisation à RIST, de l’algorithme de réduction

de E. Nehon. Nous en déduirons un théorème général de transfert externe.

Dans la suite, nous dirons qu’une formule ayant ses quantificateur bornés par des ensembles

idéaux d’ordre p est p-bornée.

Pour commencer, nous allons voir comment le théorème 16, qui peut être considéré comme

un principe de choix avec contrôle de l’idéalité de la fonction de choix, peut être généralisé.

Enonçons d’abord un lemme.

LEMME :

Si F(t) est une formule strictement p-bornée, alors il existe une formule interne

telle que: F(t) c=f vP variables u et v évoluant dans un ensemble,

idéal d’ordre p.

La démonstration du lemme n’est qu’une simple adaptation de la démonstration d’une propriété

analogue énoncée par E.Nelson dans [26]. Il suffit de remplacer chaque occurrence du prédicat

"st"’, chez Nelson, par le prédicat *iclp". Dans la suite, et ~ désignerons des fonctions.

THEOREME 17 : (choix sur un niveau)

une fonnule on a :

Choix 

Choix non contrôlé:
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(Ici x et y évoluent dans des domaines idéaux d’ordre p non désignés)

Démonstration

C’est une adaptation de la preuve du théorème 5 dans [26]

D’après le lemme, il existe une formule interne A(u,vgx,y) telle que

Démontrons la première implication. Si on part du premier membre on a:

(compte tenu du fait que la formule ~f y V u E u’ est 

Si an part du second membre on obtient:

Il faut donc démontrer que:

Pour montrer l’implication, prenons v = v. Pour u’ fixé tel que idp(u’) considérons la

formule , B(x,y) = Y u E u’ 

Comme tous les éléments de x’ sont idéaux d’ordre p (propriété des ensembles finis) le

premier membre de l’implication implique: Vq x E x~ 3Q y B(x,y), d’où l’on déduit par (Cp;p),

3q y Vq x E x’ et, du fait que tous les éléments de x’ sont idéaux d’ordre q, ils sont
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même idéaux d’ordre p :

y V x E x’ Ceci achève notre preuve.

Corollaire:

Si une formule on a :

Soient X et Y les domaines respectifs de x et y. Pour une valeur fixée des paramètres

apparaissant dans F, F étant q-externe, l’ensemble

Z = E X X Y ! F~x,y~ ~ existe et :

THEOREME 18: (choix sur plusieurs niveaux)

Si F est on a:

Choix contrôlé:

-Choix non contrôlé:

Démosntration :

Démontrons q).
a) Cas ou Pk  q.

Nous savons, d’après le corollaire du théorème 16 que le théorème est vrai pour k=1.

supposons que celui-ci soit vrai pour tout k e m-1, montrons qu’il reste vrai pour m. Partons
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On a la suite d’équivalences suivante : «.

Ceci achève notre démonstration .

b) Cas ou Pk = q.

Par p;,,), (2) équivaut à :

La formule VPk xk étant pk-externe, comme Pk. 1  Pk. on est dans le

cas du a). On a donc :

, ce qui peut

s’écrire plus simplement :

La preuve est analogue à celle de dans le cas a).
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Le théorème suivant est, "dans la pratique", une généralisation du principe d’idéalisation

(Ip 1 pk. q ) "

THEOREME 19 : ( principe d’idéalisation externe)

Si F est une formule -externe p-bornée avec xJ,..,xk et y comme variables libres et

éventuellement d’autres variables, 9 p l ~ p2 ~... q s n alors :

Démonstration

Soient X I , ... Xk, et Y les domaines respectifs de et y. Pour une valeur fixée des

paramètres apparaissant dans F, F étant q-exteme, l’ensemble

Remarques :

1- Si nous avons présenté ce théorème comme une généralisation du principe 4Ip ~ ,,., Pk; q)
initiale, bien que l’hypothèse T p-bornée" soit une restriction, c’est que celle-ci n’est pas très

limitative: dans la pratique de l’analyse, tous les objets utilisés sont éléments d’ensembles

standard. Par conue, la possibilité d’appliquer l’idéalisation à une famille de formules

externes, est une extension significative.

2- On peut certainement en s’inspirant de ce qui a déjà été fait dans IST, appliquer le principe

d’idéalisation à une classe plus large de formules. Nous nous en abstiendrons dans ce travail.

Nous avons maintenant en main les règles à partir desquelles nous pourrons construire

notre algorithme. Ce sont les règles
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(Cp 1,.., p~’ ), ainsi que la règle, que nous noterons (P), qui permet de commuter deux

quantificateurs existentiels ou deux quantiticateurs universels, que ceux-ci soient internes ou

externes.

Dans ce qui suit nous dirons qu’une formule est sous forme prénexe si elle est de la forme

F z Q1 plx1 i avec A interne , chaque Qi étant un

quantificateur et chaque pi étant, soit un degré d’idéalité soit le symbole 00 . Les expressions

VOO et 3T° sont une autre écriture pour V et 3. Nous conviendrons, pour tout degré d’idéalité

q, de poser q  00.

Nous observerons que, dans notre définition des fonnules sous forme prénexe, la formule

A peut comporter des quantificateurs, il ne s’agit donc pas exactement de la définition usuelle.

Nous admettrons que toute formule de GISTn peut être réduite à une formule équivalente

sous t’orrne prénexe.

Soient P = (p,...pr) et Q = (q t ...q~,), les pi et les qj étant soit des degrés d’idéalité, soit ~.

On appellera VPEQ-formule, une formule qui s’écrit. sous une forme abrégée ( on oublie les

variables): F = 3f I..Eqs .A, avec A interne, et on appellera 3QvP -formule,

une formule de la forme : F ,~~ avec A interne. Par extension, toute

formule interne sera à la fois une ’vP3Q.ionnule et une 3QVP-formule pour tous P et Q.

THEOREME 20 :

Toute VPEQ-formule (resp. toute 3Q VP-ibrmule) p-clYterne et p-bornée peut être réduite au

moven d’un algorithme à une 3Q équivalente (resp. à une 

également p-externe 

.’

Soit F = A une VP3Q-formule.

Première étapc : On écrit les indices pi d’une part et qi d’autre part dans l’ordre croissant. Il

suffit pour cela d’appliquer la règle (P).
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Deuxième etpe : On déplace les quantificateurs vPj en suivant le protocole suivant :

Si Pr s q. :

On applique ql) à la formule q 1 -exteme 3Q2...3L. A, on obtient :

F a 3q!VPt...VPr 3Q2... 3CJa AI, gq2...gqs A~ étant une formule interne. On

applique ensuite cl2) à la formule q2-externe 3’13.....’aee AI, on obtient :

F1=F2 =Eq1 Eq2 YPi...VPr 3q3....Eq8 À2, A2 étant une formule interne .................

.................................................................... Au bout de s application du principe

de choix on obtient:

FI - F2.-..- ~ F. s interne.

S: py &#x3E; qt :

Soit u le plus petit indice tel que pu soit supérieur à un c4.. Pour chaque k, soit j(k) le plus

grand tel que Pk &#x3E; qj(k).

a) on utilise dans l’ordre où ils sont énoncés les principes,

Pr)’ t~n obtient alors une formule équivalente

de la forme:

avec A 1 interne si u &#x3E; 1 et Pr S CIs . La tête de fonnule VPl... i n’apparaîtra que si u &#x3E; 1, la

queue de la fonnule A sera réduite à A si pr 

b) On utilise les principes de choix pour regrouper derrière VP r, les quantificateurs universels

qui le précèdent On procède ainsi :

- on pousse le groupe de quantificateurs s’il existe, derrière VPu, en utilisant

ql),... ’1j(uV.
- on pousse le groupe de quantificateurs i VPu derrière VPu+i, en utilisant

’1j(U+I~’ si nécessaire, (Si on n’a auquel cas

les quantificateurs VP i ’t’Pu-! . VPU , i sont déjà regroupés ) .................................

- on pousse, si nécessaire, le groupe de quantificateurs VPl... i derrière VPr, en
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On anive ainsi, en un nombre fini d’étapes, à une formule équivalente à F de la forme:

A j 1 si pr &#x3E; c6 auquel cas, la réduction est terminée, de la forme

AI, si q.. Dans ce dernier cas on termine la réduction

en utilisant (CP1,..,Prt q~i),-., qs).

Il est absolument nécessaire de respecter
la procédure indiquée pour opérer la con-
version. En particulier, il est recommandé
de ne pas être trop pressé de faire passer les
quantificateurs universels à l’extrème droite.

Rzempie: Soit une formule 1 - bomée de la fonne :

VI V3 y7 3.2 as A avec A-interne .

Mauvaise stratégie

(3) (~3;~~ - Faute ! t En effet, on aboutit à 3P V3 V7 B , on ne peut pas faire passer ~1~

après E5 (sinon après avoir fait marche arrière) car la formule V3 V7 B n’est pas 5-exteme.

Borme stratégie
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L’algorithme obtenu en remplaçant chaque occurrence de V par 3, et chaque occurrence due 3 par

V dans l’algorithme précédent, permet de réduire toute en une EQVp-formule.

THEOREME 21 :

Toute formule p-externe p-bornée peut être réduite, au moyen d’un 

équivalente, également p-externe etp-bomee.

Démonstration :

Soit F une fomiule p-extrerne.

Première ét,p*:

On met F sous forme prénexe. Si F est interne, c’est terminé, sinon, on aura:

F a G z Qlpt A, avec A interne. k ~ 1.

Deuxième étape:

Le lemme nous dit que la formule strictement pk-externe, A, équivaut à une formule de la

forme, Vpk 3P~ B, avec B interne. On cherche ensuite le plus petit indice r tel que QPr soit le

quantificateur V. si r =1, i’est fini. Si r &#x3E; 1. on aura :

G - 3:pr-l 1 En appliquant l’algorithme du théorème précédent à

Vpr... ’ipk Epk B on ontient une formule équivalente à G de la forme

3pk B avec B I interne.

On applique ensuite encore l’algorithme pour rcduire la formule Epk 3Fr ’ une

fonnule d -r la fonne vrK ~~ . ? j’ B2 . On a donc

Troisième éf.ape:

On applique ensuite à Gi, le même traitement qu’à G. En un nombre tini d’itération du procèdes

on aboutit à une VP3Q-formule équivalente à F. pour un certain P et un certain Q.

On appelle formule pré-réduite toute formule de la forme

F ~ Q 1 P Q2P2 .... avec A interne telle p2 S...S Pm-
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THEOREME 22 :

Toute formule p-exteme p-bornée peut être réduite, au moyen d’un algorithme, à une fonnules

p-externe pré-réduite.

Démonstration :

Soit F une formule p-exteme p-bomée.

Première étape:

On réduit F, au moyen de l’algorithme du théorème 21, a une VP3Q-formule équivalente qui,

après avoirréordonné pi et les qj sera de la forme:
G A, avec A interne, pl  P2 ...  pr, q t  q2 ...  q~.

Si c’est f ini. Si p, &#x3E; q, 1

Deuxième étape:

On déplace le quantificateur VPr,

a) à la droite de 9%, à l’aide de pr) si pr’ q~ ,

e) à la gauche de 3qm, où m est le plus premier entier tel que p * q~, à l’aide de p~)

si pr s qs - Si q 1, c’est fini. Si Pr- &#x3E; q i t

Troisième étape:

On déplace le quantificateur VPr- i,

a) à la droite de à l’aide de pr) si qs- 1

à la gauche de où u est le plus premier entier tel que Pr-l 1q. , à l’aide de (Iq ,..,qu- 1; p_ i )
si Si q j , c’est fini. Sinon : ,

Quatrième étape:

On réitère la troisième étape, en remplaçant successivement r et s par r-1 et s-1, r-2 et s-2 etc...

jusqu’à ce que l’on ait une fonnule équivalente pré-réduite.

Corollaire 1:

Toute formule  p-exteme p-bornée, peut être réduite à l’aide d’un algorithme, pour toutes valeurs

idéales d’ordre p des à une formule interne équivalente.
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Démonstration

Soit F une formule p-exteme. Si on applique l’algorithme du théorème 22, on aboutit à une

formule équivalente à F de la forme

aql...3C1s A, avec A interne, p e Pl  P2 ... Pr, 12 ... ch, avec toutes les

constantes dans A idéales d’ordre p. Il suffit d’ajouter à l’algorithme précédent :

Cinquième 

On applique successivement (T1s.1),... ~’I‘Pr. ~),... 

Remarque*:

1- On peut préciser l’énoncé en remarquant que les étapes de l’algorithme sont indépendantes des

valeurs idéales d’ordre p attribuées aux paramètres

2- L’algorithme décrit ci-dessus ne fait intervenir les principes de transfert que dans la dernière

étape.

Le corollaire suivant permet d’appliquer le principe du choix contrôlé sur un seul niveau, à une

classe de fonnules plus étendue que celle des théorèmes 17 et 18.

Corollaire 2 :

Si F est une formule p-externe si p  q e n et si F n’utilise aucun des prédicats

alors on a :

Démonstration :

Soit F une formule satisfaisant aux hypothèses du corollaire 2, soit

G = QIPI Q2P2 .... QmPm A avec A interne, une formule pré-réduite équivalente à F. Plaçons

nous dans le cas ou F n’est ni strictement p-exteme ni q-externe, ces cas particuliers relèvent

respectivement des théorèmes 16 et 17. On peut alors écrire:
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Ecrivons G sous une forme non abrégée on a :

Notons X1,X2,...l~,l, X et Y, les domaines respectifs (idéaux d’ordre p) de x I,x2,...x., x et y .

Posons :

Il suffit d’appliquer le théorème 17 à la formule strictement p-ext~erne p-bomée,

3q i VP x F(x, (x) 3 , , la preuve est terminée.

THEOREME 23: (Transfert externe)

Soit F une formule p-externe p-bornëe . Convenons que - est un degré d’rdëalité et notons

chaque occurrence de V ou 31 dans F, respectivement par ou r. Si F fait intervenir les

degrés d’xdéalr’té Pl’’’’ pn E (p, 2,..., n, 00 J, pour tous qqln E (p, ,Z,..., n, - j tels que

ssi q~, la farmule F’ obtenue en chaque Pi par qi est équivalente à F.

Démonstration

Soit F vérifiant les hypothèses du théorème. Soit G une formule équivalente à F de la forme

G XI X2 .... QkPk Xk étant une formule interne sans

quantificateurs.

Si on fait fonctionner l’algorithrume pour réduire G à une formule interne et si on remonte

. falgorithme en remplaçant chaque pi par q¡, on obtient :

G - G’ = Qlql i XI I Q2q2 X2 .... C4Qk Xk En passe ensuite de G’ à F’en
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appliquant dans l’ordre inverse les règles qui ont conduit de F à C~ .

Applications :

1- Si on traduit dans notre langage la caractérisation externe dans IST de la compacité d’un espace

topologique, celle-ci devient :

V l X ~°°tX compact) - x E X ~ a E X (x 1= a i~, °°(X compact) étant la formule

obtenue en remplaçant les quantificateurs V et 3, respectivement par V°° et r . En appliquant le

théorème 23, on obtient, en remplaçant les indices 1 et - respectivement par des indices p et q

tels que p  q ~ 00:

W X (q(X E X ( x P= a ~~. Ici, compact) est la formule obtenue

en remplaçant les quantificateurs V et 3, respectivement par Vq et 3R. Comme, par Tq,
" q(X compact)" équivaut à " X oampact " on obtient la cartactélisation suivante :

VPX(X compact - Vq x E X 3P a E X 4 x p~ a ~~.

2- Si h E on écrira Ph = g si idp(g) et f p ~ g pour la topologie de la convergence simple.

Soit l’ensemble ~ de fonctions de [R dans (R défini par : ~’ ~

pour chaque s, fs désigne la fonction t -~ f(t+s).

fi découle du principe de standardisation que cet ensemble est bien défini, du théorème 22, nous

tirons que cet ensemble peut être caractérisé d’une manière interne, on peut même obtenir une telle

caractérisation en faisant fonctionner l’algorithme, et du théorème 23, on peut tirer des

caractérisations des éléments non standard de A . Par exemple, si on a :

On voit que la possibilité de réaliser des transferts externes augmente considérablement la
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puissance du principe de standardisation et rend beaucoup moins gênante l’impossibilité d’élargir

aux fonnules externes le schéma de compréhension de ZF~C.

En effet, plaçons nous dans le cas est une formule externe bornée, sans paramètres ou

avec tous ses paramètres standard. Si on définit Y = stl {x E Z : 0(x)}, avec Z standard, alors

tout x de Y , standard ou non peut être caractérisé, indirectement, au moyen de 0. En effet, soit

x E Z, quelconque. Fixons un ensemble a, qui n’est pas forcément dans la non limitative,

des ai ayant servi à la construction de GISTn, tel que x soit a-standard . Si necessaire

élargissons GISTn en une théorie GISTm de telle sorte qu’il corresponde à a un niveau d’idéa1ité

p dans GISTm., et que le nombre de degrés soit suffisant. Soit Q une formule construite à partir

en remplaçant l’indice 1 par I’indice p, les autres indices étant modifiés de manière à respecter

l’ordre des indices. On aura alors x E Car le théorème 23 nous dit que la

formule: équivaut à ~ x E Z (x E Y - cIi(x) ) .

~~~ L’ensemble qtù sera étudié avec plus de détaits dans le chapitre 3, est l’ensemble des fonctions presque-automorphes

de fR dans û~.
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Chapitre- Il L’analyse dans GISTn

A/ Structures topologiques et relations de proximité
infinitésimales

Selon la situation nous noterons (X,Cr),ou (X,~) un espace topologique ayant X comme

ensemble sous-jacent Cr désigne l’ensemble des ouverts, et ~, d’une manière plus vague la

topologie sur X. Si a est un élément de X nous noterons:

U E cr 1 a E U ÿ , 1(a) l’ensemble des voisinages de a.

Définition 1:

si x nous dirons que x est inliniment proche 

idp(a) et ~ U E L1(a) (x EU) . Nous écrirons alors: a . .On dira a ussï que x est

presque-idéal dondre p.

Remarques: La dernière condition équivaut à Vp V E o/(a) ( x E U ) , équivaut à

x P- x. La définition de la relation P, utilise le prédicat idp aussi, nous la soupçonnerons a

priori d’être une relation externe . En fait si idp(a) et si on note hp(a) 1

alors Pa est interne si et seulement si hp (a) est un ensemble interne et on sait que cela ne se

produit que dans le cas ou le filtre des voisinages de a est principal. Si la topologie est séparée,

cela implique que a est un point isolé. Pour le démontrer il suffit d’adapter la preuve de

W.A.Luxemburg dans [ 22 ~ théorème 2.2. 6.

1 - Propriétés des relations P-

PROPRIETE 1 :

C’est une conséquence immédiate de la définition 1.
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PROPRIETE 2 :

Démonstration:

Soit UE O(a)tel que idp U.yP~a=yEU donc UE O (y) d’après (Gpa) on a idq U

donc, puisque x q- E U.

PROPRIETE 3 :

Si E C X et si idq (E)

Démonstration :

et U E ~’~x) tels que idp grace au théorème de

graduation nous avons idq(x,lJ. Donc, le théorème de transfert nous permet d’écrire,

L’équivalence étant vraie pour tout U idéal d’ordre p, la propriété est démontrée.

Dans la suite, nous abrégerons la formulation ( V y E E y p~. x ) en écrivant : E P- x .

PROPRIETE 4 :

Si E C X et si idq (E) avec q&#x3E;p, alors pour tout x E X on a :

Démonstration:

L’énoncé 3y E E y P - x est équivalent à idp(x) A (3y E E ¥PU E (J(x) (y E U) ). De la

deuxième remarque suivant l’énoncé des axiomes de (GISr)n on tire l’équivalence:

Comme le second

membre de l’équivalence équivaut à cela achève la démonstration.
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THEOREME 1 : P

Si a alors il existe UoE O(a) tel que idp+l(UoJ et UoP-. a .
Démonstration :

On applique le théorème d’idéalisation à la fonnule:

2 - Caractérisations externes de propriétés topologiques élémentaires:

THEOREME 2 : Si idp X alors:

(-): Supposons X séparé si X X ( (x P- a) A (x P- b) A (a *b) ) alors,

C’est une contradiction. (a,b) E X X X tel que a 0 b le théorème 1 nous fourni deux

ouverts U et V appartenant respectivement à et et tels que U P- a et v P - a

respectivement Si Vx E X alors V est vide car, si

U n V contenait un élément x on aurait ( x P- a ~ 1B ( x p -. b } et en conséquence, a = b. Il

suffit d’apphquer encore le théorème de transfert pour conclure.

A partir d’ici, toutes les topologies seront suposées séparées.

THEOREME 3 :

X, a e X et idp on note int A l’intérieur de A pour q &#x3E; p, les

conditions suivantes sont équivalentes:

Démonstration :

i) - ü) : a E int A - 3 U E (}(a) (U U E (’ ~(a) ( U c A ). Par définition

de la relation p-~, si x P- a on a x E U donc, x E A. La preuve de ü) - iii) est triviale.
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iii) ~ i) : Soit fourni par le théorème I , tel que Uo E 0’(a), et Uo P - a . (~n

déduit de et du théozérne de transfert que Uo C A donc, a E int A.

En appliquant le théorème 3 à A = X - B on démontre:

THEOREME 4 :

Si Bc X, a E X et idp (~", B, a~, si B l’adhérence de B dans X alors, pour q&#x3E;p, les

conditions suivantes sont équivalentes:

On a aussi:

THEOREME S :

(XA), pour tout q &#x3E; p les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est 

Démonstration :

i) - ü): Supposons que 3 x E A VP a E A 3P Ua e: ( f e D’après le théorème

de construction il existe une application U: A --~ C telle que,

~ a E A ( a E U(a) U(a) ). Cela implique ( utiliser le théorème de transfert) que

A recouvre A. Comme A est compact et idéal d’ordre p il existe une partie finie F

de A, que l’on peut choisir idéale d’ordre p grâce au théorème de transfert et telle que

( U(x~ } x E F recouvre A. On a donc x E U(x) pour un a E F. Comme idp F et F fini on a

idp (a) , c’est impossible d’après la construction de U.

L’implication ü) - iii) est triviale. Pour établit l’implication ici) - i) supposons que A n’est

pas compact. Il existe donc un recouvrement ~ de A par des ouverts dont on ne peut extraire

aucun recouvrement fini . On peut supposer idp ~ grâce au théorème de transfert

Si on applique le théorème d’idéalisation à la formule,
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U E on obtient un élément x tel que

idp+ (X), ce qui implique idq (X), qui n’est élément d’aucun élément de ~ idéal d’ordre p.

Ceci implique que x n’est infiniment proche d’ordre p d’aucun élément de A idéal d’ordre p.

Remarque:

On peut démontrer les théorèmes 1 à6 également de la manière suivante:

a) On écrit les théorèmes correspondant de IST, en remplaçant les formules de la forme st (x)

par des formules du type 

b) On remplace chaque occurence de l’indice supérieur par un un indice 1,

c) On apphque le théorème 23, de transfert externe, du chapitre 1 paragraphe 5.

Exemples :

1) Nous avons déjà démontré le théorème 5 par cette technique, dans les applications du

théorème de transfert externe.

2) Démontrons le théorème 1.

a) On a le théorème de IST :

b) Dans GISTn, ce dernier énoncé s’écrit : 

V 1 X V 1 a E E V x E Uo x 1 - a, que l’on peut aussi développer en :

c) On remplace les indices 1 et - par de indices p et q tels que p  q, on obtient le théorème :

VPXVPa E X gq Uo E E E (x Si on remarque que la

sous-fonnule, Vq x E U~ VP U E Li(a) (x E CJ), est équivalente, toujours grâce au transfert

externe, à la formules, V°° x E Un VP U E 0(a) (x E U), on obtient après supression des

indices - et retour à la définition de P- , t le théorème :
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Les opérateurs 

Si X est un espace séparé tel que idp X, fixons un ensemble # tel que # ~ X nous pouvons

définir un opérateur " P. ", sur X U {#} de la manière suivante. Si x E X nous poserons:

Nous poserons aussi:

Nous dirons que Px est l’ombre d’ordre p de x pour la topologie de X.

Notre définition de l’ombre diffère dans son esprit des définitions correspondantes que l’on

peut trouver chez A.Robinson ou E.Nelson : nous nous donnons la liberté d’appliquer

mécaniquement l’opérateur dp.1I à tout élément, même s’il n’est pas presque-idéal d’ordre p.

Nous aurons ainsi des formulations encore plus compactes :

la formulation Px = # nous semble plus directe que l’énoncé V a E X -1 ( x P - a ).

Remarques :

2- On peut refonnuler la propriété 3 en utilisant les opérateurs d’ombre. On aura, si idp X et si

3- L’égalité P(qx ) = Px n’est pas toujours vérifiée si qx = # ou P(qx ) = # .

Nous trouverons dans III des exemples où Px = # et # , d’autres où # et qx = # et

un exemple dans lequel qx + # tandis que P(qx ) = #.

4- On voit que sous les hypothèses du théorème 4, on a A compact si et seulement si

V x ( x E A ~ PX E A ) , A relativement compact si et seulement si V x ( x E A - 

5- On peut parfois définir d’une manière plus astucieuse Px quand x n’est pas presque-idéal

d’ordre p ainsi, si X est lli avec sa topologie usuelle, on peut choisir un élément # ’ infiniment

grand d’ordre n et définir les ombres d’ordre p s n par les seules conditions a) et fl) ci-dessus;
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la condition y) sera automatiquement satisfaite .

THEOREME 6 :

Si idp X et si q est un entier quelconque, q &#x3E; p, alors,

En tennes plus imagés, X est réguher ssi étant donné le diagramme:

, on peut le compléter par une flèche d’ordre p de z vers x.

Démonstrations : (=)

premier membre de l’équivalence est vérifié pour x, y et z , 1d$Vu et y P- x impüquent que

y E VU- Comme Vu est fermé, idq Vu et y q- z impliquent que Z E Vu et donc, z E U. Ceci

étant vrai pour tout U idéal d’ordre p on a bien z p ~ x .

(-). Supposons vérifié le deuxième membre de l’équivalence. Soit x E ~ idéal d’ordre p et

soit U E ~‘~x), idéal d’ordre p. Montrons qu’il existe un voisinage fermé de x contenu dans

U. Pour cela, prenons U. E tel que idp+ Ua et Uo P- x . Montrons que V = ÛO
convient. Il est clair que V est un voisinage fermé de x. Pour voir qu’il est contenu dans U il

suffit de lire le diagramme:

On voit que z E V=Uo - 3 y E Uo y q - z . Par hypothèse cela implique z P - x et, puisque U

est un ouvert idéal d’ordre p, z E U. On a donc U.
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Rez»rques:

on a q&#x3E;p, on a prouvé au cours de la démonstration précédente qu’un espace idéal dordre

p est régulier si et seulement si idq E et E P- x impliquent E P- x.

2-On peut caractériser la régularité d’un espace idéal d’ordre p en utilisant les opérateurs

d’ombre. On obtient:

On remarque que cette caractérisations n’utilise qu’un seul quantificateur.

THEOREME 7

Sous les mêmes hypothèses que pout le théorème 6 on a :

X est localement compact

s

(=0 ) Supposons X localement compact. Soient x et y dans X tel que y P- x.

un système fondamental de voisinage compact de x). Soit V un voisinage compact de x tel que

idp V. n découle de la définition de la relaation P- que y E V.

I)u théorème 4 on tire que E z E V ( y q- z ) et de la caractérisation externe de la séparation

que z est indépendant du voisinage compact V. On a donc ,

vp,compact V E 9i(x) ( z E V } ce qui équivaut à z p- x .

(==) Nous remarquerons 

x ) ] alors, en vertu du théorème 6, X est régulier. fl suffit de prouver que si x est idéal d’ordre

p alors x admet un voisinage compact, Pour cela donnons nous un voisinage Uo de x tel que

idq Ua q=p+ 1, Uo p - x. La régularité de X implique que Uo P- x donc, pour tout y E Ûo,
y P- x.On a donc, par hypothèse, un z tel que y q-. z. B découle du théorème 3 que z E Uo.

On déduit la compacité de Uo du théorème 4.

Remarques:

1- Si X est localement compact, # = qx = # .

2- On peut caractériser la locale compacité à l’aide des opérataurs d’ombre par ;

X localement = Px ).
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Nous résumerons, pour X séparé, les caractérisations externes données par les théorèmes

5, 6 et 7, ainsi que la propriété A2 dans le tableau suivant avec idp X et p  q:

On voit aisément en lisant le tableau que tout espace localement compact est régulier . n est un

petit peu moins évident moins évident qu’un espace compact est localement compact.

Démontrons cette dernière propiété: Supposons X compact et soit x E X; puisque X est

compact on a , d’aprés la première colonne, Px EX, Qx e: X et EX; il suffit de lire la

dernière colonne pour obtenir P(,qx ) = Px .

THEOREME 8 : (Théorème de Baire)

est une suite d’ouverts dans ~‘ alors

est dense dans X

Démonstration:

Il suffit de démontrer le théorème pour X et Y standard. Donnons nous un élément standard

x de X. Soit Uo idéal d’ordre deux tel que Uo E C(x) et Uo - x. Comme X est régulier (il est

localement compact) et que les Yn sont des ouverts denses dans X, il existe une suite

décroissante F = (F.) de voisinages fermés telle que Fo C Uonya,..., ~ Le

principe de transfert nous permet de dire que l’on peut prendre F telle que id2 (F~ . Donnons

nous un entier n,x, n2 2 - +-, et un élément y de Fn2 . Comme X est localement compact, il

existe un élément z tel que y 2 - z et z 1-. x.
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Pour tout entier n idéal d’ordre deux Fm C Fn C Yn donc y E Fn e~ comme Fn est fermé et

E Fn. Comme E Fn ~ d’ou l’on tire par 1ransfert,

x cela montre que

n nE IN y n est dense dans X.

Dans la démonstration précédente, nous avons utilisé la défmition classique de la

régularité des espaces topologiques (pour construire la suite F de voisinages fermés). Cela

nous laisse partiellement insatisfait.

Rv bléne: Trouver une preuve du théorème de Baire n’utilisant que les propriétés des relations

q _ dans les espaces localement compacts. 
_

3 - Ombres d’ordre p d’une partie interne.

Si Y est une partie interne quelconque de l’espace séparé ( X, idéal d’ordre p .De

manière analogue à ce qui a été fait par Robinson dans {35] et traduit dans IST nous

définirons l’ombre d’ordre p de Y pour la topologie de X. C’est l’ensemble idéal d’ordre p,

noté PY, défini au moyen du principe de standardisation par :

On vérifiera que, du fait que la formule 3 y E Y ( x = Py ) est une fonnule p-exteme, cette

définition est bien correcte. Il n’y a pas en général de relations d’inclusion entre les ombres

d’ordre p d’un ensemble interne pour différents p.
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Examples :

X = ~R avec sa topologie usuelle, p = 1. Donnons nous deux infinitésimaux strictement

positifs E et 6 tels que e - 0, Õ2.... 0.

Soient des intervalles de [R, A = [ o 1 - e + 8~ B = [0 1+ E: + 8[, C == J - e 1 - e[ on a alors,

1 A = { 0 1] et 2A = [ 0 1 - ej donc, 2A est strictement inclus dans A;

donc, 1B est strictement inclus dans 2B;

[ 0 ÎJ et 2C = [ - E 1 - EJ donc, il ny a aucune relation d’inclusion entre 2C et lc.

, 

Les propriétés suivantes sont immédiates.

PROPRIETE 5 :

COROLLAIRE :

PROPRIETE 6 :

Démonstration :

n suffit de montrer que tout élément idéal d’ordre p de P(qY) est élément de PY. Soit x un tel

élément. Par défmition il existe un y E qY tel que y P- x. D’après la propriété 4 du chapitre

II, on sait que l’on peut choisir y idéal d’ordre q. On peut alors exprimer la propriété

y E qY en disant qu’il existe un z E Y tel que z q- y. On a donc le diagamme de proximité

infinitésimale: z q -. y p ~ x , d’où l’on tire z P- x. Comme z E Y, cela prouve que x E PY

et achève la démonstration.

PROPRIETE 7 :

Si X est localement compact alors, pour tout q &#x3E; p on a P(qY) = PY.

Démonstration
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Il suffit de montrer que tout élément idéal d’ordre p de PY est élément de P(qY) pour établir

l’inclusion PY. L’inclusion inverse est la propriété 2. Soit donc x un élément de pY

idéal d’ordre p. Par définition il existe un y E Y tel que y P- x. D’après la caractérisation

externe des espaces localement compacts il existe un z E X tel que y q- z et z P- x. Les

conditions y q- z et y E A impliquent que z E qY donc: x E p(qy) et l’inclusion est

démontrée.

Dans les cas où X n’est pas localement compact, l’inclusion de la propriété 2 peut être

stricte.

Contre-exemple:

Nous prendrons pour X l’ensemble des applications de IR dans R. Soient donnés deux réels B

été dessous,

définie par f(x) = 0 pour tout x différent de 0 ou de B, et f(O) = f(B) = e. Pour tout a 

nous noterons fa la fonction de (R dans [R qui a tout réel t associe fa(t) = f(a+t). Nous

prendrons

Y ~ Montrons que 2Y est vide. En anticipant un peu la suite de ce texte, nous

admettrons que f 2 - g pour la topologie de la convergence uniforme équivaut à f(t) - g(t) 2 -. 0

pour tout t, pour la topologie usuelle de [R. Soit g E X telle que g E 2y; il existe alors une

fonction fa E Y telle que fa 2 - g i fa ne prend que les valeurs idéales d’ordre deux : 0 ou ~.

Pour tout t, fa(t) - g(t) 2 - 0 donc g = fa ceci est une contradiction car f a n’est pas idéale

d’ordre deux. Pour s’en convaincre on peut remarquer que si fa était idéal d’ordre deux alors

il en serait de même de fa- i } ~ } = ( -a, B - a } or, grâce au choix de B (infiniment grand

d’ordre deux) on ne peut avoir simultanément id2(a) et id2(B-a). On a donc 2y = 0 et aussi

= 9S. n reste à établir que IY:j: 0. c’est une évidence: la fonction nulle est dans IY!

La démonstration du théorème suivant est identique, à l’indice q près, à celle que l’on peut
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trouver dans [25j p. 1178.

THEOREME 9 :

Pour toute partie Y de X et tout q z p, dans X.

Démonstration :

Soit x un élément de qY tel que idq (x). Pour tout ouvert U E tel que idq (U) il existe

un élément tel que idq (y) et y E U n qY. Par définition de existe un z E Y tel que

z q- y; comme U est ouvert et idéal d’ordre q on a z E U on a donc démontré que

~’q E U û Y ) d’où l’on tire, en u1i1isant le fait qu’une intersection idéale

d’ordre q finie d’ouvert est un ouvert idéal d’ordre q,

Y } . En le principe d’idéalisation, on en

déduit l’existence d’un

qui implique x E qY.

4 - Fonctions, limite simple et double, valeur d’adhérence.

Dans ce paragraphe (X2,cr2) et (X3,cr3) sont trois espaces topologiques séparé
idéaux d’ordre p. Nous utiliserons les mêmes symboles q_ pour désigner les relations de

proximité htfmitésimales dans chacun de ces trois espaces.

THEOREME 10 :

Si a les conditions suivantes 

sont équivalentes.

Démonstration:

i) ~ Supposons que i) est vérifié et soit x E X2 tel que x q - a Soit U E "1 (b) tel que
idp U. Par définition de la limite il existe un ouvert VE que l’on peut supposer idéal
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d’ardre q, tel que fNJ C U. Puique x Q.~ a , x EV donc f(x) E U. Ceci étant vrai pour tout U

idéal d’ordre p on a bien f(x) P- a . La preuve de ü) - est triviale. Pour établir

l’implication ici) - i) il suffit de prouver que ,

U E idéal d’ordre p et Soit .

Uo donné par le théorème 1 tel que a . Si iii) est vérifié on a vr x E U )

donc, grace au théorème de transfert, V x E Uo ( f (x) E U ) . On voit donc qu’il suffit de

prendre V = Uo.

Remarque :

La lecture de cette démonstration laisse au lecteur habitué à l’analyse dans IST, une

impression de "déjà vu". En effet, nous avons dans ISr :

et la démonstration

bien connue de ce dernier énoncé dans IST, ressemble a celle du théorème 10. Aussi,

pouvons-nous penser à utiliser le principe de transfert externe pour établir noire théorème.

Pour cela, nous traduirons d’abord (1) dans le langage de ce qui donne :

Si on applique le transfert externe, sous la forme donnée au § 5 du chapitre 1, avec p r =1,

p2 = w et p’ = p, p’2 = w ou r , on obtient les caractérisation (3) ou (4 ) ci-dessous :

Les deuxièmes membres de l’équivalence dans (3) et (4) sont des cas particulier des conditions

ü) et du théorème 4. Cependant, on peut avoir exactement i) et ü) au deuxième membre de

la manière suivante . On remarque que pour des constantes standard- :
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On en tire par des transferts en cascade que, pour f, a et b idéaux d’ordre p :

on retrouve, pour f, a et b idéaux d’ordre p :

1 on dit classiquement que

THEOREME 11 :

les conditions suivantes sont équivalentes.

Démonstration:

Pour ne pas alourdir la démonstration nous supposerons que D = X2 X X3. i) ~ il). Si i) est

vérifié.D existe un voisinage V de x, idéal d’ordre p, tel que lhny-b = g(x) existe pour

tout x E V. Grâce au théorème 8 on a, pour tous x, y et z tels que idq ~x~ , x p- a , t y q - b et

z q-~ b d’une part, f(x,y) q-. g(x) P- c d’où l’on tire f(x,y) P- c; d’autre part ~~. g~x).

L’implication il) =0 ili) est triviale.Montrons que üi) ~ i). Soit ~JQ E cr2(a) tel que idq ûQ et

Uo P- a, fixons y q,-. b. Le théorème de construction nous dit qu’il existe une fonction
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g: Uo- Xi telle que ~~ x E Uo q f(x,y) = g(x). La rondition iii) implique que ~’q x E Uo

f(x,y) = g(x), le théorème de transfert nous permet d’affirmer que cela est vrai pour

tout x dans Uo. En appliquant à nouveau le théorème de transfert, on montre que :

On a donc le diagramme de proximité infinitésimale suivant

, pour tout x P - a ( danc, dans V )

tel que idq (x). Puisque XI est régulier, on peut compléter le diagramme avec une flèche

d’ordre p de h(x) vers c. On a donc Vq x E X2 ( x p -. a - h(x) p -» c ), ce qui équivaut à

h(x) = c.

Remarque:

La condition vq x V y [( x P- a A y q-. b~ ~ f(x,y) P- c 1 ne suffit pas à assurer

l’exlstence de la double limite. En effet, soit la fonction f: (R X (R ~. R définie par f(x,y) = x

sin(l/y) si (x,y) t (4, 0) et f(0,0) = 0. On a ( X 1 - 0 A y 2 - 0) - f(x,y) 1 - 0 puisque

sin(l/y) est borné mais f(x,y) n’a de limite quand y tend vers 0 pour aucun x ~ O.

5 - Ombres et rdets. 

Les théorèmes 1 à 9 de ce chapitre sont des caractérisations externes de notions classiques.

Ces caractérisations utilisent les relations de proximité infinitésimale ou les opérateurs de

passage à l’ombre. Dans le cas ou les espaces topologiques sont séparés on peut n’utiliser que

les passage à l’ombre. Nous connaissons des caractérisations classiques (internes) de ces

mêmes notions à l’aide des filets et des limites de filets mais nous pensons qu’un point d’un

espace topologique est un objet plus élémentaire qu’un filet et que l’opération de passage à

l’ombre d’ordre q à un caractère plus mécanique que le passage à la limite. Aussi chaque fois

que nous le pourrons, nous utiliserons les caractérisations en terme d’ombres, ou de relations
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de proximité infinitésimale. Nous allons étudier d’une manière plus approfondie le lien entre

ombres et limites de met.

Rappelons que, si (X, ~ est un espace topologique et J un ensemble dans lequel est définies

une relation de préordre filtrant à droite, on appelle filet dans X toute applications

q&#x3E;: i - fi de J dans X. On note habituelleinent cp = (&#x26; 

Rappellons que,dans tout ce paragraphe, on a supposé idp (Y, 0). Donnons nous un entier

q ~p. Supposons que ( J, ~c ~ sont définis comme plus haut et que idp ( J,

Si j E J, Nous dirons que j est infiniment grand d’ordre q si : ~l~ i E j ( i - j ). Le

contexte excluant généralement toute ambiguïté, nous écrirons alors encore : i q -c* en

utilisant encore le même Nous rappellerons également que si a E X, on dit que

~~ )x E ~ converge vers a si:

E U. On démontre, la preuve est analogue à

celle du théorème 10, que pour r &#x3E; q 2: p on a, si idp ( (fi ); E ~ ~ :

(Xi )i E J converge vers a

SoientAcXeta E A tels que idp (A,a). On sait que si (xi est un filet dans A (Xï E A

pour tout i } idéal d’ordre p alors i P - ~ a Xj P - a. n vient alors naturellement les

questions suivantes:

Qu«tioa A: Soit a E Â et soit x E A tel que x P - a ; existe t-il un filet dans A,

idéal d’ordre p tel que converge vers a et fi = x pour un certain i, i P - ex) ?

Dans le cas ou X est un espace métrique, on sait que l’on peut, pour exprimer l’idée de

limite, remplacer les filets par des suites 

Qu«tion B: Si X est un espace métrique, existe t-il une suite dans A, idéale

d’ordre p tel que converge vers a et xn = x pour un certain n, n P - 00 ?

Montrons d’abord que la réponse à la question B est généralement; non.
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Exemple :

Prenons X -= lJl muni de sa topologie ordinaire, (p= 1) et a = 0. Désignons par So l’ensemble

des suites numériques qui convergent vers 0. On a:

la réunion des images des suites de F 1 est dénombrable tandis que l’intervalle ] - 1/n 1/n [ à la

puissance du continu pour tout n ~ 0. Il suffit d’appliquer le théorème d’idéalisation pour voir

que:

ExER V1 (u,n) E

l’image d’aucune suite standard.

Pour la question A, si X est métrisable alors la réhomse est affirmative.

THEOREME 12 :

Si X est métrisable, si A est une de ~’ si a E si x E A et a alors, il existe un

tel que idp et e converge vers a, et un indice

j E J tels que _i p -. ~ pour le préordre sur J et Xi = x.

Démonstration:

Soit d une distance idéale d’ordre p définissant la topologie de X. Si le point a est isolé la

preuve est 1riviale car, dans ce cas a E A et il suffit de prendre pour y le filet constant qui ne

prend que la valeur a. Si a n’est pas isolé, on a alors a E A - ~ a ) . Prenons J = A - {a} et

soit la relation binaire sur J définies par i - j si et seulement si d(i,a) 2: d( ,a). h est clair

que la relation - est réflexive et transitive a cause des propriétés définissant la distance, c’est

donc une relation de préordre. Le préordre - est filtrant à droite car, si i et j sont dans J ,

e = min ( d~i, a~ , est strictement posi.tif , comme a E A - { a ~ il existe k E J = A - (a)

tel que E; cette inégalité implique que i ~ k et i  k. On voit aussi que x P - a pour

la topologie de X équivaut à x P - ~ pour le préordre sur J. En effet, pour tout y EJ , si idp

(y) alors idp ( d(y,a~ ) donc, puisque x P - a et d(y,a) &#x3E; 0 : d(y,a) , ce qui équivaut à

pour le préordre sur J. Réciproquement, pour le préordre

sur J et si e est un réel strictement positif et si on choisit un y E J tel que idp (y) et d(a,y)  s
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alors, y ~ x donc d(a,x) e d(a,y)  s. Cela implique que x P - a . Il suffit pour conclure de

tel que xi=i pour tout i ~ J convient

Abordons le cas plus général ou la topologie sur X est engengrée par une famille 2;

d’écarts. Nous pouvons toujours supposer que si E3 i est une partie finie de ~ alors l’écart

D i = est dans 2;~ . Fixons nous une partie finie 2;0 de £5 telle que 
contenant tous les écarts idéaux d’ordre p. Nous poserons alors D = Max à3o . Nous allons

voir que nous pouvons exprimer beaucoup de propriétés en utilisant le seul écart D à la place

(B de la famille infinie .0. Pour tous d E E3, x E x et s &#x3E; 0, nous poserons

THEOREME 13 :

Démonstration :

( = ). Le théorème de transfert nous permet d’écnre que:

Supposons donc X séparé et soient x et y dans X idéaux d’ordre p tels que D(x,y) = 0,

VP 0 $ d(x,y) e D(x,y) = 0 ; on aboutit à une contradiction.

( - ). Il suffit de montrer que, si pour tout couple de points idéaux d’ordre p et distincts on a

0 alors ces points peuvent être séparés. C’est immédiat: en effet; si x et y sont de tels

point si on pose D(x,y) = Et on a e &#x3E; 0 et à case. de l’inégalité du triangle appliquée à l’écart

D on a t~ BI)(y,E/3) = 0 -

On peut aussi exprimer la convergence dans X d’un filet idéal d’ordre p à l’aide du seul

écart D.

THEOREME 14 :

Si est un filet danx X p alors,
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Démonstration:

( =). Soit y = )iE J un filet danx X tel que idp cp et (xi) = x et q = p+ 1.

i q .... d’aprés la caractérisation externe de la limite d’un filet idéal d’ordre q

naais il est facile de voir que x; ~ -. x équivaut à Vq d E 2J dernière

f lèche est attachée à la topologie usuelle sur lR ) on a donc en particulier,

t ~ .~ co =- ,x) q ~. 0, ce qui équivaut à Iim i -- co D ,x) = 0.

,x) q .....0 ce qui implique encore 

d(xi,X)P~0. Cette dernlére formule peut aussi s’écrire: p-. x ce qui équivaut à

lim i~oo (xi) = x.

B - Structures uniformes:

Dans ce chapitre ~ X, ~’ ~ désignera une structure uniforme idéale d’ordre p sur l’ensemble

x. 8 est l’ensemble des entourages de la diagonale. La donnée de (X, E) permet de définir

pour tout q &#x3E; p une relation externe q - en posant:

Dé n 2:

Si x et y sont dans X nous que x et y sont équivalents d’ordre q et nous écrirons x q

On supposera X muni de la topologie, que nous supposerons séparée, associée à sa

structure uniforme nous noterons encore q _ la relation de proximité infinitésimale d’ordre q

pour cette topologie. On a alors les propriétés évidentes suivantes:
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PROPRIBTES :

8- Pour tous x ety dans X si p sq sn alors." (xÀ* y j

9- Pour chaque q, q.. est une relation d’équivalence.

10- Pour tous x ety dans X : x q-~ y ~ (xq. y 1B idq (y).

x q-. a X q

Il découle tés simplement des propriétés que la topologie à une structure uniforme

est régulière. En effet soient x, y et z tels que x p _ y et x q -. z . Il découle de la propriété 10

propriété 8 que x P - z, de la propriété 9 que y P - z et de

la propriété 10 que z P- y .

Nous allons définir ci-dessous une nouvelle notion qui va nous permettre de restreindre

encore l’usage des filtres ou des rùets.

Définition 3:

Nous dirons que le poïut x de X est un point de Cauchy à l’ordre q 

Ii est évident que l’on a toujours ~x E X - Cq(x).
Nous noterons que, si l’on traduit dans GISTn la définition des points non uniformément

innaccessible qui figure dans [21 ], on obtient la définition des points de Cauchy à l’ordre 1.

PROPRIETE 12 :

Si x est un point de Cauchy à q et si x q - y y est de Cauchy à l’ordre q.

Démonstration:

Soit x un point de Cauchy à l’ordre q et soit y tel que x q - y, Soit u E: 9 idéal d’ordre q

quelconque; il existe w E g tel que w2 c u et idq (w).

Par définition des points de Cauchy, il existe a tel que idq (a) et (x,a) E w, d’autre part,
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x q " y - w; comme ( (y,x) Ew A (x,a) E W ) =0 (y,a) E W2 , on a (y,a) E u.

donc, y est de Cauchy à l’ordre q.

Le théorème suivant établit une correspondance entre points de Cauchy et filets de Cauchy.

Rappelons qu’ un filet est dit de Cauchy si 1 étant muni du préordre filtrant à droite,

Le lecteur démontrera lui même le théorème suivant

THEOREME 15 :

Si est un filet idéal d’ordre p, si r &#x3E; q ~ p, les conditions suivantes sont équivalentes:

~ 

Le théorème suivant établit une correspondance entre points de Cauchy et filets de Cauchy.

THEOREME 16 :

Si x est un point de ,~ alors, x est un point de Cauchy à J’ordre p si et seulement si il existe

un filet de (Xj)j E 1 idéal d’ordre p et un indice tel que x.

Démonstration:

Soit un filet de Cauchy idéal d’ordre p et soit 1 E 1 tel que i P - w pour le préordre

sur I . Par définition des filets de Cauchy et grâce au théorème de transfert on a:

VPu E e 3P i, E I 1 Vj E 1 [ ( i, - k n io - j ) - u. En particulier , nous

aurons (x~ x~ est donc un point de Cauchy comme x~ P =:1 x , x est également un

point de Cauchy d’après la propriété 12. Réciproquement, soit x un point de Cauchy à l’ordre

p. On a : VPu 3Pa E ~ (x,a~ E u donc, on peut appliquer le théorème de construction.

On obtient une fonction idéale d’ordre p de 9 dans X, u - x~ , telle que

Vq u E ét E u. Prenons 1 = e et soit la relation dans 1 définie par x  y si
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y c x; montrons que (x~ )u c 1 est un filet de Cauchy: Soient u et u. E 9 tels que u., idp

(uo,u) et on a,

Comme u. est symétrique , E u. =0 (~,x) E u 0 donc E u.2 et donc

(x~x~ ) E u. Il suffit d’appliquer le théorème de transfert pour condure que (x~ )U E 1 est un

filet de Cauchy. Montrons que w P-w implique x~ P le x : Pour cela, donnons nous

u E g idéal d’ordre p arbitraire. (Xu)u E 1 est un filet de Cauchy donc, il existe u. E C

donc, pour (x.., xw) E u . Si on choisit u. c u, ce qui est toujours possible, on aura

, puisque (x,xuo ) E (x,x, E u2 . Comme u est un entourage de la diagonale idéal

d’ordre p quelconque, cela implique xwf’ .. x .

Remarque : 

Si )i E 1 est un filet de Cauchy idéal d’ordre p, l’existence d’un w tel que wP-oo et xwP * x

implique que pour tout iP-oo, 

Nous avons la caractérisation externe suivante de la complétude:

THEOREME 1 ? :

Pour tout q ~ p les conditions suivantes sont équivalentes,

i) X est complet,

Démonstration:

i) ~ ii) : Supposons X complet et soit x tel que Cp(x) d’après le théorème 16, il existe un filet

de Cauchy idéal d’ordre p et i P-ootel que xi P - x. Comme X est complet, 

est convergent donc Px,. E X et, puisque x: 

l’implication ü) - est évidente. Pour l’implication - i): supposons vérifiée la condition

Il suffit de montrer que tout filet de Cauchy idéal d’ordre p est convergent.

Soit un tel filet et soit i EI tel que i P- w et idq (i), d’après le théorème 16 on a Cp(X,-)
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donc, la condition iii) implique que Px~ E X . Si j est un autre indice tel que j P- m on a,

puique le filet est de Cauchy, XjP == Xj donc Px,- = Le filet est donc convergent.

CQFD.

Rappelons une définition classique: Une partie A d’un espace uniforme (X, g ) est dite

totalement bornée si:

Le théorème suivant fournit des caractérisations extemes des parties totalement bornées.

THEOREME 18 : 

Si et idp A p les conditions sui van tes son t équivalentes:

i) totalement borné,

Nous laissons la démonstration au lecteur.

THEOREME 19 :

Si A c X et idp A , f A est totalement V x ~’ A ee(x).
Démonstration 

Supposons A vérifiant les hypothèses du théorème et totalement borné. Soit x quelconque dans

A. A totalement borné équivaut à:

VPu A 3z E F (x,z) E u mais idp F et F fini impliquent que idp (z)

donc, x est un point de Cauchy d’ordre p.

Le théorème suivant est classique mais sa démonstration dans GISTn est d’une simplicité

remarquable.

THEOREME 20 :

Si X est complet et si A est une partie totalement bornée de X , alors A est relativement

eampacte.
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Démonstration :

fi suffit de fairce la démonstration avec idp A. Fixons un entier q &#x3E; p. Pour tout a E Ã tel que

idq (a) on a le diagramme de proximité infinitésimale:

L’existence de la flèche verticale provient de ce que x est de Cauchy d’ordre p, d’après le

théorème 19, t et de la caractérisation externe, théorème 17, de la complétude. On tire du

diagramme que Âdonc, d’après le théorème 5 , Â est compact

Remarque*:

I - La démonstration dans GISTn de la complétude d’un espace compact est triviaie car si tout

point est presque- idp cela est vrai en particulier de tout point de Cauchy.

2- Si q &#x3E; p on n’a pas en général Cp(x).
Exemple:

X = ~, p = 1, q = 2. Soit x tel que id2 (x) et x 1.... 00 . On a C 2(x) , puique id2 (x) mais,

’~i a E X )x-a) 2: 1 puisque x 1 - ~ donc, on n’a pas 

3- Si X est complet idéal d’ordre p et localement compact, alors, pour q &#x3E; p, on a :

V x E X ( C,(x) ). En effet Px E ~ d’après le théorème 17 et, d’après le

théorème 7, qx E X . On a donc 

Cette dernière propriété reste-t-elle vraie dans des situations plus générales ?

C - Espaces fonctionnels:

Dans ce chapitre (Y, Cr) est un espace topologique régulier, tZ, ~’ ) un espace uniforme,

X = ZY l’ensemble des applications de Y dans Z. Nous supposerons (Y,cr) et ~Z,~ ) idéaux
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d’ordre p. On distinguera dans X la topologie de la convergence simple, Ts , t celle de la

convergence uniforme sur les eompacts , et celle de la convergence unif orme, r. La

toplogie sur Z sera la topologie associée à ~ et sera supposée régulière. Nous noterons pae les

mêmes symboles q- , les relations de proximité infinitésimales, les ombres et les

relations d’équivalence infinitésimale pour les topologies de Y et de Z ainsi que pour la

topologie TS sur X. Dans X, on notera 9J s , 9J c , 9J u , les structures uniformes associées

respectivement à T5’ »rc , ru Dn notera (. q _ .)u, (OQ.)U t (. q ,..)U , (. q....)c’ )c ’

(. q == .)C , J Ies relations de proximité infinitésimale, les ombres et les relations d’équivalence

infinitésimale d’ordre q, pour Tu et tc respectivement.

Nous désignerons par C (X) l’ensemble des applications continues de X.

PROPRIETES :

Si q&#x3E;p, f, g E X et id

Les théorème 21 et 22 suivants sont classiques, nous allons voir comment on peut les

démontrer simplement dans GISTn.

THEOREME 21 :

C(l%J est fermé 

Démonstration :

Donc, f(y) P-f(x). Céla implique que f E QX) donc, C(X) est fermé dans ( 
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THEOREME 22 : ( 

Si H est une partie équicontinue de X telle que, pour tout x c Y H(x) est relativement compact

alors, H es t relativement comp acte p o ur rc

Il suffit de la faire dans la cas où idp H. Soit f E H ; pour tout x dans Y, Pf(x) E Z puisque

H(x) est relativement compact dans Z. D’après Cp il existe une fonction g idéale d’ordre p tene

que pour tout y idéal d’ordre p, Pf(y) = g(y) ce qui s’écrit encore, Pf = g. Soit q fixé tel que

p  q K n. Puique g est adhérent à H pour Ts, 1 exBte h E H tel que qh = g. Soit maintenant

un élémmt t E Y tel que Pt E Y. On a alors, ,si P cc et q :1 désignent des relations d’équivalence

inftitésimales pour la structure uniforme de Z :

La deuxième et la quatrième équivalence proviennent de l’équicontinuité de H, la première et la

troisième des égalités Pf = qh = g. On conclut, en utilisant les propriété 8, 9 puis 14, que

( g)c et donc, d’après le théorème 5, que H est relativement compact.

Dans le théorème suivant, Y sera (N et Z, l’ensemble C des nombres complexes. X sera

donc l’ensemble des suites complexes. Danx X nous distinguerons les sous-ensembles £00, c

et c~ des suites bornées, des suites convergentes et des suites qui convergent vers zéro. Nous

déflnirons la nonne Il . Il sur tooen posant, pour f E Il f Il = sup ( k E ~l 1 . Nous

allons alors démontrer très simplement avec nos méthodes que, muni de l’addition et de la

multiplication par un scalaire usuelles :

THEOREME 23 : 

9l c et c~ des espaces de Banach.

Démonstration:

Soit f un point de Cauchy dans oo tel que id2 (f). Par définition o 91 g ll f- Cela

implique que VIE&#x3E; o ~’~ k il f(k) - g(k) Il  ~ . g(k) étant standard pour tout k standard, cela

implique que , pour tout k standard, f(k) est un point de Cauchy dans C muni de son

uniformité usuelle. Il: étant complet, chaque f(k) est presque-standard pour k standard.Donc
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g = lf E X. Il reste à montrer que ; J

deuxième parde de le conjonction découle du fait que pour tout k standard Il lf(k) -  e

et de (T 1). Si on applique on obtient: 31 h (h 1. f A h i ~ pour l’équivalence

associée à la norme Il.11. On a donc f 1= If-, comme f bomé et f 1 - 1f impliquent pf borné on a :

dans 1°°. Cela implique que 1°° est complet. Pour montrer que c et V. sont

complets, il suffit de remarquer que si ’00, alors Il f il est majoré par un standard,

et la démonstration est terminée. .

Daus les théorèmes 24 et 25 qui suivent, Y sera supposé muni d’une structure uniforme 9J

définissant sa topologie. Nous rappellons qu’une partie B de Y est dite bornée si il existe un

entourage de la diagonale, u, et un point a de Y tel que, pour tout x dans B, (a,x~ E u.

Un point x d’un espace uniforme idéal d’ordre p sera dit plimité, et nous écrirons si il

est contenu dans un ensemble borné idéal d’ordre p. Pour p= 1 on dira plus simplement que x

est limité et on écrira Nous noterons 3UX) l’ensemble des applications compactes de

X. Le théorème suivant est une caractérisation externe des applications compactes. On peut

trouver dans 13 S ] un énoncé analogue (Théorème 4.6.4 ) mais la preuve donnée par

A.Robinson est moins radicalement externe.

THEOREME 24 :

Démonstration :

Rappelons qu’une application est compacte si, par définition, l’image de tout ensemble borné

est relativement compacte.

( ~): Supposons que f E 3~(X) et soit x limité, par définition 31. borné Bey ( x E B ).

Cela implique f(x) E f(B) et comme B est relativement compact, lf(x) E Z d’après le critère

externe de compacité relative

(- ) : Il suffit de montrer que l’image par f d’un borné standard est relativement compacte.

SoitdoncBun ensemble lim(x)
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donc lf(x) E Z.

Voici encore un théorème classique et sa preuve dans GISTn.

THEOREME 25 :

Si Z est complet alors est fermé dans ( ,X, 

Démonstration:

Soit f adhérent à 3QX) pour Nous allons montrer que si f est standard alors f satisfait

au critère externe de compacité énoncé dans le théorème 24. Soit x E Y tel que lim~x), on a:

Vlu E g ( f(x), 1 g(X) ) E u2; f(x) est donc un point de Cauchy , Z étant complet cela implique

1 f (x) E Z. On a donc f 

Le théorème 26 donne une caractérisation externe simple de l’ensemble des points de

continuité de la limite ponctuelle d’un filet de fonctions continues . Pour cela introduisons

quelques notations. Si f sont deux éléments deX et u un entourage de la diagonale d dans Z X

Z, nous poserons E(f,g, u) = E u ) . c3n écrira u 

L’existence d’un u tel que u 1- d se déduit aisément du théorème

d’idéalisation. On peut alors énoncer:

THEOREME 26 :

Si f est une fonction standard adhérant à C(X) pour T5 alors,

~’u ~’~ ~~~ E ~j(.~,~ l ~~‘ ~ -~ ~f n u ~ -. d~ a 

Soient f,g et u vérifiant les hypothèses du théorème et soit t~ un point de continuité standard

quelconque de Y. Pour toutt 6 Y tel que t 3- fo on a :

g(t) 3. 2. f(fo) 3= f (t) d’ou l’on tire g(t) 2= f(t) . u étant idéal d’ordre 2, cela implique

(g(t),f(t)) E u donc: V t ( t 3- 10 == t EE(f,g,u) ) comme on a id3 E(f,g,u)
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cela implique que 10 E int E(f,g,u). Réciproquement si to est standard et 1:0 E int E(f,g,u),

pour tout t tel que t 3 - t. on a: f(t) = g(t) 3~ g(t^) ’~ Ceci implique f(tj donc, f

est continue en 1:0.

On peut dire aussi que si on note Edo l’ensemble des pointe de continuité de f alors:

COROLLAIRE :

Si Z est un espace et si f est la limite simple d’une suite standard (fn j de fonctions

continues alors, pour tout E - o tel que id2 (c) et tout n 2- 00 on a:

int où = ~ t E ~ / et d est la distance

détinissant la structure uniforme de Z.

On peut démontrer que EC(f) peut être définit d’une manière interne par la formule:

Cette dernière formule est démontrée d’une manière classique (interne) dans [37~.

Remarquons que l’on peut tirer du théorème 26 une caractérisation externe de tous les

points de continuité, même si ceux-ci ne sont pas standard, de la limite ponctuelle d’une suite

de fonctions continues. n suffit pour cela d’appliquer le théorème de transfert externe.

Quelques mots sur l’intégrale de Lebesgue. Nous ne développerons pas ici une théorie non

standard de l’intégrale de Lebesgue. Pour ce sujet, nous renverrons le lecteur à la littérature sur

le sujet, voir [21] et sa bibliographie. Dans [1-1], on peut trouver le critère suivant

d’intégrabilité au sens de Lebesgue.

Si 9 est l’ensemble des fonctions en escalier sur [0,1 ] et f une fonction standard de [0, 1 dans

IR, alors on a :

f est intégrable au sens de Lebesgue
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Dans l’énoncé précédent, l’ombre 0( f cp) est relative à la topologie de l’espace compact
U {-W , + m 1.

Nous allons donner des caractérisadons dans GISTn, équivalentes à cette dernière, mais

utilisant un quantificateur de moins.

THEOREME : .

Une application standard f : [ 0, 11 - R est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si :

Démonstration

Traduite dans notre langage, la caractérisation de 0. Loos devient :

Puisque toutes les constantes de (1) sont standard on obtient, en appliquant le théorème de

transfert externe que ( 1 ) équivaut à :

Soit F-, un iniiniment petit idéal d’ordre 2, alors (2) implique :

d’où on tire :

L’énoncé :

est une conséquence de (4). Après avoir vérifié que toutes ses constantes sont standard,

appliquons le théorème de transfert externe à la formule

on voit que celle-ci équivaut à :

donc, (5) équivaut à l’énoncé (1). Les énoncés (4) et ~ 1 ) sont donc équivalents, c’est ce qu’il

fallait démontrer.
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Utilisons notre critère d’intégralité pour démontrer que la fonction caractéristique de

Q n [0,1], f = est intégrable sur [0, 1 ] au sens de Lebesgue. Considérons une

suite standard r~,rZ,..rn,... numérotant les rationnels de [0,1]. Soit N un entier infiniment

grand d’ordre 2 et 8 &#x3E; 0 tel que ô 1. 0 et id2(8).

D’autre part, si x E [0,1 J la relation ~(x~ ~ f(2x) e Y(x) découle du fait que, si 2x E alors

2x est un r~, avec id2(n) donc, x E [rn - 8/2n , rn + Cela implique
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MI - Travaux pratiques:

1- Généralités

Dans ce chapitre, nous allons appliquer à l’étude des fonctions oscillantes, les méthodes

présentées dans les chapitres précédents . Nous désignons sous ce nom des fonctions définies

sur un groupe commutatif qui repassent "assez régulièrement" par des valeurs "voisines"

quand la variable parcours G. Ces fonctions sont des généralisations raisonnables des

fonctions périodiques. Nous nous limiterons pour notre part à l’étude des fonctions

presque-périodiques et presque automorphes. On peut trouver une étude de ces dernières, par

des méthodes classiques, dans [2] et [37]. Dans [35], T.Sari a abordé l’étude des fonctions

presque-périodiques par les méthodes de l’analyse non standard. Nous montrerons que les

méthodes de l’analyse relative permettent d’étendre ses résultats aux fonctions

presque-automorphes, en particulier nous mettrons en évidence l’existence d’un groupe de

presque-automorphie, qui coïncide avec le groupe des presque-périodes dans le cas

presque-périodique, et rendent, d’une manière générale, plus facile l’étude de ces fonctions :

les définitions sont beaucoup plus compactes que les définitions classiques de Bohr et

Bochner, et les preuves sont plus élémentaires tout en restant suffisamment intuitive

Nous travaillerons dans une sous-théorie GISTn de RIST.

Le lecteur pourra constater que tout au long de cette étude, hormis dans la partie qui établit

l’équivalence entre les définitions classiques de la presque-automorphie et nos propres

définitions, nous n’utiliserons jamais les suites filtres et fdets pour traduire la notion de limite,

et très rarement les périphrases du style " Ve 3 5 .... " . En une grande partie de nos

preuve sont des déductions à partir des règles de manipulations des ombres de différents

degrés et pout différentes topologies (Voir page 81 la liste des principales règles 

Dans ce chapitre X désignera l’ensemble ~R des applications de AX C dans [R, 
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est un groupe commutatif dont la loi interne sera notée + et l’élément neutre 0, A est un

ensemble de paramètres qui pourra être vide. Nous travaillerons avec deux topologies sur X :

La topologie rs de la convergence simple et la topologie Tu de la convergence uniforme sur

AX G. Pour ce chapitre nous adopterons les notations spéciales suivantes :

p"’ désignera la relation d’équivalence infinitésimale d’ordre p pour la structure uniforme

de la convergence ponctuelle dans X, ainsi que pour la structure uniforme usuelle dans R.

P= désignera la relativn d’équivalence infinitésimale d’ordre p pour la structure uniforme de

la convergence uniforme dans X.

Nous adopterons une définition des ombres différentes de celle adoptée dans le chapitre DL

Fixons un élément # de (R supérieur à tout réel x tel que idn(x), # est infiniment grand d’ordre

n. On notera également # la fonction constante qui prend la seule valeur #.

Si x est un réel presque idéal d’ordre p, et si f et g sont deux fonctions presque idéales d’ordre

p, pour Ts et ru respectivement, la définition de l’ombre d’ordre p sera celle du chapitre M.

Nous noterons :

Px l’ombre d’ordre p de x pour la topologie usuelle de [R,

Pf l’ombre d’ordre p de f pour la topologie de la convergence ponctuelle,

PDg l’ombre d’ordre p de g pour la topologie de la convergence uniforme.

Si x est un nombre réel non presque idéal d’ordre p , si f et g sont des fonctions de X qui,

pour r5 et ru respectivement, ne sont pas presque idéales d’ordre p, on posera :

Nous allons donner sous forme de règles de manipulation des ombres, et regrouper dans

un tableau une sërie des propriétés les plus souvent utilisées par la suite. Pour tout p inférieur

ou égal à n on a :

Si f EX et si 0 E t1J nous appellerons o-translatée fa de f la fonctions de X définie par :
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Règles d’utilisation des ombres.

Par souci de lisibilité, nous admettrons que dans une expression faisant apparaître des

translatons et des passages à l’ombre, les opérations de translation précèdent toujours les

passages aux ombres nous pourrons écrire, par exemple :

Règle 3 : Si x E (R Ixl est infmiment grand d’ordre p.

règle 4) si et seulement si : Hq (x,t) E A X G P(f(x,t) = P([Pf](x,t).

Règie $ : Si Ifl est majoré par un nombre M tel que p  n, alors, #.

(En corollaire, pour tout q tel que ps qs n, on a qf 0 # car idq(M).)

Règte 10 : Si Kl est majorée et PU{ = g alors, Igl est majorée ( par un M tel que idp(M) )

La démonstration des propriétés énoncées dans les règles précédentes est laissée au lecteur.

Les quelques exemples qui suivent nous éclairerons mieux sur les rapports existant entre les

différentes ombres.
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Dans les figures ci.de.ssons, pour les fonctions dont les graphes sont représentés dans les figures 1 à 5 avec

A = 0, 6 - IR on a : A infiniment grand, id2(A), B infiniment grand d’ordre 0, 2- 0 .
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Remarques:

1-Si on r’eE’rcrït le tableau de la page 55 en remplaçant tout énoncé de la forme rx E X par

l’énoncé rx 0 #. On peut tirer de l’exemple de la figure 1 où 2 que n’est pas régulier pour

la convergence ponctuelle. A partir de l’exemple de la fonction f5, on peut retrouver que [R IR

n’est pas localement compact pour la topologie de la convergence uniforme.

2-La règle 9 exprime que X est régulier pour la topologie de la convergence uniforme.

2 - Fonctions oscillantes.

Si A est une partie de X, nous noterons :

adh A , l’adhérence de A pour la topologie de la convergence simple,

adhuA , l’adhérence de A pour la topologie de la convergence uniforme.

Pour tout f E X, avec les notations précédentes pour les o-translatés on posera :

H(t) = a E G} . Dans le cas ou G = R il est facile de voir que si f est périodique, alors

H(f) est compact pour la topologie de la convergence uniforme. En remplaçant la compacité par

la relative compacité nous obtenons la généralisation suivante de la périodicité, que l’on peut

trouver aussi dans [2] et [~j.

Définition 1:

On dira qu’une fonction f E X H(o est relativement la

topologie de la 

Nous noterons (P (P l’ensemble des fonctions presque-périodiques due 6 dans [R .

On aura donc, pour une fonction f telle que f E [P [P - V T 6 G Puf., 4: #.
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THEOREME 1:

Si f est presque périodique et si g E alors 

Démonstration :

Il suffit de la faire pour f et g standard. Soient g et f standard,

est fermé pour la de la convergence uniforme.

La propostion suivante donne une caractérisation externe de la presque périodicité qui ne fait

intervenir que la de la convergence ponctuelle.

THEOREME 2:

Démonstration :

L’implication (= ) est immédiate car . f E = Tf a, T pu fo+t = #, la règle 14

implique que PU = PU( pufo) t et les règles 1. 2 et 4 impliquent que = 

Pour la réciproque, on sait, par hypothèse que pour pour tout a # . Il suffit de

démontrer que p fo = pu fa . Cela découle de la ligne suivante :

Remarque 3:

On peut énoncer le théorème précédent jusqu’à un valeur de p fixée quelconque à condition

de choisir une théorie GISTn avec n assez grand.

Définition 2:

~Ppeut être externe) sera dite reladvement dense si il existe une

partie finie F de telle que = Ut é-r- (t) + P.
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Nous pouvons maintenant énoncer,

THEOREME 3 : (Caractérisation géométrique de la presque périodicité.)

Si alors f est presque-périodique si et seulement si l’ensemble (externe)

II¡, (1) = (T E estrelaâvementdensedans JE.

Démonstration:

Nous utiliserons le théorème 20 du chapitre lI. Si idp(f) on a :

[f presque-périodique] - [H(f) relativement compact] - [ il existe une partie finie de X,

telle que pour tout s il existe i(s) ~ {1,2,....n} tel que fs &#x3E; fai(s) ] =

[il existe une partie finie (api, a2,..., an} due 6 

Remarquea:

4- Pour tout t, T E équivaut à PPfr = f.

5- On peut utiliser le théorème 3 pour démontrer le corollaire du théorème 1. En effet, soient f

et g dans X telles que st(g), id2(t) et g ~ Pour tout T E ll2(t) on a:
= 1 uf = g donc: c rI 1 (g) donc, si est relativement dense

dans lG il en est de même de fI t (g) et il suffit d’appliquer le théorème 3 8

Définition 3:

La f ERANC est dite presque-périodique r rapport à t uniformémént sur A si f estL --a fonction f g cüw par rapport à t uniformément sur A si f est

bomée et si l’ensemble =(fr: r E est relativement compact pour la topologie de la

unifOrme.

En adaptant les démonstrations des théorèmes 2 et 3 on obtient sans difficulté:

THEOREME 2U: (Caractérisation topologique ponctuelle de l’uniforme presque-périodicité)

Si i ¿7(A."(’:JJ alors, f est presque-périodique uniformément sur A -
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THEOREME 3U : (Caractérisation géométrique de l’uniforme presque-périodicité.)

Si alors f est presque-périodique uniformément sur A si et seulement si J’ensemble

E G / f(x, est relativement dense G.

Définition 4:

Nous dirons qu’une fonction f E X est presque-automorphe si elle est élément de l’ensemble

On a donc, pour une fonction standard : f E IP lA. 40 V 0 E 6 f.

4:

Il découle immédiatement de la définition, que si k est un nombre réel et si f et g sont deux

fonctions presque-automorphes, alors f+g, ki, Ifl et max~f,g~ sont presque-automorphes.

Nous allons montrer que même si f n’est pas standard, on peut caractériser les éléments

de IP lA. a l’aide des ombres.

THEOREME 4:

Si idp(f) et si p  q s n, alors on a :

Démonstration:

fi suffit d’appliquer le principe de transfert externe 1

Remarque 7:

Toute fonction presque-périodique est presque-automorphe. n suffit de le démontrer pour une

fonction standard. Pour cela on utilisera le théorème 2 avec o = T. La réciproque est fausse.
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Voici un exemple très simple, dû à Furstemberg et donné sans démonstration par W.A.

Veech dans ~3’~j, d’une fonction presque-automorphe qui n’est pas presque-périodique. Son

comportement, toutefois, est loin d’être aberrant.

Soit f: ~ --~ (R la fonction n - SGN (sin (n~~. On a donc f(n) = 1 si sin (n) &#x3E; 0, f {n) ~ -1

si sin (n)  0 et = 0. La situadon sin (n) = 0 n’a lieu que pour la seule valeur zéro i

a). Montrons que f est presque-automorphe. La fonction f est standard; l’égalité 

étant trivialement vérifiée pour m standard, il sufit de la vérifier pour m non standard, ce qui

équivaut lml infiniment grand Soit donc m tel que Iml soit grand.

Soit a un nombre réel standard tel que sin(a) = 1sin (m); un tel a existe parce que sin(m ) est

dans l’intervalle compact [ - 1 1 ]. On a alors aussi cos (a) = lcos (m) et, en utilisant les

identités tigonométriques classiques, on obtient:

De la fonnule (1) on tire que:

dans tous les cas ou sin ~n~+a~ # 0. La situation où sin (n+a~ = 0 est exceptionnelle et ne se

produit, à cause de l’irrationnalité que pour une valeur standard no de la variable au

plus. Les deux fonction qui apparaissent dans l’égalité des termes extrêmes de (2) étant

standard on a, par transfert

V { no } 1 fm(n) = SGN (sin (n+a~~ d’où l’on tire, en particulier,

Montrons que :

Soit n standard on a les égalités,

Comme Iml est infiniment grand on a n-m ~ no donc, sin 0 d’ou l’on tire,
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compte tenu de (3) et (4) :

E Z (lfm )-m(n) = SGN (sin (n-m+a)) = = f(n) ce qui s’écrit aussi,

montre que f est presque-automorphe.

Montrons que f n’est pas presque-périodique. Les entiers étant densément répartis modulo

2x, il existe un entier non nul m tel que sin(m) 1 ,0 et cos(m) On en déduit que pour

tout n standard, sin(n+m) 1~ sin(n) .

~ j n # 0 = SGN~sin(n}} car sin(n) :1= 0 donc, en utilisant le principe de

tranfert, on voit que, si on pose = SGN(sin(m)) on a, pour tout n standard ou non :

Pour montrer que

fm il suffit de voir que ufm (-m) = 0 et 1 fm (-m) = f(-m) # 0, car nous avons pris

garde à prendre m non nul t

Les fonctions presques automorphes non presque-périodiques restent des fonctions assez

régulières et se rencontrent assez fréquemment dans la pratique. Dans beaucoup de cas les

équations différentielles presque-périodiques produisent des solutions presque-automorphes .

THEOREME 5:

Toute foncàon presque-automorphe est bornée.

Démonstration:

Supposons f standard et non non bornée, il existe alors un réel o tel que l f(o) = #. Cela

implique Ifa = #, (- f(y). (y = #, 1 ( = 1# = # # f donc, f n’est pas presque-automorphe 

Le théorème suivant donne une autre manière de produire des fonctions presque-automorphes.

THEOREME 6:

une fonction presque-périodique uniformément sur A If ("f, ~~ 

toute fonction g est presque 



128

Démonstration:

parce que 0" est idéal d’ordre 2

f uniformément preque-périodique implique que ~~ ~~o~x=v)-Q ’ tf = g donc ,

D’aprés le théorème 4, cela implique que g est presque automorphe.

Remarque 8:

Dans la démonstration précédente, nous n’avons utilisé que le fait que f est uniformément

presque-automorphe sur A. En réalité, Veech a établi dans {37} , , à partir de définitions

classiques de la presque-périodicité, de la presque périodicité uniforme sur un ensemble et de

la presque automorphie équivalentes aux notres, qu’une fonction f de D dans J. est

presque-automorphe si et seulement si elle est la limite ponctuelle d’un filet de fonctions

presques-périodiques, uniformément presque-automorphes.

Le théorème suivant donne quelques caractérisations de la presque-automorphie qui, bien

que faisant intervenir des ombres de plusieurs ordres sont parfois d’une utilisation plus facile

que la définition 4.
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THEOREME 7:

Si f alors les a), b), c), d) et e) ci-dessous, 

On peut ces conditions toutes celles qui peuvent en être déduites par un transfert

extenre.

Démonstration :

a) - b) : V2 T ( f bornée et standard) = 1 fT * # .

La dernière égalité exprime la définition des fonctions presque-automorphes. Les autres

déroulent des règles de manipulation des ombres énumérées page 81.

b) - c): V2 r b) - IfT 0 # . On a donc 1fT E adh (H(o) cela implique qu’il existe un

c) = a): On utilisera le théorème 4. Donnons nous un élément T de (G tel que id2(i). D’aprés c)

on a et là on a :

Nous venons d’établir l’équivalence de a), b) et c). Montrons l’équivalence de a) et d) .

a) = d) : Supposons a). f E F. àl implique d’après b) :

ce qui donne 

d) est donc vérifié.

d) = a) : Pour tout r tel que # il existe, d’aprés le théorème 4 du chapitre II, un élément

¡’ idéal d’ordre 3 tel que )-t’= )-r et Ifr est dans

l’adhérence de { t ~ E l~ 1 . De même, il existe un cr tel que 3f(y= Si d) est

vrai on a :

donc, f est presque automorphe 1
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THEOREME 8:

pour la topologie de la convergence uniforme.

Démonstration:

Il suffit de montrer que si id2(f) , fE P A et 1nf = g, alors g E IPA. D’après le théorème 5,

f est bornée et, d’aprés la règle 9, g est bornée; on peut donc, pour tout s, parler de ~ dès

que p &#x3E; 2 et de pgs pour tout p. Soit T E (1:;, montrons g.

1(lg,)-T) E dans X X X pour la topologie produit des

topologies de la convergence simple on a : ~ ~ igr,1 l(lgT)-T).
De même,il existe a E G tel que (3f(y, 3gg) = (2f-(,2gt’). Comme f est presque automorphe, il

découle du théorème 7 que f. Si on prend les ombres d’ordre un des deux membres on

obtient g = f = ~ (On a les règles 7 et 12 ). = g.

Cette dernière égahté implique que g est presque-automorphe car,

3 - Caractérisation géométrique des fonctions presque-automorphes.

Si E est un réel strictement positif et F un ensemble fini on posera:

On posera également = ( / Vl t 

:

9- Si f est continue et si il existe un T E A~t"~ tel que 1 r est différent de # et de 0 alors, f est

1t-périodique (Démonstration évidente, on peut reprendre celle de T.Sari dans [35] pour les

fonctions presque-périodiques).
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10- La propriété Q E A(f) équivaut à f . On en déduit que si f est presque-automorphe

alors pour tout C1 ~ G si E A(t), - (1 E = f.

11- Sï f est presque-périodique, pour tout T E A~f~ on a # et il découle de la règle 4 que

1 ufT = f donc, T E n(t) et n(t), comme l’inclusion inverse est imédiate on a :

H(f).

12- Si f est presque-automorphe, nous savons démontrer que A(f) est stable pour l’addidon et

donc, compte tenu de la remarque 10, que A~f~ est un groupe. La démonstration qui est

esquissée dans la remarque 13 à la fin de ce chapitre, ne nous satisfait pas, car elle utilise une

démonstration d’analyse classique , avec des filets, donnée par Veech dans [37].

Problème: Trouver une démonstration compacte de la propriété que A(f) est un groupe quand

f E PIA.

Une autre caractérisations externe de la relative densité de A(f) :

THEOREME 9:

3,... et si f est standard alors, .

A(f) est relativement

LEMME 1:

p=2, 3,... 

A relativement dense ~’s E t~ s - t E A

Démonstration:

AestR.D.dansG - V s s-t E A donc

A est nonR.D. dans G =Vfin F C G E sE V tE F s-t EA 

a V t E F s-t 1 A (Principe de oexwfert )

(Principe d’idéalisation ) donc:

A est R. D . dans lb ~ V s t s-t E A . 1

Fixons un s. &#x3E; o et un ensemble fini Fo tels que, c. - 0, Fo contient tous les standard et
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LEMMn 2:

A(t) relativement dense dans G = Ao (f) relativement dense dans G = AO(t) relativement dense dans 

relativement dense dans G.

Démonstration.

Elle découle des inclusions c A(f,F,s) pour F et s standard et du principe de

transfert.

Démonstration du Il découle des lemmes 1 et 2 que: A(t) R.D. - 

pour F et s standard A(o C A(f,F,e). Donc, d’après le lemme 1, A(f,F,E) est relativement

dense pour tous F et E standard et pour tous grâce au principe de transfert. On

conclut en utilisant le lemme 2. 1

THEOREME 10:

Si f est presque-automorphe et standard est relativement dense ~.

Démonstration :

Pour tout a E ~, f presque-automorphe implique 2(2fo)-0 = f. 2(2fa)-(y = f implique:

3 1" V t E Fo 1 (2fa&#x3E;.tt) . f(t~ 0= T ). Par le principe de transfert on obtient :

on a donc 1(2fo-t)= 1(2fa)-T = f . On conclut en utilisant le théorème 9 1

THEOREME 11:

Si f est standard bornée et si il existe un ensemble idéal d’ordre 2 , Ao, relativement dense

dans et tel que Ao - Ao ~’ A(o alors, f estpresque-automorphe.

Démonstration:

Soit ~, idéal d’ordre trois. Comme ~’ est standard et bornée on a 2f-r:#: #. On cherche

a tel que 3fa = 2fT et Q-r E A(t) (Théorème 7). Comme on a Ao relativement dense

dans 6 et id2 (AD), alors on a, d’après le lemme 1 du théorème g : tel que Ao.
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comme F o est idéal

d’ordre deux, il existe un a 6 Ao’ el que 3fg = 2fr . Il est aisé de constater que là

convient car (T’ -T), (a- r’) E Afl , ~T’-r ) E Ao et Ao - Ao C 1

Nous avons donné plus haut un exemple f de fonction presque-automorphe non

presque-périodique. Le lecteur souhaitera peut être un exemple dans lequel f est une application

eontinue dans ~. Le théorème suivant nous permet de construire un tel exemple.

THEOREME 12:

Toute fonction presque automorphe dans ER peut être prolongée en une fonctions

presque-automorphe et continue de ~’ dans ~.

Démonstration:

Si x ~~ , nous noterons nx le plus grand entier relatif tel que nx e x  Donnons

nous une fonction presque-automorphe. Soit la fonction f obtenue en

"bauchant linéairement les trous" du graphe de fo- On a pour tout x E [R,

Pour montrer que f est presque-automorphe il suffira d’établir l’inclusion  A(io) C A(f).

Donnons nous A(fo), pour tout x nx+T = nx + T parce que T donc,

En retranchant membre à membre les égalités ( 1) et (2) on obtient,

Comme lx-nxl 1 et 1 nx+ 2 et que x standard implique nx et nx+ 1 standard on obtient,

pour tout x standard f(x+ T) - f(x) 1 - 0 donc, A(f). 1
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Equivalence de norre notion de la 

Bien que nous n’utiliserons probablement jamais la caractérisation de Bochner de la

presque-automorphie nous allons nous assurer qu’il s’agit bien de la même notion que celle qui

a fait l’objet de la définition 4. Nous aurons donc l’énoncé suivant :

Si f est une application de G dans R les conditions suivantes sont équivalentes:

i) f est presque-automorphe,

il) pour tout met il existe un sous met (hi) de et une fonction g E RG tels que

limj -+00 ~+oo (g-bi) t- (les limites limites pontuelles).

Démonstration:

Il suffit de la faire pour f standard.

i) ü .

Si (ai) est un filet dans G d’aprés le théorème du produit de Tychonoff il existe un sous filet

de (ai) et une fonction g tels que lim. (fb,. ) = g. Cela équivaut à, pour tout i

infiniment grand, = g. Comme f est presque-automorphe on aura, toujours pour i

infiniment grand, 1(1fbi = tg.hi = f donc = f.

ü) - i).

Soit o E (G . Si f vérifie ii) alors Il est majoré ( par un standard ) sinon il existerait une suite

(an) dans 6 telle que limn -+00 (Ifan 1) =+00. Pour aucun sous filet (b n) de (an) et aucune

fonction g on ne peut avoir &#x26;n  .....+00 g(0) On en déduit que If ci il #. Soit E w

(f(y9 Si f est majoré par le standard M, il en est de même de ( If )_(, donc, 

# #. On a ( adh E dans H(f) X pour la topologie de la convergence

ponctuelle donc. il existe un filet dans i~ tel que

Si est un sous filet de (ai) vérifiant ü) alors, on a :
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Remarque 13 :

Du lemme 2-1-2 dans [37], énoncé, pour G pas forcément commutatif, on peut tirer

l’énoncé suivant en revenant au cas commutatif et à nos notations :

Si f est presque -automorphe alors,

yfi*ni F~ 3f’*ni ~A~ f~F~~~a~ . ]. On en déduit

facilement pour f standard, compte tenu de l’inclusions pour tout F fini

standard et tout E, standard positif, que A(t) est un groupe.

Tout le travail que nous venons de développer se généralise aisément aux cas où 6 n’est pas

commutatif au prix d’une légère complication.
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Chapitre Consistance relative de R.15T

A- Extensions successives ajustées d’une superstructure .

Pour établir la consistance relative de RIST, nous avons besoin de construire une suite

intuitivement fuùe d’ extensions S . 25 - ... PS - ... wS , d’un ensemble S convenablement

choisi, qui satisfont à de bonnes propriétés. Nous anticiperons en annonçant déjà que 2S sera la

U -ultrapuissance de S selon un ultrafiltre U correctemment choisi, que 3 S sera la

*U-*ultrapuissance de 2S, 4S sera la de 3S etc..... Les notions que nous

venons d’évoquer , ultrapuissances et *ultrapuissances d’un ensemble, saturation etc.. sont

précisées ci-dessous.

Notations et définitions.

Dans ce qui suit, S sera une superstructure complète bâtie sur un ensemble B. Rappelons ce

qu’est la superstructure complète bâtie sur un ensemble E.

L’ensemble E étant donné on définit inductivetnent les ensembles:

On pose S est la superstructure complète bâtie sur E on a :

Onaaussi la propriété:

Si x E Eoetsit E x, alors t E En-,.

Démonstration:

Supposons x E En - Eo. Soit no le plus petit entier tel que x E En. ; on a : x E Eno A

x q F-no - 1 donc, x ~ 1). On en déduit que, si tEx alors t ~ En... 1. Comme 1 
C En- 1,

on a t E En-l-

Avant de poursuivre, remarquons qu’il n’était pas strictement indispensable, pour notre preuve de

consistance d’étendre une superstructure complète cependant, outre que nous avons trouvé plus
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confortable de procéder ainsi, nous pensons que ces extensions présenterons une utilité pour des

applications ultérieures, non abordées dans ce travail. Nous pensons, en particulier, à une

éventuelle généralisation des méthodes de complétions (hull methods) qui ont été appliquées dans

{5,12,13,14,22,30,311.

Nous noterons f l’ensemble intuitif des formules du langage de ZFC ayant tous leurs

quantificateurs bornés (toutes leurs variables liées sont astreintes à évoluer dans un ensemble fixé)

Si est une formule de l’ ayant au plus n variables libres xl’’’’’’ xn , si al,....,8n

sont des ensembles et R une relation binaire nous noterons AR( a¡,...,8n) la formule obtenue en

remplaçant chaque occurence des xi par a i et chaque occurence de E par la relation R.

Soient M et M’ deux ensembles, R et R’ deux relations binaires sur M et M8 respectivement,

nous poserons:

Dé tion 1:

R) est une de ( R) ou, plus simplement, une extension de

si il existe une i, de 11 dans 11- telle que, pour toute formule A( xl,...,xn ) des

avec n variables libres et tous a,,. - .,a.0 1), i(an»

Dans ce cas, nous écrirons : (tl ,R) -+ 1 ~P1’,R’~ ou, ~M,R~ ~ si aucune ambiguité n’est à

craindre. Si R et R’ sont les relations d’appartenance sur M et M’respectivement, on écrira plus

simplement M - i M’ ou, tl - M’. Si on a une extension (M,R)~ - i (M’,R’), si A( 

est une formule de ~, et si 8!,...,an E M , on dira que l’énoncé A~~~i~al~,...,i~a,~~ ~ est le

transféré dans (N’ ,R’) de a ) ou que a été obtenu en appliquant à

la propriété de transfert .

Nous prendrons la liberté, tout au long de ce chapitre, de désigner par le même symbole HE", le

prédicat d’appartenance de la théorie des ensembles, et les relations d’appartenance sur M et M8.

Supposons construite une suite 25, ~S, ...., pS, .... , WS ... d’ ensembles, telle que :
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Si i et j sont tels que nous noterons, pour tout x E iS, ix i’image de x danq IS si 1  j ,

et nous poserons ix = x. On aura donc, si i s j e k s w, pour tout x E iS, k(jx) = kx .

Définition 2:

Si A et B sont des éléments de ¡S, et si f : A - B est une application, nous dirons que f est une

EiS.

Si Y et Z sont deux éléments de iS on en transférant dans iS renoncé correspondant

sur S, qu’il existe un ensemble, élément de iS que nous noterons et tel que:

(1) Vf~iE (fE(YZ)i-int- .

On démontre par 1ranSfert égalementque:

(2) Si A et B sont des éléments de iS et si i  j on a alors: j(AB)

t3n peut alors poser les définitions suivantes:

Dé n 3:

Si F t iS, nous dirons que F si: ~’n E ’8f E (f est une 

On démontre par transfert , que si i  j alors on a:

(4) ~’ F E iS ( F ifmi co iF jfmi ).

. Nous noterons par P l’ensemble des poly-indices entiers non nuls, strictement croissants,

- Si P = p2,.. pk) E P, si A E S, PS et PA sont des écritures abrégées pour les produits

cartésiens : X P2S X... pkS ) P2A X ... PkA respectivement . On aura donc, en

particulier, pour tout p E (N *, (P)S = PS et P)A = PA .

- Si P = (pt, p2,.. pk) E P , nous poserons s(P) = Sup{ pt, p2,.. pk }= pk. ~
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. Si P = p2,.. pk) E P , si A = (Al, A2,...,Ak) et B = B2,...,Bk) sont deux éléments de

PS, nous écrirons A lC B pour (A1 CB1 et (A2CB2) et... (Ak C Bk) ,

si x = (xi, x2,...,xk), nous écrirons x je B pour ( xi E Bi ) et (x2 E B2 ) et ... Bk ).

. Si P = (pi, p2,.. pk) E P , si x = (xi, x2,...,xk) E PS et si j &#x3E; s(P), nous poserons

jx= (jX1, jX2, ...jXk).

Remarque: Dans ce qui précède, x n’est pas en général élément d’un iS (avec i ~ j ), ix

n’est donc pas l’image de x dans jS , pour une extension iS toutefois, dans le cas où les

coordonnées de x sont dans un même iS avec i ~ j, nous savons démontrer que 

est l’image de x2,...,xk) dans l’extension La notation est donc cohérente.

Déflni1ÏoD 4:

chaque

de F est Pilinie.

Définition 5:

Soient s j , 

E iS et b sur A )

nous dirons que b est P 

Pour P = ( 1) et s = j, nous dirons plus simplement que b est concourante sur B.

Avec b, B et A comme dans la défmition précédente et i nous poserons:

Définifion 6:

Nous dirons que b est B-idéafisable dans sS si, 3y E SE E’ b ).
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Soient des ensembles 2M, tels que 1 M ~ 2 -i 3 ..... --t wM.

On notera ~~p~ la de formules telle que :

si x et y sont des variables ou des éléments de ( x E y ) est dans 

si F et F’ sont dans alors, F A F’ et , F sont dans 57(p),
si X E qM , avec p ~ q ~ w , et si la formule F(x), où x est une variable libre,

est dans ~(p~, alors 3 x E X F(wx) est dans ~~p~. Nous dirons que les formules

de sont des wl1.

Le résultat principal est le suivant:

THEOREME :

Pour tout ensemble une suite d’ensembles, 25, ...., pS...,~’~S, , , , teue que :

ü) Si P = ~p~, p~,.. pk) E P et si le s(P)  s s j , alors pour tout B E PS et toute relation

(k+ l)-aire b E iS :

b est P concourante sur B dans ~~’ si et seulelnent si b dans ~~.

Si p s w et si E(y, j est une sur wS avec y comme seule variable libre, alors :

Nous dirons que 2â, ...., PS - ..,wS, ... est une suite d’extensions successives ajustées de S.

On pourra trouver démontrée, sous différentes formes dans 11,4,17,22}, et avec des notations

différentes des nôtres, l’existence pour tout S d’un ensemble 2S tel que :

pour tout B E S et toute relation binaire b E 2S: b est concourante sur B dans

2S si et seulement si b est B-idéa&#x26;able dans 25.

En réalité on a même un résultat plus général (voir [22]) : B peut être une partie quelconque de

2S, B n’est pas forcément interne (élément de 2S ). Bien sûr, pour énoncer dans notre langage une

proposition correspondant à celle qui figure dans (22], il nous faudrait généraliser les définitions 5

et 6 au cas où B n’est plus interne .
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Chez les auteurs cités précédemment, 2S est une ultrapuissance bornée de E selon un 

31 étant un cardinal supérieur à card(S ). La notion de ul1rafiltre et ses liens

avec la saturation des ultrapuissances ont été étudiés par H.J. Keisler, [ 1 ?,1 ~ ], en particulier il a

établi l’existence de ultrafiltres pour tout cardinal infmi Un énoncé plus P récïs de son

théorème d’existence est donné dans [17,22] et démontré dans [ 17]. Rappelons la définition des

bon ultrafi1tres.

Si 1 est un ensemble infini, et si est un cardinal, nous dirons qu’un ultraffitre U sur 1 est

si:

a) il est 6-incomplet,

b) si card( X)  t:-’1C et si f est une app6.ca1i.on croissante du tiltre de Fréchet 

sur X d ans U alors, à existe une application h de Fr (X) dans U tehe que pour tous F et G dans

Démonstration du théorème.

S étant donné comme précédemment, on se donne un ~-bon ultraflltre U sur un ensemble I,

avec X &#x3E; card(S) . Pour construire les extensions successives de S vérif’iant les trois propriétés du

théorème principal, nous avons choisi de travailler dans un univers suffisamment riche pour

contenir S et I , qui soit un ensemble, et qui soit fermé pour les opérations ensemblistes usuelles,

intersection, réunions passage à l’ensemble des parties . Cela impliquera qu’il sera stable pour les

produits cartésiens, qu’il contiendra U etc.... La superstructure complète X bâtie sur un ensemble

T contenant S et 1 fera l’affaire.

L’univers X étant choisi une fois pour toutes, nous construirons suite X. 2X;... pX,...wX , , ~ telle

que X -+ 2X ..~ .... PX wX ..., et vérifiant de lus, ur tout p ’E PX = U  g g n
( n est une écriture simplifiée pour qu’il ne faut surtout pas confondre avec (PT)n ! ).

Les ensembles 2S..... ~Sr...wS...~ seront les images de S respectivement dans 2X;... pX,...wX....

n nous faut donc:

a) construire ~X,.... PX ; ...WX ... ,
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b) vérifier les conditions i), il) et iii) pour la suite 2S,..u 

a) Construction de la suite 2X@-- pX,....wX....

Soit p ~ 1, si p &#x3E; 1, supposons que nous ayons construit 2X @.... PX tels que X --+ 2X -»+ PX

et pour tout kp, construisons p+1 X.

avec 1  p , notons PX l’image de x dans l’extension X ~pX.Nous conviendrons de

poser ix = x

Construisons d’abord un ensemble XI, et une relation binaire Ep+l 1 X’; tels que

(PX, E) -+ (P+lX’, Ep+ 1).
Pour cela, nous définirons sur deux relations binaires notées respectivement

PI(Tn),] :

On démontre sans aucune difficulté que la relation =p est une relation d’équivalence, grâce aux

propriétés suivantes, qui sont des propriétés des fùtres si p = 1, et qui s’obtiennent en transférant

ces propriétés dans PX si p &#x3E; 1 :

Si P[(Tn)ll, nous noterons la classe d’équivalence de f pour "’P’ nous

noterons l’ensemble des classes d’équivalences. La relation pp étant compatible avec la

relation -P, vérification immédiate, nous définirons ensuite une relation binaire Ep+l sur en

posant: Pour tous f et g dans Un E N PICVI, 

Si x E PX, alors l’application constante x : Pl -~ PX, telle que x(i) = x pour tout i EpPI est

dans PX ( utiliser pour le démon1rer, le transfert dans l’extension ~pX de l’énoncé dans X :
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On peut donc défmir une injection ip : PX - en posant, pour tout x E pSC, = dp(x).
Nous noterons : Red p(XI) = On a alors,

PROPOSITION 1 :

La démonstration est une conséquence immédiate du lenune suivant

LEMME 1:

Si A( XlI ~20134 sont

, 

La première équivalence. qui est clairement vraie pour les formules élémentaires, de la forme

xi par définition de de la relation 1 , se démon1re sans la moindre difficulté par induction

sur la complexité de A. Démontrons la seconde équivalence.

Dans le cas ou p = 1, le lemme est une propriété bien connue, que l’on peut démontrer en reprenant

. par exemple, la démonstration de L.Haddad dans [ 11 ], bien que celle-ci concerne des

ulrapuissances non réduites. Ou en adaptant la démonstration du théorème de LOS donnée dans

~ 1 j. Sa preuve, par inducdon sur la complexité de la formule A( Xl’ x2,...,x~, ~ , ne présente pas de

difficulté majeure. Pour le cas ou p &#x3E; 1, on utilise le transfert dans l’extension X ~ pX. Soient

fi, f2 ......fn des éléments de Red a cause de l’inclusion des Tm, on peut supposer que tous

les fi sont dans un même P[ ] or,1e lemme étant vrai pour p =1, on peut écrire : ( 1 ~

Bien que pl ne soit pas un élément de X, son domaine est X tout entier, on voit en remplaçant dans

Api ( fl. f~,......fn 3 chaque occurence d’une sous formule de la forme f pl g par la formules

3v E E g(i) = i en transférant dans PX l’énoncé obtenu et en remplaçant
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ensuite les sous formules de la forme 3v E PU V i E E g(i) ~ i EV) par f pp g, que (1)

équivautà:

Ceci achève notre preuve.

7 :

Soient A( x 1, x,2,...,xn ) une formule de.F et a 1, a2, ...... an des éléments de pX .

désignantchacune,

dans le membre de droite, l’application constante i, ~ a1.

D’après le 1 E PU.

Comme les ak sont constantes, {i EpPI / A( al(i), a2(i),-----an (i)) } est si A(al,...,a,)

est faux et Pl tout entier si A( 81,...,8n) est vrai. Comme, des deux ensembles o et PI, seul le

second est élément de PU, App ( a 1, a2, ...... a,,) est vrai si et seulement si A( 81 ,...,S¡¡ ) est vrai.

Donc A E p, 1 ( est vrai si et seulement si est vrai. La

proposition 1 est donc établie.

Propriétés 

ilexisten ~[httelquex 

Démonstration:

1-Soit x un élément de par définition, il existe n E [H et cp E P(T nI) tels que x = 

{i E E = pI E PU donc, cyoTn) par définition de ep, 1 . On a donc

x (Tn&#x3E; ’ ce qu’il fallait démontrer.

2- Si t 1 x, il découle de la propriété 1 que t ~’Tm~ pour un certain entier m. La

propriété 2 s’obtient par transfert au moyen de ip, pour n &#x3E; 0 de l’énoncé :
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On identifie ensuite à une partie de la superstructure complète bâtie sur et

la relation Ep+1 sur à la relation d’appartenance sur 

On procède de 1a manière suivante, en construisant une injection,

n découle des propriétés 1 et 2 précédentes que jp est bien définie. n est clair, d’autre part, que

pour tous x et y dans P+ 1 X’: 
Posons = Si on définit ensuite une application injective :

On a aiors :

Démonstralion de a ): Si t E alors, par définition, il existe x E tel que t = jp(x).

D’après la propriété 1 de x = ’ (s), avec s dans un Tn. Donc t = j o = 

Comme s E Tn implique p+ls E on a t E 

Démonstration de b~ : Pour toute formule A( xl xz,...,xn 3 de F ayant ses variables libres

parmi et tous al- a2,.....,3n éléments de ~X on sait, d’après la proposition 1, que

l’énoncé A( a 1, a2’’’.’ 8n) est équivalent à i~ta2~,....,ï~~a~~~. ~ reste donc à

établir l’équivalence :

Pour établir cette dernière équivalence, pour tous a2t.....,8n dans PX il suffira d’établir que,
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pour tous bl, bz,.....,b" dans on a :

bl, b2,.....,bn) .. A( .Îp(bt), jp(b2),....jp(bn) et de voir que , pour bk = on a

par définition = C’est cette dernière propriété que nous allons établir maintenant.

Cette propriété est vraie pour les formules élémentaire de la forme A( E x~. En

effet, si bl, b2 sont deux éléments dep+lX’, alors on b9 - ( b i Ep+l b2) , or

(~~p~b2)~(jp(b~)~)p(b2)) définition).

Si A( X2’."’Xn ) et B( t X2’."’Xn ) sont deux formule de ~’ ayant leur variables libres parmi

x2’...’Xn, si pour tous bit b2,.....,bn dans l’équivalence est vraie pour chacune

d’elle, alors il est immédiat qu’elle sera vraie également pour , A et pour A n B. Supposons

xi, x2,...,xn ) s 3 x E x, B( x, X2’...’Xn) et que la propriété est vraie pour la

formule B. Donnons nous b 1, bz,.....,bn dans alors on a :

En utilisant, la surj ectivïté de jp et les équivalences , ( x b 1) - ( jp(x) E jp(b 1) ) et

x, b2,.....,bn ) CD B( jp~b2~, ....,jp~bn~ ~ , on voit que

Le membre de droite étant identique à A( jb i ) , ceci termine notre preuve.

Avant de passer à l’étape suivante, il nous faut établir une propriété des ensembles Pfmis, dont

nous nous servirons par la suite.

Propriété :

Si mF si et seulement si ü existe un t 1 e: F tel que

x = Mt.

Démonstration:

Nous allons d’abord établir la propriété pour k = 1. Soit P = (p), et soit, pour F pfini l’énoncé,

= x ). Montrons que sa négation conduit à la une contradiction , cette

contradiction s’écrivant :
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Il est tout a fait cl,air que ceci est une contradiction car, x E F et V t l E F(t = x ) impliquent

x f: x !!

Mon1rons par récurrence que l’on a E(p,m) pour tous p et m tels que 1 s p  m .

a) E(1,2) est vrai : Soit F un ensemble lfini de 1S, autrement dit , une partie finie de S. L’énoncé

E x E 2FVtEF(2t 0 x) équivautà:

Soit un i dans v et = x.

On a alors t ~ x pour tout t E F. E~ l, 2~ est donc démontré.

P) Pour tout p, E(p+l,p) est vrà i

E( 1 ,2) équivaut à :

Transférons dans PX ce dernier énoncé, on obtient :

Cet énoncé équivaut à :

y) Si E(m,p) est vrai, alors E(m+1 ,p) est vrai.

Mais l’hypothèse

de récurrence implique que ffk parcourt tout mF quant t parcourt F donc, E(m+1 ,m) équivaut à :

est vrai,

il découle de E~m+l,m) appliqué à l’ensemble Ceci achève notre récurrence.

Si k &#x3E; 1, soient P ~ ~p 1, ..,pk), F = (Fi, F2,.. Fk) une partie Pfirùe de PX , m &#x3E; s(P), donnons

nous x = x2,..., xk) E mF mP2,..,mFk). Chaque Fi étant Pifùù, d’après ce qui

précède il existe, pour chaque indice i, un 1i E Fi tel On voit que, si on pose

t = (tl, t0, on a bien x = mt.
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b/ vérification des trois conditions du théorème principal :

ex) vérification de la condition i).

Si on définit les iS, comme plus haut alors, si on note pour tout p, h’p la restriction à PS de ,
alors, P+ 1 S car, pour tout t E pX, comme PS~PX,sit~PS 

donc : tEPS on a x = E p+IS.

On voit immédiatement que h’ : PS - p+ l S est une extension.

la condition nI .

On sait que que, si U est un Kbon ul1rafiltre sur I, avec K &#x3E; card(S ), alors si on pose, pour

on a une extension 5 -+ 2S, avec idéalisation et saturation. Cela

implique que, " pour toute relation binaire b E 2S et tout B E S, b est concourante sur B dans 2S

si et seulement si elle est B-idéalisable dans 25 ’. L’idée de départ est la suivante : si on remplace

l’énoncé entre guillemets par un énoncé équivalent dans X, puis on transfére ce dernier dans PX.

L’énoncé ainsi transféré équivaut à " pour toute relation binaire b E et tout B E pS, b est

concourante sur B dans si et seulement si elle est B-idéalisable dans p+ 1 S ". On a donc

immédiatement ü) dans le cas P = (p) et q = p+ I . C’est un peu plus compliqué pour le cas général

mais les principe de base restent les mêmes .

La suite de notre démonstration nécessite deux lemmes.

Le lemme 3 est un corollaire d’un résultat plus général que l’on peut trouver énoncé et démontré

dans f 22], théorème 1.6.3 . Sa démonstrations n’étant pas évidente, et afin d’avoir un texte

auto-contenu, nous en donnerons quand même une preuve.

LEMAdE 2 :

Soit U un ultrafiltre sur un ensemble 1 et K un cardinal si U est un ultrafiltre 

alors, pour tous ensembles Y et Z et toute application 

P E et toute partie A de YI telle que on a:
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Démonstration:

Soit ~ un U un iÉJbon ul1rafi1tre sur un ensemble 1 et A une partie de YI telle

que card( A )  ~. Introduisons quelques notations.

Si f E A. g E ZI et si F est une partie finie de A nous définirons les parties de 1 suivantes:

Il nous faut donc démontrer que,

Supposons donc vérifié le premier membre de l’équivalence. U 3àbon implique que U est

ô-incomplet donc, il existe une suite ~I~n)) d’éléments de U tell que

1(n) = 0. Si F est une partie finie de A nous poserons v(F) = A - F. Avec ces notations.

nous pouvons défdr une application,

en posant, pour tout v(F) E Fr( A ),

Comme u(F) et u(F,g) E U on a bien u(F) E U et donc h(v(F)) E U.

Il est immédiat que p est croissante aussi, d’après la définition des 3l+-bons ultrafiltres, il

existe une application multiplicative, h: A ) -~ U dominée par p.

Pour chaque i fixé dans 1 posons l~ = { f E A / i E h(v( { f { )) j . Montrons que si on pose n(i)

= Max { k i E I(k) 1 alors, card Bx s n(i). Supposons qu’il n’en soit pas ainsi il y aurait

alors une partie finie F de A telle que card(F) ~= n(i) + 1 et F C I3i. Pour toute fonction f E F, i E

h(v(f}) donc en tenant compte de la mulfiphcaùvité de h;

Comme h(v(F)} c p(v(F~) c I(card(F)), cela contredit la définition de n(i).

Bi est donc fini et si l’on pose Yi = { y E Z / V f E B-1 ( f(i), y ) (i) } alors, Yi * ~ . En effet il

découle de la définition des Bi et de la multiplicativité de h que
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et donc, 3 y E Z ce qui montre bien que Yi est non

vide.

Pour terminer on se donne une fonction fo E ZI telle que pour tout i E I fo(i) E Yi ( une telle

fonction existe grâce à la non vacuité des Yi età l’axiome du choix ), et on montre que fo possède

la propriété souhaitée. Dans ce butprenons f E A eti E on a alors

f E Bi donc Ni). L’ensemble u(f,fo) contient h(v( {f~ )} qui appartient à U donc:

u(f,fo} E U ce qui achève notre démonstration.

LEMME 3 :

Si P = (pi, p2,.. pk) e P, q et r tels que q sr J alors pour tout B E PS et toute

rrelation

b est dans qX.

Démonstration:

Notons I(P,q,r) la proposition que nous voulons démontrer. Nous ferons une démonstration par

récurrence. Les étapes de la récurrence seront les suivantes :

a) On démontre I((I),2,Z}.

b) On démontre ï((p),p+1 ,p+l) pour tout entier p.

c) On établit que, pour tous P et q tels que s(P)  q, I(P,q,q) implique I(P, q+ i , q+ 1 j .

d) On établit que, pour tout P et tout m tell que ~P,m) E P , I~P,s~P)+ l, s(P)+ 1) iynplique

m+ l, m+1) ce qui, avec b) implique que l’on a I(P,s(P)+ 1, s(P)+ 1 ) pour tout P .

e) On établit que, pour tous P, q et r tels que s(P)  q s r  cu, I(P,q,r) implique 1 (P, q, r+ I )

ce qui, compte tenu de b), c) et d) , t implique que l’on a I(P,q,r) pour tous P, q, et r t els que

S(P)  q  r .

a) Montrons I((1), 2,2) :

Comme B E S et card(S )  ~ , on a card(B))  ~ donc, si A est l’ensemble des applications
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constantes de 1 dans B, card(A)  9c,. Puisque b E 2X, il existe un entier n tel que

etune application telle que b soit la classe de Il modulo U. il

suffit donc d’appliquer le lemme 2 avec Y = Z = Tn et A, p ci-dessus puis de remplacer les

expressions:

et,

respectivement par :

: b pour terminer la démonstration.

b) Soit p est un entier quelconque, on exprime d’abord dans X l’équivalence pour P = (1) pour

tous B et b vérifiant les conditions de l’énoncé . On obtient, n et m étant des entiers:

On transfère ensuite dans énance qui darte :

Ce donner énoncé équivaut à:

Ceci achève la preuve du b).

c) Supposons I(P,q,q) vérifiée pour P = (pt, p2,.. pk) E P et q E h* tels que que s(P)  q.

Soient B E PS et b E q+ 1 X. Il existe un entier n tel que b C en déduit que b

est la classe modulo rU d’une rapplication B telle que 5 c 

L’énoncé ( b Pconcourante sur B dans q+lX) est équivalent à l’énoncé ,

Soit la relation binaire qX définie par :
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la relation ( 1 ) exprime que la relation binaire 6 est Pconcourante sur B dans qX ; d’aprés

l’hypothèse de récurrence cela équivaut à est B-idéalisable dans qui s’écrit,

af E Y x E B3u E E 3Ï E i E uj et est équivalent à,

3y E q+1Tn ~’ x E B (q+lx,q+ly) E b ) qui exprime que b est B-idéalisable dans «. On a donc

I (P, q+1, q+1).

Corollaire 1 :

Si est vraie, alors est vrai pour tout q tels que s(P)  q .

Corollaire 2 :

Si 1 :S p  m , alors on a 

d) Supposons s(P)+1 ) vérifiée pour P E P_ et montrons que si (P,m) E P alors on a

m+ 1 ).

Soit k le nombre de coordonnées de P. Soient B E PS, 8’ E mS et une relation (k+2)-aire

b E m+lX. fi existe un entier n tel que b C est donc la classe module mu d’une

application minterne B, telle 

Montrons que si b est (P, m)concourante sur (B,B’) dans m+ 1 X . alors b est tB,B’)-idéaüsable dans

m+1X.

L’énoncé C b (P,m) concourante sur (B,B’) dans est équivalent à :

Compte tenu d’une propriété des ensembles Pfhù démontrée plus haut (1) équivaut à

Il découle de (2) que la relation binaire (m+ Sterne &#x26;(F) définie par :

est mconcourante sur

B’ dans avoir vérifie. en utilisant le transfert ue cette dernière formule définit bien

une relation binaire on peut déduire, en utilisant le corollaire 2 du c) que cela équivaut à

l’affirmation que &#x26;(F) est B’-idéalliasable dans m+ 1 X. On a donc l’énoncé équivalent à (2) :

Nous allons maintenant, pour pouvoir appliquer l’hypothèse de récurrence, exprimer module ~lU,
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l’énoncé entre crochets, on obtient :

Soit, la relation k+i).aire mtnteme fi E mX définie par:

sans peine. en utilisant le transfert ue cette dernière formule définit bien une relation

f

On voit que l’énoncé (4) exprime que la relation &#x26;’ est Pconcourante sur B dans mX et, grâce à

l’hypothèse de récurrence et au corollaire 1 du c), cela implique qu’elle est B-idéaHsable dans mX.

On a donc :

qui devient, par "passage au quotient" :

Ce dernier énoncé signifiant que b est (B,B’)-idéalisable dans m+ 1 X , ceci achève la partie d) de la

démonstration.

e) Supposons que l’on ait I(P, q,r) pour P = p2,.. pk) E P , et pour des entiers q et’r tels que

s(P)  q e r. Montrons que l’on a alors I{P,q,r+1~ :

Soient B E PS et b E r+ Il existe un ender n tel que b c on en déduit que b est la

chasse modulo rU d’une rapplication t3 telle que e c 

L’énoncé ( b Pconcourante sur B dans qX) est équivalent à l’énoncé ,

Soit la relation binaire b E rX définie par :

la relation (*) exprime que la rrelation binaire 6 est. Pconcourante sur B dans qX; d’aprés

l’hypothèse de récurrence cela équivaut à l’énoncé 4 6 est B-idéabsable dans qX ) qui s’écrit,

fl y E qTn E rU E «1) - et est équivalent à, 
.

qui exprime que b est B-idéalisable dans qX . On a donc

I(P,q,r+ 1) . On en déduit que, étant vraie pour tous P et q tels que s(P)  q, I(P,q,r) est
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vraie pour tous P, q et r tels que s(P)  q e r .

Ceci achève la preuve du lemme 3.

Pin de la démo»tration de la condition ii)

ll suffit d’appliquer le lemme 3, avec b E rS. En effet,

si B E PS , si s(P)  q  r, si b est Pconcourante sur B dans IX,

alors b est Pconcourante sur B si b est B-idéalisable dans alors elle est B-idéalisable

X rEm est une reladon de

rX alors pour tout x de ~, si (IX,ty) E b, c~n a ~r E rEm.

Si d’autre part y E on a y E suffit d’appliquer le transfert de droite à gauche dans

l’extension: qX--~ rX, à l’énOnCé " ty E ".

la condition 

Soit un p-énoncé sur nous désignons sous ce terme une p-fonnule sur ~’X

sans variable libre, portant sur les éléments xl,x2,...,xk de WX. Cet énoncé est équivalent à un

énoncé sous-forme prénexe, autrement dit, de la fonne :

où chaque Qi est un quantificateur, chaque Xi un élément de PiX avec w, et

xl,x2,...,xtJ un énoncé sans quantificateurs.

Pour chaque x~ nous noterons d; = f p, = wx) ~ .

Si F est un énoncé de la forme ( 1 ~ nous appellerons hauteur de F rentier,

hauteur(F) = Max( P¡,P2,...,Pm’ di,d2, ... ,dk ) .
La hauteur d’un p-énoncé sur ~’~ est donc supérieure ou égale à p.

LEMME 4 :

Si p s E(x) est une p-form ule sur wX avec une seule variable x, existe une

p-formule F(y) surPX variable libre et telle que :

pourtout SEPS, F(s) est de bauteur p surPX 
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Démonstration:

Soit E(x) une p-formule sur wX avec une seule variable libre , p s w. Pour tout SEPS, la

hauteur de E(ws) est un entier h indépendant de s. Démontrons qu’il existe une p-fonnule E’~y~

telle que, pour tout SEPS, E’(h. ’s) soit un énoncé de hauteur h-1 sur h- 1 X équivalent à E(ws) .
Nous aurons ainsi, en un nombre fini d’étapes, le résultat souhaité.

une p-formule sur WX sous forme prénexe, équivalente à E(x). Soit SEPS, posons

h = hauteur( 

Supposons que h = pi2 = d~ 1=..... djq &#x3E; p. La formule xl,...,xIJ, que nous

pouvons écrire,

equivaut a :

avec, pour chaque indicé j, 

Enrevenantàla définition de hX, on voit que l’énoncé précédent équivaut à rétioeicé de hauteur h-1

sur h-lX:

Ceci achève la preuve du lemme

Fin de la démonstration de la condition iii)

Si E(x) avec est une p-formule sur wS, alors on peut la considérer comme une p-fonnule sur wX

il existe donc, d’après le lemme 4, une p-formule F(y) sur PX ayant y comme seule variable libre

et telle que pour tout s E PS, F(s) est un p-énoncé de hauteur p sur PX équivalent àE(Ws) . fi

découle de ce qui précède que F(y) peut être choisie de la forme :

avec B sans

quantificateurs et Cl. C2,... Ck, ai, 82."" 8q E PX. Soit an contenant tous les C; et tous les a~.
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On voit que: 

cela provient du fait que la superstructure S est complète.

Transféré dans PX, cet énoncé 

On a donc:

ce qu’il fallait démontrer.

B- Preuve de la consistance relative de RIST.

Nous pouvons maintenant donner la preuve de la conservativité de RIST. La conservativité de

RIST s’énonce :

METATHEOREME / IIII

Tout théorème interne de est un de 2FC.

Dans notre démonstrations, nous utiliserons comme modèle des extensions successives ajustées

de la superstructure complète , S(a), bâtie sur ensemble transitif de la forme R(a) où a est un



157

 , les ensembles R{a) étant définis par induction sur les ordinaux par R(O) = 0 et pour tout

ordinal a, R(a) = Nous considérerons l’axiome de fondation comme un axiome

de ZFC. Cet axiome équivaut à l’affirmation que tout ensemble est dans un R(a).

Voici, avec ou sans démonstrations, les propriétés des R(a) qui nous utiliserons au cours de notre

preuve.

~ Si a est un ordinal limite, alors , R(a) 

0 Si a est un ordinal limite, et si tl E R(a),..,Íft E R(a), alors (tl."’B) E R(a) .

Montrons le pour k = 2 . Nous montrons d’abors que si t est s sont deux éléments de R(a),

alors, il en est de même de {t} et de {t,s}. Soient donc s et t deux éléments de R{a). On a

R(a) = U donc, t E et s E avec Il’ E a et III E a. Si on prend y =

Qn a : t E R(g) et s E donc, {t} E et {t,s} E d’où l’on

tire, {t} E R{a) et ((s) E R(a). On en déduit que la propriété est vraie pour k = 2 car tl E R(a)

R(a) impliquent (ti ) E R(a) et E R~a), d’où on tire : R(a).

Pour k &#x3E; 2, on a = {tt, (t2,..,t0) = {{t¡},{tl,(t2’’’’B-1)}}’ la démonstration se temine

donc aisémant par récurrence. Cette propriété admet une réciproque immédiate.

o Si A 1, A2t...’ An sont des énoncés de ZFC alors, pour tout ordinal a, il existe un ordinal limite

e contenant a tel que :

où AR(e) désigne le relativisé à R(e) de l’énoncé Aï (voir {19J p.6?).

O Si a est un ordinal limite et 
* 

S(a) une extension de S(a) alors,

~ Si a est un ordinal limite, alors pour tous x E * R( a ) y E * R( a ) et f E * S ( a ), si f est une

application de x dans y et si x et y sont *rnis, on a f E *R(e).
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Pour les deux dernières propriétés, on démontre la propriété obtenue en supprimant les étoiles puis

on apphque le transfert.

Démonstration du métathéorème : 

Soit A. un énoncé interne de RIST. Sa démonstration dans RIST utilise des axiome de ZFC en

nombre intuitivement rmi, Ai , A2,..., An et éventuellement les 39{,2 et

les schémas d’axiome (1), (1) et (S).

Remarquons que chaque fois que nous utilisons, dans une démonstration, le shéma d’axiomes

(1), nous n’ utilisons en fait qu’un axiome ou I(al’..’ ak; ), où 

sont des niveaux fixés de standardicité et F est une formule interne; de même, à chaque utilisation

de (1) on fait usage d’un seul axiome T(a,F) relatif a un niveau a de standardicité et à une formule

interne F. De la même façon, quand on fait appel à (S), on utilise un axiome S(a, F) ou F est une

formule a-externe faisant intervenir un nombre fini de de quantificateurs externes Q 1 ~ 1, ..., y

les em étant toutes a-standard. Nous noterons u1, JJ.2’’’. uw-1 , les niveaux

distincts de standardicité utilisés dans la preuve de Ao écrits par ordre décroissant de standardicité,

ce qui signifie que l’on aura

Soit a un ordinal tel que R(a) et soit 5 un ordinal limite contenant a tel que :

Posons E==R(p), et soit S(~~ =1S(~) ~ 25(13) -+ ’S(~~ .... - W eXtenSiOIlS

ajustées successives de 

Pour tout entier p nous noterons: pE = { Wx 1 x E ~E ~ .

fi découle de la définition des PB 

nous noterons : p(x) = min ( 1 x e: 

Nous définirons sur WB deux relations A et S en posant pour tous x et y dans wE :
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Aux constantes J11’ J12’’’. on peut associer des éléments a;, a~,... 8w-1J de WE tels que, pour

tout couple (i, j~, si et seulement si p(ai) S p(;); il suffit de prendre ai E lE et ,

pour i &#x3E; 1, a~ E On aura donc pour tout i, p(a~) = i. A la constante M qui apparait

dans la formulations du principe d’idéalisation (implidtement, dans les sous-formules de la tonne 
"

x fini"),

nous ferons correspondre l’élément WfN de wE.

Soit la réalisation A, S, a1, a2,... de domaine wB dans laquelle le prédicat

E " d’appartenance est interprété par la relation ~ , le prédicat de Wallet est interprété par la

relation 8, les constantes J12’... et ~N respectivement par les éléments a 1, a~,... a,,,- 1 et 

deWE.

Nous allons montrer que à6 est un modèle du système d’axiomes X constitué par, A , A ~ ... ,

Ans 8PI, $~2t 3~3’ ainsi que tous les axiomes de la forme I(ai,.., a~ ; ,

F), S(a,F~ ou T(a,F) utilisés dans la preuve de Ao.

a) AI , A2 , ....A~ sont vrais dans à6:

En effet pour chaque Ai ,si nous notons l’interprétation de A; dans A on a :

wR(B) R(B)
(A) il (A.) = A = A.. La première équivalente s’obtient par transfert, la seconde(,k )w a (,k) a A - A.. 

i w 1 l 1

découle du choix de P.

b) Les axiomes 8~ et ~ ~ sont vrais dans A:

En effet, ces axiomes ont les interprétations suivantes dans M:
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qui sont des énoncés démontrables à partir des propriétés des PE citées plus haut

b) Montrons que pour toute formule F(x, tl, t2,..., t) interne avec x, tl,..., 1k comme seules

variables libres l’axiome T( a, F) = Vati ~1 x F( ),

est vrai dans à6. Puisque a est un des il lui correspond un élément ; E i_E , si on interprète

la constante a p ar ; , l’interprétation correspondante de T(a,F) dans A équivaut à:

L’implication entre crochets est vêrifiêe pour tous EpPE grâce à la partie i) du théorème

principal du chapitre 2-A ; T(a,F) est donc vrai dans ~’~.

c) Montrons que, si et ~ sont dans la liste des p,., alors pour toute formule interne F ayant

x et y comme variables libres et éventuellement des paramètres, l’axiome 

est vrai dans JWj pour toute interprétation dans M des paramètres :

Soient ap~ et aq, les interprétations respectives de et e. Comme e n’est

ai-standard pour aucun i ~ {1,2,...,k}, q est strictement supérieur à tous les pi . Aprés quelques

transformations, pour toute interprétation dans WE des paramètres, l’interprétation correspondante

de dans tftt, devient :

où F est la formule obtenue en remplaçant les paramètres de F par leurs interprétations respectives.

En regroupant les variables, si on pose = P et B = (Pi E y - - - PS cet énoncé

peut encore s’écrire :
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Comme, pour a~ pifini, z,. E PiE équivaut à z¡ c ~E on a, pour z Pfmi, B ssi z te B . L’énoncé

équivautà: 1

Soit b la relation (k+ l)-aire définie par (x,y) E b - (x E WB) A ~y E WB).

Le premier membre de l’énoncé précédent exprime que b est P concourante sur B dans qS et le

deuxième qu’elle est B-idéalisable dans qS. Il suffit donc d’appliquer la condition iii du théorème

d’existence des extensions itérées ajustées pour montrer l’équivalence.

On démontre de même que, a toute interprétation des paramètres de F, l’interprétation

correspondante dans M de l’axiome I(al,..,0152t; .,F) équivaut à :

1 Nous concluerons donc, comme pour l’axiome e,F), en utilisant le ü) du théorème

principal du chapitre 2-A , mais en remplaçant q par w.

d) Montrons que pour tout a appartenant à la liste des et toute formules a-exteme F, S(a,F~ est

vrai dans JÉ. Supposons que a = pp, pour toute interprétation dans J*Ù des paramètres de F, si

F est l’interprétation correspondante de F alors, S(a,F~ doit être interprété par :

qui équivaut à

Il découle du fait que F est a-externe,

que F(t) est, pour tout t E wE, un p-énoncé sur wE. D’autre part, y E PE implique y C PE, on

peut donc appliquer le iii) du théorème d’existence d’extensions ajustées successives. On obtient

qu’il existe un ensemble z (contenu dans y) tel que F(~t,..) ),

comme d’autre part ( zC y et y E PE) implique z E PE, la preuve est terminée.
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La preuve de la consistance relative de RIST se termine ainsi: ( d’une manière analogue à celle

de la consistance de IST dans [25] )

On sait que A admet une démonstration dans RIST à partir des axiomes de E . Cette preuve,

donne une preuve dans ZFC de l’interprétation de Ao or, on a
wR(B) R(B), ,

(,Ao)w - 
R( 

. La propriété de transfert implique que (A0) 
w R(B) 

= Ao 
( 

; comme 5 est choisi

R (B)
tel que A0 = R(e), on obtient une démonstration de Ao dans ZFC. Ceci achève la preuve

du métathéorème. 1

REMARQUES FINALES.

a) On aura remarqué au cours de la preuve du théorème d’existence de suites d’extensions

ajustées, que la technique qui consistait à remplacer un énoncés P sur par un énoncés P’ sur

était utilisée de manière récurrente. P’ était l’énoncé obtenu en revenant à la définition de

P-" 1 X, # en s’exprimant modulo PU ". On voit bien que, de proche en proche, tout énoncés sur PX

peut s’exprimer modulo U. On peut déduire également cela d’un résultat général de L.Haddad

publié dans [10].

Dans ce travail, l’auteur établi veci : Soient I, J, E des ensembles, U un ultrafiltre sur 1, V un

ultrafiltre sur J et = U 0 V l’ul1rafi1tre sur I X J égal au produit ordinal de U par V. Si on

alors, on peut identifier

b) Dans un travail antérieur au nôtre, et publié dans [8], E.I.Gordon à montré qu’il était possible

d’ordonner partiellement les ensembles au moyen d’un prédicat binaire, noté st, défini dans I. S.T.

( à la place de notre prédicat non défini SR) de telle manière que, si y st x et si y est fini alors,

pour tout t E y, on a t st x. Sa définition est la suivante ; Deux ensembles x et y étant donnés, x
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est dit relativement à y et on écrit x st y si il existe une fonction y telle que:

i) o est standard et , pour tout t, cp~t) est un ensemble fini,

ii) y est dans le domaine de ~,

iii) x 6 

La définitions dans IST ci-dessus peut être considérée comme une définition dans RIST; il suffit

de donner au mot "standard," dans le i) la définition que nous lui avons donné au début de cet

article ( x-standard pour tout x). On voit alors que, pour tous ensembles x et y, x st y implique

En effet, soient x, y et p vérifiant i) ii) et i;i); o standard implique que o est y-standard

donc, d’après (1) cp(y) est y-standard; comme cp(y) est fini, cela implique que tout élément de q4y)

est y-standard donc : x~~y.
Pour ne pas avoir des contre-exemples trop particuliers, exigeons que x et y soient tous deux

éléments de 10,1 j. Ecrivons pour dire que o est une fonction telle que, pour tout y

q4y) est un ensemble fmi. Pour tout y non st~andard fixé dans [0, 1 ] on a :

( pour chaque (D fini et standard , on prend

Par (1) ce dernier énoncé équivaut à :

fi suffit d’appliquer (1) pour obtenir :

On a donc prouvé l’existence de deux éléments x et y de [0,1 ] tels que y et -,( x st y ).

Le prédicat binaire st de Gordon permet, comme notre prédicat SR, d’introduire des

infinitésimaux de différents ordres et d’obtenir, parmi d’autre choses, une caractérisation externe de

la limite double identique à la nôtre. L’inconvénient d’une telle définition. dans IST, du prédicat de

standardicité relative, est qu’elle interdit, comme l’a signalé l’auteur, d’énoncer un principe relatif

de standardisation satisfaisant. Pour le démontrer, E.I.Gordon établit dans [8] 4. Théorème 5,

l’existence d’un entier N et d’un x E (~ 1 J tels que x n’est infiniment voisin d’ordre N d’aucun

élément N-standard de [01].
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