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Ann. Scl. Unlv. Blaise Pascal (Clermont 11),8ér. Math., Fasc. 28, pp. 41-166

.............. le calcul infinitésimal est utile,
quand il s‘agit d'apoliquer ia Mathématique
a la Physique, cependant ce n'est point par
la que je prétends rendre compte de la
nature des choses. Car je considére les
guantités infinitésimales comme des
fictions utiles

LEIBNIZ Phil., VI, 629

On pourrait dire, comme dans I’Emperear
de Ia Inne, que c’est tout comme ici partout et
toujours, anx degrés de grandeur et de

perfection prés.
LEIBNIZ Phil., VI, 548 .

ANALYSE RELATIVE

INTRODUCTION .

Si I'on qualifie d’idéal tout ce qui n’est pas la réalité empirique, tout ce qui est de la méme
nature que la pensée, alors il nous faut admettre que les objets dont parle toute mathématique
formalisée sont des objets idéaux . Cependant des mathématiciens, a chaque époque du
développement des mathématiques, probablement parce que ces objets faisaient partie de leur
univers mental et de leur champ d'activité quotidiens, et présentaient un caractére de stabilité
qui les apparentait a la réalité matérielle la plus banale, ont eu tendance a les considérer comme
étant "réels”, et parfois comme ayant une existence indépendante de ’homme. Le doute se
réinstalle chaque fois que sont introduits des objets, concepts ou méthodes radicalement
nouveaux dégagés par un effort supplémentaire d’idéalisation; c’est ainsi qu’ ont été qualifiés
d’éléments idéaux ou de notions idéales en leur temps, les nombres imaginaires, les

infinitésimaux introduits par les pioniers du calcul différentiel ou les nombres transfinis de

Cantor. Pour notre part, nous considérerons que I'ensemble des entiers naturels, le nombre
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7.. etc....., tous les ensembles définis dans la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel
avec axiome du choix, sont des gnsembls idéaux du premier niveau.

Nous constuirons une théorie des ensembles dont le langage permettra de "traduire” au
moyen de formules bien formées des énoncés métamathématiques du genre : I'ensemble
vide, @, est un ensemble idéal du premier niveau, il existe un entier supérieur a tous les entiers
du premier niveau d’idéalité. Dans [25], E. Nelson a construit une théorie des ensembles, la
théorie IST, qui est une extension de ZFC et qui permet de désigner dans [N des entiers
supérieurs a tous les entiers du premier niveau d’idéalité, qu’il qualifie de standard dans le
langage de IST, ce sont des nombres infiniment grands; intuitivement on peut considérer que
ces nouvelles entités sont d'un degré d'idéalité supérieur a un. Nous voudrions que notre
théorie des ensembles permette de traduire aussi ce dernier énoncé, portant sur des ensembles
de IST, et bien d’autres. Nous souhaitons pouvoir attribuer formellement un degré d’'idéalité
déterminé, un, deux, trois,...etc... i certains ensembles. Aux infiniment grands de Nelson, il
correspondra une hiérarchie d’entiers de différents degrés qui devront étre vus comme des
infiniment grands d’ordre un, d’ordre deux, (infiniment (infiniment grands)),...etc... Nous
voudrions que notre théorie soit une extension de la théorie IST. 1l est clair que si I'on veut
pouvoir qualifier d'idéal tout ensemble défini dans ZFC, cela ne pourra se faire au moyen
d’une définition dans ZFC; il nous faudra, d’'une maniére analogue a celle de Nelson utiliser un
langage plus riche que celui de ZFC. On peut par exemple, enrichir ce dernier de nouveaux
prédicats non définis a une place: idi1, id2. Nous pourrons alors former les énoncés :

(1) id1 N, quise lira: [N est un ensemble idéal du premier ordre

@ FL2neNvidipe N (n>p)
qui se lira, il existe un entier n idéal d’ordre 2 supérieur a tout entier idéal d’ordre 1”, et
aussi:

G dneNVvid2pe N (n>p)

L’énoncé (2) affirme I'existence d’entiers que 'on pourrait qualifier d’infiniment grands,
mais on savait le faire dans I.S.T.. Par contre, la formule (3) introduit quelque chose de
nouveau en affirmant 'existence de nombres infiniment-(infiniment grands). Les ensembles

idéaux d’ordre 1 correspondent aux ensembles standard de E.Nelson.
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On peut démontrer que si 'on ajoutait les énoncés (1) (2) et (3) aux axiomes de ZFC,
relativisés aux formules construites sans utiliser les nouveaux prédicats id, et id, , alors
'extension de Z.F.C.ainsi obtenue serait.relativement consistante et méme, conservative.
Toutefois la théorie présentée ici sera plus générale; plutdt que d’'introduire des prédicats non
définis & une place nous avons choisi de définir ces prédicats dans un langage universel
construit a partir du prédicat d’appartenance classique et d'un prédicat non défini & deux
places, “SR”. Lécriture xSRy se lira ” x est standard relativement 4 y * ou, d’une maniére
duale, y estidéal relativementa x. L'idée de généraliser la théorie de E.Nelson en remplagant
son prédicat & une place, “ st * par un prédicat binaire de standardicité relative revient 2 Guy
Wallet, de 'Université de Poitiers qui, 3 notre connaissance, 1'a énoncée clairement pour la
premiére fois en 1985, lors de discussions au congrés de Luminy, * Mathématiques finitaires
et Analyse non standard” toutefois, on pourra trouver dans le travail de E.I. Gordon cité en
[8], I'utilisation d’un prédicat de standardicité relative défini dans IST. Grace a l'introduction
de notre nouveau prédicat, nous pourrons dire que tout ensemble x a un degré de
standardicité (celui de x ) en imposant 'axiome Vx xS x. La théorie des ensembles que
nous construirons d’abord est une théorie relative des ensembles internes (nous I'appellerons
RIST). Nous ’avons qualifiée de relative parce que tous les ensembles de cette théorie peuvent
étre comparés relativement a leur standardicité (ou a leur idéalité) et nous parlons d’ensembles
internes parce que seules les formules du langage de ZFC sont admises pour décrire un
sous-ensemble d'un référentiel donné, le schéma de compréhension ne s’étend pas a toutes les
formules de RIST.

La théorie RIST est un cadre trés général pour faire de I'analyse infinitésimale; on peut,
par exemple, définir dans le langage de RIST une relation de proximité infinitésimale dans
I'ensemble R des nombres réels, —, enposant y —x si Ve>0 (eSARx = |y-x|<e).

Plus généralement, nous montrerons que:

a) a toute structure topologique correspond d'une maniére naturelle une relation de proximité
infinitésimale, —, qui est une relation d'ordre externe, ainsi que des relations de proximité
infinitésimale de divers niveaux, ' -, I'indice t désignant un ensemble.

b) a toute structure uniforme, on peut associer naturellement des relations d’équivalence
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infinitésimale, t =, qui sont des relations d’équivalence externe.

On peut utiliser les relations ® - et t = pour faire de I'analyse, nous ferons quelques pas
dans cette direction dans le chapitre I paragraphe 4; toutefois chaque probléme particulier ne
nécessitant qu’un nombre fini de degrés d’idéalité, nous travaillerons plutét dans une sous
théorie de la théorie RIST qui nous semble d’une utilisation plus facile et plus mécanique. Le
principe consiste 4 utiliser le prédicat SR, de Wallet pour définir des prédicats d'idéalité & une

place, en nombre intuitivement fini, en posant

idi(x) si x8R.a,,
id2(x) si xSRa,,

idk(x) si xSR.ay, @y, Oy, -.,@ 6tant convenablement choisis.

Dans la pratique, comme nous pourrons le constater en lisant les chapitre II et III, pour un
probléme ayant toutes ses constantes standard, nous n’utiliserons pas plus de trois prédicats
idp. Nous appellerons analyse relative, I'analyse mathématique dans le cadre de RIST ( ou
d’une sous-théorie de RIST).

Le bénéfice que nous entendons tirer des méthodes de I'analyse relative est essentiellement
le méme que celui que nous escomptions de l'analyse non standard: introduction de nouvelles
entités, formulations plus compactes des propriétés et démonstrations plus directes.

Dans cette recherche de formulations plus compactes, X étant un espace topologique séparé
et p un entier inférieur ou égal a n, nous avons été amenés a définir dans X les ombres
d’ordre p de la maniére suivante :

Donnons nous un ensemble # tel que # ¢ X; pour tout x € X on posera :
px=a si didra €X x % ~a),
et Px=# si VaeX1(xX%-a),
I'énoncé x % — a se lisant "x est proche de a d’ordre p“. Nous conviendrons de poser P # = #.
Dans le méme esprit, nous définirons au chapitre III une notion de point de Cauchy qui

remplace avantageusement la notion de filtre de Cauchy. Nous écrirons Cp(X) pour “x est un
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point de Cauchy” a I'ordre p. Il apparait alors que, si idp(X), beaucoup des propriétés
topologiques rencontrées couramment en analyse s’expriment d’'une maniére compacte au

moyen de regles de déduction sans quantificateurs . Par exempleon a :

Sig>p:
Xest: compact régulier loc.compact  complet quelconque
ssi de X e€X Pxe X9 X Px e X cp(x) P(ax) € X
on peut déduire Px eX P(9x) = Px P{9x) = Px Px €eX  Pp(9x) = Px

On s’apercoit que les conditions portant sur des suites, filtres ou filets dont ’analyse
classique fait une abondante utilisation ont complétement disparu des formulations ci-dessus,
et sont remplacées par les régles de manipulation des ombres.

Nous signalerons un autre gain important lors du passage de IST a RIST : nous disposons
d’un théoréme de transfert externe . Grace a ce principe nous pouvons, par exemple, tirer
directement les énoncés * VP X [ (X compact) = Vax € X (Px € X )] ", pour tous pet q
telsque p<q,del’énoncé ” VI X [ (X compact) = VxeX(x€eX)]".

Nous verrons également que ce théoréme de transfert permet d’accroitre considérablement la
puissance du schéma de standardisation a tel point qu’on peut le considérer comme une sorte

de shéma de compréhension externe.
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Chapitre I - La théorie relative des ensembles internes.

1 - Présentation de la théorie .

Comme annoncé dans I'introduction, le langage de cette nouvelle théorie des ensembles ,
que nous appellerons RIST, comporte un prédicat non défini & deux places en plus du
classique prédicat d’appartenance de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel, ce prédicat

sera noté SRK.
Si x et y sont deux ensembles de notre théorie, 'expression xSy se lira : “x est standard

relativement a y”.
Nous appellerons formule interne toute formule bien formée du-langage de RIST dans

laquelle n’intervient pas le prédicat SHR..

Si a est un ensemble et si F est une formule quelconque du langage de RIST nous
écrirons:

VaxF pour VX x8R a =F), V"2¢xF pour Vx ((~x SR a)) = F),

vafiny F pour vax (xfini = F),

Ja x F pour 3x xSR a A F),

Jafiny F pour d2¢x (xfini A F) .

Nous dirons que les expressions V&, 3¢, V- @, J~ @ sont des quantificateurs externes. Si
xSRy, nous dirons aussi que X est y-standard.

Les axiomes de RIST contiennent tous les axiomes de Z.F.C. relativisés aux formules
internes. Cette derniére précision est importante, elle implique par exemple que 1'on ne peut
pas utiliser le schéma de compréhension pour définir un ensemble dont les éléments sont les
entiers [N-standard. Toutefois, il nous arrivera par abus de langage de parler de tels

"ensembles” bien qu'ils ne soient pas des ensembles de RIST. Nous dirons que ce sont des
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ensembles externes.

A ces axiomes nous ajouterons les suivants :
SR, :  Vx xSHAx.
SR,: VxVy (xSRy v ySHx).
SRy : VxVyVz(xERy AnySHRz =x8R z).

On peut résumer les axiomes S|, SR, et SR.; en disant que la “collection” des
ensembles est totalement “ordonnée” par SR..
Les trois schémas d’axiomes qui suivent sont analogues aux schémas (I), (S) et (T) de

E.Nelson dans [25].

Schéma d’axiomes de transfert : (T)

Si F(x, ty, ty, ..., t) est une formule interne avec X, ty, ..., ty comme seules variables libres
et si a un ensemble fixé alors on a le principe de transfert (Ta) :

T(a,F): V&t Vag,.. Ve (VexF(xt, t...,4) = VXF(xt, t)...,4) ).

I1 découle du schéma d’axiome ci-dessus qu'un ensemble X défini d’'une maniére unique
par une formule close interne sans parameétres est a-standard pour tout a. On dira plus

simplement qu'il est standard et on écrira st(X).

Schéma d’axiomes d’idéalisation : (I)

Si F(x,y) est une formule interne ayant x, y, comme variables libres et peut-étre d’autres
variables libres si a,. a,... a,. B sont des ensembles fixés tels que f n’est pas
(ay.a....at,)-standard, alors on a les principes d’idéalisation sur plusieurs niveaux suivants :
Idéalisation contrélée :

I (). &jy..ay; B; F) ¢
[Verfing, . Vaufing Py Vx € z,... Vx ez F(x,,... X, y)] = Py Vaix,... Vakx, F(X,...X.Y).
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Idéalisation non controlée :
I(a; ay..ay.; F):
[Verfinz, . apfing Ty Vx, € 2. Vx € 2 F(X,....XpY)] = y Vaux,.. Vox, F(x,...x.y).

Remarques :

- Si @ désigne I'ensemble vide, et si F est une formule interne I(#;.; F) n’est autre que
Paxiome d’idéalisation de IST, formulé autrement.

- Si la nécessité du “controle de I'idéalisation” nous est apparue assez tot, au fur et 3 mesure
de nos tentatives d’appliquer a I’analyse une version relative de IST, la nécessité de principes
d’idéalisation sur plusieurs niveaux ne s’est dégagée qu’au moment ol nous nous sommes
intéressés a la syntaxe de RIST. Par exemple, si F(x,y,z) est une formule interne avec trois
variables libres, n’ayant pas de constantes, etsi G = Az Vax VPy F(x,y,z), avec y
non (a, B)-standard, alors le principe d’idéalisation contrélée sur deux niveaux I(a,B; y; F)
permet de commuter le groupe de quantificateurs externes * Va VB "etle quanﬁﬁcafeur externe
“3qv": plus précisémentona : G = Va.finy'yB.finy Jyz V x € X’Vy € ¥y F(x,y,2).

On voit maintenant qu’en appliquani trois transferts successifs, apres avoir préalablement , si

nécessaire, permuté “Va.finy’ 7 et 7V¥B.finy’ 7 G est équivalent  la formule interne :

Viny'Yfiny ¥z Vx € X’Vy € ¥y F(x,y,2).

Nous allons maintenant donner une version relative du principe de standardisation de IST.
Le schéma d’axiome de standardisation de IST affirme que pour tout référentiel standard et
toute formule bien formée du langage de IST, il existe un ensemble standard dont les éléments

standard sont exactement ceux du référentiel qui satisfont la formule.

Pour énoncer un principe relatif de méme nature, il faut prendre quelques précautions.
En effet, soit N I’ensemble des entiers naturels, et n, un entier fixé qui ne soit pas

standard. L’existence d’'un tel entier découle facilement de I(#;.; F) appliqué a la formule
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Fx,y)= (x€ N A yeN A x#y). On voit facilement qu'il n’existe aucun ensemble E
n,-standard tel que pour tout p ny-standard, p € E si et seulementsi p n’est pas standard. En
effet, si un tel ensemble E existait, il serait non vide puisqu’il contiendrait n,, il contiendrait
donc un plus petit élément m,,. Par (T), on obtient que m,, est ny-standard. D’autre part, il est
non standard (c’est la propriété caractéristique des éléments ny-standard de E), on a donc m,
différent de O. Par (T), on obtient que que m,-1 est n,-standard et non standard. Ces deux
derniéres propriétés de m,-1 impliquent qu’il estdans E et cela contredit la minimalité de m,,.
On voit donc qu’un principe relatif de standardisation ne saurait s’appliquer a toutes les

formules du langage de RIST.

En fait, pour chaque ensemble fixé «, nous aurons un principe de standardisation au
niveau a . Celui-ci s’appliquera a une classe particuliére de formules externes, les formules
a-externes.

Si nous notons & la collection des formules du langage de RIST, &, la famille des formules
a-externes, alors &, sera la plus petite sous-collection de & telle que :
i) les formules élémentaires: (x € y), ou x ety sont soit des variables soit des
constantes, sontdans &, ,
ii) si FetGsontdans ¥, il en estde mémede-FetdeF = G,
iii) si F(x,y) est une formule de ¥, alors 3 y F(x,y) est une
formule de &,
iv) si F(x,y) est une formule de & ; etsi B est un ensemble tel que a soit

B-standard, alors 3Py F(x,y) est dans 7, .

Nous particulariserons dans ¥, une sous famille # 5, dont les éléments seront appelés des
formules strictement a-externes.
F' o est la plus petite sous-collection de & contenant les formules élémentaires décrites dans
i), qui vérifie les conditions de fermeture ii) iii) et & la place de iv) la condition suivante :

v) si F(x,y) est une formule de ¥ ,, alors d%y F(x,y) est une

formule de ¥, .
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Nous pouvons énoncer maintenant :

Schéma d’axiome de standardisation : (S)

Si a estun ensemble , etsi F(v,...) est une formule relativement a-externe, alors:

(S(a,F) : WyTzVat (tez = (t€y AFL..)).

2- Quelques conséquences directes des axiomes.

Un référentiel Y et une formule quelconque F étant donnés, on ne peut pas en général parler de
I'ensemble des éléments de Y qui satisfont & F car le schéma de compréhension ne peut étre
appliqué qu’a des formules internes; toutefois nous nous permettrons d’écrire une expression
delaforme E = {t € Y/F(t) } . L’expression entre accolades ne définit pas , en général , un
ensemble de la théorie des ensembles RIST; cependant nous dirons, par un abus de langage
contrdlé, que E est un ensemble externe.

Pour chaque référentiel a-standard fixé y, et chaque formule a-externe F, I'ensemble
a-standard z dont I'existence est affirmée par S(a,F) est unique car deux parties a-standard
de y définies au moyen de S(a,F), ont les mémes points a-standard et il suffit d’appliquer
(Ta) pour voir quelles sont égales. Nous noierons cetensemble z= sta {t€y/F(t)} ou
z=st {t € y/F(t) } dans le casou a eststandard. On dira que z est le a-standardisé, ou le

standardisé (dans le second cas), de I'ensemble externe E = {t € y/F(x;t) } .

La démonstration des théorémes 1, 2 et 3 qui suivent est la quasi-copie de la démonstration des

théoréemes 1.2, 1.1 et 1.3 de [25].

THEOREME 1 :

Pour tous B et a tels que P n'est pas a-standard il existe un ensemble fini B-standard

contenant tous les ensembles a-standard,
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Soient a et B tels que —(B a-standard) et soit la formule interne: F(x,y) = (x € y A y fini).
Ona:vVafiny g8y Vx € X(x €y A yfini). En effet, pour chaque X’ fini et a-standard,
il suffit de prendre y = x’, comme par hypothése B n’est pas a-standard, il découle de SR,
que « est B-standard; donc, par S5, on a que y est B-standard. On applique ensuite

(Io; B;F), on obtient : 38 y Vox (x € y A y fini), qui s'écrit aussi, 3Py [ y fini AVEX (X € y))].

Corollaire:

Pour tous a et B avec B non a-standard, et tout ensemble X, il existe un ensemble fini
B-standard ayant exactement les mémes éléments a-standard que X.

Démonstration:

Soient o et B tels que P non a-standard, et soit X un ensemble quelconque. Si F est un
ensemble fini contenant tous les ensembles a-standard, il est clair que I'ensemble Fy =F N X,

est fini et contient les éléments a-standard de X et seulement ceux de X.

THEOREME 2 :

Soit X un ensemble. Alors, X est fini et a-standard si et seulement si tous ses €léments sont
a-standard.

Démonstration:

Soit la formule F(x,y) =( Xx*y A y € X). Le membre de droite de I'équivalence (Ia;.;F)
est équivalent a :

dy € X (7 (y a-standard ) ). En prenant la négation des membres extrémes de (Ia;.;F) on
obtient: Vy € X ( ya-standard ) = Hofinz Vy dxez (y¢X v x=Yy)

= Jafing (X Cz).

Si X est a-standard et fini, il suffit de prendre z = X pour voir que tous les éléments de X
sont a-standard. Réciproquement, si tout élément de X est a-standard alors z € $(z) pour un

certain z a-standard et fini; mais si z est fini et a-standard, alors il en est de méme pour $(2)
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donc, d’aprés ce qui vient d’étre démontré, cela implique que tout élément de P(z) est
a-standard. En particulier, X est a-standard comme de plus il est contenu dans un ensemble

fini, il est également fini.

Remarques :
1- 1 découle du théoréme 1 que pour tout ensemble x, il existe uny qui n’est pas x-standard,

il suffit de prendre un ensemble infini E contenant x, cet ensemble contiendra un élément non
x-standard.
2- On obtient une théorie (RIST)’ équivalente & RIST en remplacgant le principe d’idéalisation
non contrdlée par I'axiome SR, : V x T y ~( ySRx). En effet, la remarque précédente
exprime que SR, est un théoréme de RIST. Montrons que, réciproquement, si F(x,y) est
une formule interne ayant x, y, comme variables libres et peut-étre d’autres variables libres, et
si @;. @y.... a,. B sont des ensembles fixés tels que P n'est pas (a,.a,....a,)-standard, alors
I'énoncé (1):
(Vaufing,  vawfing Jy vx, € z,...Vx € 2 F(X,,..x,))] = Ty VX, ... VX FX(,-. X0 ¥),
est un théoréme de (RIST)'.

Supposons veérifié le premier membre de I'’équivalence. Pour toute valeur des parametres de
F, il découle des axiomes SR, , et SR, qu'il existe un y tel que a,. a,... &, et ous les
paramétres de F soient y-standard. Par S&R.,, on obtient un B tel que B ne soit pas
y-standard. On a «,, a;....@, et tous les parametres de F B-standard donc, par (Tp) on a:
[Vapfing  vayfing Jy Vx € z,... VX € . F(X,,.. X ¥)] =

[Vai. fing,  yayfing BBy Vx, € z,..Vxp€ 2, F(x;... X, ¥)] -

I suffit d’apliquer I (a;. a,... &,; B; F) pour voir que le second membre de (1) est vérifié.
Pour montrer I'implication converse, partons de I'énoncé : Iy Va1x, .. Vokx, F(X,....X.y)-
Donnons nous un y tel que V21 i, - V% x F(X,,..X;.,y). Il existe un ensemble B tel que y soit
p-standard et que B ne soit pas (a;. aj.... &,)-standard ni y-standard (c’est une conséquence
de SR, et SR, ), onadonc Fy Ve x,..Vakx, F(x,,..x,,y) d'ob l'on tire, en

appliquant I (a).a,....a,; B;F) de droite a gauche,
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va,y, fing,  vafing 3by vx ¢ z,..Vx,€ z; F(x,....X,y) , qui implique

vay, fing,  vafing Jy vx, e z,..¥x,€ z F(X{,.X,Y).

THEOREME 3 : (Théoréme relatif de construction)
Si A(v,w,..) est une formule a-externe alors:

(Cp) X WY [(Vx € X By €Y A@Ry,.) = FfeYX Vx e X A A(),..) ].
Soit o un ensemble X et Y des ensembles a-standard et A(v,w) une formule a-externe. Si
pour tout x dans X il existe un unique y a-standard dans Y tel que A(x,y) alors il suffit de
prendre f = sta {(x,y) € XX Y / A(x,y) }. Dans le cas général, considérons la formule :
BxE)=VayeE (y€ E = (yeYA A(x,y)) ) puisque A(X,y) est une formule
a-externe, il est clair qu’il en est de méme de B(x,E). A tout x a-standard dans X on peut
associer une partie a-standard, Ey, de Y telle que B(x,Ex) . L’ensemble By est nécessairement
égal a st {y € Y/ A(x,y) } il est donc unique aussi, d’aprés la premiére partie de cette
démonstration il existe une application a-standard F de X dans P(Y) telle que pour tout x
t-standard, F(x) = Ex. Par hypothése Ey est non vide donc, I'axiome du choix relativisé aux
ensembles a-standard nous permet d’affirmer qu’il existe une application f, a-standard, de X
dans Y telle que pour tout x a-standard de X f(x) € Ey et donc, telle que A(x.f(x)).

Le théoréme précédent affirme que I'on a défini complétement une application a-standard
dés que I'on a choisi I'image des éléments a-standard, cependant, la “procédure de choix” ne

doit pas étre trop externe.

Bxemple:
Prenons pour X une partie finie de (N contenant tous les entiers standard et prenons Y = [N,
Alors, il n’existe aucune application f de X dans Y telle que f(n) = O si n est standard et
f(n) = 1 si non . En effet, soit f une telle application et soit E = { n € X /f(n) = O }. E contient
tous les entiers standard or, ceux-ci ne constituent pas un ensemble ( Ceci se démontre comme

I’énoncé analogue de IST ) donc E contient un ng non standard. On a donc f(ny) = 1 ce qui
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contredit le fait que ng € E.

Remarques:

1. Si X est a-standard et si F est un ensemble fini contenant tous les éléments a-standard de X
alors X = st,FNX.

2. Si X est infini, 'ensemble F ci-dessus n’est pas a-standard car s’il en était ainsi on
pourrait, en utilisant 'axiome de transfert , montrer que X C F ce qui contredit le fait que X est
infini.

3. 11 découle du théoréme 2 que si n et p sont deux entiers tels que p < n alors, p est
n-standard. Cela implique que si n n’est pas a-standard standard alors, les entiers a-standard
sont tous inférieurs a n.

On voit en lisant les théorémes 1 et 2 a quel point la définition mathématique dans ZFC du
mot fini lui donne un sens différent de son sens intuitif.

On peut traduire la remarque 3 précédente en disant que I'ordre usuel dans [N est compatible
avec la standardicité. Nous allons montrer que la propriété d’existence d’un ordre compatible
avec la standardicité est liée a la dénombrabilité de X. Plus précisément, nous dirons qu’un
ordre =< surun ensemble X a-standard est compatible avec la standardicité, si, pour
tout x tel que a x-standard, y =< ximpliquey x-standard ( Dans la cas ou X est standard, il
est clair que la condition a x-standard est superflue ).

Nous énoncerons alors:

THEOREME 4 :
Si X est un ensemble a-standard, alors X est dénombrable si et seulement si il existe sur X un
ordre total a-standard compatible avec la standardicité.
Démonstration:

Supposons X a-standard et dénombrable. 1l existe alors une bijection a-standard @ de X
sur [N. Soit I'ordre =< sur X défini par y =< x si et seulement si p(y) < ¢(x). On a bien une
relation a-standard, et I'ordre est total. Soient x et y deux éléments de X tels que a soit

x-standard et y =< x; les conditions @ a-standard et a x-standard impliquent ¢ x-standard
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donc @(x) est x-standard; comme @(y) < (x) la remarque 3 nous dit que @(y) est
@(x)-standard, il est donc x-standard, I'application ¢! étant x-standard (comme ¢), on obtient
que Y = @ {@(y)] est x-standard.

Réciproquement, supposons donné sur un ensemble X a-standard, un ordre total =<
a-standard compatible avec la standardicité. Soit F une partie finie de X telle que X =st F.
Pour tout x € X, posons Xy = {y € X/y < X }, ny = cardinal de Xx. Dans le cas ou x est
a-standard, tous les éléments de Xy sont a-standard donc, Xy C F. Puisque F est fini, il en
est de méme de Xx. ny est donc un entier a-standard. On peut donc utiliser le théoréme de
constuction pour définir une application ¢ : X — [N, en associant 4 tout élément x a-standard

I'entier ny ; on vérifie que ¢ est injective, X est donc dénombrable.

3- L’analyse dans RIST.

On peut utiliser le cadre de RIST pour faire de I’analyse toutefois, dans ce paragraphe, nous
n’'irons pas trés loin dans les applications et certains théorémes serons donnés sans
démonstration. Les applications seront développées plus largement au paragraphe suivant dans
une sous-théorie de RIST.

Voici quelques propriétés liant 1a standardicité d’un couple a celle de ses coordonnées.

PROPRIETES :
1- Pour tous ensembles a et b, a et b sont (a,b)-standard.
2-Pour tous a, betc:si aetbsont c-standard alors (a,b) est c-standard.

3- Pour tous a, betb’: si best b’-standard alors (a,b) est (a,b’)-standard.

Les propriétés 1 et 2 s’obtiennent immédiatement en revenant 4 la définition des couples et en
utilisant le principe de transfert.

Démontrons la propriété 3. Soient a, b et b’ avec b b’-standard. D’aprés SR, on a:

b a-standard ou a b-standard .
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- Si b a-standard puisque, par S|, a est a-standard, la propriété 2 nous dit que (a,b) est
a-standard. Comme a est (a,b’)-standard, selon la propriété 1,il suffit d’appliquer SR, pour
voir que (a,b) est (a,b’)-standard.

-Supposons que a est b-standard. On a alors :

[b b-standard et b’ (a,b’)-standard (propriété 1) ] implique b (a,b)-standard (SR,),
[a (a,b’)-standard (propriété 1) et b (a,b’)-standard | implique (a,b) (a,b’)-standard

(propriété 2).

A tout espace topologique (X,( ) t-standard, X étant I’ensemble sous jacent et {f
Pensemble des ouverts, et a tout s tel que t est s-standard, on peut associer une relation de
proximité infinitésimale s - en posant, pour tous x ety dans X, y 8 — X si et seulement
si X est s-standard et, si tout ouvert U s-standard contenant x contient y. On notera 0(x)
'ensemble des ouverts contenant x.

PROPRIETE 4 :
Si X est séparé et si s est tel que X s-standard alors,
VxeXVyeX[(y*xetysS—-x) = s y-standard ].
Démonstration:

Supposons qu'’il existe dans X des éléments x ety tels quey # X, y $ - X et snon
y-standard . D’aprés Paxiome SR, y est s-standard donc, en transférant au niveau
s-standard la propriété de séparation on obtient qu'il existe un ouvert s-standard U € ({(x) tel

que y ¢ U. Cela contredit le fait que y s - x.

Corollaire:

VxeXVyeX] ys-x = x y-standard].

Deémonstration :

Si x =y, il suffit d’appliquer ?R,. Siy # x on vient de voir que s est y-standard, comme par

définition de la relation s — , on a x s-standard, la propriété x y-standard découle de SK.,.

En adaptant la démonstration du théoréme 2A du paragraphe II on obtient ,
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THEOREME 5§ :
Si X est t-standard alors:
Xestséparé = WV (a,b) e XXX VxeX ((x'-a)A(x!-b)= a=b).

Nous définirons sur X une relation binaire — en posanty —X si et seulementsi y XX —~x.
Nous dirons que — est la relation générale de proximité infinitésimale attachée ala
topologie de X. ( Nous écrirons d’'une maniére abrégée que — estlar. g.p.i. associée a la

topologie de X ).

Remarques :
1-y -x implique x y-standard.

2-Dans le cas ou X est standard, si x et y sont deux éléments de X, y -x équivautay *-x.
Cela vient du fait que si X est standard un ouvert est (X,x)-standard si et seulement si il est
x-standard. En effet la propriété 1 précédente ﬁnplique que x est (X,x) standard donc, U
x-standard implique, par SR 5, que U est (X,x)-standard. Réciproquement, si U est
(X,x)-standard, comme X est a-standard pour tout a il est x-standard, on a donc x x-standard
et X x-standard, ce qui implique que (X,X) est x-standard d’aprés la propriété 2; on applique

encore SR, et on obtient que U est (X,x)-standard.

PROPRIETE S :
Lar.g.p.i. associée & une topologie séparée sur X est un ordre externe.
Démonstration:

Il est immédiat que la relation - est réflexive. Elle est aussi transitive, en effet si z -y
ety —X, cela équivauta z Xy et y XX x; Siunouvert U (X,x)-standard contient x,
alors il contient aussi y . D’apres le corollaire de la propriété 4 x ét y-standard donc, d’apres,
la propriété 3, (X,X) est (X,y)-standard et en appliquant S5, on obtient que U est
(X,y)-standard.Puisque z X.¥).y ety € U, on a z € U. Ceci étant vrai pour tout ouvert U

(X,x)-standard contenant X, on a donc z XX x , ce qui équivauta z - x.



58 Yves PERAIRE

Il reste 4 démontrer que la relation - est antisymétrique. Donnons nous deux éléments de X,
Xety telsquex -y ety -x ‘, cela équivaut A x XY~y et y XX x . Posons t = (X,X).
D’aprés la propriété 1, x et X sont t-standard, d’apres le corollaire de la propriété 4, x X¥)y
implique que y est x-standard donc, par SR.4, on a que y est t-standard. On a donc :

X ,xetyt-standard, avec y !-x et y t-y. Il suffit d’appliquer le théoréme 5 pour conclure

quex=y.

On a défini les relations externes ! — et — au moyen des ouverts mais en retour on peut
utiliser ces relations pour donner des caractérisations externes des ouverts. Nous aurons le

théoréme suivant dont la démonstration se fera en utilisant et en adaptant la démonstration du

théoréme 3A du chapitre II.

THEOREME 6 :

Si U est une partie X-standard de X ett un ensemble tel que X est t-standard, alors les
conditions suivantes sont équivalentes:

i) Uestouvert,

i) VxeUVyeX (y'-x = yelU)

i) VxeUVyeX (y-x = yelU).

En appliquant le théoréme 6 au complémentaire de F on démontre:

THEOREME 7 :
Si F est une partie X-standard de X ett un ensemble tel que X est t-standard, alors les

conditions suivantes sont équivalentes:

i) Festferme,

i) VyeFVyeX (y'-x = x¢€F)
iii) Vye FVxeX (y—-x = x¢€F).

La propriété 5 admet la réciproque partielle suivante :
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PROPRIETE 6 :

Si tout point de X admet un systéme fondamental de voisinages fermés, alors Ia r.g.p.i.
associée 3 la topologie de X est un ordre si et seulement si la topologie de X est séparée.
Démonstration:

Plagons nous sous les hypothéses du théoréme, soientz, x, y ett = X tels que, zt- x

et zt.y. I suffit de montrer que x =y et appliquer le théoréme 5.

Montrons que y - x. Pour tout U € U(x) tel que U t-standard, il existe un voisinage

t-standard fermé F de x contenu dans U; par définition de la relation t— , F étant un voisinage
de x, on a z € F. Il suffit d’appliquer le théoréme 7 pour voir quey € F etdonc, aU.On a

donc, y t- x. Cela implique que y — X car, x et X étant t-standard il en est de méme de (X,x),
et tout ouvert (X,x)-standard est t-standard d’aprés SHK.3 .

En permutant les roles de x et de y on montre que x - y. On termine en disant que les

relations y - xetx - yimpliquentque x =y car larelation - est antisymétrique.

Si O et (" sont deux ensembles d’ouverts définissant des topologies t et T X-standard sur
un méme ensemble X, etsi — et -’ sontlesr.g.p.i. associées a T et T’ respectivement on

aalors:

THEOREME 8 :

(testplus finequer) = VX, yeX (y -x = y-'x).

Démonstration:

(=)SoitU € (. Pourtoutx € Uettout y ¢ Xtelsquey -~x, ona y -'x donc,y € U
d’aprés le théoréme 6 appliqué a la topologie t'. En appliquant le méme théoréme 2 la topologie

1 on obtient que U € 0 donc, & € U et T est plus fine que 7.
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(=) Si 7 est plus fine que T’ et si y et x sont deux éléments de X tels que y —Xx, tout U
(X,x)-standard de O contenant x, contient aussi y, cela est vrai en particulier si U € (*

puisque (" < 0. Onadonc, y -’ x.

Apreés ce qui précéde, il est extrémement tentant de vouloir définir toute topologie en se
donnant une relation générale de proximité infinitésimale, cette derniére étant éventuellement
construite a partir de r.g.p.i associées a d’autres topologies . Supposons que -- soit une
relation binaire externe quelconque sur un ensemble X, peut-on définir les ouverts
X-standard d’une topologie de X par la condition : U ouvertssi (x € Uety —x impliquent
y € U) ? Dans les cas ou la réponse est affirmative, la r.g.p.i. associée a la topologie ainsi

définie coincide-t-elle avec la relation — ?

Dans les exemples ci-dessous, nous allons définir des relations externes sur des espaces
topologiques, et nous regarderons de quelle maniére ces relations peuvent étre associées a des
topologies.
Bxemples :
Dans le but de simplifier les formulations, tous les espaces et toutes les topologies seront
supposés standard, mais il est clair que cela ne nuit pas a la généralité.
1- Si (X,0) et (X',C") sont deux espaces topologiques si — est la r.g.p.i associée a la
topologie tde X, et si -'lar.g.p.i associée a la topologie T’ de X’, nous définirons une
relation externe -” sur le produit cartésien X X X’ en posant :
pour tous (x.X), (¥,y) € XX X', v,y) =" (x,X) ssi y &X).x ety ®x¥X).'x,
2- Si X est I'ensemble RR des applications de R dansR et —~ lar.g.p.i correspondant 4 la
topologie usuelle de R nous définirons deux relations externes dans X, —g et —y en
posant, pour tous f et g dans X:

f -gg sietseulementsi Vex € R f(x) ~ g(x),

f -y & sietseulementsi Vx € R f(x) - g(x) &~ 0.
3- Si X est un espace topologique standard avec sar.g.p.i — etsi R est une relation

d’équivalence standard sur X on définira une relation externe -’ sur 'ensemble quotient
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X’ =X/, en posant pour toutes classes d’équivalence modulo R, xet y, d’éléments de X:
X -'y sietseulementsiilexisteu € X et v € ytelsqueu —v.

Nous ne multiplierons pas les exemples. Si on regarde de plus preés les relations externes
définies plus haut , on voit que la relations —’, —g et - définies dans les exemples 1 et 2
sont des relations d'ordre. Le lecteur aura deviné que les relations —’, —get -y nesont
autres que les relations de proximité infinitésimales attachées respectivement , 2 la topologie
produit sur X X X', & la topologie de la convergence ponctuelle et a la topologie de la
convergence uniforme sur RR. Nous donnerons la démonstration pour ce qui concerne la
relation —g
Démonstration : Nous noterons par le méme symbole , -, r.g.p.i. asociées a la topologie
usuelle sur R et 4 la topologie T, de la convergence ponctuelle sur RR . Pour tout ensemble fini
F et tout nombre réel positif €, nous poserons V(F, €) = {h € RR/ ¥x € F h(x)| <€} .
Nous savons que pour tout g € RR, les ensembles de la forme g + V(F,¢) forment un
systeme fondamental de voisinages ouverts de g pour la topologie ..

Soient f et g € RR tels que f - g. Montrons que I'on a f(x) - g(x) pour tout x
g-standard. Donnons nous un nombre réel € tel que €>0 ete g(x)-standard. Comme, g et x
sont g-standard, il en est de méme de g(x) et, par SH.; de €. On en déduit alors que le
voisinage g + V({x},e) de g, est g-standard. Comme f - g onaf € g + V({x},£), ce qui
équivaut a [f(x) - g(x)| < €. Réciproquement, supposons que I'on a f(x) - g(x) pour tout x
g-standard. Donnons nous un voisinage g-standard de g de la forme g + V(F, €) avec F fini ,
€>0, Fete g-standard. Il découle du théoréme 2 que tous les éléments de F sont g-standard
donc, pour tout x € F, ona f(x) - g(x). Comme g g(x)-standard et € g-standard
impliquent que € est g(x)-standard, on a [f(x) - g(X)] < € pour tout x € F ce qui s’écrit aussi

feg+V(Feg).

Nous remarquerons que si on se donne une relation -’ externe ou interne sur un
ensemble X, que nous suposerons standard, si on pose :
J(=)=st{UcCX/VtxVy((y ~'x AXeEU)y=yeU},

alors, 0(~") satisfait aux axiomes définissant une famille d’ouverts pour une topologie
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standard. En effet ,

0(~") est standard et VStU,V € (=) VStxV y ((y ='Xx A x€UNV) =y e UnV)
donc VstU,V € 0(~") UnV € ((~"). Il suffit d’appliquer I'axiome de transfert pour finir de
démontrer que (J(~’) est stable pour les intersections finies. Montrons que J(-’) est stable
pour la réunion. Grace a (T), il suffit de montrer qu’il est stable pour les réunions standard.

Soit donc U’ € P(O(-")) standard. Par (T) on obtient que la partie de X,
V= UU ¢y U est un ensemble standard. Montrons que V € ((~') . Pour tout X standard de

V, il existe un U € LS tel que x € U. Gréce a (T), on sait que I'on peut choisir U standard.
Siy —~'x etsiU est choisi standard il découle de la définition de ((~") que y € U et donc,

que y € V. On a donc démontré que V € 0(-").

(( -’) étant un ensemble d’ouverts pour une topologie sur X on peut lui associer une
r.g.pi, -.Il découle du théoréme 6 que J( —) = 0( -’). Cela n’'implique pas que — et

-' coincident , toutefois on a le théoréme suivant, dont la démonstration est immédiate :

THEOREME 9 :
WxeXVyeX(y-"x=y ~-x)

Revenons a la relation -’ définie dans 'exemple 3. Si R, est une relation d’équivalence
standard sur 'espace topologique standard X, si — estla r.g.p.i. associée 2 la toplogie de X,
si ~' estla relation binaire définie sur 'ensemble quotient X’ = X;?, par la condition X -'y

si et seulement si il existe u € X et v € y tels queu — v on a alors :

THEOREME 10 :

Si Jest lensemble des ouverts pour Ia topologie quotient sur X, alorsona (- =U.
Démonstration :
Soit s: X — X’ = X/ la surjection canonique .Démontrons I'inclusion J(-") C 0.

Soit U € ((~"), U standard, et V =51 (U) = U;_,u. Pour tous v, w tels que v
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standard, v€ V, et w ~v onavV € Uet, par définition de la relation -’ ,w -’V . Dela
déﬁniﬁon de 0(~") on tire que W € Uetdonc w € V. Cela montre que V est ouvert donc,
par définition de la topologie quotient, U € C.
Pour établir I'inclusion inverse § € ((~") donnons nous un ouvert standard U pour la
topologie quotient. Pour tout X standard dans U et touty telsquey —’'X, ilexisteu € X et
veEytelsque v -u. ue€ X implique u € s1 (U), qui est ouvert par définition de la
topologie quotient. On a donc, grice au théoréme 6, v € s°1 (U) ce qui équivautav=y € U.
On a donc, U € J(~).

On voit donc que, méme si —’ n'est pas la r.g.p.i. associée a la topologie quotient , elle

peut servir a définir les ouverts standard de cette topologie.
Les théorémes 11 et 12 se démontrent ASet A10du chapitre 2.

THEOREME 11 : (Critére externe de quasi-compacité)
L'’espace topologique t-standard X est compact si et seulement si, pour toutx € X,

il existea € X telque x! — a.
Si on note de la méme maniére les relations de proximité infinitésimale dans X et Y on a:

THEOREME 12 : (Critére externe de continuité)
Si X et Y sont deux espaces topologiques t-standard et f une application t-standard de X dans
Y etsi tests-standard alors f est continue au point x t-standard si et seulement si :

VyeX (ys-x = [(y)*-1x))
Dans le cas ou X, Y et f sont standard on a plus simplement:
Corollaire:

L application f de X dans Y est continue au point x si et seulement si :

VyeX (y -x = [(y) - {(x))
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Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer que, dans les cas ou X est un
espace vectoriel topologique standard et F un sous espace vectoriel standard de X, si -’ est

lar.g.p.i. associée a la topologie quotient sur 'ensemble X/, alorson a :

THEOREME 13 :
Si F admet un supplémentaire topologique, alors pour tous X et a dans X /p :

X ~’a sietseulement siil existe x’ € X et a' € a tels que x’ — a’.

On désignera encore respectivement par (J et 0 I’ ensemble des ouverts pour la topologie
de X et pour la topologie quotient.
11 est clair que la condition est suffisante car, par définition de la topologie quotient, la
surjection canonique est continue. Nous appliquerons donc le théoréme précédent 2 la
surjection canonique et au point a’. Montrons que la condition est nécessaire. Pour cela

donnons nous xetadans X/ptelsquex ~'a .

" -
rd G| 3
x| A, 3
ag a
1 [
t
s Jag G
\_q\/___/"
\"

SiGestun éupplémentaire topologique de F nous noterons C I'ensemble des ouverts pour
la topologie de Get —q lar.g.p.i. associée 4 Jg . Sion décompose x etadans X =G+ F
sous la forme X = Xg + Xg, a = ag + ap avec Xg, ag € G et X, ap € F, alors ag et ag sont

a-standard. Soit V un ouvert ag-standard de Og contenant a;. L'ensemble V + F est un
ouvert saturé de X donc, son image V par la surjection canonique est un ouvert de X/F.

Commea = a etag € V,onaa € V, comme d'autre partona X —'a etV a-standard ( car
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[V ag-standard et aga-standard] = V a-standard, V a-standard = V a-standard ), alors
X =Xg € V. On en déduit que x;=v+favecv € Vetf € F. Comme x; admet aussi la
décomposition Xg = Xg + Op dans la somme directe X=G@® F onav=xg5.Doncx; € V.
Ceci étant vrai pour tout voisinage V ag-standard dea;,ona X;—g ag, ce qui équivaut a

Xg — ag car la topologie de G est la trace sur G de la topologie de X.

Si (X, & ) est un espace uniforme t-standard ayant X comme ensemble sous-jacent et &
comme ensemble d'entourages de la diagonale et si s est un ensemble tel que t est s-standard
on peut définir une relation d’équivalence infinitésimale $= dans X en posant, pour tous X ety

dans X, xs= y si et seulement si pour tout entourage s-standard, u, de la diagonale

xy)e€u
On peut alors obtenir les critéres externes suivants:

Si on note par les mémes symboles les relations d’équivalence infinitésimale dans les espaces

XetYona:

THEOREME 14 :
Si X et Y sont t-standard et si f est une application t-standard de X dans Y alors, si t est

s-standard, f est uniformement continue si et seulement si:

VxyeX (ys=x = fy)t=f(x) ).

THEOREME 15 :
Soit (fp ) une suite d’applications de X dans Y . Supposons que X, Y et (fp ) sont t-standard.
et que t est s-standard alors (fy; ) converge uniformément vers la fonction f si et seulement si:

VnelN VxeX ( n!' - o = fp(x)'=f(x) ).
Ici, nt - oo signifie 1/5* — 0 pour la topologie usuelle de [R.

Nous ne démontrerons pas ces théorémes. Leur preuve est une adaptation facile de

démonstrations analogues dans le chapitre II.
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1l est clair que ’on aurait pu énoncer les théoréme 12, 14 et 15 seulement pour s=t mais
cela limitait sérieusement I'usage que I'on pouvait faire de ces critéres comme on pourra le

constater en étudiant 'exemple qui suit.

Bxemple:

Soient X une partie de R, et (f;, ) une suite de fonctions continues de X dans R qui
cohverge uniformément vers une fonction f de X dans R. On se propose de démontrer en
utilisant les critéres externes que f est continue. Remarquons d’abord que b ‘- a pour la
topologie de R équivaut 4 b t= a pour la structure uniforme de R et a t-standard.

Soient x € X et t tels que x, X, (f ) soient t-standard. Le principe de transfert implique
que f est aussi t-standard. Soit m tel que m*® - oo , On a alors fy; m-standard.

Pourtouty € Xtelquey™=x ona :
f(y) = fp(y) ™= fp(x) t=f(x) d’aprés les théorémes 14 et 15. On a donc
yr=x = f(y)'=f(x) . Il suffit d’appliquer le théoréme 12 pour conclure.
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4- La sous-théorie GISTn.

Dans la pratique de ’analyse nous n’utiliserons jamais qu'un nombre fini de degrés de
standardicité, méme si ce nombre n’est pas connu 2 ’avance. En ce qui nous concerne nous
n’avons jamais dans nos applications utilisé plus de quatre degrés de standardicité. A cause de
cela et aussi parce qu'il est est plus facile de travailler avec des degrés pré-sélectionnés qu’avec
une notion de standardicité relative, nous développerons nos méthodes dans le cadre d’'une
sous-théorie de RIST, la théorie GISTn , l'indice n désignant le nombre de degrés de
standardicité utilisé. La théorie GISTn comportera a la place du prédicat non défini SR, n
prédicats définis dans RIST de la maniére suivante.

Soit &; un ensemble standard. On peut déduire de (I) que pour tout entier intuitif n aussi
grand que l'on veut, on peut sélectionner des éléments : a;, a,,..., &, tels que, ~(a,SRa,),
~(@;SRa,......., (2, SR a, ;). On remarquera que, d’aprées SR.2, on a alors a,; SR a,,
0, 8Rx;, ... a, SRa, .

Si p est un entier inférieur ou égal 4 n, et X un ensemble a,-standard, nous dirons que x est
idéal d’ordre p et nous écrirons idp (x). Avec ce vocabulaire, les ensembles standard sont
donc des ensembles du premier degré d’idéalité, ce qui peut correspondre a une certaine
intuition. En vue de simplifier les écritures nous écrirons désormais, V!, ¥2..,d!,32..ala
place de V&, V&2, &, &2, nous remarquerons donc que les symboles V!, v2. 3! 32..
n'ont plus le méme sens que dans le §1, les indices supérieurs ne sont plus des ensembles
mais des marques. Pour numéroter les entiers intuitifs de 1 3 n on aurait pu utiliser les
notations V', V".., 4 , d'...,. Nous nous permettrons cependant, pour comparer ces entiers
d’utiliser, abusivement, des expressions de la formep<qoup=gq.

Nous dirons que les quantificateurs VP, dP pour p = n, sont des quantificateurs

externes d’ordre p tandis que V et d sont des quantificateurs internes. Nous dirons parfois,
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pour des raisons de commodité, que les quantificateurs internes sont des quantificateurs
externes d’ordre e .
Nous définirons de la maniére habituelle les formules bien formées A partir des prédicats

€, id1, id2, ...et idn . Parmi les formules bien formées , conformément avec ce qui précéde,
nous appellerons formules internes celles dans lesquelles n’intervient aucun des prédicats id1,
id2, .....ou idn . Pour tout entier p inférieur 4 n, les formules o -externes seront appelées plus
simplement des formules p-externes , tandis que nous appellerons strictement p-externes les
formules précédemment qualifiées de strictement a,-externes.

* Nous pouvons énoncer maintenant les axiomes de GISTn, ce sont les shémas de théorémes

de RIST suivants :

PRINCIPE DE GRADUATION :
Si p et q sont deux enters inférieurs ou égaux a n et si p est inférieur 4 q on a:

(Gra) VX (idp (x) = idq (X) ).

PRINCIPE D’IDEALISATION :

Si F(x,y) est une formule interne avec xj,..,Xx et y comme variables libres et

éventuellement d’autres variables, si p; <p, <... py < q s n on a alors les principes
d'idéalisation sur plusieurs niveaux suivants :
Idéalisation contrélée :

Ippps P @) -
(VPrfinz,.. Witz My Vx, < z,... Vxye 2, FX;,...X,Y)) = By Wi x,.. Yk x;, F(X).. X 0).

Idealisation non controlée :
(Ipps s ) -
(Wl'ﬁnzl o Wk’ﬁnzk@ VX, :‘Z,... VXk’:’ Zk F(Xl’”’xk’y)) e g_y vP, X;.. VPi Xk F(XI""Xk’y)'
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PRINCIPE DE STANDARDISATION :
(Sp) Si F(t...) est une formule p-externe pouvant avoir d'autres variables libres que t alors,
WyPzWt(t€z = (tey AFL.))

PRINCIPE DE TRANSFERT :
Si p est un entier inférieur & n et F(x,t, t,,...,t ) une formule interne avec x,t,, t,,...,4
comme seules variables libres alors:

(Tp) WPt WPL,... W4 (WX F(Xx1t), t,...4) = VXF(xt, b,....4))

Notations :
Pour tout référentiel y tel que idp(y), I’ensemble z dont le schéma d’axiomes (Sp) affirme
Pexistence sera noté z = stp{ t € y/ F(t) }.

Si Y est une partie quelconque d'un ensemble Z tel que idp (Z), on notera plus simplement stoY
aulieude stp {t€ Z:t €Y }. Ondiraque stp Y est le p-standardisé de Y. Ceci n’entraine
aucune possibilité d’ambiguité car, si Z, et Z, sont deux ensembles idéaux d’ordre p contenant
Y, alors stp{teZ,:teY}etstp{teZ,:teY }sontdeux ensembles idéaux d’ordre p

ayant les mémes éléments idéaux d’ordre p, ils sont donc égaux.

Remarques:
1- IIn’y a pas en général, équivalence entre les formules
H9y VP1 x,... VP x; F(X,....X,.y) etdy VP1 x, .. VPk x; F(X,....X;.y) qui apparaissent aux
membres de droite de (Ip,... p; @ €t (Ipy,.., p; ) respectivement .
Contre-exemple: |

Le principe d’idéalisation nous permet de conclure a I'existence d’un entier n € [N -tel
que V2p € IN (n >p). Soit donc un tel n et soit la formule :

Fxy)=(xelN A yell A (x>y) A (x=2n)).

Il est clair que'on a : dy VIXF(x,y), il suffit de prendre y = n, mais que I'on n’a pas :

Py VIXFX, y).
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2- Si la formule F(x,,...X,,y) n'a pas d’autres variables que x,,...X, ety et si toutes les
constantes qui interviennent sont idéales d'ordre ¢ avec p, <p,<..p, <q=n,alorsona
grace a (To):

vpyfing, . vpefing,
[(my v X| €2 ...VXk €2y F(xl,...xk,Y)) - Hy Vxl € Zl ...ka €Zy F(xl,..,Xk,Y)]
donc : (y VP1 x,.. VP Xy F(X,..X.y) ) = Hy VP1 x,.. VPk X, F(x,....%.y)-

Avant d’aborder le paragraphe 5, re-formulons dans GISTn le schéma de théoréme 2. On

obtient :

THEOREME 16 : (Principe de construction)
(Cpip): WXWY[(WxeXRyeYFxy))= RyeYX wxeX Fxyix))

5- La syntaxe de RIST- Algorithme de réduction- Transfert externe .

Soit la caractérisation dans IST de la compacité d'un espace topologique standard. Celle-ci
s’écrit :

(D): Vst X (Xcompact = Vxe X3tae X(x=a).

I est tout a fait clair que, si on définit une relation ” P= ” en substituant ” idp” & “st” dans la
définition de la relation ” = *, on obtient :

(2): ¥VX (Xcompact = Vx € XdPae X (xP=a).

Traduite dans le langage de GISTn, (1) devient :

(I"): VIX(Xcompact = VxeXdlae X(x!=a).

Nous dirons que l'on est passé de (1') a (2) par un transfért externe, bien qu’une
signification différente soit attribuée a ce terme dans la littérature sur IST. Ceci se généralise a

toute caractérisation dans IST d’une propriété interne.
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Nous avons établi plus bas, que certaines propriétés internes se caractérisaient agréablement
dans GISTn en utilisant plusieurs degré d’idéalité. Ainsi, nous avons établique sip<q:

(3): VP X (Xrégulier = VxeX[((FPae X (xP=a))AdIb e X (x9=b) ) = br=2a]).
En fait, nous remarquerons que le niveau des indices p et q dans une preuve de (3) n’est pas
important, seule importe la relation p < q. la formule (3), peut donc se déduire par un
changement d’indices de la caractérisation :

(4): VI X (Xrégulier «- VxeX[((TlaeX(x!=a))ATbeX(x2%b) )=bl=a]).
Nous appellerons également transfert externe le passage de (3) a (4).

Dans les deux exemples présentés, le transfert d’indice a été possible parce que, disposant
d’une preuve des énoncés (3) et (4), nous avons pu faire un raisonnement métamathématique
sur le réle des niveaux d’idéalité dans cette preuve. Toutefois si on se donne une formule
externe quelconque, il n’est pas du tout évident que I'on obtiendra une formule équivalente,

par des changements d’indices respectant I'ordre des indices.

Ceci nous aménera 3 nous poser quelques questions. Supposons qu’un ensemble idéal
d’ordre p soit défini dans GISTn en appliquant le principe de standardisation & une formule ¥,
p-externe.

1- Cet ensemble, peut-il étre caractérisé d'une maniére interne? ( Nous savons qu’un ensemble
défini avec unicité par une formule interne a partir de parametres idp est idp , cela découle de
(Tp), mais nous n’avons pas dit que la réciproque était vraie. )

2- Peut-on alors opérer des transferts d’indices analogues a ceux que nous avons pu effectuer

dans les exemples précédents ?

E.Nelson a donné une réponse positive dans [25], quand & est une formule de IST ( Dans
notre langage , une formule strictement 1-externe ). Il a méme construit un algorithme qui
réduit toute formule externe de IST ( a condition que les quantificateurs soient bornés par des
ensembles standard ) a une formule interne, ayant les mémes variables libres, qui lui est

équivalente pour toutes valeurs standard des paramétres. La seconde question n'a pas de sens
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dans IST

Tout au long de ce chapitre nous allons construire un algorithme qui réduit toute formule
p-externe ayant ses quantificateurs bornés par des ensembles idéaux d’ordre p, a une formule
interne équivalente. Nous aurons donc une généralisation a RIST, de P'algorithme de réduction
de E.Nelson. Nous en déduirons un théoréme général de transfert externe.

Dans la suite, nous dirons qu'une formule ayant ses quantificateurs bornés par des ensembles

idéaux d’ordre p est p-bornée.

Pour commencer, nous allons voir comment le théoréme 16, qui peut étre considéré comme

un principe de choix avec contrdle de I'idéalité de la fonction de choix, peut étre généralisé.

Enoncons d’abord un lemme.

LEMME :

Si F(t) est une formule strictement p-externe p-bornée, alors il existe une formule interne
A@, v, telle que: F(t) = W u P v A(u,v,t), les variables u et v évoluant dans un ensemble
idéal d’ordre p.

La démonstration du lemme n’est qu’une simple adaptation de la démonstration d’une propriété
analogue énoncée par E.Nelson dans [26]. Il suffit de remplacer chaque occurrence du prédicat

*st”, chez Nelson, par le prédicat "idp". Dans la suite, y, v et v désignerons des fonctions.

THEOREME 17 : (choix sur un niveau)

Si F est une formule strictement p-externe p-bornée on a :

Choix controlé :

(Cp;p) sip<qsn, WxRyFxy) = (Fy wxFxyx)),
Choix non contrélé :

(Cp;) sipsn, Wx Ty F(xy) = (dy WxFxyx) )
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(Ici x et y évoluent dans des domaines idéaux d’ordre p non désignés)
Démonstratior
C'est une adaptation de la preuve du théoréme 5 dans [26]
D’aprés le lemme, il existe une formule interne A(u,v,x,y) telle que
F(x,y) = Verudrv A(u,v,x,y).

Démontrons la premiére implication. Si on part du premier membre on a:
Vexday F(x,y) = VexHiy VPudrv A(u,v,x,y)

o WxFyIvVruA@vxu)xy) (Cpp)

o Vpx T vEdy VP u A(u,V(X,0),X,y)

o ¥px @ v VP, finy'Ha yVueuwA@uvx,u)xy) Ipqg

= FvVrx VPl y'Hay ¥ u € v A(u,v(x,u),xy) (Cp;p)
(compte tenu du fait que la formule V»: fivg’ Ty V u € u’ A(u,V(X,u),X,y) est p-externe).

Si on part du second membre on obtient:

Hy VP x Fxy(x)) =

Hay VPx VPu I v A(u,v,x,y(X)) = (Cp;p)

Hay EP v VP x VP u A(u,V(X,u),X,y(X) =

v Ey VP x ¥Pu AQuv(xu),xy®) = (Ip;q)

e v Vp. fin x'Wp, finy’ Jay ¥x € X'Vu € wA(U,V(X,u),X,y(X)).
11 faut donc démontrer que:

v Ve x Ve finy'day Vu € u’ Au,v(X,u),X,y)

!

Fov Vo finy Yo, finy Ty Vx € X Vu € 0 A(U,V(X,U),X.Y(X)).

Pour montrer I'implication, prenons v = v. Pour v’ fixé tel que idp(u’) considérons la
formule , B(x,y) = V u € w’ A(u,V(X,u),X,y).

Comme tous les éléments de X’ sont idéaux d’ordre p (propriété des ensembles finis) le
premier membre de I'implication implique: Vax € x 3y B(x,y), d’oli 'on déduit par (Cp;p),

Hay Vax € x’ B(x,y(X)) et, du fait que tous les éléments de x’ sont idéaux d’ordre q, ils sont
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méme idéaux d’ordre p :

Fy V x € X’ B(x,y(x)). Ceci achéve notre preuve.

Corollaire:

Si F est une formule g-externe p-bornéeon a :

(Cp,g) sip<q=nm, WxHyFxy) = Ry Wx Fxyx),

Démonstration:

Soient X et Y les domaines respectifs de x et y. Pour une valeur fixée des paramétres
apparaissant dans F, F étant q-externe, I'ensemble

Z =stq {(x,y) € XX Y /F(x,y) } existe et :

(Vex Sy F(x,y)) = (VPx 3%y (x,y) € Z) = (Hay VPx (x,y) € Z) = (Hdy VPx F(x,y)).

THEOREME 18: (choix sur plusieurs niveaux)
Si F est gq-externe p-bornée on a:
Choix controlé :
Cpi,...pk; ¢ ° SiP1<P2<pk=q=n,
VP1 x; VP2 x,... VPk x;, Hy F(x),..Xy) =
HY W1 x; W2 X5.. Pk X, By F(Xp,. XY (X e X))
Choix non contrélé :
Cpi,...px; ) Sip|<p2<pk<n,
VP1 x, VP2 x,.. WPk x, dy F(x;,.Xky) =
Ty WP1x, W2 X,.. Pk X, Fy F(X;,. X V(X [seerXp))-
Démonstration:
Démontrons (Cp,, .. px; ¢)-
a)Casoup; <q.
Nous savons, d’aprés le corollaire du théoréeme 16 que le théoréme est vrai pour k=1.
supposons que celui-ci soit vrai pour tout k < m- 1, montrons qu'’il reste vrai pour m. Partons

de (1) : VPi xq... VPmx,, Hy F(x(.X5,...Xp,y)
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On a la suite d’équivalences suivante :
(1)

i (sz,..pm; q)

VP x, Ty YP2 Xp... YPm Xy F(Xp,o . X Y (XX, X))
¢ Upz,..pm; q)

¥Pi x, VP2fing’, VPmfin ¥’ qy VX, € X5V X, € Xy FX|oo X T (X X200 X))
1 (P

Vp2.fing’,  YPmofin X’ ¥P1 X qay VX, € X5V X € Xy F(X1o- X V(X[ X0 X))
1 Cpi;q)

VP2.fing’,  VPm.fin x| E[q)"- VP1 X, V Xy € X5..V X € X'y F(X[,eo X ¥(X1 X200 X))
i ([px;q)

VPz-ﬁﬂx'z.,.VPm-I"mx'mvpl-ﬁ"X'lHq):Vxle X'\ VX6 X'5... VX, € X'y F(X (.. X0, Y (X[, X0,--Xpp))
1 (py, p2,..pm; @

Yy VP1 X, VP2 X,.. WPk X, F(X[.. XY (X (oo X))

Ceci acheéve notre démonstration .

b) Cas ou py, = q.
Partons de (2) : ¥P1 x; VP2 X,...¥Pk x,, Pk y F(xy,..Xk.¥) .
Par (Cpk; pk)» (2) équivaut a :
YP) X, Pkt X Py YRk xy F(Xyo Xy V(X X))
La formule VPk X, F(X,,..X; ;.Y(X,.....X;)) é1ant p-externe, comme py | < py. on est dans le
cas du a). On adonc ;
EIPk-;/ YPIX .. YPk-1 Xy (VPk Xy F(X{. Xz X2 Y(X (Koo Xy (X[ Xo.. X)), €€ qui peut
s'écrire plus simplement :
Hpk; YP1x,.. YPk-1 Xy VP Xy F(X[ X0 X s Y(X X X)) -

La preuve de (Cpy . p; ) est analogue a celle de (Cp,, .. pi: q )» dans le cas a).
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Le théoréme suivant est, “dans la pratique”, une généralisation du principe d’idéalisation

(Ipt,..,pk; q ) initial :

THEOREME 19 : ( principe d’idéalisation externe)
Si F est une formule g-externe p-bornée avec x,,..,x; et y comme variables libres et
éventuellement d’autres variables, sipl <p2 <.. pk <q sn alors :
(pi,...px; q)
(WPiiing,  WPrling By Vx, < 2,.. Vx,. < z, F(x;,..X,y)) = Hy WPix, .. VPrx;. F(x;...X.¥)).
Deémonstration:
Soient X,...X;, et Y les domaines respectifs de x,,..,x, et y. Pour une valeur fixée des
parametres apparaissant dans F, F étant g-externe, I'ensemble
Z=stq { (X, Xy) € X XX X Y/F(X,..x,y) } existe et :
(VPys fing 'C X,... VP finx,’C X, Hdy € Y Vx € X,"...Vx € X;" F(X{..X.,¥)) =
(VP fing " X, .. VP finx ’C X, HAy € Y VX € X{"..VX € X" (X{...X,y) €Z) =
A(Jy € Y VPix; € X[..VPx € Xy (X;.. X, Y) €Z) =
(Fy € Y VPix, € X,...VPkx; € X F(X;..X..y) ).

Remarques :

1- Si nous avons presentc ce théoréme comme une généralisation du principe (Ip; .., pk; q)
initial, bicn que 'hypothése “F p-bornée” soit une restriction, ¢’est que celle-ci n'est pas tres
limitative: dans la pratique de I'analyse, tous les objets utilisés sont éléments d’ensembles
standard. Par contre. la possibilit¢ d’appliquer l'idéalisation a une famiile de formules
externcs, est une extension significative.

2- On peut certainement. en s'inspirant de ce qui a déja éte fait dans IST. appliquer le principe

d'idealisation a une classe plus large de formules. Nous nous en abstiendrons dans ce travail.

Nous avons maintenant cn main les régles a partir desquelles nous pourrons construire

notre alg()l’imme. Ce sont les rég!es (Tp)’ (lpl ey DK q). (lpl,... pk; ). (Cpl,.., pk: q),
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p1,.., px; ainsi que la regle, que nous noterons (P), qui permet de commuter deux
quantificateurs existentiels ou deux quantificateurs universels, que ceux-ci soient internes ou
externes.

Dans ce qui suit nous dirons qu'une formule est sous forme prénexe si elle est de la forme
F = Q,P!x; Q,P2x,....QPkxy A(X|,X;,...X) , avec A interne , chaque Q; étant un
quantificateur et chaque p;j €tant, soit un degré d’idéalité soit le symbole == . Les expressions
V° et 3° sont une autre écriture pour V et d. Nous conviendrons, pour tout degré d’idéalité
q, de poser q < co.

Nous observerons que, dans notre définition des tormules sous forme prénexe, la formule
A peut comporter des quantificateurs, il ne s’agit donc pas exactement de la définition usuelle.
Nous admettrons que toute formule de GISTn peut étre réduite a une formule équivalente

sous forme prénexe.

Soient P = (p;...p;) €t Q = (q;...q,). les pj et les qj étant soit des degrés d’idéalité, soit oo.
On appellera vPIQ-formule. une tormule qui s’écrit. sous une forme abrégée ( on oublie les
variables): F= ¥PL_.7 P39 3% A avec A interne, et on appellera IQRYP -formule,

une formule de la forme : F = 34._3% vPI__ ¥ Pr A. avec A interne. Par extension, toute

formule interne sera a la fois une YP3Q-formule et une IQ%P-formule pour tous P et Q.

THEOREME 20 :

Toute ¥PIQ-jormule (resp. wute 30 VP-formule) p-externe et p-bornée peut étre réduite au
moyen d'un algorithme a une TR VP formule equivalente (resp. a une 7P3Q-tormule)
également p-externe et p-bornee .

Démenstration :

Soit F= VPi...V?r d41...39% A une VPIQ-formule.

Premiére étape : On écrit les indices p; d'une part et g; d’autre part dans |'ordre croissant. Il

suftit pour cela d’appliquer la regle (P).
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Deuxiéme étape : On déplace les quantificateurs VP; en suivant le protocole suivant :

Sipsaq:
On applique (Cp,....p,; q;) a la formule q,-externe 3%2...%% A, on obtient :
F = F,=d91VP1...VPr 392...3% A, 392...99% A, , A, étant une formule interne. On

applique ensuite (Cp,....p,; q5) & 1a formule q,-externe 39.....3% A,, on obtient :
F, o F, =391 392 VP1..VPr d93..3% A,, A, étant une formule interne .................

Au bout de s application du principe

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

de choix on obtient :

F] Ad Fz R YT B Fs = g4;...99 VPi1...VPr AS’ avec AS interne.

Sip>q;:

Soit u le plus petit indice tel que p,, soit supérieur 4 un q;. Pour chaque k, soit j(k) le plus
grand tel que py > gy,
a) on utilise dans I'ordre ou ils sont énoncés les principes,
(ag, G50y P> (ays--sGigr-1y3 Pr-1)s-+-(A15--,Gjgyys Py)- On oObtient alors une formule équivalente
de la forme:

VP1...VPu.1 H41...VPu Gjquy+1... VPeHY(r)+1...H9s A,

avec A, interne siu > 1 et p, s q, . La téte de formule VP1...VPu-1 n'apparaitraquesiu>1,1a
queue de la formule Hj(r)+1...d% A | sera réduite 4 A sip, >q, .
b) On utilise les principes de choix pour regrouper derriére VPr, les quantificateurs universels
qui le précédent. On procéde ainsi :
- on pousse le groupe de quantificateurs VP1...VPu-1, s’il existe, derriére VPy, en utilisant
(CoprrPu.t3 a1)seer (CPomesPu 15 Ghiup-

- on pousse le groupe de quantificateurs VP1...VPu-1 VPu derriére VPu+1, en utilisant
(CpyrPui Guyr1)s--- (CpyoeiPus Gyu+1y)» Si Nécessaire, (Sion n'a pas j(u) = j(u+1), auquel cas
les quantificateurs VPt , VPu.1 , VPu, VPu+1 sont déja regroupeés ) ........ceceeerrennnncnnnnnns
- on pousse, si nécessaire, le groupe de quantificateurs VP1...VPu-1 V¥Pu.1 derriére VPr, en

Uﬁlisant (Cpl""pl‘-l; q]'(l‘-”*'l)"" (Cpl""Pr-l; ql(l'))'
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On arrive ainsi, en un nombre fini d’étapes, a une formule équivalente a F de la forme :
d491...49s VP1.....VPr A sip, > qs auquel cas, la réduction est terminée, de la forme
d91...39j() VP1.... VPr Hj(r)+1...d% A, si p, < q;. Dans ce dernier cas on termine la réduction

en utilisant (Cpl,..,pr; Qj(r)+1),...., (Cpl,..,pr; qs)

11 est absolument necessaire de respecter
la procédure indiquée pour opérer la con-
version . En particulier, il est recommandé

de ne pas étre trop pressé de faire passer les
DANGER
| DANGER | quantificatenrs universels a 'extréme droite.

Bxemple: Soit une formule 1-bornée de la forme :
VIV3IV73235 A , avec A- interne

Mauyzi .
viylvy? E?A
M.ﬁnj

() 2,57

@ I3
(3) (C3,5) «— Faute ! Eneffet, on aboutita V! 3235 V3 V7 B, on ne peut pas faire passer V!

aprés I (sinon aprés avoir fait marche arriére) car la formule V3 V7 B n'est pas 5-externe.

Bonne stratégie

/‘3’\5
VIvVIv7Ta235 A
\, )5'.}
(1) (35,7

@) d3;3)

(3) (Cy.3) « On ne laisse pas trainer V! !

(4) (Cl,3; 5). C’est terminé.
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L’algorithme obtenu en remplacant chaque occurrence de V par d, et chaque occurrence de d par

V dans l'algorithme précédent, permet de réduire toute vPaQ en une FQVP-formule.

THEOREME 21 :
Toute formule p-externe p-bornée peut étre réduite, au moyen d'un algorithme, 2 une formule,
VP 3Q-formule équivalente , également p-externe et p-bornee.
Deémonstration :
Soit F une formule p-externe.
Premiére étape:
On met F sous forme prénexe. Si F est interne, c’est terminé, sinon, on aura:
F = G=QPIQ,P2...Q,Pk A, avec A interne. k= |.
Deuxiéme étape:

Le lemme nous dit que la formule strictement p,-externe, Q,P A, équivaut a une formule de la
forme, VPk3pk B, avec B interne. On cherche ensuite le plus petit indice r tel que Qp, soit le
quantificateur V.sit = 1. c'est fini. Sir > 1. on aura :

G = Q,Pi...gprl ¥pr ¥k Ipk B . En appliquant I'algorithme du théoreme precédent a

VPr..¥PkIF B on obtient une formule équivalente a G de la forme

QPL.. Ipk Jpr-19pr, ¥Pk B, avec B, interne.
On applique ensuite encore l'algorithme pour reduire la formule Ik 3pr Ypr ¥Pk B . a une
formule de la forme ¥YPr..¥Pi 3Pk 3pri B, . On a donc
G = G,=Q,pl. .V ¥pekgpkdrrt B. .
Troisiéme &tape:
On applique ensuite a G1, le méme traitement qu'a G. En un nombre fini d'itération du procede.,

on aboutit & une ¥P3Q-formule équivalente 4 F. pour un certain P et un certain Q.

On appelle formule pré-réduite toute formule de la forme

F=QPLQyP2.... QPm A , avec A interne telle que p, < p; <...S Py,
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THEOREME 22 :

Toute formule p-externe p-bornée peut étre réduite, au moyen d’un algorithme, a une formule
Dp-externe preé-reduite.

Démonstration:

Soit F une formule p-externe p-bornée.

Premiére étape:

On réduit F, au moyen de I'algorithme du théoréme 21, a une VPAQ-formule équivalente qui,
apres avoir réordormé p; et les gj sera de la forme :

G = VP1...VPr d91...39 A, avec A interne, p; <p; <...<P,, q; <3 <...<q,.
Sip,sq;,cestfini. Si p,>q;:

Deuxiéme étape:

On déplace le quantificateur ¥Pr,

a) ala droite de 3%, a I'aide de (Ig;,...q5 p) sip,>qs, ‘

B) ala gauche de Hm, ol m est le plus premier entier tel que p, < q,,, , 4 'aide de (Iq;,--qp. 1 Py)
sip,<qg.Sip.;=q,cestfini. Si p,;>q,:

Troisiéme étape:

On déplace le quantificateur ¥Pr-1,

a) ala droite de Hs-1, 4 I'aide de (Iqy,...a5 p,) Si Py.| > G5 ¢ »

B) 4 la gauche de 39y, ol u est le plus premier entier tel que p, | <q,, a 'aide de (Iq;,...q,.¢; Py.1)
sip.;=qq.Sip,,=q, c'estfini. Sinon :

Quatriéme étape:

On réitére la troisiéme étape, en remplagant successivement r et s par r-1 et s-1, r-2 et s-2 efc...

jusqu’a ce que I'on ait une formule équivalente pré-réduite.

Corollaire 1:

Toute formule p-externe p-bornée, peut étre réduite a I'aide d’un algorithme, pour toutes valeurs

idéales d’ordre p des paramétres, a une formule interne équivalente.
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Deémonstration :

Soit F une formule p-externe. Si on applique I'algorithme du théoréme 22, on aboutit 4 une
formule équivalente a F de la forme
VP1...VPr H91...H9s A, avec A interne, p < p; <p; <...<P,, q; <q; <...<q,, avec toutes les
constantes dans A idéales d’ordre p. 1l suffit d’ajouter a I'algorithme précédent :

Cinquiéme étape:

On applique successivement (Tag), (Tag.1).-.. (Tay). (To), (Toy.o)s--. (Tpy)-

Remarques:

1- On peut préciser I'énoncé en remarquant que les étapes de I'algorithme sont indépendantes des
valeurs idéales d’ordre p attribuées aux parametres -

2- L’algorithme décrit ci-dessus ne fait intervenir les principes de transfert que dans la derniére

étape.

Le corollaire suivant permet d’appliquer le principe du choix contrdlé sur un seul niveau, a une

classe de formules plus étendue que celle des théorémes 17 et 18.

Corollaire 2 :
Si F est une formule p-externe p-bornee, sip <q sn etsi F n’utilise aucun des predicats
idp+1,...,idq-1 alors on a :
(Cria) WxHyFxy) = FyWPxFxyx).
Démonstration :

Soit F une formule satistaisant aux hypothéses du corollaire 2, soit
G = Q,P1 Q,P2....Q,,Pm A avec A interne, une formule pré-réduite équivalente a F. Placons
nous dans le cas ou F n’est ni strictement p-externe ni g-externe, ces cas particuliers relévent
respectivement des théorémes 16 et 17. On peut alors écrire:

G = QP QuP....QP Qu+ Pk+1...QPm A, avec q Spy.; S Pyeg S-..5 Py
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Ecrivons G sous une forme non abrégée on a :

G(x,)’) = le x,...QkP Xy [Qk+lpk+l xk+l-"Qmp'“ Xm A(XI,X2,...Xk,Xk+l,...Xm .X,Y)].

Notons X;,X,,...X,, X et Y, les domaines respectifs (idéaux d’ordre p) de x,x,,...X,,, Xety.
Posons : A
S =sta{ (Xp---XXY) € X X Xy XXX Y/ Qi Phtt Xpy 1. QppPm Xy A(X (. X X0Y) )
Ona VPxd:yFRxy <

VPx Ay G(x,y) =

VPxHdy QP x,...QP Xy (X{,...X,X,¥) € S.
1 suffit d’appliquer le théoréme 17 a la formule strictement p-externe p-bornée,

H(x,y) = QP x;...QyP Xy (X{,...X,X,y) € S, on obtient :
39y VP x H(x,y(X)) comme

Ty VPX QP x{...QP X (Xfy.- X, X, Y(X) ) €S =

Fy VP X QP X;...QP Xy Qus P+ Xpo - QuPm Xy A(Xyyee Xy X, Y(X) ) =

Fay VP x F(x, y(X)) , la preuve est terminée.

THEOREME 23: (Transfert externe)

Soit F une formule p-externe p-bornée . Convenons que < est un degré d’idéalité et notons
chaque occurrence de V ou ddans F, respectivement par V°°ou °°- Si F fait intervenir les
degres d’idéalité p,,.., p,, € {p, 2...., n, * }, pour tous q,.., 4, € {p, 2,..., n, =} tels que
P; <Pp;ssi q; < q;, Ia formule F’ obtenue en remplagant chaque p; par q; est équivalente 4 F.
Deémonstration:

Soit F vérifiant les hypothéses du théoréme. Soit G une formule équivalente a F de la forme

G =Q,P1 x; QP2 X, .... QPk Xy A(X|,X5,...Xp), A(X,X,,...X;) étant une formule interne sans
quantificateurs .

Si on fait fonctionner I'algorithme pour réduire G a une formule interne et si on remonte
l'algorithme en remplacant chaque pj par g;, on obtient :

Ge G= Qx;Q2x,.... %k x; A(X{,X5,...X;) . En passe ensuite de G’ & Fen
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appliquant dans I'ordre inverse les régles qui ont conduitde Fa G.

Applications:
1- Si on traduit dans notre langage la caractérisation externe dans IST de la compacité d'un espace
topologique, celle-ci devient :

VI X (X compact) = V°x € X Hla € X (x !=a)), (X compact) étant la formule
obtenue en remplagant les quénu'ﬁcatems V et J, respectivement par V°° et 3°° . En appliquant le
théoréme 23, on obtient, en remplacant les indices 1 et = respectivement par des indices p et q
telsque p<q=-ce

VP X (X compact) = Vidx € X dPa € X (x P=a)). Ici, X compact) est la formule obtenue
en remplacant les quantificateurs V et 3, respectivement par ¥4 et 3. Comme, par (Tq),

* 9(X compact)” équivauta X compact ” on obtient la cartactérisation suivante :

VP X (X compact = Vidx € X Pa € X (x P=a)).

2-Sih € RR, on écrirarh = g si idp(g) et fP= g pour la topologie de la convergence simple.
Soit I'ensemble . de fonctions de R dans R défini par : (*)

A=st{f e RR/v2reR @ ge RR If =g)et@3oeR (2,=!f, et f; . =f))} ou,
pour chaque s, f; désigne la fonction t — f(t+s).

Il découle du principe de standardisation que cet ensemble est bien défini, du théoréme 22, nous
tirons que cet ensemble peut étre caractérisé d'une maniére interne, on peut méme obtenir une telle
caractérisation en faisant fonctionner l'algorithme, et du théoréme 23, on peut tirer des
caractérisations des éléments non standard de A . Par exemple, si id2(f), ona :
feA o V3reR@f+#et(@ocg (3,=2 et  =f)), mais aussi

fEA = V3reR@f+#et(doeg (3,=2f et2f,  =1)).

On voit que la possibilité de réaliser des transferts externes augmente considérablement la
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puissance du principe de standardisation et rend beaucoup moins génante I'impossibilité d’élargir
aux formules externes le schéma de compréhension de ZFC.

En effet, plagons nous dans le cas ou P est une formule externe bornée, sans parameétres ou
avec tous ses parametres standard. Si on définit Y = sti{x € Z : ®(x)}, avec Z standard, alors
tout x de Y , standard ou non peut étre caractérisé, indirectement, au moyen de ®. En effet, soit
X € Z, quelconque. Fixons un ensemble a, qui n’est pas forcément dans la liste, non limitative,
des a; ayant servi a la construction de GISTn, tel que X soit a-standard . Si necessaire
élargissons GISTn en une théorie GISTm de telle sorte qu’il corresponde a & un niveau d’idéalité
p dans GISTm, et que le nombre de degrés soit suffisant. Soit ¢’ une formule construite 3 partir
de ® en remplagant I'indice 1 par I'indice p, les autres indices étant modifiés de maniére a respecter
Pordre des indices. On aura alorsx € Y « (x € Z et P'(x) ). Car le théoréme 23 nous dit que la
formule: V1x€eZ(x €Y = ®(x)), équivauta Wx €Z(x€Y = P(X)).

(*) L'ensembie . , qui sera étudié avec plus de details dans le chapitre 3, est ’ensemble des fonctions presque-automorphes

de R dans R.



86 Yves PERAIRE

Chapitre II - L’analyvse dans GIST

A/ Structures topologiques et relations de proximité

infinitésimales

Selon 1a situation nous noterons (X,3) ou (X, <) un espace topologique ayant X comme
ensemble sous-jacent.  désigne I'ensemble des ouverts, et %, d’'une maniére plus vague la
topologie sur X. Si a est un élément de X nous noterons:

O@@)={Ue0/aecU}, 9(a)lensemble des voisinages de a.

Définition 1:
Sion aidp X six € X et a € X nous dirons que x est infiniment proche de a d’ordre p si:

ido(a) et WU € ({(a) (x € U) . Nous écrirons alors: x P— a .On dira aussi que X est

presque-idéal dordre p.

Remarques: La derniére condition équivauta Ve V € V(a) (x € U), idp(x) équivaut a

X P—x. La définition de la relation P_, utilise le prédicat idp aussi, nous la soup¢onnerons a
priori d’étre une relation externe . En fait si idp(a) etsionnote hp(a) = {x € X/xP-a }
alors P, estinterne si et seulement si hp (a) est un ensemble interne et on sait que cela ne se
produit que dans le cas ou le filtre des voisinages de a est principal. Si la topologie est séparee,
cela implique que a est un point isolé. Pour le démontrer il suffit d’adapter la preuve de

W.A . Luxemburg dans [22] théoréme 2.2.6.
1 - Propriétés des relations P_ :

PROPRIETE 1 :

Sig2p etidp (a) alors, ( x9-a = XxP-a ).

C’est une conséquence immédiate de la définition 1.
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PROPRIETE 2 :

Sig2p: ( x9-y et yP~a) = xP-a.

Soit U € ((a) tel que idp U. yP~a = y € Udonc, U € ((y) d’apres (Gpg) on a idq U

donc, puisque x9-y, x € U.

PROPRIETE 3 :
SiE CXetsiidq (E) avecq>p, alorspour toutx € Xon a:

(Vy €E yP~x) & (Wy€eE yP-x).

Démonstration:
( =) Cest trivial. (=) .Soientx € X et U € ((x) tels que idp (x,U), grace au théoréme de
graduation nous avons idg(x,U). Donc, le théoréme de transfert nous permet d’écrire,
[Viy (Y€E =yeU)] = [Vy(y€E =yeU)].
L'équivalence étant vraie pour tout U idéal d’ordre p, la propriété est démontrée.

Dans 1a suite, nous abrégerons la formulation (Vy € E yP- x) en écrivant: EP-x.

PROPRIETE 4 :
SiE C Xetsiidq (E) avecq>p, alorspour toutx € Xona:
(dy €E yP~x) = (Ry€E yp~-x).
Démonstration:
L'énoncé Ay € E yP— xest équivalent idp(x) A (dy € E VoU € C(x) (y € U)). Dela
deuxiéme remarque suivant I'énoncé des axiomes de (GIST®),, on tire I'équivalence:
(dy € E VU € J(x)(y € U)) = (Tay € E VoU € J(x) (y € U)) . Comme le second

membre de I'’équivalence équivauta Hay € E yP- x, cela achéve la démonstration.
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THEOREME 1 :

Sia € X etidp (X,8) , alors il existe Uy€ (Xa) tel que idp+1(Up) et UpP—a.
Démonstration:

On applique le théoréeme d'idéalisation 2 la formule:

OU,V)=(Uea) AV el@avclU).

2 - Caractérisations externes de propriétés topologiques élémentaires:

THEOREME 2 : Si idp X alors:

X estséparé = W (a,b) e XXX VxeX ((xP-a)A(xP-b)=(a=b)).
Démonstration:

(=): Supposons X séparé si IP(a,b)eX X X HxeX ((xP— a) A (xP— b) A (a #b) ) alors,
F Uela) I VeO(b) (UNV = @) ors, (xP— a AXP- b) = x € UNV.

C’est une contradiction. (=) VP (a,b) € X X X tel que a # b le théoréme 1 nous fourni deux
ouverts U et V appartenant respectivement 3 J(a) et O(b) et tels que UP— a et VP-a
respectivement. Si Vx € X ((xP-a)A(xP-b)=(a=Db))alors U NV estvide car, si
U N V contenait un élément x on aurait (xP—-a) A (xP- b ) eten conséquence, a=b. Il

suffit d’appliquer encore le théoréme de transfert pour conclure.

A partir d’ici, toutes les topologies seront suposées séparées.
THEOREME 3 :
SiACX, ae€ Xetidp (X,A,a), si on note int A I'intérieur de A alors, pour q > p, les
conditions suivantes sont équivalentes:
i) ac€intA.
i V xeX (xP-a = x€A)
) WxeX (xP-a = x€A)
Démonstration:
) =i) :a eintA = IU € Oa) (UcA) = FU € 0(a) (UCA). Par définition

de la relation P~, si xP~aon ax € Udonc, x € A. La preuve de ii) = iii) est triviale.
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iii) = ) : Soit Up, fourni par le théoréme 1, tel que Uy€ ((a), idp+1(Up) et Uy P—a . On
déduit de iii) et du théoréme de transfert que U, € A donc, a € int A.

En appliquant le théoréme 32 A =X - B on démontre:

THEOREME 4 :

Si BC X, a € X etidp (X,B,a), si B désigne I'adhérence de B dans X alors, pour g>p, les
conditions suivantes sont équivalentes:

i) a€B.

i) 4 xeX (xP-a A XEB).

i) A xeX(xP-a A XEB).

On a aussi:
THEOREME S :
SiA C X etidp (X,A), pour tout q > p les conditions suivantes sont équivalentes :
i) A est quasi-compact.
i) Vxe€A Ja€A xP-a.
i) Wxe€A Ha €A xP-a.
De ton:
i) = ii): Supposonsque d X € A VP a € A B U, € ((a) (X ¢ U, ). D’aprés le théoréme
de construction il existe une application U: A —C telle que,
Vr a€ A (a € U(a) Ax ¢ U(a) ). Cela implique ( utiliser le théoréme de transfert) que
{ U(x) }xe A recouvre A. Comme A est compact et idéal d’ordre p il existe une partie finie F
de A, que I'on peut choisir idéale d’ordre p grace au théoréme de transfert et telle que
{ U(X) }xeFrecouvre A. On a donc x € U(x) pour una €F. Commeidp Fet F fini on a
idp (a) , c’est impossible d’aprés la construction de U.
L’implication ii) = iii) est triviale. Pour établit I'implication iii) = i) supposons que A n'est
pas compact. Il existe donc un recouvrement &R de A par des ouverts dont on ne peut extraire
aucun recouvrement fini . On peut supposer idp 1. grice au théoréme de transfert.

Si on applique le théoréme d'idéalisation 4 la formule ,
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F(UX) = ((UeR) A(x€A)A(x¢U)) onobtient un élément x tel que
idp+1 (X), ce qui implique idq (X), qui n’est élément d’aucun élément de R idéal d’ordre p.

Ceci implique que X n’est infiniment proche d’ordre p d’aucun élément de A idéal d’ordre p.

Remarque:
On peut démontrer les théorémes 1 2 6 également de la maniére suivante:

a) On écrit les théorémes correspondant de IST, en remplacant les formules de la forme st (x)
par des formules du type Pty (y =x),

b) On remplace chaque occurence de I'indice supérieur “st” par un un indice 1,

¢) On applique le théoreme 23, de transfert externe, du chapitre 1 paragraphe 5.

Bxemples :

1) Nous avons déja démontré le théoréme 5 par cette technique, dans les applications du
théoréme de transfert externe.

2) Démontrons le théoréme 1.

a) On a le théoréeme de IST :

Vst X Vsta e XdUy € O(a) Vx € Uyx = a.

b) Dans GISThn, ce dernier énoncé s'écrit :

ViX VvlaeX 33U, € ((a) Vx € Uyx - a, que I'on peut aussi développer en :
ViXVlaeX T°U, € 0@) v°x € Uy VI U € ((a) (x € U).

¢) On remplace les indices 1 et e par de indices p et q tels que p < g, on obtient le théoreme :
VPX VPa € X FaU, € C(a) Vax € U, VP U € 0(a) (x € U). Si on remarque que la
sous-formule, Vix € U, VPU € ((a) (x € U), est équivalente, toujours grace au transfert
externe, 2 la formule, V>°x € U, VP U € ((a) (x € U), on obtient aprés supression des
indices < et retour a la définition de P— , le théoréme :

VPXVPae X daU, € ((a) Vx € UyxP— a,
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Les opérateurs de passage a I'ombre:

Si X est un espace séparé tel que idp X, fixons un ensemble # tel que # ¢ X nous pouvons

définir un opérateur *P. *, sur X U {#} de la maniére suivante. Si x € X nous poserons:

a) PxX=asi xP-a,
B) px=#si Vae€ X~ (xP-~a). Nousposerons aussi:
y) P=#.

Nous dirons que Px est 'ombre d’ordre p de x pour la topologie de X.

Notre définition de I'ombre différe dans son esprit des définitions correspondantes que I'on
peut trouver chez A.Robinson ou E.Nelson : nous nous donnons la liberté d’appliquer
mécaniquement I'opérateur "P.” 3 tout élément, méme s'il n’est pas presque-idéal d’ordre p.
Nous aurons ainsi des formulations encore plus compactes :

la formulation Px = # nous semble plus directe que I'énoncé Va € X 7 (xP-a).

Remarques:
1- VxeX (idp(x) = Px=Xx).

2- On peut reformuler la propriété 3 en utilisant les opérateurs d’ombre. On aura, siidp X et si
q2p : [(xeX) A(P@Ex) € X)] = P(Ix)=Px.

3- L’égalité P(ax ) =Px n’est pas toujours vérifiéesi X =# ouP(dx) =#.

Nous trouverons dans III des exemples ou Px =#etdx # # , d'autresouPx # # etIx =# et
un exemple dans lequel 9x # # tandis que P(3x ) = #.

4- On voit que sous les hypothéses du théoréme 4, on a A compact si et seulement si

VX (x € A=rPxeA), A relativement compact si et seulement si V x (X€A = PxeX)

5- On peut parfois définir d’'une maniére plus astucieuse Px quand x n’est pas presque-idéal
d’ordre p ainsi, si X est R avec sa topologie usuelle, on peut choisir un élément # infiniment

grand d’ordre n et définir les ombres d’ordre p < n par les seules conditions a) et ) ci-dessus;
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la condition y) sera automatiquement satisfaite .

THEOREME 6 :
Si idp X et si q est un entier quelconque, q > p, alors,
Xestrégulier e VxyzeX ((yP-x)A(y9-2)) = (zP-Xx).

En termes plus imagés, X est régulier ssi étant donné le diagramme:

, on peut le compléter par une fléche d’ordre p de z vers x.

Démonstration: (=) Toutes les constantes étant idp la régularité de X peut s’énoncer,

Vpx € X VP U € O(x) 3 fermé Vy; € V(x) (Vy < U). Soit U € J(x) tel que idpU. Si le
premier membre de I'équivalence est vérifié pour x, y et z, idpVyj et y P— x impliquent que

y € Vy. Comme Vy; est fermé, idq Vy; ety 9 z impliquent que z € Vyyetdonc, z € U. Ceci
étant vrai pour tout U idéal d’ordre p on a bien zP~x.

(=). Supposons vérifié le deuxiéme membre de I’équivalence. Soit x € X idéal d’ordre p et
soit U € 0(x), idéal d’ordre p. Montrons qu'il existe un voisinage fermé de x contenu dans
U. Pour cela, prenons Uy € J(x) tel que idp+1 Uy et Uy P~ x . Montrons que V= Uo

convient. Il est clair que V est un voisinage fermé de x. Pour voir qu'il est contenu dans U il

suffit de lire le diagramme:
qpr 17 P X
|
z

On voitque z € V=ffo = Jy € Uy y 9~ z . Par hypothése cela implique z P x et, puisque U
est un ouvertidéal d’ordre p, z € U.On adonc V < U.
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Remarques:
1-Si on a g>p, on a prouvé au cours de la démonstration précédente qu'un espace idéal dordre
p estrégulier si et seulement si idq E et E P— X impliquent EP- x.

2-On peut caractériser la régularité d’un espace idéal d’ordre p en utilisant les opérateurs
d’ombre. On obtient: X régulier = VyeX[(dy €X) A (Py €X)] = P(dy) =Fy.

On remarque que cette caractérisation n'utilise qu’un seul quantificateur.

THEOREME 7

Sous les mémes hypothéses que pout le théoréme 6 on a:

X est localement compact = Vxy € X[yP-x = Hz€ X (y9-zAzP-Xx)].

Dé o

(=) Supposons X localement compact.Soient x et y dans X tel que yP- x.
yP-x = WVeV(x) (yeV) = WVrcompacty e Yix) (y € V) (Caril existe
un systéme fondamental de voisinage compact de x). Soit V un voisinage compact de x tel que
idp V. Il découle de la définition de la relation P- quey € V.
Du théoréme 4 on tire que 3z € V (y 9~ z) et de la caractérisation externe de la séparation
que z est indépendant du voisinage compact V. On a donc , |

yp.compact v € U(x) (z € V) ce qui équivauta zP-x.

(=) Nous remarquerons tout d’abord que si Vx,y € X[yP-x = Hz€ X (yq»z AZP-
x ) ] alors, en vertu du théoréme 6, X est régulier. Il suffit de prouver que si x est idéal d’ordre
p alors x admet un voisinage compact. Pour cela donnons nous un voisinage U, de x tel que
idq Uy , q=p+1, Ug P— x. La régularité de X implique que U, P~ x donc, pour touty € U,
y P x.0n a donc, par hypothése, un z tel que y 9 z. Il découle du théoréme 3 que z € Uy,
On déduit la compacité de Uy du théoréme 4.

Remarques:

1- Si X est localement compact, PX =# = dx=# .

2- On peut caractériser la locale compacité a I'aide des opérataurs d’'ombre par ;

X localementcompact = VxeX(Px€ X =P(Ux)=Px ).
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Nous résumerons, pour X séparé, les caractérisations externes données par les théorémes

5, 6 et 7, ainsi que la propriété A2 dans le tableau suivant avec idp X etp <q:

X est: compact régulier localement compact queiconque
ssi de _xeX _PHex %ex PxeXx PxeX, Mex
onpeutdéduire: Pxe X P(%) = Px P ="Px P(%) =Px

On voit aisément en lisant le tableau que tout espace localement compact est régulier . Il est un
petit peu moins évident moins évident qu’un espace compact est localement compact.
Démontrons cette derniére propiété: Supposons X compact et soit x € X; puisque X est
compact on a , d’aprés la premiére colonne, Px € X, 4 € X et P(3x ) € X ; il suffit de lire la

derniére colonne pour obtenir P(4x ) =PX .

THEOREME 8 : (Théoréme de Baire)
Si X est localement compact etsi Y: N — P(X) est une suite d’ouverts denses dans X alors

1 ,epy Ynest dense dans X.
Déi .

11 suffit de démontrer le théoreme pour X et Y standard. Donnons nous un élément standard
x de X. Soit Uy idéal d’ordre deux tel que U, €C(x) et Uy — x. Comme X est régulier (il est
localement compact) et que les Yy sont des ouverts denses dans X, il existe une suite
décroissante F = (Fy,) de voisinages fermés telle que Fy © UgNY,,,..., Fy+; S FpNYp ... Le
principe de transfert nous permet de dire que 1'on peut prendre F telle que id2 (F). Donnons

nous un entier n2, n2 2~ +eo, et un élément y de Fy,, . Comme X est localement compact, il

existe un élément ztel que y2~zet zl-x
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Yn/
~
Pour tout entier n idéal d’ordre deux Fy,, € F, € Y, donc y € Fy et, comme F, est fermé et
etid2 (Fy) ,z € Fp. Comme F, C Y, ona, V2n € N (z € Fy) d’'ou l'on tire par transfert,
VneN(z € Fy)donc,z €l ¢y Yy . Comme z!- x cela montre que

N ¢ Ny Yn est dense dans X.

Remarque: Dans la démonstration précédente, nous avons utilisé la définition classique de la
régularité des espaces topologiques (pour construire la suite F de voisinages fermés). Cela
nous laisse partiellement insatisfait .

Probiéme: Trouver une preuve du théoréme de Baire n'utilisant que les propriétés des relations
9 - dans les espaces localement conipacts.

3 - Ombres d’ordre p d’une partie interne.

Si Y est une partie interne quelconque de I'espace séparé ( X, 0" ) idéal d’ordre p .De
maniére analogue a ce qui a été fait par Robinson dans [35] et traduit dans IST dans [21], nous
définirons 'ombre d’ordre p de Y pour la topologie de X. C’est I'ensemble idéal d’ordre p,
noté PY, défini au moyen du principe de standardisation par :

VPxeX(X€eEPY =dy€eY (x=py)).

On vérifiera que, du fait que la formule 3y € Y ( x=Py ) est une formule p-externe, cette
définition est bien correcte. Il n’y a pas en général de relations d’inclusion entre les ombres

d'ordre p d’'un ensemble interne pour différents p.
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Bxemples:

X =R avec sa topologie usuelle, p = 1. Donnons nous deux infinitésimaux strictement
positifs € et d tels que id,(€) , € ~ 0, 32~ 0.
Soient des intervallesde R, A=[0 1-€+3[,B=[0 1+e+3[,C=]-€ 1 - €[ on a alors,
IA=[0 1] et2A=[0 1- €] donc, 2A est strictement inclus dans !A;
IB=[0 1] et2A=[0 1+ ¢] donc, !B est strictement inclus dans ?B;

IC=[0 1] et2C =[-€ 1 - €] dong, il n'y a aucune relation d’inclusion entre 2C et !C.
Les propriétés suivantes sont immédiates.

PROPRIETE § :
Siidq (Y)alors Y =Y.

COROLLAIRE :
Pourtoutq=pona YY) = aY.

PROPRIETE 6 :

Pour tout q > pon a P(dY) CPY.

tion:

11 suffit de montrer que tout élément idéal d’ordre p de P(?Y) est élément de PY. Soit X un tel
élément. Par définition il existe uny € 9Y tel que y P— x. D’aprés la propriété 4 du chapitre
11, on sait que I'on peut choisir y idéal d’ordre q. On peut alors exprimer la propriété
y € 9Y en disant qu'il existe un z € Y tel que z 94— y. On a donc le diagamme de proximité
infinitésimale: 2z 9-yP-x, d’oli I'on tire z P x. Comme z € Y, cela prouve que X € PY

et achéve la démonstration.

PROPRIETE 7 :

Si X est localement compact alors, pour tout q > p on a P(QY) =PY.

Démonstration:
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1 suffit de montrer que tout élément idéal d’ordre p de PY est élément de P(3Y) pour établir
Pinclusion P(?Y) 2 PY. L'’inclusion inverse est la propriété 2. Soit donc x un élément de PY
idéal d’ordre p. Par définition il existe un y € Y tel que y P— x. D’aprés la caractérisation
externe des espaces localement compacts il existe un z € X tel que y 9~ z et zP—~ x. Les
conditions y 9~z ety € A impliquent que z € 1Y donc: x € P(2Y) et l'inclusion est
démontrée.

Dans les cas ou X n’est pas localement compact, l’inciusion de la propriété 2 peut étre

stricte.

Contre-exemple:
Nous prendrons pour X I'ensemble des applications de [R dans R. Soient donnés deux réels B

ete tels que B 2— +o0, £ 1. 0 et id2(g). Soit 1a fonction f ci dessous,

y
R LR l

x’ 0 B X

définie par f(x) = 0 pour tout x différent de 0 ou de B, et f(0) = f(B) = €. Pour touta € R
nous noterons f, la fonction de R dans R qui a tout réel t associe f4(t) = f(a+t). Nous

prendrons

Y = {fa}aeR - Montrons que 2Y est vide. En anticipant un peu la suite de ce texte, nous
admettrons que f 2 g pour la topologie de la convergence uniforme équivaut a f(t) - g(t) 2— 0

pour tout t, pour la topologie usuelle de R. Soit g € X telle que g € 2Y; il existe alors une
fonction f, € Y telle que f, 2— g, fa ne prend que les valeurs idéales d’ordre deux : 0ou €.

Pour toutt, fu(t) - g(t) 2~ 0 donc g =f, ceci est une contradiction car f5 n’est pas idéale

d’ordre deux. Pour s’en convaincre on peut remarquer que si f, était idéal d’ordre deux alors
il en serait de méme de f,"1{€} = {-a, B - a} or, grice au choix de B (infiniment grand

d’ordre deux) on ne peut avoir simultanément id2(a) et id2(B-a). Ona donc *Y = @ et aussi

1(2Y) = @. Il reste & établir que 1Y # @. c’est une évidence: la fonction nulle est dans 1Y!

La démonstration du théoréme suivant est identique, a l'indice q preés, a celle que 'on peut
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trouver dans [25] p.1178 .

THEOREME 9 :

Pour toute partie Y de X et tout q 2 p, 9Y est fermé dans X.
Démonstration:

Soit x un élément de 9Y tel que idq (x). Pour tout ouvert U € 0(x) tel que idq (U) , il existe
un élément tel que idq (y) ety € U [ Y. Par définition de 1Y, il existe un z € Y tel que
z 9-y; comme U est ouvert et idéal d’ordre q on a z € U on a donc démontré que
vaUeOx) dy (y € U N Y ) d’o1 I'on tire, en utilisant le fait qu'une intersection idéale
d’ordre q finie d’ouvert est un ouvert idéal d’ordre q,
vafin U c O(x) Iy VUe UV (y € U N Y). En utilisant le principe d’idéalisation , on en
déduit Iexistence d’un y tel que VaUeO(x) (ye UN Y). Onadoncyd-xety € Yce

qui implique x € 9Y.
4 - Ponctions, limite simple et double, valeur d’adhérence.

Dans ce paragraphe (X;:0,), (X;:0,) et (X;3;) sont trois espaces topologiques séparé
idéaux d’ordre p. Nous utiliserons les mémes symboles 9_, pour désigner les relations de

proximité infinitésimales dans chacun de ces trois espaces.

THEOREME 10 :

SiaeX,beX,, f:X, -+ X,, si idp (a,bf) alorssir>q 2 p les conditions suivantes
sont équivalentes.

i) lim,_, f(x)=>b.

i) VxeX, (x9-a = fx)p-a).

iif) VIxeX, ( x9-a = f(x)p-a ).

Démonstration:

i) = ii). Supposons que i) est vérifié et soit x € X, tel que x4~ a .Soit U € J,(b) tel que
idp U. Par définition de la limite il existe un ouvert Ve (%,(a), que 'on peut supposer idéal
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d’ordre q, tel que f(V) < U. Puique x9—~a, x €V donc f(x) € U. Ceci étant vrai pour tout U
idéal d’ordre p on a bien f(x) P- a . La preuve de ii) = iii) est triviale. Pour établir
I'implication iii) = i) il suffit de prouver que,

v U e 0,(b) Ve Oy(a) (f(V) €U). Soitdonc U € U, (b) idéal d’ordre p et Soit

Uy donné par le théoréme 1 tel que Uy P~ a .Si iii) est vérifié on a Vrx € Uy (f(x)€ U)
donc, grace au théoréme de transfert, V x € Uy, (f(x)€ U) . On voit donc qu'il suffit de
prendre V = Uy,

Remarque :
La lecture de cette démonstration laisse au lecteur habitué a P’analyse dans IST, une
impression de “déja vu”. En effet, nous avons dans IST :
(1) Vstf, a,b(lim, ,f(X)=b = VxeX, ( x=a = f(x)=~a)), et la démonstration
bien connue de ce dernier énoncé dans IST, ressemble a celle du théoréme 10. Aussi,
pouvons-nous penser 3 utiliser le principe de transfert externe pour établir notre théoréme.
Pour cela, nous traduirons d’abord (1) dans le langage de (GIST)y, ce qui donne :
(2 Vif,a,b (lim,_  f(X)=b = VxeX; (x!-a = f(x)l-a)).
Si on applique le transfert externe, sous la forme donnée au §5 du chapitre 1, avec p1 =1,
p2=w et p't=p, p'2=wour, on obtient les caractérisation (3) ou (4 ) ci-dessous :
(3) Vpf,a,b (lim,_,f(X)=b = VxeX; ( xP-a = f(x)P-a)),
(4) vef,a,b (lim,_ f(x)=b = VrxeX, ( xP-a = f(x)P-a)).
Les deuxiémes membres de I'équivalence dans (3) et (4) sont des cas particulier des conditions
ii) et iii) du théoréme 4. Cependant, on peut avoir exactement i) et ii) au deuxiéme membre de
la maniére suivante . On remarque que pour des constantes standard :
VxeX, (xl-a = fx)l-a) =
VxeX, [(VIUe(() (xeU)) = VIVeOD) (fx) eV)] =
vxeX, VIVeOpD) A Uel@) [ (xeU) = (fx)eV)] =
ViVeO®) VxeX, AUel(a)[ (xeU) = (@(ERx)€eV)] = {dy)
VIVeQ@m) AmUc@ VxeX, IUe U [ xeU) = (fx) €V)]
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On en tire par des transferts en cascade que, pour f, a et b idéaux d’ordre p :
vxeX, [(VUel(a) (xeU)) = VrVel(b) (f(x) €V) ] équivaut 3
(5) Y Velp) HfinUc O(a) VrxeX, AU e U'[ (x€U) = (f(x) €V)]) etd
(6) Ve VeO(b) afin’c 0(a) VxeX, HU e U [ (xeU) = (f(x) EV)]).
Comme (5) = VrxeX, [(VaUe((a) (xeU)) = WP Vel(b) (f(x) €V)] et

6) = VxeX, [(VaUe0(a) xeU)) = VrVeO(b) (f(x) V)],
on retrouve, pour f, a et b idéaux d’ordre p :
im, ,f(x)=b = (VxeX, ( xP-a = f(x)P-a))
= (VrxeX,; ( x9-a = f(x)P-a))

= (VxeX, ( x9-a = f(x)P-a)).

SiDcX,X X;.f:D— X, »(a,b) €D et c € X, on dit classiquement que
lim, ., (lim,_;, fxy))=c si, AV €V () Vx € V lim,_;, f(x,y) = g(x) existe et
lim , _, g(x) = c. On a alors,

THEOREME 11 :

Siidp (f,a,b,c)etsir>q 2p, si X, est régulier, les conditions suivantes sont équivalentes.
) limy_, (lim,_, f(xy))=c.

i) VyeX;VzeX;WxeX, [ (xy) €EDA(x2) EDAxP-aAyd-bAZzI-b]
= [U(xy)=91(x2) €X, A f(xy)P-c ]
i) My e X;¥z € X;Vx €X, [ (xy) EDA(x,2) EDAXP~a Ayd-bAzI-b ]

= [9fxy)=9f(x2) €X, A [xy)P-c ]

Démonstration:

Pour ne pas alourdir la démonstration nous supposerons que D = X, X X,. i) = ii). Si i) est
vérifié.1l existe un voisinage V de x, idéal d’ordre p, tel que lim,_}, f(x,y) = g(x) existe pour
tout X € V. Grace au théoréme 8 on a, pour tous X, y et z tels que idq (X) , xP~a, y9-bet

z9-b d’une part, f(x,y) 9~ g(x) P- ¢ d’ol I'on tire f(x,y) P— c; d’autre part f(x,z) 9— g(X).
L'implication ii) = iii) est triviale. Montrons que iii) = i). Soit Uy € 0 »(a) tel que idq Ug et

Up P— a, fixons y 94— b. Le théoréme de construction nous dit qu'il existe une fonction
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g: Up— X, telle que V4 x € Uy 31£(x,y) = g(x). La condition iii) implique que Va x € U,
lim,_;, f(x,y) = g(x), le théoréme de transfert nous permet d’affirmer que cela est vrai pour
tout x dans Uy,. En appliquant 4 nouveau le théoréme de transfert, on montre que :
BPVela)FhV-X telsque, VxeV limy_, f(x,y) = h(x).

On a donc le diagramme de proximité infinitésimale suivant:

f(x,y) 4~ h(x)
Py
c , pourtoutxP-a (donc,dansV)

tel que idq (x). Puisque X, est régulier, on peut compléter le diagramme avec une fléche
d’ordre p de h(x) versc. Onadonc Vax € X, (xP-a = h(x) P-c), ce qui équivaut &

lim, ., h(x) =c.

Remarque:
La condition Vax Vy [( xP-a Ayd-Db) = f(X,y) P- c ] ne suffit pas a assurer

Iexistence de la double limite. En effet, soit la fonction f: R X R — R définie par f(x,y) = x
sin(1/y) si (x,y) # (0,0) et £(0,0) =0.0Ona ( x!-0 Ay2-0) = f(x,y) !- 0 puisque

sin(1/y) est borné mais f(x,y) n’a de limite quand y tend vers O pour aucun x # O.

5 - Ombres et filets.

Les théorémes 1 4 9 de ce chapitre sont des caractérisations externes de notions classiques.
Ces caractérisations utilisent les relations de proximité infinitésimale ou les opérateurs de
passage a 'ombre. Dans le cas ou les espaces topologiques sont séparés on peut n'utiliser que
les passage a 'ombre. Nous connaissons des caractérisations classiques (internes) de ces
mémes notions a l'aide des filets et des limites de filets mais nous pensons qu’un point d'un
espace topologique est un objet plus élémentaire qu'un filet et que I'opération de passage a
I'ombre d’ordre q a un caractére plus mécanique que le passage a la limite. Aussi chaque fois

que nous le pourrons, nous utiliserons les caractérisations en terme d’ombres, ou de relations
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de proximité infinitésimale. Nous allons étudier d'une maniére plus approfondie le lien entre
ombres et limites de filets.

Rappelons que, si (X,0) est un espace topologique et J un ensemble dans lequel est définie
une relation < de préordre filtrant a droite, on appelle filet dans X toute application
@: i = x; deJdans X. On note habituellement @ =(X;); . ; .

Rappellons que,dans tout ce paragraphe, on a supposé idp (X,0). Donnons nous un entier
q = p. Supposons que ( J,~< ) sont définis comme plus haut et que idp ( J,<) |

Sij € J, Nous dirons que j est infiniment grand d’ordre q si: Vai€j (i<j ). Le

contexte excluant généralement toute ambiguité, nous écrirons alors encore : i 4 - en
utilisant encore le méme symbole 9 ~. Nous rappellerons également que si a € X, on dit que
(X; ); ¢ ; converge vers a si:
VUe(O@di €J VieJ (i<i)= x; € U. Ondémontre, la preuve est analogue 2
celle du théoréme 10, que pourr >q =pona,si idp ((X; ) ¢3):
(X;); cjconvergeversa = VrIi€J (i9-%© = x;P-a)

= VieJ (i9~® = x;P-a).

Soient A C X eta € A tels que idp (A,a). On sait que si (X; ); ¢ ; estun filet dans A (x; € A
pour touti) idéal d’ordrep alors iP—~% = x;P-a. Il vient alors naturellement les
questions suivantes:

Question A: Soit a € A etsoitx € A tel que xP — a ; existe t-il un filet (x;); ; dans A,
idéal d'ordre p tel que (X;);  yconverge versaet x; =X pour un certaini, iP - ?

Dans le cas ou X est un espace métrique, on sait que I'on peut, pour exprimer l'idée de
limite, remplacer les filets par des suites aussi ,
Question B: Si X est un espace métrique, existe t-il une suite (X)), . dans A, idéale
d'ordre p tel que (x,), ¢y converge vers aet X, =X pour uncertainn, nP - o ?

Montrons d’abord que la réponse a la question B est généralement: non.
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Exemple :
Prenons X = R muni de sa topologie ordinaire, (p=1) et a = 0. Désignons par S, 'ensemble
des suites numeériques qui convergent vers 0. On a:
VIfin(F,,F,)C SoX N* 3x€RV (u,n)€(F,,F,) [x¢Im @) Alx|<1/n]car
la réunion des images des suites de F| est dénombrable tandis que lintervalle ] -1/n 1/n[ala
puissance du continu pour tout n # 0. 1l suffit d’appliquer le théoréme d’idéalisation pour voir
que: |
IxeR Vi(u,n) €S, X N* [x ¢ Im(u)Alx| < 1/n]-Onadonc x — 0 et x nest dans
I'image d’aucune suite standard.

Pour la question A, si X est métrisable alors la réponse est affirmative.

THEOREME 12 :
Si X est métrisable, si A est une partiede Xsia € A,six € A et xP — a alors, il existe un
filet o =(x;); ; dans A tel que idp (p) et p converge vers a, et un indice

i € Jtels que j P— % pour le préordre sur J et xi =X.

Démonstration:

Soit d une distance idéale d’ordre p définissant la topologie de X. Si le point a est isolé la
preuve est triviale car, dans ce cas a € A et il suffit de prendre pour ¢ le filet constant qui ne
prend que la valeur a. Si a n’est pas isolé, on a alorsa € A - {a}. Prenons J = A - {a} et
soit la relation binaire < sur J définie par i <j si et seulement si d(i,a) = d(j,a). I est clair
que la relation < est réflexive et transitive a cause des propriétés définissant la distance, c’est
donc une relation de préordre. Le préordre < est filtrant a droite car, siietjsontdansJ,
¢ =min { d(i,a) , d(j,a) } est strictement positif , comme a € A - {a} il existek € J = A - {a}
tel que d(k,a) s ¢€; cette inégalité implique que i <ket i <k. On voit aussi que XP —a pour
la topologie de X équivaut a xP — % pour le préordre sur J. En effet, pour touty €J, siidp
(y) alors idp ( d(y,a) ) donc, puisque xP —a et d(y,a) > 0: d(x,a) =d(y,a), ce qui équivaut a
y <X. On a donc x P — © pour le préordre sur J. Réciproquement, si X P — © pour le préordre

sur J et si € est un réel strictement positif et si on choisit uny € J tel que idp (y) et d(a,y) <€
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alors, y < x donc d(a,x) = d(a,y) < €. Cela implique que x P ~ a . Il suffit pour conclure de

voir que le filet @ = (X; ); ¢ ; tel que x;=ipourtouti € J convient.

Abordons le cas plus général ou la topologie sur X est engengrée par une famille 2
d’écarts. Nous pouvons toujours supposer que si £, est une partie finie de £ alors I'écart
D, = Max D, est dans © . Fixons nous une partie finie D, de 2 telle que idp,; D, ©t
contenant tous les écarts idéaux d’ordre p. Nous poserons alors D = Max 2, . Nous allons
voir que nous pouvons exprimer beaucoup de propriétés en utilisant le seul écart D 3 la place
« de la famille infinie £. Pour tous d € £, x € X et € > 0, nous poserons
By(x, €)= {y € X/d(xy) <€ }.

THEOREME 13 :

X,() est séparé = Wx,y € X (D(xy) =0 = x=y).
Démonstration: |
(= ). Le théoréme de transfert nous permet d’écrire que:
X séparé = VPx,y€X ( x*y = FdeDIe>0 By(x,) NB4y.e)=9 ).
Supposons donc X séparé et soient x et y dans X idéaux d’ordre p tels que D(x,y) = O,
vo d € © 0=d(x,y) s D(x,y)=0; on aboutit a une contradiction.
( =). 11 suffit de montrer que, si pour tout couple de points idéaux d’ordre p et distincts on a
D(x,y) # 0 alors ces points peuvent étre séparés. C’est immeédiat: en effet; si x et y sont de tels
point si on pose D(x,y) =€, ona€> 0 et a cause de I'inégalité du triangle appliquée a I'écart

D on a Bp(x,g/3) N Bp(y.€i3) = @ .

On peut aussi exprimer la convergence dans X d'un filet idéal d’ordre p a I'aide du seul

écart D.

THEOREME 14 :
Si @ =(x;); ¢, estun filet danx X tel que idp @ alors,

fim. (x;)=x = lim; . ,D (x;,x)=0.

i-.w
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(=). Soitp = (x;);  ; unfiletdanx X tel queidp ¢ et limi_m(xi)=x etq =p+l.

i9~ o = x; 4~ xd’aprés la caractérisation externe de la limite d’un filet idéal d’ordre q
mais il est facile de voir que x; 4 ~ x équivauta Va4 d € D d(x;,x)3 -0 ( Cette derniére
fléche est attachée a la topologie usuelle sur [R ) on a donc en particulier,

i9—w = D(x;,x) 9= 0, cequiéquivauta lim; _ D (x;,x)=0.

(=)8Silim; .,D(x,x)=0alors ,iq9~» = D(x,;,x)3-0donc:

id-o=Vrd e D d(x;,X) s D(x; ,x) 1 -0 ce qui implique encore i9~® = ¥pd € D
d¢x;,x)p-0. Cette derniére formule peut aussi s’écrire: 14 - © = x; P~ X ce qui équivauta

limi_m(xi)=x .

B - Structures uvniformes:

Dans ce chapitre ( X,& ) désignera une structure uniforme idéale d’ordre p sur 'ensemble
X. & est 'ensemble des entourages de la diagonale. La donnée de (X,& ) permet de définir

pour tout q 2 p une relation externe 4= en posant:

Définition 2:

Si x et y sont dans X nous dirons que x et y sont équivalents d’ordre q et nous écrirons x4 =

ysi: Wued (xy) €u.

On supposera X muni de la topologie, que nous supposerons séparée, associée a sa
structure uniforme nous noterons encore 9 la relation de proximité infinitésimale d’ordre q

pour cette topologie. On a alors les propriétés évidentes suivantes:
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PROPRIETES :

8-Pourtousxetydans X sipsq=<n alors: x9=y = (xP=y)
9- Pour chaque q, 9 = est une relation d'équivalence.
10-Pourtousxetydans X: x9-y e (x9=y Aidq(y)

11- Pour tous x, y eta dans X tels que x9—-a ona:y9-a = x9sy.

11 découle trés simplement des propriétés que la topologie associée a une structure uniforme
est réguliére. En effet soient X, y et z tels que X P~ y et x 9— z. Il découle de la propriété 10
quel’onaxP=y etx 4=z, de la propriété 8 que xP =z, de la propriété 9queyP=zet de

la propriété 10que zP-y.

Nous allons définir ci-dessous une nouvelle notion qui va nous permettre de restreindre

encore I'usage des filtres ou des filets.

Définition 3:
Nous dirons que le point x de X est un point de Cauchy a I'ordre q ( q 2 p ) et nous écrirons

Csi: Rue&RaeX (xa)€u.

Il est évident que I'on a toujours %x € X = Cy(x).
Nous noterons que, si 'on traduit dans GISTn la définition des points non uniformément

innaccessible qui figure dans [21], on obtient la définition des points de Cauchy a I'ordre 1.

PROPRIETE 12 :
Si x est un point de Cauchy a l'ordre qetsi x9 =y alors, y est de Cauchy a I'ordre q.
Deém: ton:
Soit x un point de Cauchy a 'ordre q et soit y tel que x 9=y, Soitu € & idéal d’ordre q
quelconque; il existe w € & tel que w2 C u et idq (W).

Par définition des points de Cauchy, il existe a tel que idq () et (x,a) € w, d’autre part,
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xXid=y = (y,X) € w; comme ((Y,X) €W A (X,a) EW ) = (y,a) € w2,0na (y,a) € u.
donc, y est de Cauchy a 'ordre q.

Le théoréme suivant établit une correspondance entre points de Cauchy et filets de Cauchy.
Rappelons qu’ un filet (x; ); ¢ | est dit de Cauchy si I étant muni du préordre filtrant a droite,
<, ona: Vue S HigeIVielViel[ (i, <i Ail,<j) = (x; ,x)€u |

Le lecteur démontrera lui méme le théoréme suivant:

THEOREME 1S5 :

Si (x; ); ¢ 1 est un filet idéal d’ordre p, sir > q 2 p, les conditions suivantes sont équivalentes:
i) (X;); ¢ rest un filet de Cauchy,

i) VielVjel (id-» A j9~->) = x;P=x,

i) i€l W€l (i9-® A i9-w) = xP=x

Le théoréme suivant établit une correspondance entre points de Cauchy et filets de Cauchy.

THEOREME 16 :

Si x est un point de X alors, x est un point de Cauchy a 'ordre p si et seulement si il existe
un filet de Cauchy (x;); - ; idéal d’ordre p et un indice iP— « tel que x;P = X.
Démonstration:

Soit (X;); ¢ 1 un filet de Cauchy idéal d’ordre p et soiti € I tel que iP— o pour le préordre
sur I . Par définition des filets de Cauchy et grace au théoréme de transfert on a:
Vrue & Wi, € IVKeIVjel[ (i,<k Ai,<j) = (X,X )€ u. En particulier , nous
aurons (X; ,X;o)€ u, X;estdonc un pointde Cauchy comme x;P =X, X est également un
point de Cauchy d’aprés la propriété 12. Réciproquement, soit X un point de Cauchy a 'ordre
p.Ona: Vru € & Fra € X (x,a) € u donc, on peut appliquer le théoréme de construction.
On obtient une fonction idéale d’ordre p de & dans X,u — x,, telle que

Vaue & (x,x,) € u. PrenonsI = & etsoitla relation < dans I définie par x <y si
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¥ € x; montrons que (X, ), ¢ | est un filet de Cauchy: Soientuetu, € & tels que u,, idp

(u,,u) etu,2 Cy; on a,

Veved Vwed[(uy< v Ay <w) = ((Xx,)€Eu, A (XXxy)€u,).

Comme u, est symétrique , (X,X, ) € u, = (X,X) € u, donc (x,,X,, ) € u,? et donc
(XX, ) € u. Il suffit d’appliquer le théoréme de transfert pour conclure que (x,), ¢ estun
filet de Cauchy. Montrons que w P~ implique X,, P = x : Pour cela, donnons nous
u € §idéal d’ordre p arbitraire. (X, ), ¢ est un filet de Cauchy donc, il existe u, € &
tel queidp (u ) et Vve & Vwe & [(u,< vV A uy<w) = (X,X,) €U ]onaura
donc, pour wP-=, (X, Xy) € u. Sion choisit u, C u, ce qui est toujours possible, on aura
, puisque (X,X,, ) € Uy, (X,Xy, ) € u2. Comme u est un entourage de la diagonale idéal

d’ordre p quelconque, cela implique x,,® = x .

Remarque:
Si (X;); ¢ 1 est un filet de Cauchy idéal d’ordre p, I'existence d’'un w tel que wP—» et x,,P = x
implique que pour touti P-c, XP =X,

Nous avons la caractérisation externe suivante de la complétude:

THEOREME 17 :

Pour tout q 2 p les conditions suivantes sont équivalentes,

i) Xestcompiet,

i VxeX (Cyx) =rPxeX),

i) WxeX (C,x) =rPxeX)

Deémonstration:

i) = ii) : Supposons X complet et soit x tel que C(x) d’aprés le théoréme 16, il existe un filet
de Cauchy (x;); . idéal d’ordre p eti P—ootel que x;P = x. Comme X est complet, (X; ); ¢
est convergent donc Px; € X et, puisque X;P = x: Px€X.

I'implication ii) = iii) est évidente. Pour I'implication iii) = i): supposons vérifiée la condition
iii). I suffit de montrer que tout filet de Cauchy idéal d’ordre p est convergent.

Soit (X;); ¢ 1 un tel filet et soit i €I tel que i P et idq (i), d’aprés le théoréme 16 on a C(x;)
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donc, la condition iii) implique que Px; € X . Si j est un autre indice tel que j P~ on a,
puique le filet est de Cauchy, x;P = x; donc Px; = Px;. Le filet (x; ); ¢ ; est donc convergent.
CQFD.
Rappelons une définition classique: Une partie A d’un espace uniforme (X,& ) est dite
totalement bornée si:
Vue& FInFcX VxeA HzeF (x2) €u.

Le théoréme suivant fournit des caractérisations externes des parties totalement bornées.

THEOREME 18 :

SiA € X etidp A et si q > p les conditions suivantes sont équivalentes:
i) A est totalement borne,

i) IMFcX Vx€A Hz€F xp=z

i) MinFcX Vxe€A JzeF xp=z

Nous laissons la démonstration au lecteur.

THEOREME 19 :

SiA CXetidp A, (A est totalement bomée) = Vx € A L(x).

Deémonstration:

Supposons A vérifiant les hypothéses du théoréme et totalement borné. Soit x quelconque dans

A. A totalement borné équivant a:
Veu e WFinFc X Vx e A 3z € F(x,2) € u mais idp F et F fini impliquent que idp (z)

donc, x est un point de Cauchy d’ordre p.

Le théoréme suivant est classique mais sa démonstration dans GISTn est d’'une simplicité

remarquable.

THEOREME 20 :

Si X est complet et si A est une partie totalement bornée de X , alors A est relativement

compacte.
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Démonstration:

11 suffit de faire la démonstration avec idp A. Fixons un entier q > p. Pour touta €A tel que
idq (a) on a le diagramme de proximité infinitésimale:

Xxd-a

pi avecx € Aetx, € X.
Xo

L’existence de la fleche verticale provient de ce que x est de Cauchy d’ordre p, d’aprés le
théoréme 19, et de la caractérisation externe, théoréme 17, de la complétude. On tire du

diagramme que Pa = X, € A donc, d’aprés le théoréme 5, A est compact.

Remarques:

1- La démonstration dans GISTn de la complétude d'un espace compact est triviale car si tout
point est presque- idp cela est vrai en particulier de tout point de Cauchy.
2- Siq > ponn’a pas en général C(x) = C().
Exemple:
X=R,p=1,q=2. Soitx tel que id2 (x) etx !~ 2. Ona C,(x) , puique id2 (x) mais,
Via €X [x-al 21 puisque x !~ donc, onn’apas C,(x).
3- Si X est complet idéal d’ordre p et localement compact, alors, pour g >p,ona :
V x€X ( C,(x) = Cy(x) ). En effet Cp(x) = Px € X d’aprés le théoréme 17 et, d’apres le

théoreme 7, % € X . On a donc C(x).

Probléme: Cette derniére propriété reste-t-elle vraie dans des situations plus générales ?

C - Espaces fonctionnels:

Dans ce chapitre (Y, (') est un espace topologique régulier, (Z,& ) un espace uniforme,
X = ZY Y'ensemble des applications de Y dans Z. Nous supposerons (Y,0) et (Z,&) idéaux
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d’ordre p. On distinguera dans X la topologie de la convergence simple, 1, celle de la
convergence uniforme sur les compacts , ., et celle de la convergence uniforme, t,,. La
toplogie sur Z sera la topologie associée 3 & et sera supposée réguliére. Nous noterons pae les
mémes symboles 94— 94, 4= ]les relations de proximité infinitésimales, les ombres et les
relations d’équivalence infinitésimale pour les topologies de Y et de Z ainsi que pour la
topologie 15 sur X. Dans X, on notera U, U, , U, , les structures uniformes associées
respectivementd 15, T, T,. Onnotera (9-.),, (9.),, (.9=.), (. 9=.). (°2.),

(. 9=.). , les relations de proximité infinitésimale, les ombres et les relations d’équivalence
infinitésimale d’ordre q, pour 1, et T. respectivement.

Nous désignerons par U (X) I'ensemble des applications continues de X.

PROPRIETES :

Sig>p, f,g € Xetidp (f,g) on a:

13-fr=g = WLeY fO)P=gQ.

14-(fP=g); = [VIEYPLEY = f() P~ gO)] = [WLEYPLEY = f()P=g(1))].
15-(fr~g), = [VIeY fOP=gW)] = [WLEY [OP~g®)]

16- (fr~g)y = (P=g) = fr=g.

Les théoréme 21 et 22 suivants sont classiques, nous allons voir comment on peut les

démontrer simplement dans GISTn.

THEOREME 21 :
C(X) est fermé dans ( X, 1. ).
Deém, ton:
VieXVrlgelX)VexeYsi (g-f)etyP!l—-xona:
f(y) P*1= g(y) P*1= g(x) P~ £(x).
Donc, f(y) P—f(x). Céla implique que f € C(X) donc, $(X) est fermé dans (X, 1. ).
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THEOREME 22 : ( Ascoli )
Si H est une partie équicontinue de X telle que, pour tout x € Y H(x) est relativement compact
alors, H est relativernent compacte pour t.
Dém ton:
I suffit de la faire dans la cas o idp H. Soitf € H ; pour tout x dans Y, Pf(x) € Z puisque
H(x) est relativement compact dans Z. D’aprés Cp il existe une fonction g idéale d’ordre p telle
que pour tout y idéal d’ordre p, Pf(y) = g(y) ce qui s’écrit encore, Pf = g. Soit q fixé tel que
p <q <n. Puique g estadhérenta H pour 1, il existe h € H tel que ¢h = g. Soit maintenant
un élémentt € Y tel que Pt € Y. On a alors, si P = et 9 = désignent des relations d’équivalence
infiitésimales pour la structure uniforme de Z :

g() 3=h(® P =~ h(r) P = f(t) P = f(t).
La deuxiéme et la quatriéme équivalence proviennent de '’équicontinuité de H, la premiére et la
troisiéme des égalités Pf = ah = g. On conclut, en utilisant les propriété 8, 9 puis 14, que

(f2 - g). etdonc, d’apres le théoréme 5, que H est relativement compact.

Dans le théoréme suivant, Y sera[N et Z, I'ensemble C des nombres complexes. X sera
donc I'ensemble des suites complexes. Danx X nous distinguerons les sous-ensembles [*°, ¢
et ¢, des suites bornées, des suites convergentes et des suites qui convergent vers zéro. Nous
définirons la norme || . || sur [*°en posant, pour f € [*°, || f]]=sup { [f(k)|: k € N }. Nous

allons alors démontrer trés simplement avec nos méthodes que, muni de I'addition et de la

multiplication par un scalaire usuelles :

THEOREME 23 :

>, ¢ et ¢, sont des espaces de Banach.

Dém ton:

Soit f un point de Cauchy dans [*tel que id2 (f). Par définition Vie>odlg| f- g] <€.Cela
implique que Vie> o V1k | f(k) - g(k) || < € . g(k) étant standard pour tout K standard, cela
implique que , pour tout k standard, f(k) est un point de Cauchy dans € muni de son

uniformité usuelle. C étant complet, chaque f(k) est presque-standard pour k standard. Donc
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g = If € X. Il reste 2 montrer que g = (!f),.Vie>od h(||f-h||<eA||!f-h]<€). La
deuxiéme partie de le conjonction découle du fait que pour tout k standard || !f(k) - h(k) || <€
et de (T,). Si on applique (I;) on obtient: 31 h (h 1=f A h != If ) pour I’équivalence
associée a la norme |}.||. On a donc f != If; comme f borné et f != If impliquent Pf borné on a:
f 1.olf dans [*. Cela implique que [*° est complet. Pour montrer que ¢ et ¢, sont
complets, il suffit de remarquer que si f !-!f dans [*, alors || f || est majoré par un standard,
etquesik 2~ +o0 etlim, _ , f(k) =1 alorsona: If(k)!=f(k) 2-11-1€eC.
Donclim _, ; o'f(k) =11. Sil=0,0na I=0 etla démonstration est terminée.

Dans les théorémes 24 et 25 qui suivent, Y sera supposé muni d’une structure uniforme U’
définissant sa topologie. Nous rappellons qu’une partie B de Y est dite bornée si il existe un
entourage de la diagonale, u, et un point a de Y tel que, pour tout x dans B, (a,x) € u.

Un point x d'un espace uniforme idéal d’ordre p sera dit Plimité, et nous écrirons Plim(x) si il
est contenu dans un ensemble borné idéal d’ordre p. Pour p=1 on dira plus simplement que x
est limité et on écrira lim(x). Nous noterons K.(X) Pensemble des applications compactes de
X. Le théoréme suivant est une caractérisation externe des applications compactes. On peut
trouver dans [35] un énoncé analogue (Théoréme 4.6.4 ) mais la preuve donnée par

A.Robinson est moins radicalement externe.

THEOREME 24 :

VifeX (fe R(X) = (limkx)= IxeZ)

Demonstration:

Rappelons qu’une application est compacte si, par définition, I'image de tout ensemble borné
est relativement compacte.

(=): Supposons que f € Z(X) et soit x limité, par définition J!. born¢ BC Y (x € B).
Cela implique f(x) € f(B) et comme B est relativement compact, !f(x) € Z d’aprés le critére
externe de compacité relative

(=) : 1l suffit de montrer que I'image par f d'un borné standard est relétivement compacte.

Soit donc B un ensemble borné et standard, Vy € f{(B)dx e B(y =£(x)),x € B = lim(x)
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donc !f(x) € Z.

Voici encore un théoréme classique et sa preuve dans GISTn.

THEOREME 25 :
Si Z est complet alors F(X) est fermé dans ( X, 1,).
Démonstation:

Soit f adhérent 3 K(X) pour 1, Nous allons montrer que si f est standard alors f satisfait
au critére externe de compacité énoncé dans le théoréme 24. Soit x €Y tel que lim(x), on a:
Viue&dlge KX) VxeY (f(x),g(x)) € u.

(g € L) Alim(x) ) = lg(x) € u comme Viu € & (g(x),!g(X)) €Eu ona,
Vi € & (f(x),!g(x)) € u2; f(x) est donc un point de Cauchy , Z étant complet cela implique
If(x) € Z. On a donc f € K(X).

Le théoréme 26 donne une caractérisation externe simple de I'ensemble des points de
continuité de la limite ponctuelle d’un filet de fonctions continues . Pour cela introduisons
quelques notations. Si f sont deux éléments deX et u un entourage de la diagonale A dans Z X
Z, nous poserons E(f,g,u) = { t € Y/ (g(t).f(t)) € u }. On écrira u ! - Asi,

Viw € & (u € w) Lexistence d’'un u tel que u !~ A se déduit aisément du théoréme

d'idéalisation. On peut alors énoncer:

THEOREME 26 :

Si f est une fonction standard adhérant a2 {{X) pour 1, alors,

Viu €8 Vg el(X) [(g2—~f Aul~A)= Vit,eY (fcontinueent, = t,¢€ int E(f,g,u))].
Démonstration:

Soient f,g et u vérifiant les hypothéses du théoréme et soit t, un point de continuité standard
quelconque de Y. Pour toutt € Ytelquet 3~ t ona:

g(t) 3= g(t,) >= f(t,) 3= f(t) d’oul'on tire g(t) 2= f(t) . u étant idéal d’ordre 2, cela implique
(8(t).f(t)) €u donc: V't ( t 3~ t, = t€E(f,g,u)) comme on a id3 E(f,g,u)
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cela implique que t; € int E(f,g,u). Réciproquement si t, est standard et t, € int E(f.g,ﬁ),
pour tout t tel que t 3 t, on a: f(t) = g(t) 3= g(t,) 2= f(t,) . Ceci implique f(t) = f(t,) donc, f
est continue en t,.
On peut dire aussi que si on note E(f) I'ensemble des pointe de continuité de f alors:
Ec(f) = st (int E(f,g,u) ).

COROLLAIRE :

Si Z est un espace métrique et si f est la limite simple d'une suite standard (fp) de fonctions
continues alors, pour tout € — 0 tel que id2 (€) et tout n >~ © on a:

E (f) =st (int E(n,e) ) ou E(m €)={t € Y/ d{fa(0).f() <&} et d estla distance

définissant la structure unitforme de Z.

On peut démontrer que E(f) peut étre défini d’'une maniére interne par la formule:
had 1

50y B )

Cette derniére formule est démontrée d’'une maniere classique (interne) dans [37].

Remarquons que 'on peut tirer du théoréeme 26 une caractérisation externe de tous les
points de continuité, méme si ceux-ci ne sont pas standard, de la limite ponctuelle d’une suite

de fonctions continues. II suffit pour cela d’appliquer le théoreme de transfert externe.

Quelques mots sur l'intégrale de Lebesgue. Nous ne développerons pas ici une théorie non
standard de l'intégrale de Lebesgue. Pour ce sujet, nous renverrons le lecteur a la littérature sur
le sujet, voir [21] et sa bibliographie. Dans [21], on peut trouver le critére suivant
d’intégrabilité au sens de Lebesgue.

Si £ estI'ensemble des fonctions en escalier sur [0, 1] et f une fonction standard de [0,1] dans
[, alorson a:

f est intégrable au sens de Lebesgue =

Vste>0dpe STy e & [Vxe[0l] w(x)sf(ox)s:p(x)/\"(rfp)*tw/\ fcp-u: <el.



116 Yves PERAIRE

Dans I'’énoncé précédent. 'ombre 9 f @) est relative a la topologie de I'espace compact
R=R U {=,+=}
Nous allons donner des caractérisations dans GISTn, équivalentes a cette derniére, mais

utilisant un quantificateur de moins.

THEOREME :
Une application standard f : [ 0,1] » R est intégrable au sens de Lebesgue si et seulement si :

Jpe Ay e &[Vxe[0,1] P(x) =fCx) <pX) A 3([:p) # 10 A f(p -y 1= 0].

Dém ton :
Traduite dans notre langage, la caractérisation de 0.Loos devient :
(HV'e>0de,pe&[(VXxe[0,1] v si(x)spx) ) A lfp) # 20 [p-u<el.
Puisque toutes les constantes de (1) sont standard on obtient, en appliquantle théoréme de
transfert externe que (1) équivauta :
@ V2e>0d9, ¢ € S[(Vx€(01] ¥ st sp® ) Aoy # 2 A [p-w<el.
Soit €, un infiniment petit idéal d’ordre 2, alors (2) implique :
() JoedTve&[(Vx€[01] Wx)sIEX)sPX)) A Z(fw) # ko A fw-w <g),
d’ou on tire :
@ FpedTued[(Vxe[0.1] U <2 spx)) A Xfe) # 2= A [p-u1= 0].
L’énoncé :
) Vie>0dp,y €S [(VXE[01] P(x) = Cx)spX)) A 3(rq>) # 400 A f:p-d:(s],
est une conséquence de (4). Aprés avoir vérifié que toutes ses constantes sont standard,
appliquons le théoreme de transfert externe a la formule

TJpeddyed[(Vxe[0,1] w(x)st‘(3x)scp(x))A3(f<p)*i°° Afo-w el
on voit que celle-ci équivaut a :

TpelAve & [(VXxe 0] v =i(x)<px)Alfoytzo A [o- v <el;
donc, (5) équivaut a I’énonce (1). Les énoncés (4) et (1) sont donc équivalents, c'est ce qu'il

fallait démontrer.
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Utilisons notre critére d’intégrabilité pour démontrer que la fonction caractéristique de
Q N [0,1], f = Xq n [0.1] » est intégrable sur [0,1] au sens de Lebesgue. Considérons une
suite standard r;,r,,..T,,,... numérotant les rationnels de [0,1]. Soit N un entier infiniment
grand d’ordre 2 et § > 0 tel que 3 = 0 et id2(3).
Posons @ =Y. < x Xim -2, m+a2n ] n [o.1pp ¥=0. Onafcp-‘b < 28% <N 1p2" = 28=0.
D’autre part, si x € [0,1] la relation p(x) = f(2x) =< W(x) découle du fait que, si 2x € {J , alors
2x est un r,, avec id2(n) donc, X € [r, - 8/9n, 1, + &/2n ]. Cela implique

P(x) = 0 £(2%) < 1 S P(X).
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III - Travaux pratiques:

1- Généralités

Dans ce chapitre, nous allons appliquer a I'étude des fonctions oscillantes, les méthodes
présentées dans les chapitres précédents . Nous désignons sous ce nom des fonctions définies
sur un groupe commutatif G qui repassent “assez réguliérement” par des valeurs “voisines”
quand la variable parcours G. Ces fonctions sont des généralisations raisonnables des
fonctions périodiques. Nous nous limiterons pour notre part a 1’étude des fonctions
presque-périodiques et presque automorphes. On peut trouver une étude de ces derniéres, par
des méthodes classiques, dans [2] et [37]. Dans [35], T.Sari a abordé I’étude des fonctions
presque-périodiques par les méthodes de I’analyse non standard. Nous montrerons que les
méthodes de l’analyse relative permettent d’étendre ses résultats aux fonctions
presque-automorphes, en particulier nous mettrons en évidence I’existence d’un groupe de
presciue-automorphie, qui coincide avec le groupe des presque-périodes dans le cas
presque-périodique, et rendent, d’'une maniére générale, plus facile I'’étude de ces fonctions :
les définitions sont beaucoup plus compactes que les définitions classiques de Bohr et
Bochner, et les preuves sont plus élémentaires tout en restant suffisamment intuitives .

Nous travaillerons dans une sous-théorie GISTn de RIST.

Le lecteur pourra constater que tout au long de cette étude, hormis dans la partie qui établit
I'’équivalence entre les définitions classiques de la presque-automorphie et nos propres
définitions, nous n’utiliserons jamais les suites filtres et filets pour traduire la notion de limite,
et trés rarement les périphrases du style “ Ve 4 d .... 7 . En fait, une grande partie de nos
preuve sont des déductions a partir des régles de manipulations des ombres de différents
degrés et pout différentes topologies (Voir page 81 la liste des principales régles utilisées).
Dans ce chapitre X désignera I'ensemble R AX G des applications de AX G dans R, ou G
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est un groupe commutatif dont la loi interne sera notée + et ’élément neutre O, A est un
ensemble de parametres qui pourra étre vide. Nous travaillerons avec deux topologies sur X :
La topologie g de la convergence simple et la topologie 1y, de la convergence uniforme sur

AX G. Pour ce chapitre nous adopterons les notations spéciales suivantes :

P~ désignera la relation d’équivalence infinitésimale d’ordre p pour la structure uniforme
dela convergence ponctuelle dans X, ainsi que pour la structure uniforme usuelle dans R.
P= désignera la relation d'équivalence infinitésimale d’ordre p pour la structure uniforme de

la convergence uniforme dans X.

Nous adopterons une définition des ombres différentes de celle adoptée dans le chapitre II.
Fixons un élément # de R supérieur 4 tout réel x tel que idn(X), # est infiniment grand d’ordre

n. On notera également # la fonction constante qui prend la seule valeur #.

Si x est un réel presque idéal d’ordre p, et si f et g sont deux fonctions presque idéales d’ordre
P pdur Ts th Ty respectivement, la définition de I'ombre d’ordre p sera celle du chapitre II.
Nous noterons :

Px l'ombre d’ordre p de x pour la topoldgie usuelle de R,

Pf 'ombre d’ordre p de f pour la topologie de la convergence ponctuelle,

pug 'ombre d’ordre p de g pour la topologie de la convergence uniforme.
Si x est un nombre réel non presque idéal d’ordre p, si f et g sont des fonctions de X qui,
pour tg et 1, respectivement, ne sont pas presque idéales d’ordre p, on posera :

PX = #,Pf = #, Pug = #

Nous allons donner sous forme de regles de manipulation des ombres, et regrouper dans
un tableau une série des propriétés les plus souvent utilisées par la suite. Pour tout p inférieur
ouégalanona:

Si feX etsi 0€G nous appellerons o-translatée f de f la fonction de X définie par :

pour tout (x,t) € AXG, f5(x,t) = f(X,1+0).
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Régles d’utilisation des ombres.

Par souci de lisibilité, nous admettrons que dans une expression faisant apparaitre des
translations et des passages 4 I'ombre, les opérations de translation précédent toujours les
passages aux ombres ainsi, nous pourrons écrire, par exemple :

Pfg au lieu de P(fy), P(°fy)r au lieu de P((P(fy))p)-

Régle 1 :P# = #,

Régle 2 :P# =Puf = #,

Régle 3 :Six € R PX=# o [x] est infiniment grand d’ordre p.

Régle 4 :Si PYf # # alors Puf = Pf,

Régle 5 :Pf +# o VP (x,t) PI(x,t) # #

Reégle 6 :Sil s p=<qsn, siidg(f) et Pf # # alors, PYf # # (et donc PYf = Pf d’aprés la
régle 4) si et seulement si : Va (x,t) € A X G p(f(x,t) = P([Pf](x,1).

Régle 7 : Si lspsq=<n, Pf # #etau +# # alors: P(df) = Pf.

Régle 8 : Si [f] est majoré par un nombre M tel que idp(M), p < n, alors, Pf # #.
(En corollaire, pour tout q tel que p< qs n, on a af # # car idp(M) = idq(M).)

Régle 9 : Si Ispsg=n, PYf # # et f # # alors: PY(auf) = Puf,

Régle 10 : Si [f] est majorée et Puf = g alors, |g| est majorée ( par un M tel que idp(M) )

Régle 11: Sil SquSn- et f + #, alors: P(AYf) = Pf.

Régle 12 : Pourtout 0 €GsiPuf =g # #, alors Pf5 = Pgg .

Régle 13: VP 0 € G P = (Ph)g

Régle 14: Vo, € PyPUf5), =Puf5yr

La démonstration des propriétés énoncées dans les régles précédentes est laissée au lecteur.
Les quelques exemples qui suivent nous éclairerons mieux sur les rapports existant entre les

différentes ombres.
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Dans les figures ci-dessous, pour les fonctions dont les graphes sont représentés dans les figures 1 2 5 avec

A=9,G=R ona: A infiniment grand, id2(A), B infiniment grand d’ordre deux, & 1~ 0, id2(e), 32- 0.

lflzo’luf1=#’2fl=2nfl=fl’

I@oy) = £, to2ufy) = lof,

T ¥
A
x 0 A 2A x
y Fig.1
lf2=0’2f2=luf2=2uf2=#_
BI'&’
A /
2 0 A 2A X
¥ Fig.2

lf3= lllf3= # , 2f3 =2’l.lf3= f3 .

A ¥y

l(2f3) = lf3 s 1u (2“f3) = luf3 , l(Zufa) = lf3

x 0 A 2A

yl

lf4=0'2f4= h!f4=#’2\lf4=fl.

Fig.3

1(2f4) # 1f4' lu(Zuf4) = lufl =#= lnf4 .

Aa\ ¥
o
x 0 A 248 X ’
¥ Fig.4
<~ y
: : 4 >
x 0 A B x

y‘

Fig.5
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Remarques:
1-Si on réécrit le tableau de la page 55 en remplagant tout énoncé de la forme ™x € X par
I'énoncé x # #. On peut tirer de I' exemple de la figure 1 ot 2 que RR n'est pas régulier pour
la convergence ponctuelle. A partir de I'exemple de la fonction f5, on peut retrouver que RR
n’est pas localement compact pour la topologie de la convergence uniforme.

2-La régle 9 exprime que X est régulier pour la topologie de la convergence uniforme.

2 - Fonctions oscillantes.

Si A est une partie de X, nous noterons :
adh A, I'adhérence de A pour la topologie de la convergence simple,
adhyA, I'adhérence de A pour la topologie de la convergence uniforme.
Pour tout f € X, avec les notations précédentes pour les o-translatés on posera :
H(f) = {f5/ 0 € G} . Danslecasou G =R il est facile de voir que si f est périodique, alors
H(f) est compact pour la topologie de la convergence uniforme. En remplacant la compacité par
la relative compacité nous obtenons la généralisation suivante de la périodicité, que I’on peut

trouver aussi dans [2] et [6].

Définition 1:

On dira qu’une fonction f € X est presque-périodique si H(f) est relativement compact pour la
topologie de la convergence uniforme.

Nous noterons [P[P I’ensemble des fonctions presque-périodiques de G dans R .

On aura donc, pour une fonction f telle que idp(f), f EPP = V1€ G Puf; + #.
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THEOREME 1:
Si f est presque périodique et si g € adhyH(f) alors adhyH()= adh,H(g).
Démonstration:
Il suffit de la faire pour f et g standard. Soient g et f standard,
g € adhyH(f) = 3o €G g=!"5 .Sit € Gonapourtouth €X,
h=lug. o h=lufs, donc, he€adhH(g) = h € adhyH(f).

COROLLAIRE: T est fermé pour la topologie de la convergence uniforme.

La propostion suivante donne une caractérisation externe de la presque périodicité qui ne fait

intervenir que la topologie de la convergence ponctuelle.

THEOREME 2:
Siido(f),p=12.,n alorst € PP = Vo, re{ Ply ##et Plorr = PPLYr.
Démonstration:

L'implication (=) est immédiate car . f € P = V g, 1 € [ Pufgup # #, larégle 14
implique que PU {5, = PY PU5); et les regles 1. 2 et 4 impliquent que P41 = P(Pf )¢ .

Pour la réciproque, on sait, par hypothése que pour pour tout 0 € I Pfg# #. Il suffit de
démontrer que P f5 = Pu f ;. Cela decoule de la ligne suivante :

Ve B P(fg()) =Pigat(0) = P fgut(0) = (PPE) O} = PPTg)y (0) = P(EG)(D).

Remarque 3:
On peut énoncer le théoreme précédent jusqu'a un valeur de p fixée quelconque a condition

de choisir une théorie GISTn avec n assez grand.

Définition 2:
Une partie P de /> (P peut étre externe) sera dite relativement dense dans > si il existe une

partie finie F de i telle que & = U ef {t}+ P.
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Nous pouvons maintenant énoncer,

THEOREME 3 : (Caractérisation géométrique de la presque périodicité.)
Si idp(f) alors f est presque-périodique si et seulement si I'ensemble (externe)
ILO=(reG/VieG f(r+)P f9) ] estrelativement dense dans .
Démonstration:

Nous utiliserons le théoréme 20 du chapitre II. Siidp(f) on a :
[f presque-périodique] = [H(f) relativement compact] « [ il existe une partie finie de X,
{far*faz>+~fan}, telle que pour touts €0, il existe i(s) € {1,2,...,n} tel que fg = fa;) ] =

[il existe une partie finie {a1, a2,..., an} de G telle que G = U 1=i=n {3;}+ Hp(f)]. ]

Remarques:
4- Pour tout 1, T € IL(f) équivaut a ref; = f.

5- On peut utiliser le théoréme 3 pour démontrer le corollaire du théoréme 1. En effet, soient {
et g dans X telles que st(g), id2(f) et g = 'uf . Pour tout t € I1,(f) on a:

lug. = luf = lu2uf ) = Iuf = g donc: I1,(f) © IT,(g) donc, si II,(f) est relativement dense

dans G il enest de méme de II,(g) etil sutfit d’appliquer le théoréme 3 §

Définition 3:
La fonction £ € RAT est dite presque-periodique par rapport a t uniformement sur A si f est

bornée et si l'ensemble H(f) ={f;: r € >} est relativement compact pour la topologie de la

convergence uniforme.
En adaptant les démonstrations des théorémes 2 et 3 on obtient sans difficulté:

THEOREME 2U: (Caractcérisation topologique ponctuelle de I'uniforme presque-peériodicité)
Siid(f), p=n, et si f€ RAXE glors | £ est presque-périodique uniformement sur A =

Vorels (Plg## et Plgsr = PPl ).
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THEOREME 3U : (Caractérisation géométrique de I'uniforme presque-périodicité.)
Si idp(f) alors f est presque-periodique uniformément sur A si et seulement si Pensemble
(externe) IL, () = [t € G/ V(x,Q€AXG f(x, 1+t)P~[(x,1)} estrelativement dense dans G.

Définition 4:
Nous dirons qu’une fonction f € X est presque-automorphe si elle est élément de I'ensemble
PA =stffeX:Voe G I(fy.g =F}.

On a donc, pour une fonction standard: f € PA = Vo € G I(ify).g =f.

Remarque 4:

11 découle immédiatement de la définition, que si k est un nombre réel et si f et g sont deux

fonctions presque-automorphes, alors f+g, ki, |f] et max(f,g) sont presque-automorphes.

Nous allons montrer que méme si f n’est pas standard, on peut caractériser les éléments

de P A al’aide des ombres.

THEOREME 4:
Siidp(f) etsip<q=n, alorsona:
feEPA =« [VoeGrPfg).g =f] = [Vio e G rPfg).g =f].
Démonstration:
11 suffit d’appliquer le principe de transfert externe

Remarque 7:
Toute fonction presque-périodique est presque-automorphe. 1l suffit de le démontrer pour une

fonction standard. Pour cela on utilisera le théoréme 2 avec ¢ = 1. La réciproque est fausse.
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Voici un exemple trés simple, dit 4 Furstemberg et donné sans démonstration par W.A.
Veech dans (37], d’'une fonction presque-automorphe qui n’est pas presque-périodique. Son
comportement, toutefois, est loin d’étre aberrant.

Soitf: Z —» R la fonction n — SGN (sin (n)). On a donc f(n) = 1 sisin (n) > 0, f (n) = -1
si sin (n) < 0 et £(0) = 0. La situation sin (n) = 0 n’a lieu que pour la seule valeur zéro!
a). Montrons que f est presque-automorphe. La fonction f est standard; I'égalité (). = £
étant trivialement vérifiée pour m standard, il sufit de la vérifier pour m non standard, ce qui
équivaut 3 |m| infiniment grand. Soit donc m tel que jm| soit infiniment grand.
Vin Ify;(n) = ISGN (sin (n+m)) = SGN (sin (n+m)) = f(n+m).
Soit o un nombre réel standard tel que sin(a) = !sin (m); un tel a existe parce que sin(m ) est
dans l'intervalle compact [-1 1 ). On a alors aussi cos (a) = lcos (m) et, en utilisant les
identités trigonométriques classiques, on obtient:
Vin € 2 sin (n+m)~sin (n+a) (1).
De la formule (1) on tire que : -
Ifn(n) = SGN (sin (n+m)) = SGN (sin (n+a)) (2),
dans tous les cas ou sin (n+a) # 0. La situation ot sin (n+a) = 0 est exceptionnelle et ne se
produit, 4 cause de l'irrationnalité de m, que pour une valeur standard ng, de la variable au
plus. Les deux fonction qui apparaissent dans 'égalité des termes extrémes de (2) étant
standard on a, par transfert:
Vn €2 - {ng} fip(n) =SGN (sin (n+a)) d’our I'on tire, en particulier,
(fm )-m(n) = SGN (sin (n-m+a)) ).
Montrons que : Vin € 2 sin (n-m+a) ~sin (n) 4.
Soit n standard on a les égalités,
sin (n+m+a) = sin (n-m) cos (a) + cos (n-m) sin ()
= [sin(n)cos(m) - sin(m)cos(n)}cos(x) + [cos(n)cos(m) + sin(m)sin(n)|sin(a)
~ [sin(n)cos(a) - sin(a)cos(n)]cos(a) + [cos(n)cos(a) + sin(a)sin(n)]sin(c)
= sin(n)( sin®(a) + cos?(a) ) = sin(n).

Comme |m| est infiniment grand on a n-m # ng donc, sin (n-m+a) # 0 d’ou I'on tire,
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compte tenu de (3) et (4) :
Vin € 2 (My).m(®m = SGN (sin (n-m+a)) = SGN(sin(n)) = f(n) ce qui s'écrit aussi,
I(if).m = et montre que f est presque-automorphe.

Montrons que f n’est pas presque-périodique. Les entiers étant densément répartis modulo

2x, il existe un entier non nul m tel que sin(m) !~.0 et cos(m) i~ 1. On en déduit que pour

tout n standard, sin(n+m) !a sin(n) .
V1 n # 0 SGN(sin(n+m)) = SGN(sin(n)) car sin(n) # 0 donc, en utilisant le principe de
tranfert, on voit que, si on pose € = SGN(sin(m)) on a, pour tout n standard ou non :
f(n)sin* 0
()@ = { € sin=0.
Pour montrer que
luf . # Ify, il suffit de voir que !ufp, (-m) = O et !fy, (-m) = f(-m) # O, car nous avons pris

garde a prendre m non nul !

Les fonctions presques automorphes non presque-périodiques restent des fonctions assez
réguliéres et se rencontrent assez fréquemment dans la pratique. Dans beaucoup de cas les

équations différentielles presque-périodiques produisent des solutions presque-automorphes .

THEOREME 5:

Toute fonction presque-automorphe est bornee.

Démonstration:

Supposons f standard et non non bornée, il existe alors un réel 0 tel que !f(0) = #. Cela

implique !f5 =#, (fg).g=# !({g).g = #=# # { donc, { n'est pas presque-automorphe ¥
Le théoréme suivant donne une autre maniére de produire des fonctions presque-automorphes.
THEOREME 6:

Soit £ € RAYT yne fonction presque-périodique uniformément sur A, F=[f(x,.): X €A}

Alors, toute fonction g € adh ‘7 est presque automorphe.
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Démonstration:

VigeX (g€adhF = df(x,.)eF Ax.)=g).

VioeR,
f(x,.) =g
U
¥o(X,.) =86 parce que 0 est idéal d’ordre 2

[}

1(2f5(x,.)) = Ug(x..) = 8g
1

(fg(x,.))-0 = ('80)-0

f uniformément preque-périodique implique que '(‘f(X.-)).¢ = 'f =g donc,
2= 1(gg)-g
D’aprés le théoreme 4, cela implique que g est presque automorphe.

Remarque 8:

Dans la démonstration precédente, nous n’avons utilisé que le fait que I est uniformément

presque-automorphe sur A. En reéalité, Veech a établi dans {37] , a partir de définitions

classiques de la presque-pcriodicite, de la presque périodicité uniforme sur un ensemble et de

la presque automorphie équivalentes aux notres, qu'une fonction f de [: dans k est

presque-automorphe si et seulement si elle est la limite ponctuelle d'un filet de tfonctions

presques-periodiques, unitormément presque-automorphes.

Le théoréme suivant donne quelques caractérisations de la presque-automorphie qui, bien

que faisant intervenir des ombres de plusieurs ordres sont parfois d’'une utilisation plus facile

que la définition 4.
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THEOREME 7:
Sif eXetidi(f), alors les conditions a), b), ¢), d)et e) ci-dessous, sont équivalentes :
a) re PA,
bVrelb[ifp##et Voeb (fg=1fy = lfgr=f)]
OVreG[ifp##et H o€l (g=fy et fge=f) ]
DY rels [Ifp#s#teaaVoel PBrel (fg=2Up=Iff = Ifgr=1)]
On peut ajouter 2 ces conditions toutes celles qui peuvent en étre déduites par un transfert
exterme.
Démonstration:
a) = b) : V2 1 (f bornée et standard) = If # #.
Vo ((¥fg= 'y = UHg.p=(Hg)t =Lt = (o) = Hgr = (=1
La derniére égalité exprime la définition des fonctions presque-automorphes. Les autres
découlent des régles de manipulation des ombres énumérées page 81.
b) = ¢): V2t b) = !fy ##.0Onadonc !f; € adh (H(f)) cela implique qu’il existe un
fg € H(f) tel que f5 = !f- . Pouruntel 6, b) = lfgr= f.
¢) == a): On utilisera le théoréme 4. Donnons nous un élément 7 de (G tel que id2(t). D'aprés c)
ona'fr##etd 0€ G (fg= fy et fg.r= f). Pourceo laona :
f= fg.r=10g.r) = 1(Clg).r = (Mr)r

Nous venons d’établir I’équivalence de a), b) et c). Montrons I'équivalence de a) etd) .

a) = d) : Supposons a). f € [~ 2 implique d'aprés b) :
VirelbVoen (fg= fp = Igp=f),
ce qui donne par (T) :
VirelbVoeh (3fg= 2Ap = Agp=f),

d) est donc vérifié.
d) = a) : Pour tout t tel que !f; # # il existe, d’aprés le théoréme 4 du chapitre 1I, un élément
7 idéal d’ordre 3 tel que (I ).p=I(if )¢ et Up=Ify car ({(fy).;.!fr) estdans
adhérence de {(!f;).g.fg): 0 € 5}. De méme, il existe un ¢ tel que 3fg= 3fp. Si d) est
vraiona: f= g p=1(Cfo.p) = (fg).p = '(fp).p = 1C(fp).p = 1((Mp)r = (M

donc, f est presque automorphe 8
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THEOREME 8:

PA est fermé pour Ia topologie de Ia convergence uniforme.

Démonstration;

1 suffit de montrer que si id(f), f € PA et 1¥f = g, alors g € [PA. D’apres le théoréme 5,
f est bornée et, d’aprés la régle 9, g est bornée; on peut donc, pour tout s, parler de Pfg dés
que p 2 2 et de Pgg pour tout p. Soit T € G, montrons que !(1go).¢ = g

Comme ('gr, 1(!8¢)-7) € adh {( g, ('8¢)-p)} dans X X X pour la topologie produit des
topologies de la convergence simpleona : TTEG (2gp,%('go).r) = (‘g ' ('&0)-1)-

De méme,il existe 0 €G tel que (3f,3gg) = (3fp,28y) . Comme f est presque automorphe, il
découle du théoréme 7 que %f5.¢= f. Si on prend les ombres d’ordre un des deux membres on
obtient g = If = 1(Af5.p) = fg.¢= !8g.¢ (On a utilisé les régles 7 et 12 ). Donc: !gg.¢ = §g.
Cette derniére égalité implique que g est presque-automorphe car,

'gg-= 1Cgo-v) = 1C80)-r= 1(Cgr)-v= '(1g0)-v = '(('gn)-v) = 1({(1g)-0 = 1('gp)-r B

3 - Caractérisation géométrique des fonctions presque-automorphes.

Si € estun réel strictement positif et F un ensemble fini on posera:
A(Fe)={1tel/Vte F|f(t+r)-f(t) | <€}
On posera également A(f) = { t€ G/ V1t € G/ f(t+r)~1(t) }.

Remarques:

9- Si f est continue et si il existe un T € A(f) tel que !t est différent de # et de 0 alors, f est

lr-périodique (Démonstration évidente, on peut reprendre celle de T.Sari dans [35] pour les

fonctions presque-périodiques) .
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10- La propriété 0 € A(f) équivaut a !f5 = f . On en déduit que si f est presque-automorphe
alors pour tout 0 € G si 0 € A(f), - 0 € A(f). Eneffet !f_5=1(f5).5=1.

11- Si f est presque-périodique, pour tout T € A(f) on a !¥f; # # et il découle de la régle 4 que

luf. = If. =f donc, t € II(f) et A(f) € II(f), comme I'inclusion inverse est imédiate on a :

A =I1).

12- Si f est presque-automorphe, nous savons démontrer que A(f) est stable pour ’addition et
donc, compte tenu de la remarque 10, que A(f) est un groupe. La démonstration qui est
esquissée dans la remarquel3 a la fin de ce chapitre, ne nous satisfait pas, car elle utilise une

démonstration d’ analyse classique , avec des filets, donnée par Veech dans [37].

Probléme: Trouver une démonstration compacte de la propriété que A(f) est un groupe quand
fePA.

Une autre caractérisations externe de la relative densité de A(f) :
THEOREME 9:
Sip =2, 3,...et si f est standard alors,

A(D est relativement densedans G = Vre G P oe > 1-0 €EA(D).

LEMME 1:

Si A est une partie interne de & , p = 2, 3,... etsi id2 (A) alors,

A relativementdense dans G = Vs € &G Pte > s-t€A

Démonstration:

AestRD.dans G = dnFC G Vse G AteF s-te A donc

AestnonRD.dansG = Vin F € G 3se G VteFst¢ A
o VofinFC G Ise€ G VteF s-t¢ A (Principe de transfert )
= dse€ G Vrte G st ¢ A (Principe d'idéalisation ) donc:

AestRD.dansG = VseGIteG steA. |

Fixons un €,> o et un ensemble fini Fy tels que, €, 0, F, contient tous les standard et

id2 (€4, Fg). Soit Ag(f) = A(f, €, Fp) on a alors,
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LEMME 2:
Si f est standard, A(f) relativement dense dans G < Ay(f) relativement dense dans & =

Ve>o VinFc > A(fF,e) relativement dense dans G.

Elle découle des inclusions A(f) € A(f) € A(f,F,€) pour F et € standard et du principe de
transfert.

Démonstration du théoréme 9: (=): Il découle des lemmes 1 et 2 que: A(f) RD. = Ay(f)
RD. = (Vsel tel s-te Ay(f)) = VseG I teG s-te A(f). (=)

(VseGC IPtel s-teA(f) ) = VifnFC G Vie>0Vsel Irtel s-t €A(f,F,€) car,
pour F et € standard A(f) < A(f,F,¢). Donc, d’aprés le lemme 1, A(f,F,€) est relativement
dense dans G pour tous F et € standard et pour tous F, € grice au principe de transfert. On

conclut en utilisant le lemme 2. 1

THEOREME 10:
Si £ est presque-automorphe et standard alors A(f) est relativement dense dans .

Pour tout ¢ € G, f presque-automorphe implique 2(¥fg).q = f. %(*fg).g = f implique:
1 VteFg|(¥g).«t) - f(t)| < € (prendre o= t). Par le principe de transfert on obtient :
Fr V't € Fo (o)) - £0) | < & Or, V't € Fo | (o)1) - £(t) | < € implique |(g).r =,

on a donc !fg.¢ = 1(¥g.7) = 1(¥g).¢ =f. On conclut en utilisant le théoréme 9 §

THEOREME 11:
Si f est standard bornée et si il existe un ensemble idéal d’ordre 2, A,, relativement dense
dans G et tel que Ay - Ag © A(f) alors, £ est presque-automorphe.
Démonstration:

Soit T € G, idéal d’ordre trois. Comme f est standard et bornée on a f # #. On cherche
0 €5 tel que g =2f; eto-r € A(f) (Théoréme 7). Comme on a A relativement dense

dans G et id2 (Ag), alors on a, d’aprés le lemme 1 du théoréme 9 : 2r'c G tel que T-T€ A,
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Soit Ay’ = {7} + AgetFo=(fg:0€ Ay’ }.Ona 2f; € adh F, comme F, est idéal
d’ordre deux, il existe un 0 € Ay’ el que 3fy = 2f; . Il est aisé de constater que ce 0 la

convient car 0-t = (0-T) - (T-T), (0-T) € Ay, (T-T) € AgetAo-AoC A(f) |

Nous avons donné plus haut un exemple f de fonction presque-automorphe non
presque-périodique. Le lecteur souhaitera peut étre un exemple dans lequel f est une application

continue de [R dans R. Le théoréme suivant nous permet de construire un tel exemple.

THEOREME 12:
Toute fonction presque automorphe de Z dans [R peut étre prolongée en une fonction
presque-automorphe et continue de X dans [R.
Deémonstration:

Six €K , nous noterons ny le plus grand entier relatif tel que nyx < x < ny+1. Donnons
nous une fonction fg € RZ , presque-automorphe. Soit la fonction f € RR obtenue en

“bouchant linéairement les trous” du graphe de f,. On a pour toutx € [R,

(1): f(x) = (x-nx)fo(nx+1) - (nx+1-x)o(ny).

Pour montrer que f est presque-automorphe il suffira d'établir I'inclusion A(fy) < A(f).
Donnons nous t € A(fy), pour tout x € R ny+r=ny + T parce que T € Z donc,
(2): f(x+71) = (X-ny)fo(ny+1+7) - (ng* 1-X)fo(nx+1).
En retranchant membre a membre les égalités (1) et (2) on obtient,
f(x+1) - £(x) = (x-ng)[fo(nx+1+7) - fo(ng+1)] - (ng+1-x) [fo(nx+7) - fo(ny)].
Comme | x-ny| < 1 et| ny+1-x] < 2 et que x standard implique ny et ny+1 standard on obtient,

pour tout X standard f(x+1) - £(x) 1l.0donc, t € A(f). §
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Equivalence de notre notion de presque-automorphie avec la definition classique.

Bien que nous n’utiliserons probablement jamais la caractérisation de Bochner de la
presque-automorphie nous allons nous assurer qu'il s’agit bien de 1a méme notion que celle qui

a fait 'objet de la définition 4. Nous aurons donc I'énoncé suivant :

Si f est une application de (> dans (R les conditions suivantes sont équivalentes:
i) festpresque-automorphe,
ii) pour tout filet (ai) dans (- il existe un sous filet (bi) de (ai) et une fonction g € Lz?i;tels que
lim; _,o (fy;) =g etlim; (8.1 ) =1 (les limites sont les limites ponctuelles).
Démonstration:

11 suffit de la faire pour f standard.
i) = ii).
Si (ai) est un filet dans G d’aprés le théoréme du produit de Tychonoff il existe un sous filet
(bi) de (ai) et une fonction g € [RG telsque  lim; _.. (fy;) = g Cela équivaut a, pour tout i
infiniment grand, !f},, =g. Comme f est presque-automorphe on aura, toujours pour i
infiniment grand, 1('fyy; ) ; = 'g.p; =fdonclim; .. (8.4;) =1
ii) = i).
Soit 0 € G . Sif vérifie ii) alors |f] est majoré ( par un standard ) sinon il existerait une suite
(an) dans © telle que lim, .., (Jf5, ) =+°°. Pour aucun sous filet (bn) de (an) et aucune
fonction g on ne peut avoir im, _. .o, (fp,,,(0)) = g(0) fini. On en déduit que !f p ##. SOitE =
{t o ( ‘I'G)_G}. Si f est majoré par le standard M, il en est de méme de ( !f 0)_0 dongc, 1(if o)-0

## Ona(!f o (it ).5) € adh E dans H(f) X H(!f o » pour la topologie de la convergence

-
ponctuelle donc. il existe un filet (ai) dans G tel que

lhni 0 (fai ’ (lfo')—ai ) = (lt.()-! l(lfo)-()')'
Si (bi) est un sous filet de (ai) vérifiant ii) alors, on a :

g = l'imi 00 (fl)i) = ifo' etl‘i'nli 00 (g-bi ) = lixni --'h:tJ( (lfo') -hi ) = l(lfo')--() = f .
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Remarque 13 :

Du lemme 2-1-2 dans [37], énoncé,pour G pas forcément commutatif, on peut tirer
Iénoncé suivant en revenant au cas commutatif et & nos notations :
Si f est presque -automorphe alors,
Vedo Vini FC G d¢ > 0dlini F'D F [A(f,F,€) - A(f,F,€’) © A(f,F¢) ]. On en déduit
facilement pour f standard, compte tenu de l'inclusions A(f) < A({,F) pour tout F fini

standard et tout € standard positif, que A(f) est un groupe.

Tout le travail que nous venons de développer se généralise aisément aux cas o & n’est pas

commutatif au prix d'une légére complication.
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Chapitre IV — Consistance relative de RIST
A- Extensions successives ajustées d’une superstructure .

Pour établir la consistance relative de RIST, nous avons besoin de construire une suite
intuitivement finie d’ extensions S — 2§ — ---P§ — --w§ | d'un ensemble S convenablement
choisi, qui satisfont & de bonnes propriétés. Nous anticiperons en annongant déja que 2S sera la
U -ultrapuissance de S selon un ultrafiltre U correctemment choisi, que 3S sera la
*U-*ultrapuissance de 25, 45 sera la **U-**uyltrapuissance de 3S etc.... . Les notions que nous

venons d’évoquer , ultrapuissances et *ultrapuissances d’un ensemble, saturation etc.. sont

précisées ci-dessous.

Notations et définitions.

Dans ce qui suit, S sera une superstructure compléte bétie sur un ensemble E.. Rappelons ce
qu’est la superstructure compléte bétie sur un ensemble E.
L'ensemble E étant donné on définit inductivement les ensembles:
E,=E,E, =Ey U PEY),...., E;= B, U PE,p) e
OnposeS= U, ¢y Ep, S estla superstructure compléte bétie sur E ona :
E,CE, €..E CE,,...CS.

On a aussi la propriété :
Si x€ Ep,avecn>0,six ¢ Egetsit € x,alorst € Ep ;.
Démonstration :

Supposons x € Ep - Eg. Soitno le plus petit entier tel que x € Ep,; ona: x€ Ep, A
x ¢ Eq, .y done, x € SP(EnO_ 1)- On en déduit que, sit € x alors t € Epy.;. Comme Ep,, | € Ep.y,
onat€ Ey,;.
Avant de poursuivre, remarquons qu'il n’était pas strictement indispensable, pour notre preuve de

consistance d’étendre une superstructure compléte cependant, outre que nous avons trouvé plus
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confortable de procéder ainsi, nous pensons que ces extensions présenterons une utilité pour des
applications ultérieures, non abordées dans ce travail. Nous pensons, en particulier, 3 une
éventuelle généralisation des méthodes de compiétions (hull methods) qui ont été appliquées dans
[5,12,13,14,22,30,31].

Nous noterons F I'’ensemble intuitif des formules du langage de ZFC ayant tous leurs
quantificateurs bornés (toutes leurs variables liées sont astreintes a évoluer dans un ensemble fixé).
Si A(xy,....,Xy) est une formule de F ayant au plus n variables libres xi,...., X, , si aj,....,a,
sont des ensembles et R une relation binaire nous noterons Ag( ay,...,a, ) la formule obtenue en
remplacant chaque occurence des X; par a ; et chaque occurence de € par la relation R.

Soient M et M’ deux ensembles, R et R’ deux relations binaires sur M et M respectivement,

nous poserons :

Définition 1:
Nous dirons que ( #1°, R’) est une i-extension de ( M, R) ou, plus simplement, une extension de
(M.R) si il existe une injection, i, de M dans M telle que, pour toute formule A(Xy,....x,) de ¥,

avec n variables libres et tous aj,...,apdans M : Apg(ay,....ay) = Ap{i(ap.....i(ay) .

Dans ce cas, nous écrirons : (M,R) —; (M’,R) ou, (M,R) - (M’ ,R’) si aucune ambiguité n’est &
craindre. Si R et R’ sont les relations d’appartenance sur M et M’ respectivement, on écrira plus
simplement M —; M’ ou, M — M’. Si on a une extension (M.R) —; M".R), si A(xy,....xp)
est une formule de F, etsi ay,...,a, € M, on dira que I'énoncé Ag«(i(aj),...,i(ay) ) est le
transféré dans (M’,R") de Ag(ay,..., a,) ou que Ag«i(ay).....i(a,) ) a été obtenu en appliquant a
Ag(ay,....ay) la propriété de transfert .

Nous prendrons la liberté, tout au long de ce chapitre, de désigner par le méme symbole “€”, le
prédicat d’appartenance de la théorie des ensembles, et les relations d’appartenance sur M et M.
Supposons construite une suite 25, 35, .., S, ..., %S . d ensembles, telle que :
IS =S — 2§ — 3§ ... - WG ...
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Sii et j sont tels que i < j < w, nous noterons, pour tout X €IS, ix I'image de x dans iS sii<j,

et nous poserons ix = X . On aura donc, sii=j=ksw, pour toutx €i5, k(x)=kx.

Définition 2:
Si A et B sont des éléments deiS, etsif: A — B est une application , nous dirons que f est une

application ‘interne de A dans Bsif € S.

Si Y et Z sont deux éléments de iS on montre, en transférant dans iS I'énoncé correspondant
sur S, qu'il existe un ensemble, élément de iS que nous noterons (YZ), ;. et tel que:
() VfeiE (fe(YD,,, = (festune applicationinterne) deZ dansY))
On démontre par transfert également que:
(2) SiA etB sont des éléments de iS etsii<j onaalors: (AB)j.int =i(AB)
() VoneiNBFelS VteilS (telfy = (teilNettisn)).

On peut alors poser les définitions suivantes:

Définition 3:
Si F €18, nous dirons que Festifini si: An € N Af € (FF); ;. (€ est une bijection).

On démontre par transfert, quesi i<j alorson a:
4 VFeiS (Fifini e IiF ifini ).

* Nous noterons par P 'ensemble des poly-indices entiers non nuls, strictement croissants,

P ={@Lp2.p) eN*XN"X. . N*:keN* pi<p2 <.<pk}
*SiP = (p1, p2,.. pk) € P, si A € G, PS et PA sont des écritures abrégées pour les produits
cartésiens : P1S X P2§ X... PkG ) et PIA X P2A X... PKA respectivement . On aura donc, en
particulier, pour toutp € N*, ®S =pS et(PA =rA .
* Si P = (pt, p2,.. pk) € P, nous poserons s(P) = Sup{ p1, p2,.. Pk }= pk.
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* SiP=(p1, p2,.. pk) € P, si A = (A1, A2,..,Ax) et B = (B1, B2,...,Bk) sont deux éléments de
PG, nous écrirons A |< Bpour (A1 CB1) et (A2CB2) et... (AkCBk),
si x = (x1, X2,...,Xk), nous écrirons X |€ Bpour (x1 € Bi)et(x2 € B2)et... (xx € Bx).
*SiP=(p1,p2..pk) €P , si x=(x1, x2,...,xx) € PS etsij> s(P), nous poserons

ix = (ixy, ix5,...J%}).

Remargue:  Dans ce qui précéde, x n'est pas en général élément d'un iS (aveci=<j), ix
n’est donc pas I'image de x dans IS , pour une extension iS — iS toutefois, dans le cas ot les
coordonnées de x sont dans un méme iS aveci < j, nous savons démontrer que (X, ix,,...ix,)

est limage de (x1, x2,...,xk) dans I'extension iS — iS. La notation est donc cohérente.

Définition 4:
Si P = (p,, ps-.- p) € Petsi F=(F, F,,.. F) € PS, nous dirons que F est Pfini si chaque
coordonnée F; de F est Pifinie.

Définition 5:

Soient P = (p;, ps,-- p) € P, si s et j sont des entiers tels que tels que s(P) <s <j, B€ S
etb €iS. Si A €iS etb © (A)K*!, (ondira que b est une relation (k+1)-aire jinterne sur A )
nous dirons que b est P concourante sur B danssS i,

VFePS ((F|c BetFPfini) = Ay esS Vx|eF ¢xjy)€b ).

Pour P = (1) et s = j, nous dirons plus simplement que b est concourante sur B.

Avec b, B et A comme dans la définition précédente et i < s < j nous poserons:

Définition 6:
Nous dirons que b est B-idéalisable dans sS si, Ay € SE V x |€ B ¢x/y) € b ).
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Soient des ensembles 2M, 3M, ..., PM...., "M ,telsque M = 2M — M - > WM,
On notera F(p) la famille de formules telle que :
| si x ety sont des variables ou des élémentsde "M, (x €y) estdans F(p),

si F et F’ sont dans & (p) alors, F A F’ et - F sont dans & (p),

siXe€dM,avecpsq=w , etsila formule F(x), ol x est une variable libre,

est dans &F (p), alors 3 x € X F(Wx) est dans & (p). Nous dirons que les formules
de &(p) sont des _p-formules sur WM.
Le résultat principal est le suivant :

THEOREME :
Pour tout ensemble S, il existe une suite d'ensembles, 25, ..., PS..,%S, ... telle que :

) §=18 > 28 - 3§ ... = WS...
i) SiP=(pt p2. pt) €P etsi Iss(P)<s=j, alors pour tout B € FS et toute relation
(k+1)-aire b €5 :
b est Pconcourante sur B dans S si et seulement si b est B-idéalisable dans*S.
iii) Si p = w et si E(y) est une p-formule sur S avec y comme seule variable libre, alors :

VZePS Y €EPS VxePS (x€Y = teZAEMx))

Nous dirons que 25, ..., PS..,*S, .. est une suite d'extensions successives ajustées de S.
On pourra trouver démontrée, sous différentes formes dans [1,4,17,22], et avec des notations
différentes des notres, l'existence pour tout S d’'un ensemble 25 tel que :
) S— 25,
iii) pour tout B € S et toute relation binaire b € 2S: b est concourante sur B dans
2S si et seulement si b est B-idéalisable dans 2S.
En réalité on a méme un résultat plus général (voir [22]) : B peut étre une partie quelconque de
25, B n'est pas forcément interne (élément de 25 ). Bien siir, pour énoncer dans notre langage une
proposition correspondant a celle qui figure dans [22], il nous faudrait généraliser les définitions 5

et 6 au cas ou B n’est plus interne .
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Chez les auteurs cités précédemment, 2S est une ultrapuissance bornée de E selon un F.~bon
ultrafiltre, K. étant un cardinal supérieur 4 card(S ). La notion de JK-bon ultrafiltre et ses liens
avec la saturation des ultrapuissances ont été étudiés par H.J.Keisler, {17,18], en particulier il a
établi P’existence de <X.-bon ultrafiltres pour tout cardinal infini. Un énoncé plus précis de son
théoréme d’existence est donné dans [17,22] et démontré dans [17]. Rappelons la définition des
A ~bon ultrafiltres.

Si I est un ensemble infini, et si JA. est un cardinal , nous dirons qu’un ultrafiltre U sur I est
A~bon si:

a) il est d-incomplet,

b) si card( X ) < K et si f est une application croissante du filtre de Fréchet ¥¢(X)
sur X dans U alors, il existe une application h de ¥v (X) dans U telle que pour tous F et G dans
Fr(X ), h(F) C(F) et h(FNG) = h(F) N h(G).

Démonstration du théoréme.

S étant donné comme précédemment, on se donne un K -bon ultrafiltre U sur un ensemble I,
avec K > card(S) . Pour construire les extensions successives de S vérifiant les trois propriétés du
théoréme principal, nous avons choisi de travailler dans un univers suffisamment riche pour
contenir S et I, qui soit un ensemble, et qui soit fermé pour les opérations ensemblistes usuelles,
intersection, réunions passage a I'ensemble des parties . Cela impliquera qu'’il sera stable pour les
produits cartésiens, qu'il contiendra U etc.... La superstructure compléte X batie sur un ensemble
T contenant S et I fera I'affaire.
L'univers X étant choisi une fois pour toutes, nous construirons suite X, 2X,-- PX,~WX.., telle
que X — 2X — .. pX -.—> WX — - et vérifiant de plus, pour toutp € N, PX = U ¢y 7Ty

( PTy, est une écriture simplifiée pour P(Tp), qu'il ne faut surtout pas confondre avec (FT), ! ).

Les ensembles 25, PS,--WS--, seront les images de S respectivement dans 2X,-- PXo-- WX

11 nous faut donc:

a) construire 2X,- PX--- WX,
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b) vérifier les conditions i), ii) et iii) pour la suite 25, PSs---WG.--.,
a) Construction de la suite 2X,~~ PX»----WX.-..

Soitp = 1, si p > 1, supposons que nous ayons construit 2X,- PX tels que X — 2X — --pX
et pourtoutk<p, ¥XX=U, ¢y ¥Tp, construisons?+1X A partir de PX.
Six € iX aveci <p, notons Px I'image de x dans I'extension iX — PX. Nous conviendrons de
poser ix = x
Construisons d’abord un ensemble p*! X', et une relation binaire €p+y SUT Pl X’; tels que
¢X,€) = (X', €0 ).
Pour cela, nous définironssur U, ¢y P[(Tp)l], deux relations binaires notées respectivement
“pp" et “=," en posant, pour tousf, g € Uy ¢y PI(Ty] :

fp,g = {i€Pl; f() g} erU,

fe=8 = {i€Pl; f@ =g} erPU.

On démontre sans aucune difficulté que la relation =, est une relation d’équivalence, grace aux
propriétés suivantes, qui sont des propriétés des filtres si p = 1, et qui s'obtiennent en transférant
ces propriétés dansPX sip>1:

a) Pl € PU,
b) (uerU etverU) = uN v €PU),

¢) VwerX [ (HuePU (ucwcrl)) = werU ].

sife U neN P[(Tn)l], nous noterons cl(f) la classe d’équivalence de f pour =, nous
noterons P*!X’ ensemble des classes d’équivalences. La relation p, €tant compatible avec la
relation =, vérification immédiate, nous définirons ensuite une relation binaire €, sur P*'X’en

posant: Pour tous fetgdans Uy ¢y P[(TH], cl(D €,y () = fp, g.

Six € PX, alors I'application constante x :PI — PX, telle que x(i) = x pour touti € PI est
dans PX ( utiliser pour le démontrer, le transfert dans 'extension X — X de I’énoncé dans X :
VxeTy df e Ml Viel(Gx) € f) ).
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On peut donc définir une injection i, : PX — p*1X’ en posant, pour tout x € PX, iy(x) = cl,(0).
Nous noterons : Red p(XI) = Un €N P[(Tn)I]. On a alors,

PROPOSITION 1 :

eX,€) =i, (P X,€,,).

La démonstration est une conséquence immédiate du lemme suivant:

LEMME 1 :
Si A(X,, X;,...,X, ) est une formule de ¥ ayant exactement n variables libres, si £ L;....L, sont

des éléments de RedP(XI), alors ona:

La premiére équivalence, qui est clairement vraie pour les formules élémentaires, de la forme
X{ € X, par définition de de la relation €, , se démontre sans la moindre difficulté par induction
sur la complexité de A. Démontrons la seconde équivalence.
Dans le cas ou p = 1, le lemme est une propriété bien connue, que 'on peut démontrer en reprenant
. par exemple, la démonstration de L.Haddad dans [11], bien que celle-ci concerne des
ulrapuissances non réduites. Ou en adaptant la démonstration du théoréme de LOS donnée dans
[1]. Sa preuve, par induction sur la complexité de la formule A( X, X;,...,X, ) , ne présente pas de
difficulté majeure. Pour le cas ou p > 1, on utilise le transfert dans I'extension X — pX. Soient
f, fp....f, deséléments de Red M(X!); a cause de Iinclusion des Ty, on peut supposer que tous
les f; sont dans un méme P[(Tm)I] or, le lemme étant vrai pour p = 1, on peut écrire : (1)
Vi €Ml VE e Tpl..VE, € (Tl
[Api (fi. £ fy) = HueUViel (A (fi@). 50),.L, @) < icu)]
Bien que p, ne soit pas un éiément de X, son domaine est X tout entier, on voit en remplagant dans
Ap; (f). f.....£) chaque occurence d’une sous formule de la forme f p, g par la formule

dveUViel (f(i) € g(i) = i € v), en transférant dans PX I’énoncé obtenu et en remplacant
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ensuite les sous formules de la forme dv € PU Vi € I (f(i) € g(i) = i € v) parf p, g, que (1)
équivauta :

Vi, e (Tl V£, € (Tl ...V £, € A(Typ!

[App (1, fa.dp) = HuePUVierl (A (fi(), fr0),...fr @) = i€u)]

Ceci achéve notre preuve.

‘monstrat 2 tion

est faux et Pl tout entier si A( a,,...,a, ) est vrai. Comme, des deux ensembles @ et P, seul le
second est élément de PU, Ap, (a,, a,,......a, ) est vrai si et seulement si A( a,,...,a, ) est vrai.
Donc Aepﬂ( ip(a[), ip(az),....,ip(an) ) est vrai si et seulement si A(a,, a,,...,a,) est vrai. La

proposition 1 est donc établie.

Propriétés de P*1X’:

1- Pour tout x € P+1X’ il existe n € (N tel que x €51 1p (Tp) -

2-Si X €4 i5 (Tp), avecn >0, six €, iy (To) etsit €, x, alors t €5, i, (Tp-1)-
Démonstration :

1-Soit x un élément de P*!X’, par définition, il existen € N et ¢ € P(TnI) tels que x = cl(®).

{i € P1/ (i) € PTy } =PI € PU donc, cl(@) €, cL,(°Ty) par définition de €., . On a donc

X €5y iy (Tp) , ce qu'il fallait démontrer.

2- Si t €y, X, il découle de la propriété 1 que t €p+1 i, (Tm) pour un certain entier m. La
propriété 2 s’obtient par transfert dans ( P*!X’, €p+1 ), au moyen de iy, pour n > 0 de I'énoncé :

VteET VX €T - To((teEx)=t€Th.1).
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On identifie ensuite P*!X’ 4 une partie P*!X de la superstructure compleéte X, | bétie sur P*IT, et
la relation €, sur p+1X’ 3 Ia relation d’appartenance sur P*1X.

On procéde dela maniére suivante, en construisant une injection ,

jp :P+lx‘ _.xp+l enposant:
jp(x)=xsix€p+,ip('1')
jp(x)={jp(t):t€P+1x}, six €P+l l.pm .

1 découle des propriétés 1 et 2 précédentes que j, est bien définie. Il est clair , d’autre part, que
pour tous X ety dans P*1X": j () €j,(¥y) = X €pyyY.

Posons P*1X =j (P*1X’). Si on définit ensuite une application injective :

hy; pX — priX,

x = P*ix =j; oi, ().

On a alors : a) pIX=U,en PTy
b) X ~hp pr1X.

Démonstration de a) :  Sit € P*1X alors, par définition, il existe x € P*1X’ tel que t = j,(x).

D’apres la propriété 1 de P*1X, x =iy(s), avec s dans un Ty, Donct = j, 0i(s) =P*ls.

Comme s € Ty, implique P*!s € P*!Ty,, onat € P*ITy.

Démonstration de b) :  Pour toute formule A( Xy, X,,...,X;) de F ayant ses variables libres
parmi X,, X,,...,X, , €t tOUS a,. a,,.....,a, éléments de PX on sait, d’aprés la proposition 1, que
Iénoncé A(ay, a,,..., a,) est équivalent & Ag,.((iy(a)), i,(az),. .. ip(ap)). Il reste donc a
établir l’éciuivalence : Agpr1(ip(ay), (@) ip(ay)) = A( prla;, prla,, .., Ptla ).

Pour établir cette derniére équivalence, pour tous a,, a,,.....,a, dans PX il suffira d’établir que,
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pour tous by, b,,.....,b, dans pP*1X’, ona :
Agp+1( by, bgyeeiiby ) = A(jp(by), jp(B2)s---ip(by) ) et de voir que , pour by =i(ay), ona
par définition j,(by) = P*!ay. C'est cette derniére propriété que nous allons établir maintenant.

Cette propriété est vraie pour les formules élémentaire de la forme A(X;, X;) =(X; €X,). En
effet, si b, b, sont deux éléments de P*1X|, alorson a: Ay ( by, b)) = (b €54 by), Or
(By €511 By) = (iglby) €1 0)) = Alpby)p (b)) (Par défimition).
Si A( X, Xp,-..X, ) €t B( X{, X;,...,X, ) sont deux formule de F ayant leur variables libres parmi
Xy, Xg,...yXp , Si pOUT toUS by, b,,.....,.b, dans P*1X" , I'équivalence est vraie pour chacune
d’elle, alors il est immédiat qu’elle sera vraie également pour — A et pour A A B. Supposons
maintenant A( x;, X,...,.X; ) = d X € X; B(X, X,,...,X; ) et que la propriété est vraie pour la
formule B. Donnons nous by, b,,.....,.b, dans P*!1X", alorsona:

En utilisant, la surjectivité de j; , et les équivalences , (X €. by) = (jy(x) € jo(by))et
Bepri( X, byyeneeisby ) @ B(jp(X), jp(b2),...0jp(by) ) » on voit que

g x € PHIX"((x €p4y b)) ABgpey (X, bypeeisby ) ) = H X € (1) B(X, jp(02)s--aip(by) )-
Le membre de droite étant identique a A( jy(d,), j(b2),.-.jp(by) ) , ceci termine notre preuve.

Avant de passer a I'étape suivante, il nous faut établir une propriété des ensembles Pfinis, dont

nous nous servirons par la suite.

Propriété :
Si F € P X est Pfini alors : pour tout m > s(P), X |€ ™F si et seulement si il existe un t |€ F tel que
X = mg,

Nous allons d’abord établir la propriété pour k = 1. Soit P = (p), et soit, pour F Pfini I'énoncé,
Vxe€mFdte F(mt =x ). Montrons que sa négation conduit a la une contradiction , cette

contradiction s’écrivant :
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vfinF((Ax e MFVte F(Mt +x)) = Ax e FVte F(t #x)). (E(pm))

11 est tout a fait clair que ceci est une contradiction car, x € F et Vt|€ F(t #x) impliquent
x+x!!
Montrons par récurrence que 'on a E(p,m) pourtouspetmtelsque 1 <p <m.
) E(1,2) est vrai : Soit F un ensemble Ifini de 1S, autrement dit, une partie finie de S. L'énoncé
Hx € FVte F(% #x) équivauta:
HEeFlVte FHu@) € U Viel ((t #EG)) = i€u)).
Soit v = [N,cpu(t); F étant fini, on a v € U donc, v # &. Prenons un i dans v et posons E(i) = x.
On a alors t # x pour tout t € F. E(1,2) est donc démontré.
B) Pour tout p, E(p+1,p) est vrai :
E(1,2) équivaut a :
meF((HﬁeFIVteFHu(t)eU Viel ((t +80) = icut)))=dx€FVteF(t *x))
Transférons dans PX ce dernier énoncé, on obtient :
vPfin F (@€ eP(FI) Vi € FAu(t) EPU Vi €PI((t #E@) = i €ut)))=Tx € FVt e F(t # x))
Cet énoncé équivaut a :
yofinF((Ax € PPIFVte F(P*lt #+x)) = dx € FVte F(t #x)).0Onadonc E(p+l,p).
y) Si E(m,p) est vrai, alors E(m+1,p) est vrai.
E(m+1,p) s’écrit :
vefinF ((dx e mtIFVte F(M*l +x)) = Ax € FYte F(t #x)),0u
vofinF((Ix e M IFVie F@* (M) +x)) = Ix e FVt € F(t #x)). Mais 'hypothése
de récurrence implique que ™t parcourt tout ™F quant t parcourt F donc, E(m+1,m) équivaut a :
VoinF((dx e M IFVtemF (Ml +x)) = dx € FVte F(t #+Xx)).ceténoncé est vrai,
il découle de E(m+1,m) appliqué a I'’ensemble ™fini , MF. Ceci achéve notre récurrence.

Sik > 1, soient P = (p1,...pk), F = (F1, F2,.. Fk) une partie Pfinie de PX , m > s(P), donnons
nous X = (X;, X,,..., X¢) |€ MF = ( mF,, mF, . mF,). Chaque F, étant Pifini, d’aprés ce qui
précede il existe, pour chaque indicei, un t € F; tel que x; = ™; . On voit que, si on pose

t = (t;, t5,..., ), on a bien x = Mt
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b/ vérification des trois conditions du théoréme principal:

) vérification de la condition i) .

Si on définit les iS, comme plus haut alors, si on note pour tout p, h', la restriction 4 PS de h,,
alors, h,(°PS) € P*!S car, pour toutt € PX, comme PS € PX ,sit € PS onaP*lt € p*1§
donc : six =hi(t) avec t €PSona ,x = hy(t) =p*!t € P*ISG,

On voit immédiatement que h', : PS — P*!S est une extension.

B) vérification de la condition i) .

On sait que que, si U est un K-bon ultrafiltre sur I, avec K> card(S ), alors si on pose, pour
psw,PS=U_ ¢ PEp, onauneextension S — 25, avec idéalisation et saturation. Cela
implique que, * pour toute relation binaire b € 2S et tout B€ S, b est concourante sur B dans 25
si et seulement si elle est B-idéalisable dans 2S”. L'idée de départ est la suivante : si on remplace
I’énoncé entre guillemets par un énoncé équivalent dans X, puis on transfére ce dernier dans pX.
L'énoncé ainsi transféré équivaut a ” pour toute relation binaire b € P*1S et tout B€ PS, b est
concourante sur B dans P*1S si et seulement si elle est B-idéalisable dans P*!S”. On a donc
immédiatement ii) dans le cas P = (p) et q = p+1. C'est un peu plus compliqué pour le cas général
mais les principe de base restent les mémes .

La suite de notre démonstration nécessite deux lemmes.

Le lemme 3 est un corollaire d’'un résultat plus général que 1'on peut trouver énoncé et démontré
dans [22], théoréme 1.6.3. Sa déxponstration n’étant pas évidente, et afin d’avoir un texte

auto-contenu, nous en donnerons quand méme une preuve .

LEMME 2 :
Soit U un ultrafiltre sur un ensemble 1 et A un cardinal infini; si U est un K -bon ultratiltre
alors, pour tous ensembles Y et Z et toute application
B € (FYXZ) et tute partie A de Y! telle que card(A ) < K. on a:
(VIMFcAdgeZl vicF(iel / (fi),gd))eB@)} €U) -
g €eZL VE€A (i€l / (£, f)) €Bi)}) €U
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Deémonstration:

Soit X un cardinal infini , U un &-bon ultrafiltre sur un ensemble I et A une partie de YI telle
que card( A ) < K. Introduisons quelques notations.

Sif € A, g € ZI etsi F est une partie finie de A nous définirons les parties de I suivantes:

u® ={iel / Ay eZ(fG).y)€B@ ),
v@® = N er o,

ufg)= (i€l / (f@.gD)eB®},
uE.g) = (repucte).

I nous faut donc démontrer que,

(VinFc AdgeZl (uFgeU))= df ezl VfecA (ufg cU).

Supposons doné vérifié le ’premier membre de I'équivalence. U K -bon implique que U est
d-incomplet donc, il existe une suite (I(n)) d’éléments de U telle que

ﬂ n € N I(n) = 8. Si F est une partie finie de A nous poserons v(F) = A - F. Avec ces notations,
nous pouvons défiir une application ,

p:Fr(A)- U enposant, pour tout v(F) € Fr(A),

P(v(F) = uw(F) N I(card(F)).

Comme u(F,g) < u(F) et u(F,g) € U on a bien u(F) € U et donc h(v(F)) € U.

Il est immédiat que p est croissante aussi, d’aprés la définition des K. *-bons ultrafiltres, il
existe une application multiplicative, h: #r( A ) — U dominée par p.

Pour chaque i fixé dans I posons Bj={ f € A / i € h(v({f])) }. Montrons que si on pose n(i)
=Max{ k€N /ielk) ] alors, card B;j = n(i). Supposons qu’il n’en soit pas ainsi il y aurait
alors une partie finie F de A telle que card(F) = n(i) + 1 et F C B;. Pour toute fonctionf € F,i €
h(v{f}) donc en tenant compte de la multiplicativité de h;

i € Neeph(v({f})) =h (Ngep v({f})) = h(v(F)).
Comme h(v(F)) € p(v(F)) < I(card(F)), cela contredit la définition de n(i).

Bjestdonc finietsilonpose Yi={y €Z /Vf € Bj(f(@i),y) € p (@)} alors, Y; # 8. En effet il

découle de la définition des B; et de la multiplicativité de h que
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i € h(v(B}) C p(v(B)) = I(card(B)) N u(B) ;
donc, i € u(B;j) etdonc,3y € Z / Vf € B; (f(i), y ) € B (i) ce qui montre bien que Yj est non
vide.

Pour terminer on se donne une fonction f,, € Z! telle que pour touti € I £5(i) € Y; (une telle
fonction existe grice a la non vacuité des Yj et a I'axiome du choix ), et on montre que f, posséde
la propriété souhaitée. Dans ce but prenons f € A eti € h(v({f})) on a alors
f € By donc (f(i),fo(i)) € B(i). L’ensemble u(f,f,) contient h(v({f})) qui appartient 3 U donc:

u(f.fy) € U ce qui achéve notre démonstration .

LEMME 3 :
Si P=(p1, p2,.. pk) € P, qetrsonttels que | <s(P) <q =r , alors pour tout B € PS et toute
trelation (k+1)-aire) b € X on a:
b estPconcourante sur B dans X = b est B-idéalisable dans 9X.
Dé son:

Notons I(P,q,r) 1a proposition que nous voulons démontrer. Nous ferons une démonstration par
récurrence. Les étapes de la récurrence seront les suivantes :
a) On démontre 1((1),2,2).
b) On démontre I((p),p+1,p+1) pour tout entier p.
¢) On établit que, pour tous P et q tels que s(P) < q, I(P,q,q ) implique I(P, g+1, q+1) .
d) On établit que, pour tout P et tout m tell que (P,m) € P, I(P,s(P)+1, s(P)+1 ) implique
I((P,m), m+1, m+1) ce qui, avec b) implique que I'on a I(P,s(P)+1, s(P)+1 ) pour tout P .
¢) On établit que, pour tous P, q et r tels que s(P) <qsr < w, I(P,q,r) implique I (P, q, r+1)
ce qui, compte tenu de b), ¢) et d) , implique que 'ona I(P,q,r) pour tous P, q, ett tels que

s(P)<qsr.

------------------------------------------------------------------

a) Montrons [((1),2,2) :
Comme B € S et card(S ) < X, ona card(B)) < K donc, si A est 'ensemble des applications
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constantes de I dans B, card(A) < K. Puisque b € 2X, il existe un entier n tel que
b € 2T, X 2Ty, et une application B € (P(Ty X Ty ) telle que b soitla classe de B modulo U. Il
suffit donc d’appliquer le lemme 2 avec Y = Z = Ty et A, P ci-dessus puis de remplacer les
expressions :

dgez! VxeF{iel / (xg())€Bl)ecU et,
df,eZl VxeB { i€l / (xfy)) € Bl ) €U respectivement par :

dy €Ty, Vx€F(%x,y)€Db

dy € 2T, Vx € B(2x, y) € b pour terminer la démonstration .

b) Soit p est un entier quelconque, on exprime d’abord dans X P’équivalence pour P = (1) pour

tous B et b vérifiant les conditions de '’énoncé . On obtient, n et m étant des entiers:

V¥ B€ Ey VB C (T X Tyl

[(VODFcBAfe(Ty) VxeFdueUViel [(x,fl))€Pi) =icu])=
(Afe(Ty)VxeBAueUViel {(x,f@))epd) =icu])]

On transfére ensuite dans PX ce dernier énoncé ce qui donne :

VB € PEy VB C P((Ty X T

[(vPiinF c BAf e p((Tp)) Vx e FHu e PU Vi € PI[( x.f(l) € Bd) = i€u])
= (df ep(Ty))Vx e BAu €U Vi€ PI[(xf()) € B{) = i€ u D]

Ce dernier énoncé équivaut a:

V Be PEp Vb © PHT X PHIT,

[(VPfinFcBAy e T, Vx € F(P*ixy) €b) = (Ay er*!Ty Vx e B@*lxy) € b)].

Ceci achéve la preuve du b).

¢) Supposons I(P,q,q) vérifiée pour P = (p1, p2,.. pk) € P etq € N* telsque ques(P)< q.

Soient B € PS etb € a*1X. Il existe un entier n tel que b © (TK*! .On en déduit que b

est la classe modulo"U d'une fapplication B telle que B < *(Tp)X+ D).

L'énoncé ( b Pconcourante sur B dans 9*1X ) est équivalent a 'énoncé ,

(1) VPfinF | BAf € ((Ty)) Vxje FIu € aU Vi€ A [ (x,f() € Bi) =i€ul

Soit la drelation binaire b € 9X définie par :

xHED = (xedTyAf € ((Ty)h) AHu €W Vi€ A [(x,LG) € Bl) = i€ ul),
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la relation (1) exprime que la ‘relation binaire b est Pconcourante sur B dans aX; d’aprés
I'hypothése de récurrence cela équivaut & Pénoncé (b est B-idéalisable dans X ) qui s’écrit,

Af € ((Ty)H) Vx € BHu € U Vi € 9 [(X,%(@)) € (i) = i € u] etest équivalent 3,

Hy € a*1T, Vx € B (@*!x,9*ly ) € b) qui exprime que b est B-idéalisable dans 9X. On a donc
I(P,q+1,q+1).

Corollaire 1 :

Si I(P,s(P)+1,s(P)+1) est vraie, alors I(P,q,q) est vrai pour tout q tels que s(P) <q.

Corollaire 2 :

Si 1 <p<m, alors on a I((p),m,m).

d) Supposons I(P,s(P)+1, s(P)+1 ) vérifiée pour P € P et montrons que si (P,m) € P, alors on a
I{(P,m),m+1, m+1 ).
Soit k le nombre de coordonnées de P. Soient B € PS, B’€ mS et une relation (k+2)-aire
b € m*1X. Il existe un entier n tel que b € (M*!T)k*2 | b est donc la classe modulo MU d'une
application Minterne B, telle que B < ™((Ta )k*z)l).
Montrons que si b est (P.m)concourante sur (B,B’) dans m*!X alors b est (B,B’)-idéalisable dans
m+iY |
L’énoncé ( b (P.miconcourante sur (B,B’) dans m*1X ) est équivalent a
(1) vPinF |cB [ vminf' ¢ B'dy € mIT, VX’ € F (Vx |€ F(m*Ix, m*Ix'y) €b)].
Compte tenu d’une propriété des ensembles Pfini démontrée plus haut (1) équivaut a
(2) VPnF |cB [ ymfinf' ¢ B'Ay € m*IT, VX' € F' (Vx € m™IF (x, mIx’y) €b)].
11 découle de (2) que la relation binaire (m* Dinterne B(F) définie par :
(ty) €b(F) = t€ m™IT, A y € ™IT, A (Vx € ™IF (x, m*Ix’y) €b ) est Mconcourante sur
B’ dans m*!X. Aprés avoir vérifie , en utilisant le transfert, que cette derniére formule définit bien
une relation binaire de m*!X, on peut déduire, en utilisant le corollaire 2 du c) que cela équivaut a
I'affirmation que EXF) est B'-idéalisable dans m*1X. On a donc I'énoncé équivalent a (2) :
(3) VPiinf |cB [ dy € ™IT, VX' € B’ (Vx € mIF (x, mIx"y) €b )], ce qui équivaut a :
(4 VPInF |cB [ Ay € mIT, Vx |e F (V X € B(@*lx, m*ixy) €b)].

Nous allons maintenant, pour pouvoir appliquer I'hypothése de récurrence, exprimer modulo mU,
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I'énoncé entre crochets, on obtient :

5) VPﬁnFch[Hf eM(Tp)) Vx1eF(Vx e B HuemU Viem [(™x, x, (i) € Bi) =ic u])].
Soit, la relation (k+1)-aire Minterne b’ € mX définie par :

tHe bFE) =

te (MTKA fe™(Ty))A (VX eBHuemU Viem [(x,X,f(@) € ) =i€u]).

On vérifie sans peine, en utilisant le transfert, que cette derniére formule définit bien une relation
(k+1)-aire_de mX!

On voit que I'énoncé (4) exprime que la relation b’ est Pconcourante sur B dans mX et, grace &
I'hypothése de récurrence et au corollaire 1 du c), cela implique qu’elle est B-idéalisable dans mX.
On adonc:

6) 4f € m(Ty)h [ VxleB(VX eBduemU Viem[(mx,x, fi)) € B(i) =i€u] )],
qui devient, par “passage au quotient” :

(7) Hy e mIT, Vx|e BV X' € B ((mix, mIx’ y) €b)

Ce dernier énoncé signifiant que b est (B,B’)-idéalisable dans m*!1X , ceci achéve la partie d) de la

démonstration.

e) Supposons que I'on ait I(P,q,r) pour P = (p1, p2,.. pk) € P, et pour des entiers q et tels que
s(P) < q = r. Montrons que |'on a alors I(P,q,r+1) :

Soient B € PSetb € r!X. [l existe un entiern tel que b C (TK*1.0n en déduit que best la
classe modulo 'U d’'une rfapplication B telle que B C {(T)K+H).

L’énoncé ( b Pconcourante sur B dans 49X ) est équivalent 4 I'énoncé ,

(+) VPR jc BHy €T Vx|eFAue U Vied[(x,y) € Bli) =i€cul.

Soit la 'relation binaire b € rX définie par :

@YED o (xeTyayeTuadueUVied|[(x,y) € Bl =icul,

la relation (+) exprime que la Trelation binaire b est Pconcourante sur B dans 1X; d’aprés
I'hypothése de récurrence cela équivaut & I'énoncé (b est B-idéalisable dans 9X ) qui s’écrit,

dy €Ty Vx|e BdueU Viel [(x,'y) € B(i) = i € u] etest équivalent 3,

dy € 9T, V x|€ B (**!x,rly) € b) qui exprime que b est B-idéalisable dans aX. On a donc
I(P,q,r+1) . On en déduit que, I(P,q,q) étant vraie pour tous P et q tels que s(P) < q, I(P,q,r) est
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vraie pour tous P, g etrtels ques(P)<q < r.

Ceci achéve la preuve du lemme 3.
Fin de la démonstration de la condition ii)

1 suffit d’appliquer le lemme 3, avecb € rS. En effet,

sibeScX, siBePS,sis(P)<q<r, sibestPconcourante sur B dans aX,

alors b est Pconcourante sur B dans 95 , si b est B-idéalisable dans 9X, alors elle est B-idéalisable
dans 95 . Eneffet, si P =(p;, p3..., py) etsib CTEp X -+ X B est une relation (k+1)-aire de
1§ c rX alors pour tout x de PS, si (x,y) € b,on a'y € ‘Ep,.

Si d’autre party € X, onay € 9Ep,. Il suffit d’appliquer le transfert de droite 4 gauche dans

I'extension : 9X— X, 4 I'énoncé * Ty € *Epy, ".

y) vérification de la condition iii) .

Soit F(xy,Xj,...,X) un p-énoncé sur X , nous désignons sous ce terme une p-formule sur WX
sans variable libre, portant sur les éléments x;,X;,...,Xx de WX. Cet énoncé est équivalent 4 un
énoncé sous-forme prénexe, autrement dit, de la forme :
MQt; €X;Qxt; € Xy -+ Qp ty € Xy A(WEy,Wty,..., ", X1,X2,..4,Xk)
ol chaque Q; est un quantificateur, chaque X; un élément de PiX avec p < pis w, et
AWy, %,..., "y, X1,X2,...Xk) Un énoncé sans quantificateurs.
Pour chaque x; nous noterons d; = min {d € {p, p+1,..,w}/(IX € dX/x; =wx) }.
Si F est un énoncé de la forme (1) nous appellerons hauteur de F I'entier , |

hauteur(F) = Max{ py,p2,---.Pm» dy,d3,....dx }-

La hauteur d'un p-énoncé sur WX est donc supérieure ou égale a p.

LEMME 4 :
Si pswetsi E(x) est une p-formule sur WX avec une seule variable libre, x, alors il existe une
p-formule F(y) surPX ayanty comme seule variable libre et telle que :

pourtout s €PS, F(s) est un p-énoncé de hauteur p sur PX équivalent AE("s) .



Analyse Relative 155

Dé ration :
Soit E(x) une p-formule sur WX avec une seule variable libre , p < w. Pour touts € PS, la
hauteur de E(Ws) est un entier h indépendant de s. Démontrons qu'il existe une p-formule E’(y)
telle que, pour tout s € PS, E'(h-Is) soit un énoncé de hauteur h-1 sur b-1X équivalent 3 E("s) .
Nous aurons ainsi, en un nombre fini d'étapes, le résultat souhaité.

Soit F( x, Xy,...,X) = leti €X;Qyt; € X5 Quty € Xy A( Wt Wy,... .\ W, X, Xy, XK,
une p-formule sur WX sous forme prénexe, équivalente 2 E(x). Soits € PS , posons

h = hauteur( F(™s,x{,...,Xy)).

Supposons que h = pi; = pi; =...pi; = dj; =..... dj; >p. Laformule F("s, xy,...,Xy), que nous

pouvons écrire,

équivauta :
-Qiy tiy € Xiy...Qip tiy € Xip Qi tiy € Xip~ A(ht,..tiy,...y,...tip,...Mtm, ha1 . 8j, ,...8),..2X] .. ha1),
avec, pour chaque indice j, 4 aj = x;.
En revenant 4 la définition de X, on voit que 'énoncé précédent équivaut a 'énoncé de hauteur h-1
sur b-1X:
-Qiy Tiy € YiyL..Qip iz € Yipl Qi Yil - Bu eblU Vs ebli(seu =

APty .10y (8), . Tig(8), . Tip(s), ... 1m, P-lat..atj((8),... @i p(8),.- @ig(s)--. -1a1) ..

Ceci acheéve la preuve du lemme
Pin de la démonstration de la condition iii)

Si E(x) avec est une p-formule sur %S, alors on peut la considérer comme une p-formule sur WX
il existe donc, d’aprés le lemme 4, une p-formule F(y) sur PX ayant y comme seule variable libre
et telle que pour tout s € PS, F(s) est un p-énoncé de hauteur p sur PX équivalent aE(%s) . Il
découle de ce qui précéde que F(y) peut étre choisie de la forme :

F@) = Q;t, €C; Q,t, € C - Qy 4 € C; B(ty,ty,...,, ¥, 81,23,...,3g ) avec B sans
quantificateurs et C,, C,,... Gy, ay, ay,..., ag € PX. Soit PTy; contenant tous les C; et tous les ;.
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On voit que :

VX €Ty VXk €TpVx €Ty..VX €Ty

[VZeSAY €S Vs€S xe€Y = x€ZAQ ¢ € Xy Qt € Xy B(ty ,5,X 1 X)),
cela provient du fait que la superstructure S est compléte.

Transféré dans PX,, cet énoncé devient :

VX €PTy ..V Xy € PTqV x; € Ty ...V Xg € PTyy

[VZePS Y ePS VsePS (x €Y =x€ZA(Qit; € X Quty € Xy B(ty,....t,5,X 1, X))
On adonc:

VZePSAY €PS VsePS (s€Y = s€ ZAQut; € Ci Quy € C¢ Bty f,5.21,-39) ) )y

VZePSAY €PS Vs€PS (seY = se€ZA Fs)),
VZePSIAY €PS Vs€PS (s€Y = x€ ZA E(™s)), ce qu'il fallait démontrer.

B- Preuve de la consistance relative de RIST.

Nous pouvons maintenant donner la preuve de la conservativité de RIST. La conservativité de

RIST s’énonce :

METATHEOREME :

Tout théoréme interne de RIST est un théoréme de ZFC.

Dans notre démonstration, nous utiliserons comme modéle des extensions successives ajustées

de la superstructure compléte , S(a) , bitie sur ensemble transitif de la forme R(a) ol « est un
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ordinal , les ensembles R(a) étant définis par induction sur les ordinaux par R(#) = @ et pour tout
ordinal a, R(a) = U péa PR(n)). Nous considérerons I'axiome de fondation comme un axiome

de ZFC. Cet axiome équivaut 3 I'affirmation que tout ensemble est dans un R(a).

Voici, avec ou sans démonstrations, les propriétés des R(a) qui nous utiliserons au cours de notre

preuve.

© Si a est un ordinal limite, alors , R(a) = U ¢oR(W) .

< Si a est un ordinal limite, et si t; € R(a),..,tx € R(x), alors (t;,..,t) € R(a) .

Montrons le pour k = 2 . Nous montrons d’abors que si t est s sont deux éléments de R(x),
alors, il en est de méme de {t} etde {t,s}. Soient doncs et t deux éléments de R(x). On a
R(a) = U umR(p) donc, t € R(w), et s € R(u”) avec u' € aet u” € a. Si on prend p =
max{p,u"},ona: t € R(u) ets € R(u) donc, {t} € Q(R(p.)) et {ts} € 3)(R(p)), d’ou I’'on
tire, (t} € R(o) et {t,;s} € R(a). On en déduit que la propriété est vraie pour k =2 car t; € R(a)
ett; € R(a) impliquent {t;} € R(a) et {t;,t;} € R(a), d’ol on tire : (t;,t) = {{t1}.{t;,t2}} € R(w).
Pour k > 2, on a (ty,...t) = (t;, (t2,..1)) = {{t1}.{t;,(t2,--,tx.1)}}, la démonstration se temine

donc aisémant par récurrence. Cette propriété admet une réciproque immeédiate.

O SiAy, A,,..., A, sont des énoncés de ZFC alors, pour tout ordinal a, il existe un ordinal limite
B contenant & telque : (A; = A;RB) A (A, = A,RB) A.... (A, = ARB)),
ou A;R(B) désigne le relativisé 2 R(B) de I'énoncé A; (voir [19] p.67).

¢ Si a est un ordinal limite et * S(a) une extension de S(a) alors,

(z €*(PR(@)) Az *fini) = z € "R(a).

© Si a est un ordinal limite, alors pour tous x € “R(a) y € "R(a) et f € S(a), si f est une

application de x dans y et si x et y sont *finis, on a f € *R(B).
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Pour les deux derniéres propriétés, on démontre la propriété obtenue en supprimant les étoiles puis

on applique le transfert.

Démonstration du métathéoreme:

Soit A, un énoncé interne de RIST. Sa démonstration dans RIST utilise des axiome de ZFC en
nombre intuitivement fini, A,, A,...., A, et éventuellement les axiomes,SR.;, SR, , SR;, et
les schémas d’axiome (T), (I) et (S).

Remarquons que chaque fois que nous utilisons, dans une démonstration, le shéma d’axiomes
(), nous n’ utilisons en fait qu'un axiome I(x,..,ay;B,F) ou K(a,.., a; ), ol ay,..,ay, B
sont des niveaux fixés de standardicité et F est une formule interne; de méme, a chaque utilisation
de (T) on fait usage d’ug seul axiome T(a,F) relatif a un niveau a de standardicité et a une formule
interne F. De la méme fagon, quand on fait appel a (S), on utilise un axiome S{a, F) ou F est une
formule a-externe faisant intervenir un nombre fini de de quantificateurs externes Q,6!, ..., Qfm,
les constantes $,,.., B, étant toutes a-standard. Nous noterons u,, i,... By ;, les niveaux
distincts de standardicité utilisés dans la preuve de A, écrits par ordre décroissant de standardicité,

ce qui signifie que l'on aura —(p, S u)), (U3 SR 1) ey ~(ypy SR Hy.2)-

Soit & un ordinal tel que N € R(x) et soit B un ordinal limite contenant « tel que :
(Ag = ARBH A (A; = ARB) A....(A, = ARB).
Posons E = R(B), etsoit S(B) = 1S(B) — 25(B) — 3S(B) -~ — WS(B). w extensions
ajustées successives de S(B)
Pour tout entier p nous noterons: PE={%x/x €PE}.
Il découle de la définition des PE pour I sp<wquel'ona:!lEC2EC.....cVE . Six € VE,
nous noterons : p(x) =min {p € N/x € PE }.

Nous définirons sur WE deux relations binaires $4 et § en posant pour tous x et y dans YE:
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xyeEH = xecy,
xy) €8 = p(x s p@y).

Aux constantes i, H,,... Hy,.1, ON peut associer des éléments a,, a,,... a,_;, de VE tels que, pour
tout couple (,j), w; SR u; sietseulementsi p(a;) < p(a;); il suffit de prendre a, € IE et,
pouri > 1, a; € iE \ i-1E . On aura donc pour tout i, p(a;) =i. A la constante [N qui apparait
dans la formulation du principe d'idéalisation (implicitement, dans les sous-foﬂnules de la forme ”
x fini"),
nous ferons correspondre I'élément WN de WE.
Soit la réalisation M> = (VE, &4, §, a,, a,,... a,;, "IN ) de domaine YE dans laquelle le prédicat
" €* d’appartenance est interprété par la relation &4 , le prédicat de Wallet est interprété par la
relation S, les constantes p,, py,... iy, ; €t [N respectivement par les éléments a,, a,,... a,, ; et "IN
de VE .

Nous allons montrer que M est un modéle du systéme d’axiomes X constitué par, A, A,....,
A, S8R, SR, S8R, ainsi que tous les axiomes de la forme I(ay,..,a;B,F), Kay,.., ay 5,
F), S(a,F) ou T(a,F) utilisés dans la preuve de A,.

a) A, A,, ..., A, sont vrais dans M:

En effet pour chaque A, , si nous notons (A;),, l'interprétation de A; dans M;ona:
VR(B) R(B) o s
(A.l )w = (Ai) - Al - Ai . La premiére équivalence s’ obtient par transfert, la seconde

découle du choix de 8.
b) Les axiomes SR, SR, et SRA; sont vrais dans M
En effet, ces axiomes ont les interprétations suivantes dans M

Pour SR: VxevYE p(x)sp®y)
pour SR,: Vxe“EVy€evE (pX)sp(y)) vV (py)=pX)),
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pour SRy Vx € VEVy € VEVz € YE ((p(X) =p()) A (PW)<P(2))) = p(X) =P(2)),
qui sont des énoncés démontrables 3 partir des propriétés des PE citées plus haut.

b) Montrons que pour toute formule F(x, t;, t;,..., t) interne avec X, t;,..., t comme seules
variables libres 'axiome T( a, F) = V2, ..V, (Vax F(x,t;,..t) = VXF(xt,..t)),

est vrai dans M. Puisque o est un des p, il lui correspond un élément a, € iE , si on interpréte
1a constante a par a;, l'interprétation correspondante de T(a,F) dans M équivaut a:

Vit €iE. V€ iE(VXEBF (X,t,.4) = Vx € ¥E F(x,%t,,."t) ).

L'implication entre crochets est vérifiée pour tous t,,...t; €.PE grice a la partie i) du théoréme

principal du chapitre 2-A ; T(a,F) est donc vrai dans M.

¢) Montrons que, si a,,..,a et § sont dans la liste des w;, alors pour toute formule interne F ayant
X ety comme variables libres et éventuellement des paramétres, 'axiome I(a,,..,0:B,F) =

(va fing,  way ﬁnz,;E{ﬁy VX, € 2,.. VX € Z F(Xy,..,X,y)) = By Va1 x, .. V% x, F(X,,...X.).
est vrai dans M, , pour toute interprétation dans M. des parameétres :

Soient ap,, ap,,...apy et aq, les interprétations respectives de «,..,a; et p. Comme f n'est
a;-standard pour aucun i € {1,2,...,k}, q eststrictement supérieur a tous les p; .Aprés quelques
transformations, pour toute interprétation dans WE des paramétres, I'interprétation correspondante
de Ka,,..,o;B,F) dans M devient :

[Vw finiz, ¢ piE .. VW finiz e kE Ty ¢ 9E V (X;....%;) € WE (X[ € Z{ A Xy £ Z¢) = F(X oo Xi0¥) )]
e [dy € 9E Vx, ¢PIE ..Vx, ¢ PkE F(X(e0 X ¥) I

ol F est 1a formule obtenue en remplagant les paramétres de F par leurs interprétations respectives.

En regroupant les variables, si on pose (py,..,px) =PetB=(1E,..., ’kE) € PS cet énoncé

peut encore s’écrire :
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[(VzieB ((zPfini) ~dAy<E Vxiez F*x%y)) | = [dy <9B VxieB Fxvy)] |-

Comme, pour z Pifini, z; € PiE équivaut 3 z; <PE on a, pour z Pfini, z|¢ B ssi zic B . L'énoncé
précédent équivaut a :

[[VzicB ((zPfin) -3y c9E Vxiez F(x,%y))] - [Ay < VxicB Fvx,wy)] ).

Soit b la %relation (k+1)-aire définie par (x,y) € b = F(x,y) A (X€ WE) A (Y€ VE).
Le premier membre de I'énoncé précédent exprime que b est Pconcourante sur B dans 9S et le
deuxiéme qu’elle est B-idéalisable dans 95. 11 suffit donc d’appliquer la condition iii du théoréme

d’existence des extensions itérées ajustées pour montrer I'équivalence.

On démontre de méme que, a toute interprétation des paramétres de F, !'interprétation

correspondante dans M de I'axiome I(a,..,04; -,F) équivauta :
[[VzieB ((zPfin) -y c“E Vxiez F¥x,%y))] = [dy <¥E VxjcB F¥x%y)] |.

" Nous concluerons donc, comme pour I'axiome I(a,,..,a;; B,F), en utilisant le ii) du théoréme

principal du chapitre 2-A , mais en remplagant q par w.

d) Montrons que pour tout & appartenant a la liste des ,, et toute formule a-externe F, S(«,F) est
vrai dans M. Supposons que « =y, , pour toute inteprétation dans <M> des paramétres de F, si
F est I'interprétation correspondante de F alors, S(a,F) doit étre interprété par :

Yy ePEdz€PEVt €PE (t€z = (te€y AF(t,..)), quiéquivaut a

Vy cPEdz€PEVt €PE (t€z = (t€y AF(,..)). Il découle du fait que F est a-externe
que F(t) est, pour toutt € WE, un p-énoncé sur WE. D'autre part, y € PE implique y CPE, on
peut donc appliquer le iii) du théoréme d'existence d’extensions ajustées successives. On obtient
qu’il existe un ensemble z (contenu dans y) tel que Vt €PE (t€z = (t€y A F(vt,..)),

comme d’autre part ( z C y ety € PE) implique z € PE, la preuve est terminée.
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La preuve de Ia consistance relative de RIST se termine ainsi: ( d'une maniére analogue 2 celle
de 1a consistance de IST dans [25] )
On sait que A, admet une démonstration dans RIST a partir des axiomes de X . Cette preuve,
interprétée dans M , donne une preuve dans ZFC de P'interprétation (A,),, de Ay or, ona

¥R "R R
(Ao)w - (Ao) ® - La propriété de transfert implique que (Ao) ® = A, (ﬁ); comme P est choisi
R(B)

telque A; = R(B), on obtient une démonstration de A, dans ZFC. Ceci achéve la preuve

du métathéoreme. B

REMARQUES FINALES.

a) On aura remarqué au cours de la preuve du théoréme d’existence de suites d’extensions
ajustées, que la technique qui consistait & remplacer un énoncés P sur P*!X par un énoncés P’ sur
pX, était utilisée de maniére récurrente. P’ était I'énoncé obtenu en revenant 2 la définition de
p*1X, * en s’exprimant modulo PU ”. On voit bien que, de proche en proche, tout énoncés sur X
peut s’exprimer modulo U. On peut déduire également cela d’'un résultat général de L.Haddad
publié dans {10].

Dans ce travail, I'auteur établi ceci :  Soient I, J, E des ensembles, U un ultrafiltre sur I, V un

ultrafiltre sur J et W = U ® V l'ultrafiltre sur I X J égal au produit ordinal de U par V. Sion
I .
pose *(XI) = [(XI)] /U , ¥EX = *(XI) /sy alors, on peutidentifier **X a (XIXJ) /W i

b) Dans un travail antérieur au nétre, et publié dans [8], E.I.Gordon a montré qu'il était possible
d’ordonner partiellement les ensembles au moyen d’'un prédicat binaire, noté st, défini dans I.S.T.
(alaplace de notre prédicat non défini SR)) de telle maniére que, si y st x et si y est fini alors,

pour tout t € y, on a t st x. Sa définition est la suivante ; Deux ensembles x et y étant donnes, X
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est dit standard relativement 2 y et on écritx sty si il existe une fonction ¢ telle que:
i) @ eststandard et, pour toutt, @(t) est un ensemble fini,
i) yestdans le domaine de ¢,
iii) x € @)

La définition dans IST ci-dessus peut étre considérée comme une définition dans RIST ; il suffit
de donner au mot “standard” dans le i) la définition que nous lui avons donné au début de cet
article ( x-standard pour tout x). On voit alors que, pour tous ensembles x et y, x st y implique
xSRy. En effet, soient x, y et vérifiant i) ii) et iii); @ standard implique que ¢ est y-standard
donc, d’aprés (T) p(y) est y-standard; comme @(y) est fini, cela implique que tout élément de g(y)
est y-standard donc : x SR, y.

Pour ne pas avoir des contre-exemples trop particuliers, exigeons que x ety soient tous deux
éléments de [0,1]. Ecrivons IMFIN(p) pour dire que @ est une fonction telle que, pour tout y
¢(y) est un ensemble fini. Pour touty non standard fixé dans [0,1] ona :

vst. find A x € [0,1] V¢ €D ( IMFIN(P) = X ¢9(Y) ),

( pour chaque & fini et standard , on prend x € [0,1] \ U(p €® 1.0 IMFIN®) oY) ).

Par (T) ce dernier énoncé équivauta :
Vst. finp Iy x € [0,1]V @ €D ( IMFIN(®) = X ¢p(¥) ).
1 suffit d’appliquer (I) pour obtenir :
v xe [0,1] Vst@ (IMFIN(P) = X €9(y) ).

On a donc prouvé I'existence de deux éléments x ety de [0,1] tels que xSK. y et ~( xsty).
Le prédicat binaire st de Gordon permet, comme notre prédicat §:R, d’introduire des
infinitésimaux de différents ordres et d'obtenir, parmi d’autre choses, une caractérisation externe de
la limite double identique a la nétre. L'inconvénient d’une telle définition , dans IST, du prédicat de
standardicité relative, est qu’elle interdit, comme I’a signalé I'auteur, d’énoncer un principe relatif
de standardisation satisfaisant. Pour le démontrer, E.I.Gordon établit dans [8] 4. Théoréme 5,
P'existence d’'un entier N et d'un x € [01] tels que X n'est infiniment voisin d’ordre N d’aucun

élément N-standard de {01] .
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