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MULTIPLICITE ET NORME D'UN IDEAL

FRACTIONNAIRE ET REGULIER

Martine PICAVET-L'HERMITTE

Abstract

Multiplicity and reducticn of a fractional ideal of a one dimensio-
nal Cohen-Macaulay ring are defined by using the blowing up of this
ideal . The most striking result among those we obtained is the ad-
ditivity of the multiplicity . The notion of the module index allows
us to define a norm in an order over a Dedekind domain ., This norm

possesses all the classical properties of the usual one .

O0- INTRODUCTION

La fonction multiplicité est additive pour les idéaux
fractionnaires d'un anneau de Dedekind . Cette propriété est encore
vérifiée pour des idéaux comaximaux ou inversibles d'ordres générali-
sés , comme l'a montré D,G. Northcott dans [ 14 ], Nous généralisons
ces résultats dans deux voies . Nous définissons d'abord la multipli-
cité des idéaux fractionnaires réguliers d'un anneau de Cohen-Macaulay
de dimension un ; nous montrons ensuite 1'additivité de cette fonction.
Pour aboutir & ces généralisations et propriétés il fut necessaire d’
introduire une extension de la notion de longueur . Celle-ci permet

de définir la multiplicité et la réduction d'un idéal fractionnaire
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s

I d'un anneau de Cohen-Macaulay A , &8 1l'aide d'un outil essentiel
de cette étude : l'éclatement AI de cet idéal ; dans le contexte
ol nous nous plagons , c'est & dire en dimension un , 1'éclatement
de I est 1l'anneau # AP o ; sa propriété fondamentale est que
1'idéal fractionnaire I est inversible dans AI. On notera que la
multiplicité peut prendre des valeurs négatives . Nous retrouvons
comme cas particulier la définition de la multiplicité et de la
réduction donnée par J. Lipman dans [10] , dans le cas des idéaux
d'un anneau semi-local de Cohen-Macaulay de dimension un

Un grand nombre des résultats obtenus sont la conséquence d'un
lemme décisif : étant donné un idéal fractionnaire I d'un anneau
A de Cohen-Macaulay , l'idéal fractionnaire 1" est inversible

dans I" : 1" si et seulement si I" posséde un idéal fractionnaire
transversal ( réduction et inversible) . De plus , il existe un
plus petit entier p(I) tel gue cette propriété soit vérifiée ; on
obtient alors gue AI = ID[I) : 19(13

Etant donné un idéal fractionnaire I , nous montrons que pour tout
entier k 2p(I) , 1'idéal Ik posseéde un systeme minimal de généra-
teurs , dont le cardinal est indépenocant de k et qui s'exprime en
fonction de la multiplicité de I .

A. Frdhlich a introduit dans [7] 1la notion d'indice d'un idéal
fractionnaire I par rapport & —-un idéal fractionnaire J et dési-
gneé par [I |J] . Dans le cas particulier des ordres d'entiers ,
nous définissons la norme d'un idéal fractionnaire I par 1l'indice
de AI par rapport a IAI , C'est & dire par [AI ] IAI 1 .

Cette norme est liée & la multiplicité . On retrouve un grand
nembre des propriétés classiques de la norme usuelle , en particu-
lier la multiplicativité , la décomposition en idéaux premiers
Enfin , cette norme redonne la norme usuelle dans le cas d'un
ordre d'entiers de DOedekind .

Nous appliquons les résultats précédents au conducteur d'un mor-
phisme d'éclatement ; plus précisément nous montrons le résultat

suivant : soit A un sous-anneau d'un anneau Intégre B , de méme
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corps des fractions , tel que le morphisme A »> B soit fini ; soit

C le conducteur du morphisme , désignant par e(C) et r(C) la multi-
plicité et réduction de C , si A est un ordre de Gorenstein , alors
B est un ordre de Gorenstein si et seulement si B = AC , ou p(C) =1

ou £(C) = Long, (B/A),0u (C) = 2r(C),ou N(C) = [B | A 17

I - RAPPELS ET GENERALITES
D.G. Northcott fait dans [14 ] une étude

des ordres généralisés de Dedekind .

Définition 1.1 - Un anneau de Cohen-Macaulay , de dimension un ,

est dit un g-ordre . C'est donc un anneau commutatif unitaire ,
Noethérien , de dimension un , tel que tout idéal maximal contienne
un élément régulier .

On notera qu'un g-ordre intégre est un ordre généralisé de Dedekind .

Définition 1.2 - Soit A un g-ordre ; un sous-A-module I de 1'anneau

total des fractions Tct(A) de A est dit un idéal fractionnaire s’il
existe un élément régulier a de A tel que al soit un idéal de A ;
on appelle idéal fractionnaire régulier un idéal fractionnaire conte-
nant un élément régulier de Tot(A) .

Lorsque I est un idéal régulier de l'anneau A , 1l'ensemble
V(I) des idéaux premiers de A , contenant I , est constitué d'idéaux
maximaux .

Nous désignons per I(A) l'ensemble des idéaux fractionnaires
réguliers d'un g-ordrs A .
Pour deux é€léments I et J de I(A) , on définit I § J comme étant
1'ensemble des éléments x de Tot(A) tels gue xJ < I ; c'est un élé-
ment de T(A) .En particulier , il existe un élément régulier a de
A tel gue al < J .
Lorsque I est un élément de I(A) , on dit que I est inversible s'il
existe un élément J de I(A) tel que IJ = A .
Dans le cas ol A est un anneau intégre , l'ensemble I(A) n'est autre
gue l’ensemble des icéaux fractionnaires ( non nuls ) .

Définition 1.3 - Soient A et A' des g-ordres , de méme anneau total
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des fractions , tels gue A soit un sous-anneau de A' . On dit que le
morphisme A =+ A' est un morphisme de g-ordres s'il est fini et injec-
tif . Le conducteur du morphisme , noté C(A,A’)

dans A du A-mocdule A'/A .

, est l'annulateur

On remarguera que si A - A' est un morphismé de g-ordres , alors A’
est un idéal A-fractionnaire ; par conséquent , le conducteur C(A,A')
est non nul . Il est égal 8 A : A' et est le plus grand des idéaux
communs & A et A' .

On désigne par A 1a fermeture intégrale de A dans son anneau total

Défini=ion 1.4 - Soit Z un anneau de Dedekind , de corps des frac-

tions Q@ , et soit K une extension algébrique séparable ae degré fini
ge Q@ . Un ordre d'entiers A , relatif & l'extension K de @ , est un
sous-anneau de K tel gue

1) L'anneau A est un sur-anneau de Z et le morphisme Z -+ A est
Tini .

2) L'anneau A contient une base de K sur Q .
Soient A et A' des ordres d'entiers , de mé&me corps des fractions ,
tels gue A solt un sous-anneau de A'; on dit gque le morphisme
A »- A' est un morphisme d'ordres s'il est fini et injectif

Tout idéal fractionnaire non nul d'un ordre est un Z-module
de type fini , contenant une base de K sur Q . Il en résulte gu’
gtant donnés deux idéaux fractionnaires non nuls I et J d'un ordre ,
il existe un élément non nul a de Z tel gque al < J .

Rappelons maintenant la généralisation de la notion d'indice ,
due & A. Fréhlich [7 ]
Soit Z un anneau principal , de corps des fractions Q@ et soit K
un corps , extension finie séparable de Q , de degré d . Soit A un
ordre relatif & l'extension K de Q , c'est & dire un sous-anneau
de la fermeture intégrale de Z dans K , tel que 1l'on ait un morphis-
me Z - A libre de rang d . Tout idéal A-fractionnaire est libre de
rang d sur Z . Soient I et J des idéaux A-fractionnaires , une base
de I ou J sur Z est aussi une base de K sur Q . Puisque I et J sont

isomorphes en tant que Z-modules , il existe un Q-automorphisme
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d’'espaces vectoriels f de K tel gue f(I) = J . Le déterminant de f
est non nul et , & un élément inversible prés de Z , dépend seulement
de I et J . On pose [I | J J= Zdét(f) , indice de I par rapport &

J .

Lorsque Z est un anneau de Dedekind , les idéaux fractionnaires I

et J ne sont plus nécessairement libres sur Z . Cependant , pour
tout idéal maeximal P de Z , les idéaux fractionnaires IP et JP sant

libres sur Z_ , un anneau principal . On peut alors définir , pour

P
tout idéal maximal P de Z , 1l'indice [IP | JP 1, gqui est un idéal
fractionnaire de Z_. . Puisqu'il n'y a gu'un nombre fini d'idéaux

P
maximaux P de Z , tels que IP # JP , il existe alors un unique

idéal fractionnaire [ I | J ] de Z , tel gque pour tout idéal maxi-
mal P de Z on ait [I | J ]P = [ I, | o 1.
Rappelons les principales propriétés de 1l'indice , démontrées
par A. Frihlich dans [7 1 : soit Z un anneau de Dedekind et soit
K une extension finie séparable du corps des fractions Q de Z ; soit
A un ordre relatif & cette extension .
i) Si M, N , L sont des idéaux A-fractionnaires on a :
CmINIENTLI=MI L] .
ii) Si Ne M, alors [ M | N ] est un idéal entier de Z .
De plus M = N équivaut 3 M | N ] =72.
iii) Si f est un Q-automorphisme de K , alors [f(M) | f(N)]
= MINT .
iv) Pour tout idéal maximal P de Zona [ M | N ]P =
LMo FNg T

P
v) Soit x un élément de K , on a 1'égalité [A | Ax] =

N (x)Z .

| g™

Donnons une preuve de v) NK | Q[x) est le déterminant de
1*errdemorphisme f de K défini par f(t) = tx . Pour tout idéal
maximal P de Z , on a F[AP) = XA, - Il en résulte que [AP | xAP]
= NK | Q(x) ZP , on en déduit 1'égalité dans Z .

La proposition suivante généralise un résultat de A. Frdhlich

dans [8] .
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Proposition 1.5 - Soit A un ordre d'entiers et soient I et J des

idéaux A-fractionnaires et soit L un idéal A-fractionnaire inversi-
ble , alors [JL | IL J =L J | I]] .
Preuve :

Soit P un idéal maximal de Z , en utilisant la propriété
ii) on peut supposer gque l'anneau A est semi-local et que 1'idéal

fractionnaire L est principel , donc de la forme L = Aa . On en

déduit les égalités successives : [ JL | IL ] =[ aJ | aI]l] =[J | I]

la derniere étant obtenue en considérant le {-automorphisme de K,

défini par la multiplication par a .

Remargque 1.6 - Soit d le degré de l'extension K de Q , associée

& l'ordre A ; si M et N sont des idéaux A-fractionnaires , il existe
un glément non nul & de Z tel que aN ¢ M , On en déduit gue
I M| aNJ=[M]| NILNJ aN J. Or 1'homothétie de rapport a a pour

déterminant ad , 11 en résulte que [ M | N]= a_d (M| an J .

m
ot

tant donnés deux idé€aux fractionnaires I et J d'un g-ordrs A , on
peut définir LongA[I/JJ , lorsque J est contenu dans I . On va
généraliser cette notion de longueur , reletive & deux idéaux frac-
tionnaires comparables , & des idéaux fractionnaires quelcongues .

Nous avons besoin , pour cela , des propriétés suivantes

Proposition 1.7 - Soit A un g-ordre , soit K un idéal de A inver-

sible et soient I et J des idéaux fractionnaires , alors les modules
I/KI et J/KJ sont de longueurs finies et égales .
Preuve :

Par multiplication convenable par des éléments de A , on
peut supposer que I et J sont des idéaux de A . On peut aussi suppo-
ser que K est différent de A . Soit L le produit des idéaux maximaux
de V(K) , il existe une puissance de L contenue dans K , soit Lk .
Alors 1'inclusion LKI < KI , montre que I/KI est de longueur finie .
On a des suites exactes

0 +~I/KI - A/KI -+ A/I-0 et 0 -+ K/IK - A/KI - A/K > O
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Cn en déduit que Long(A/KI) = Long(I/KI) + Long(A/I)
Long(A/K) .« I1 en résulte que Long(I/KI) = Long(A/K)

Long (K/IK) +
Long(J/KJ) .
Proposition 1.8 - Soit A un g-ordre , pour tout triplet (I,J,K)

d'éléments de I(A) , ol K est un idéal inversible de A et satisfai-
sant J < I , on a la relation :
LongA[I/JKJ = LongA(I/J) + LongA(A/KJ
Preuve :
D'aprés 1.7 , on a 1l'égalité Long(A/K) = Long(J/JK]) =
Long(I/JK) - Long(I/J] , ce qui donne le résultat .

Corollaire 1.8 - Soit A un g-ordre ; si I et J sont des éléments

de I(A) et a et a' des éléments réguliers de A , tels gque alJ etd.l
soient contenus dans I , alors :
LongA(I/aJJ - LongA(A/aA) = LongA(I/a'JJ - LongA(A/a’A) .
Preuve :
Il est clair que aa'J < I . En vertu de 1.8 , cette rela-
tion donne : Long(I/aa’'J) = Long(I/a’J) + Long(A/aA) = Long(I/al)+
Long(A/a'A) , d'ol 1'égalité cherchée .

Corollaire 1,10 - Avec les hypothéses du corollaire précédent , si

A est entier sur un anneau B , on a la relation :
LongBEI/aJ] - LongsﬁA/aAJ = LongB(I/a'J] - LongB[A/a’AJ .

Preuve :

Rappelons la formule des extensions de D.G. Northcott , p.
168 , [13 1 ; si l'anneau R' est extension entiére de l'anneau R ,
pour un R'-module E’' , on a la relation :
LongR[E'J =Y Longg, (E’M,J L R"/M" : R/M' n R ], la somme étant

M’ M’

étendue aux idéaux maximaux de R' . Il suffit alors d’'appliquer le
corollaire précédent aux longueurs sur AM , pour tout idéal maximal
M de A, puis de multiplier par les degrés résiduels [A/M : B/M n B ]
et de sommer pour tous les idéaux maximaux de A . On obtient alors

le résultat cherché .
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Remarque 1,11 -

1) Etant donné un élément I de I(A) , il n'y & qu’
un nombre fini d’'idéaux maximaux M de A tels gue IM 7 AM . En effet ,
soit a un élément régulier de A, tel que al <« A . Alors al est un
idéal de A , contenu dans un nombre fini d;idéaux maximaux de A ; il
en est de méme de 1'idéal aA . Il n'y a donc gu'un nombre fini d'idéaux
maximaux M de A , tels gue aIM 7 AM ou aAM 7 AM . Pour tous les autres
idéaux maximaux M de A , on voit donc que aAM = AM = aIM , 11 en résul=--~
te que IM = AM .

2) Soient I et J des éléments de I(A) , ol A st un
g-ordre (resp., ordre d'entiers) , pour un élément régulier a de A
tel gque aJ ¢ I , la gquantité LongA(I/aJJ - LongA[A/aA) , (reso.
Longz[I/aJJ - LongZ[A/aAJ J est un élément de Z : en effet les &lé-
mants de V(al : I) et V(aA :A ) sont formés d'idéaux maximaux =T les

gsux longueurs sont finiss ,

Nous constztons alors qu'étant donnés deux é€lément I
et J de I(A) , pour tout £l2ment régulier a de A , tel gus aj c I
(11 en existe ) , 1l'entier relatif LongA[I/aJ) - LongA(A/aA) est
indépendant de a . On est alors conduit & la définition suivents :

DEfinition 1.12 - Scit A un g-ordre , entier sur un annsau B , et

-

scient I et J deux éléments de I(A) , on définit la longueur rele-
tive de I par rapport & J sur B par :

LB[I,J] = LongB(I/aJ) - LongB[A/aAJ
o0 a est un élément régulier de A tel que aJ « I ,
On retrouve la notion usuelle de longueur lorsque J < I , il suffit
de prendre a = 1 ,
La longueur gue nous venons de définir possede les propriétés habi-
tuelles d'une longueur ., Nous en montrons les propriétés nécesseires

& la poursuite de notre é&tude .

Proposition 1,13 - Soit A un g-ordre , si I , J , K sont des &le-

ments de T(A) on a la relation

LA[I,J] = LA(I,K) - LA[J,K) .
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Preuve :
Il existe un élément régulier a de A tel que aK ¢« I n J et
aJ] ¢ I . Nous obtenons les trois égalités

LA(I,JJ = Long (I/aJ) - Long(A/aA) , LA(I,K) = Long(I/aK) - Long(A/aAl,

LA(J,KJ = Long(J/aK) - Long(A/aA } . On en déduit gque l'entier rela-
tif L = LA[I,K) - LA(J,K] = Long(I/aK) - Long(J/aK) est encore égal
a Long(I/aK) - Long(aJ/azK) » en vertu de 1.7 . On obtient alors

L = Long[I/aZK) - Long(aK/azK) -.Long[aJ/azKJ = Long(I/alJ) - Longl
aK/aZK] , qui est encore égal & Long(I/aJ) - Long(A/aA) ; ce qui

donne le résultat .

Les formules d'extensions et de localisations des longueurs

de D.G. Northcott se généralisent ainsi :

Proposition 1.14 - Soit A un g-ordre :

1) Soit A - B un morphisme de g-ordres et soient I et J des
éléments de I(B) alors :

L (I,3) = ) Ly (1,300 BM:A/ACM]T .
A M e Max(B) BM M

2) S1 I et J sont des éléments de I(A) , on a la relation

L,(1,J) L. (1.,,J3.) .
A M e Max(A) AM M

3) Si A est un ordre d’'entiers relatif & un anneau de
Dedekind Z et si I et J sont des éléments de I(A) , alors

L (I,3) = ) L, (I,,3) [(A/M:2Z/2aM] .
z M e Max(A) AM M

Preuve : ‘

Chacune de ces longueurs relatives est une différence de
longueurs usuelles . Il suffit alors de leur appliquer la formule
des extensions de D.G. Northcott , rappelée plus haut . Le cas 2)
s'obtient en prenant A = B , et dans le cas 3) ,on peut choisir

aeld .

Remargue 1.15 - Les formules de la proposition précédente sont

constituées de sommes finies , étendues & Supp(I/al) u Suppl(A/aA) ,
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le support étant pris dans B pour 1) et dans A pour 2) et 3) .

Proposition 1,16 - Soit A un g-ordre , soient I , J , K des éléments

de T(A) , ol K est inversible , alors LA[I,KI] = LA(J,KJJ .

Preuve :

C'est une généralisation de la proposition 1.7 : il existe
un élément a régulier de A , tel gue aK soit un idéal inversible de

A . On utilise alors la relation LongA(I/aKI) = LongA(J/aKJJ .

Proposition 1.17 - Soit A un g-ordre et soient I , J , K des élé-

ments de I(A) , ol K est inversible , alors

LA[I.JK) = LA(I.JJ + LA(A.K] .

Preuve :

C'est une généralisation de 1.8 . Il existe un élément a
régulier de A , tel que aJ c I et aK € A , ce qui donne aZJK cI.
Il suffit alors d'utiliser la relation LongA[I/aZJKJ = LongA(I/aJ) +
LongA[A/aKJ .

IT - DEFINITION ET PROPRIETES DE L'ECLATEMENT D'UN IDEAL FRACTION-
NAIRE REGULIER D'UN g-ORDRE

Dé+finition 2.1 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) .

=]

L'anneau I : I est un g-ordre , contenant A comme sous-anneau ,
appelé g-ordre associé a8 I . Il est contenu dans la fermeture
intégrale A de A dans son anneau total de fractions .

En effet , I :+ I est un idéal A-fractionnaire sur un anneau

Noethérien , il est donc un A-module de type fini .

Remarque 2.2 - Dans la définition précédente , si A est un ordre

alors I : I est un ordre ( cf. [3 ] p. 97 )

Définition 2.3 - Soit A un g-ordre et soient I et J deux idéaux

A-fractionnaires , alors I et J sont dits arithmétiquement éguiva-

lents s’'il existe un élément régulier a de Tot(A) , tel que I = aJ .

Nous avons vu , remarque 1. 11.1 , gue , pour un 2lément I
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de I(A) , l'ensemble des idéaux maximaux M de A tels que IM # AM est
fini . Cette remarque permet de généraliser la proposition 2.1.4 de

(5] aux idéaux fractionnaires réguliers de g-ordres , comme suit :

Propcsition 2.4 - Soit A un g-ordre , 1l'application

® : I(A) » it I[APJ , définie par ¢(I) = (IP] est une
P e Max(A)

injection . Son image est 1l'ensemble des familles (J(P)) telles gue

J(P) = AP , sauf pour un nombre fini d'éléments P de Max(A) .

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.5 - Soit A un g-ordre et soient I et J des éléments de

I(A) , alors il existe un élément K de I(A) inversible , tel gue
= KJ si et seulement si pour tout idéal maximal P de A , les idéaux

I
IP et J_ sont arithmétiquement équivalents .

P
Définition 2.6 - Soit A un g-ordre et soit I un é&lément de I(A) ,
on appelle éclatement de I , 1l'anneau AI =u Ittt
ietN

n
Il est clair que AI = AI , pour tout entier n > 0 .

Définition 2.7 - Soit A un g-ordre , on dit gqu'un élément I ce

I(A) est p-inversible si 1.(I° :1P) est inversible dans 1'anneau
PR L
Il est clair que 1'idéal fractionnaire I est inversible si et ssule-
ment si il est O-inversible .

Remarque 2.8 - Soient I et J des éléments de I(A) arithmétigquement

équivalents , alors AI = /-\J : pour le voir , il suffit de remarquer
que pour tout élément a régulier de Tot(A) tel que I = aJ et tout

entier n 2 0 , on a les égalités yShRPIS AR LUPRIPSULY LRSI LUPI L

La proposition qui suit a été démontrée par J. Lipman dans
(10 ] , pour un idéal régulier d'un g-ordre semi-local . Nous la

généralisons de la maniere suivante

Proposition 2.9 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I{A) .

La suite {Ip : Ip }p € IN est croissante et stationnaire . On dési-
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gne par p(I) le plus petit entier & partir dugquel la suite est sta-

tionnaire , alors AI = Ip[I] : ID(IJ

Preuve :

La remarque 2.8 montre que 1l'on peut remplacer un idéal fraction-
naire régulier par un id2el régulier , arifhmétiquement équivalent
Supposons donc que I soit un idéal régulier de A . Si M est un idéal
maximal de A , on a , pour tout entier p , 1l'égalité (zP . Ip)M =
Ia : Iﬁ ; or i1 n'y a qu'un nombre fini d’'idéaux maximaux M de A tels

que IM # A, , 1l n'y a donc qu'un nombre fini d'idéaux maximaux M de

M

A tels que Iﬁ : I; # A, . Pour de tels idéaux maximaux M , d'aprés

M
J.Lipman , la suite {I; : I: } devient stationnaire pour p 2 p(IM) ,

puisque le g-ordre A, est local . Il en résulte que la suite

M
{ P . 1P } devient staetionnaire pour tout entier p =Max {p[IM);M e Max(A)}

I1 est d'ailleurs clair gque p(I) = Max {p(IM) ; M e Max(A)} .

Remargue 2.10 - Pour toute partie multiplicative S de A les g-ordres

I

ASS et [AI)S sont égaux : en effet localisation et guotient résiduel
commutent , puisgue les idéaux fractionnaires sont dans le cas qui nous
occupe des A-modules de présentation finie

Des éléments I et J de I(A) , arithmétiquement égquivalents , sont tels

gue p(I) = p(J)

Corollaire 2.11 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) alors

1'inclusion A > AI est un morphisme de g-ordres .

Preuve :

L'anneau AI est de la forme Ip Ip , donc est un A-module de

type fini et un anneau , d'anneau total des fractions Tot(A) .

J. Lipman a montré le résultat suivant , pour un g-ordre
semi-local .

Théoréme 2.12 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de T(A) . Alors

p(I) est le plus petit entier positif p tel que I soit p-inversible .

Preuve :

La preuve est claire lorsque I est inversible . Sinon , posons
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I' = IM et A’ = AM , pour un idéal maximal M de A . On a par suite
, I
A'I = AMM . En vertu de la prop. 1.1 de [10 ] , 1'idéal fractionnaire

I' est p-inversible pour p = p(I') , puisque I'P : 1'P = I.D(I'J

I'p(I'] . Supposons que I' soit p-inversible pour p < p(I') . le mor-
phisme A' - P I'P est un morphisme de g-ordres ; par suite l'an-
neau I'P : I'p est semi-local , d'ol il résulte que 1 (1P I’p) est
de la forme x(I'P : I’pJ , 00 X est un élément régulier de Tot(A) .

On en déduit que I'P(I'P : 1'P) = PP ¢ 1'P) | Mais 1'6galite I'°F

= PP ¢ 1Py dmplique T0PTR = PTRP L 1Py = PR Py
On en déduit finalement que P 1P oo xp+K[I'p :I'P)) :(xp+K[I'p:
'P)y = I'p+K * I’p+K . La suite {I'" : '™} est donc constante
pour n 2 p , ce gui est une contradiction . On vient donc de montrer
que I est p-inversible pour p 2 Max {p[IM] ; M e Max(A) } = p(I) .
Supposons que I soit p-inversible pour p < p(I); 1l existe alors un
idéal maximal M de A tel gue IIVI soit p-inversible pour p < p(IMJ s

ce qul est absurde comme on vient de le voir . D'ol le résultat .

Lemme 2.13 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) . Alors
1" est inversible dans " si et seulement si il existe un élé-
ment J de I(A) inversible tel gue In+1 =31 et 3" c 1",

Preuve :

Supposons gue In+1 = 31" et gque M e In , ot J est inversi-
n

2n n 1

ble . On en déduit successivement que I =J 1 et [Jn]- 2n
1

c1" 1"
Puisque Jn c In , on en déduit que 1 appartient & Jn[Jn]_ c In[ 1™
Izn] . Par suite I" : In est égal a In[In :Iznl, c'est & dire que

In est inversible dans In : In . Réciproguement , supposons gue I

soit n-inversible et pour tout idéal maximal M de A , désignons par

I' 1'élément IM de I(A’) o0 A' = AM . L'anneau I'" : I'" est semi-
local et I' est inversible dans cet anneau . Il en résulte gue
"™ o= " '™, pour un élément x* de (I'" : T'™) T

On en déduit que I'n+1 = %1 , puisque pour p 2 n , les puissances
1'P sont des idéaux fractionnaires de I'n: '" L La prop. 2.5 montre

gue 1'on a un élément inversible J de I (A) tel que In+1 = 31" .
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Relocalisant , on obtient e xere” . Simplifiant par I'n , 11
vient J' < x'(1'™: I'nJ . En élevant & la puissance n , on voit que

SRS I'n , c'est a dire que " e .

Dans la suite , nous avons besoin d'une notion utilisée habituel-
lement dans le cas d'un anneau local , afin de se ramener & un anneau
local de corps résiduel infini . Celle introduite ici rend les mémes

services , dans un cadre plus général .

Définition 2.14 - Soit A un anneau , l'anneau A(X) est le localisé

de l'anneau AL X ] , en la partie multiplicative des polynfmes dont le
contenu est égal &8 A ( On désigne par contenu d'un polynéme f(X) 1'idéal

c(f) de A engendré par les coefficients de f(X) . )

Les faits suivants sont bien connus , pour une grande partie

1) Si A est un annesau Noethérien , alors Dim(A) = Dim(A(X)) .

2) Les idéaux maximaux de A(X) sont de la forme MA(X) , ol M est

. . . _ ] . ;
un idéal maximal de A . De plus ALX]MA(XJ __AM(XJ ; le corps résiduel

de ce dernier anneau est (A/M)(X) donc est infini ( cf. [15 ] , [ 10])

3) Le morphisme A = A(X) est fidelement plat .

4) Deux modules de présentation finie sur A(X) , lccalement iso-

morphes sur le spectre maximal , sont isomorphes . Par suite , un

module projectif de rang 1 sur A(X) est libre de rang 1 (cf. [ B8] ) .

5) Soit A - B un morphisme d'anneaux , entier , alors d'apras

L 15 1, B(X) AlX) @ A B .

6) Soit A un g-ordre =2t soit T son anneau total de fractions .

Alors A(X) est un g-ordre et son anneau total de fractions est T(X) .

Soit I un idéal fractionnaire régulier de A , alors IA(X) est un igdéeal

fractionnaire régulier de A(X) et on a un isomorphisme IQQA A(X) - IA(X) .

En voici la preuve : il est bien connu gu'un idéal I d'un anneau A
Noethérien, constitué de diviseurs de zéro , a un annulateur non nul .
Un anneau Noethérien vérifie donc la propriété A de [11]; on a par
suite 1'égalité T(X) = Tot(A[ X 1) , d'autre part , on a la relation
Tot(AL X J) = Tot(A(X)) , d'od le résultat .

7) Soit A un g-ordre et socient I et J des £€léments de I(A) , alors:
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IA(X) : JA(X) = (I :JJA(X) (I n JJA(X) = IA(X) n JA(X) ’
IACXIJA(X) = IJA(X]) .

La troisieme égalité est claire . Montrons la deuxieme :
une inclusion est évidente . Soit k(X) un élément de T(X]) tel gque
K(X) € TA(X) n JACX) , nous avons alors k(X) = 1(X)s(X)™ ' = 500t00) )
ol s et t sont des éléments de A [X ] , de contenus égaux a A et ol
i(X) e T [X Jet j(X) eJ[X].0On obtient ti = sj 5 la formule des
contenus donne c(it)c(t)" = c(t)n+1c(i] , c'est & dire ici c(i) =
c(it) = c(js) < J ., Par suite les coefficients de i sont dans J . Il
en résulte gque k(X) appartient & (I n J)JA(X) .
Pour démontrer la premiére égalité , il suffit de montrer que IA(X]):
KA(X) = (I : kJA(X) , ou k est un élément de T et d'utiliser la
deuxieme égalité . Une inclusion est claire . Soit f(X) un élément de
T(X) tel gque f(X)KA(X) soit contenu dans IA(X]) , alors f(X)k = 1(X)s(X)~
60U Ie contend de s est A et 1i(X) ¢ I [X ] . Puisgue kf(X) € TA(X) , on
peut écrire f(X) = a(X]b(X]-1 , o0 a(X) ¢ T 0X ] et b(X) est un élément
de A [X ] , de contenu égal &8 A . On obtient a(X)ks(X) = 1(X)Jb(X) ,la
farmule des contenus donne c(aks]c(an = c[s)n+1c(ak] , 0OU encore A
c(ib) = c(ak) = kcla) <« I , Par suite , les coefficients de a(X) sont
1

tex) ™" sia(x) =za.xt. on

dans I : k ; on en décduit gue f(X) =Ig 1

1
voit donc que f(X) est dans (I : kJA(X) ,

8) Soit A un g-ordre et soit I un 2lément de I(A) ;alors IA(X) n

1

T

Une inclusion est claire . Soit un élément k de T , appartenant
a IA(X) , alors ks(X) = i(X) , o0 s(X) est un élément de A [X ] de
contenu A et i(X) appartient 8 I [X ] . On en déduit que kc(s) = c(i),

d'ol k est un élément de I .

9) Soit A un g-ordre et soient I et J des éléments de I(A) ,

alors : LA[I,J] (IA(X),JACX])) .

=LA

Supposons d'apord que J soit contenu dans I . Il suffit alors
d'utiliser les faits suivants : soient M ¢ N des A-modules , le A-module
N/M est simple si et seulement si il existe un élément x € N-M , tel

que N = M + Ax et il existe un idéal maximal P de A tel gue Px < M ,
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De plus , un A-module , compris entre des idéaux fractionnaires est

un idéel fractionnaire . Une utilisation des numéros précédents permet
alors d'obtenir une suite de Jordan-H&lder entre IA(X) et JA(X) , 3
partir d'une suite de Jordan-HSlder entre I' et J . Si on prend mainte-
nant I et J guelconques , il existe un élément régulier a de A tel gue
aJ] < I . 0On en déduit que LA(I,J] est égal & LongA(I/aJJ - LongA(A/aA),
puis a LongA(x][IA[XJ/aJA[XJ) -LongA(X}[A[X]/aA(XJ) , en vertu des

résultats précédents , donc finalement est égal & L (ZA(X),JA(X))

A(X)

10) Soit A un g-ordre et soit I un élément de I{A) , alors 5(I) =

p(IA(X])) ;

Cela résulte immédiatement des propriétés 7) et 8) .

III - PROPRIETES ,MAJORATIONS ET MINORATIONS DE LA REDUCTION ET DE LA
MULTIPLICITE D'UN IDEAL FRACTIONNAIRE REGULIER D'UN G-ORDRE

On introduit maintenan:t la notion de multiplicité d'un icéel frac-
tionnaire régulier , dans le cadre de la théorie des g-orcres . Un des
résultats essentiels obtenus est que pour les g-ordres , la fonction
multiplicité vérifie e(II') = e(I) + e(I') , pour des élémenzs I et I'
de I(A) , en dehors gz majorations sur d'autres constantes numérigues ,
associées aux idéaux c'un g-ordre . D'autres applications en sont tirées.

D2+inition 3.1 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) , on

définit pour cet élément cdeux entiers gqui sont :
1) La multiplicité de I , soit e(I) = LA(AI,IAIJ .
2) La réduction de I , soit r(I) = LongA(AI/A) .

Remargue 3.2 -

ot
[N

dans [10 ] le cas d'un g-ordre semi-local

[N

1) J. Lipman a tra
et a défini la multiplicité et la réduction d'un idéal régulier . La
définition précédente généralise celle de J. Lipman dans deux directions.

2) Soit a un élément régulier de A , Puisque AaA = A, on & donc
e(Aal = LongA[A/aAJ .

3) Soit I un élément de I(A) et soit a un élément régulier de A
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tel que J = al soit un idéal de A . On sait gue AI = AJ , par 2.8 .I1
en résulte que r(I) = r(J) . D'autre part , de 1'égalité AJ/JAJ =
AI/aIAI
cité e(I) est égale par définition a LAEAI,IAIJ = LongA[AI/aIAI] -
LongA(IAI/aIAI] = e(J) - LongA(A/aA) , en vertu de 1.7 .

, on déduit que e(I) = e(J) -e(aA) ; en effet , la multipli-

Définition 3.3 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) , on

dit gqu'un élément J de I(A) est une réduction de I ( resp. est transversal
al) si:
al J est contenu dans I (resp. et inversible )

b) Pour un entier n , assez grand , In+1 = InJ ,

Proposition 3,4 - Soit A un g-ordre , & corps résiduels infinis ( par

exemple du type A(X) ) , alors tout é&lément I de I(A) posséde un
idéal transversal J .
Preuve :
Prenons d'abord un idéal I de A , régulier . Soit M un idéal
maximal de A et soit comme d'habitude A' = AM et I' = IIVI . Alors A’
est un anneau local , & corps résiduels infinis . La définition 1.7
de [10 ] et ses conséquences , généralisées aux idéaux fractiocnnaires ,
montre qu’'il existe un élément x' transversal a I' ; notons J(M)
1'idéal A’x'" . On a donc J(M) < IM , o0 J(M) est un idéal inversible

+1

et pour n assez grand I; = J(M)I; . Puisque 1l'on a IIVI = AN , pour

tout idéal maximal M de A , sauf pour un nombre fini d'idéaux maxi-
maux , on peut supposer que J(M) = A|v| , pour tout idéal maximal , sauf
pour un nombre fini et gu'il existe un entier k tel gue pour n 2 k et
pour tout idéal maximal M on ait I;+1 = J(MJI; . La prop. 2.4 montre
gu'il existe un idéal J de A tel gue JM = J(M) , Par localisation et
globalisation , on voit que J est 1'idéal cherché . Soit maintenant ,
un idéal I fractionnaire régulier . Il existe un élément régulier a de
A tel gque I' = al soit un idéal de A et régulier . Cet idéal possede
donc un idéal transversal J' , vérifiant J' < I' , J' est inversible

+1 -
et pour un entier n , assez grand , " = I'nJ’ . Poscns J =2 1J'

On obtient alors J ¢« I , J est inversible et In+1 = InJ ; ce gui

acheve la preuve .
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D.G. Northcott démontre la proposition suivante dans [14 ] , avec
une définition différente de celle ci-dessus , dans le cas d'un g-
ordre inteégre et pour des idéaux entiers . Il convient donc de faire
le lien entre les deux définitions de la réduction et la multiplicité .
On pourra aussi faire la comparaison avec le traitement de E. Matlis

de la notion d'anneau de premier voisinage de D.G. Northcott dans [12] .

Proposition 3.5 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) ,

alors :

1) La fonction ne(I) -LA(A,InJ est une fonction positive et crois-
sante de l'entier n ; de plus r(I) 2 e(I) - LA[A.I) >0 .

2) Pour n assez grand , on a LA[A,In) = e(I)n - r(I) .
On retrouve donc le polyndme d'Hilbert-Samuel dans le cas d'un idéal
de A .

Preuve :

Soit I un élément de I(A) et soit un élément régulier a de
tel que J = al soit un idéal de A . Il est clair que NAPEEL L
D'autre part , une récurrence sur la prop. 1.8 montre gue LongA(A/anA) =
nLongA(A/aAJ , ce qui donne e(a"A) = ne(aA) . Mais ne(I) - LA[A,InJ
est alors égal & ne(J) - ne(aA) - LongA[A/JnJ + LongA[A/anAJ =
ne(J) - LongA[A/JnJ . On a de plus 1'égalité r(I) = r(J) . Le reste
de la preuve est alors analogue & celle de D.G. Northcott , en utili-

sant le passage & A(X) .

Montrons 1'éguivalence des définitions de D.G. Northcott pour la
multiplicité et la réduction avec celles données en 3.1 . Pour cela ,
il suffit de montrer que pour un entier n , assez grand , on a la
relation LA[A'.In) = nLA[AI,IAIJ - LongA[AI/AJ . Or ce résultat est
démontré dans [10] , pour un anneau semi-local et pour des idéaux
réguliers . La formule de localisation des longueurs permet alors de
globaliser et d'obtenir le résultat cherché , pour des idéaux réguliers .
Supposons maintenant que I soit un idéal fractionnaire régulier et soit
a un élément régulier de A tel que J =al soit un idéal régulier de A .

On a donc LA[A.InJ = LongA(A/JnJ - LongA(A/anA ) , égal , en vertu de
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ce gui précede a nLongA(AJ/JAJ] - LongA[AJ/A] - nLongA(A/aA], pour
un entier n assez grand . Finalement de AJ = AI , on déduit que

n,_. I _ I, _ I
LA[A,I )= nLA[A »IAT) LongA(A /A) .

Nous allons maintenant affiner un résultat de J.Lipman dans
(10 ] , théoreme 1.5 , toujours donné dans le cas semi-local , qui
permet de savoir & partir de quel entier n la longueur de A/In est
égale au polyndme d’'Hilbert-Samuel . Pour cela , on utilise des idées
de E.Matlis dans [12 ] , mais la preuve donnée est de nature différente
de celle donnée par E.Matlis , puisgue celui-ci traite 1l'éclatement

d'un idéal premier dans un g-ordre local .

Proposition 3.6 - Soit A -+ B un morphisme de g-ordres , soit J un

élément de I(B) . Alors , pour tout entier n , assez grand :

n, _ NI J
LA[B.J ] = nLA(B ,JB7) LongA(B /B) .

Be plus , si J est B-inversible , pour tout entier n 2 0, on a
La(B.3™) = nL, (8,3

Ceci s'applique en particulier & un élément de I(B) , de la forme

IB , ot I est un élément de I(A) .

On en déduit que LA[AI,ISAI) = se(I) , pour tout entier s .

Preuve :

On applique la formule des extensions

L, (8,dM = L. (8.,37) [B/M : A/MnA ] . Or pour n assez
A B MM
M e Max(B) M ] 3
ny, _ M My _ J
grand , LBM[BM,JM) = nLamﬁBM ’ JMBM ) LongBM((B /BJMJ . Les

supports des modules intervenant étant finis , on peut supposer qu’'il

existe un entier k , tel que pour n 2 k et pour tout idéal maximal ,
les formules ci-dessus sont vraies . Sommant alors sur Max(B) et utili-

sant la formule de localisation des longueurs , on obtient le résul-

tat cherché .

Soit maintenant le morphisme de g-ordres A - B et soit J un élément de
I(B) . C'est aussi un élément de J(A) . Il existe donc un élément a

de A, régulier , tel que I = aJ soit un idéal régulier de A . Si J est



M. PICAVET - L'HERMITTE

B-inversible , il en est de méme pour I . De plus on a les égalités

R

régulier I de B . On obtient donc LA[B.JnJ = LongA(B/In) - nLongA[A/aA)J

. Supposons le résultat démontré pour un idéal

aussi égal a n[LongA(B/IJ - LongA(A/aAJ), ;'est a dire a nLA(B,J) .
Montrons maintenant le résultat , pour un idéal J de B , régulier et
inversible , et consideérons LongA[Jn/Jn+1] . Soit P un idéal maximal
de A et désignons tout objet X localisé en P par X' . L'anneau B' est
semi-local , par suite , 1'idéal J' est principal, il en résulte un
isomorphisme de A'-modules J’n/J’n+1 = B'/J' . On en déduit que LongA,
EJ'n/J'n+1] = LongA,(B'/J'J et , par suite , gue LongA,[B'/J’nJ =
nLongA,[B'/J']. La formule LongA(B/JnJ = nLongA[B/J] sera démontrée
sl les supports des A-modules B/Jn et B/J sont égaux , en vertu de

la formule de localisation des longueurs . Soit f: A > B le morphisme
canonigue gui est entier , donc fermé . On a alors BLV(3)) = V(AR D)
= %eevaa™) = vea n 3™ Puisque pour un A-module de type fini M ,

on a V(Ann(M)) = SuppA(MJ , le résultat est démontré .

Proposition 3.7 - Soit A un g-ordre et soient I un élément de I(A)

et K un élément inversible de I(A) et supposons de plus gque K < 1° ,

pour un entier s .
a) On a LA[J,KJ) > se(I) , pour tout élément J de I(A) .

b) Si J est un élément de I(A) , on a LA(J,KJ) = se(I) si et
seulement si , pour n assez grand , In+s = KIn .

Preuve :

s

C'est essentiellement celle de [12 ] , & 1l'aide des résultats

gue nous venons de montrer ., Par 1.16 , on peut supposer que J = AI .

I1 résulte de 1'inclusion K ¢ I° , gue KAI c ISAI , d'od 1'on tire

que LA(ISAI,KAIJ = LongA(ISAI/AIK) > 0 . On en déduit que

LA[AI,KAI) > LA[AI,ISAIJ = se(I) : en effet , I est inversible dans

AI et on peut alors utiliser 3.6 . On aura égalité si et seulement si
AIK = AII5 ; cette derniéere égalité est éguivalente a "k = 178 , pour

n assez grand , compte tenu de l'inversibilité de I dans AI .

Théoréme 3.8 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) . Alors:

a) Pour n 2 p(I) , on a LA[In,In+1) = e(I)
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b) Pour n < p(I) , on a LA(I”,I”+1) < e(l) .

Preuve :

Par passage a A(X]) , on peut supposer que I a un idéal fraction-
naire J transversal puisque ce passage conserve les longueurs et puis-
que p(I) = p(IA(X)) . Démontrons d'abord le théoréme dans le cas d'un
idéal régulier I de A . La proposition précédente peut s'appliguer
avec s = 1 . On en déduit que LongA(Ik/JIK) - LongA[Ik+1/JIk] =
LongA(Ik/Ik+1] = e(I) - LongA(Ik+1/JIK] . On aura donc 1l'égalité de
a) si et seulement si I = JI8 . 81 k < p(1) et %1 = 31, en
vertu de 2.13 , 1'idéal I est k-inversible , ce qui est absurde , on
obtient donc b) . D'’autre part , le théoréeme 1.5 de [10 ] montre que
pour un g-ordre semi-local , on a LongA(A/In] = ne(I) - r(I) , pour
n 2 p(I) . On obtient alors a) dans le cas semi-local , en utilisant
la relation A/I" = A/In+1/1n/1n+1 . Pour obtenir a) dans le cas glaobal
on utilise la formule de localisation des longueurs et 3.9 ci-dessous.
Supposons maintenant que I soit un élément de I(A) et considé&rons un
€lément régulier a de A , tel que I' = al soit un idéal régulier de A .

) . ,n+1 ,N , n+1 n .
L'inclusion I clI montre que l'on a al c I . On obtient alors

B e e A2 SR I A% S I
qui est égal a LongA(In/aIn+1) - LongA(A/aA] , est donc aussi égal a

LongA[I'n/I'n+1] - LongA(A/aA] . Mais nous avons montré les égalités

1'isomorphisme I'n/I'

e(aA) = LongA(A/aA] et e(I) = e(I') - e(aA) , ainsi que p(I) = p(I') .
Le théoreme a été démontré pour un idéal régulier de A . Les résultats,

appliqués a3 I', donnent donc les résultats pour I .

Remarque 3.8- Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) , alors:
e(I) = I e[IM) , °(I) = L r[IM] .
M e Max(A) M € Max(A)

Pour le voir , il suffit d'utiliser la définition de la multiplicité

et de la réduction par les longueurs .

Proposition 3.10 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de T(A)
al Si nz p(I) , on a LA(A,In) = ne(I) - r(I) .
b) Sin < p(I) , on a L,(A,I") > ne(I) - r(1) .

c) le plus petit entier p tel gue AIIp 1P est p(I) .

21
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Preuve :

Considérons d'abord un idéal régulier I de A . On vient de

voir que pour n 2 p(I) , on a 1l'égalité de LongA(A/InJ avec le polyné-

me d'Hilbert-Samuel . Si 1l'on a égalité , par la formule de localisation

des longueurs , on obtient : Long (a/1") = Long, ((A/I™M) )2
A A M
M € Max(A) M
p e(I )n=r(I ) = e(I)n -r(I) , en vertu du théoréme 1.5 de
M
M e Max(A)

[ 10] . Puisqgue l'on a Long ((A/In) ) 2e(I)n - r(I,) , toujours
AM M M M

en raison du théoréme cité ci-dessus , on voit que l'on a 1'égalité

pour tout idéal maximal M de A : LongA ((A/InJMJ = e(IMJn - r(IMJ .
M

Alors IM est n-inversible d’aprés le théoreme cité . Il en résulte
que I est n-inversible et donc que n 2p(I) . Supposons maintenant que
I soit un idéal fractionnaire régulier . Soit a un élément régulier de
A tel que J = al soit un idéal de A . De J" = 2"1" on déduit les gégali-
tés LA(A,InJ = LongA[A/JnJ - LongA(A/anA) LongA(A/Jn) - ne(aA) .
La proposition étant démontrée pour un idéal régulier J , on en déduit
que LA(A,InJ >ne(J) - r(J) - ne(aA) = ne(I) - r(I) ; on a 1'égalité

si et seulement si n 2 p(I) . Il est clair que AIID(I) = ID(I]

De plus si ATIP = 1P , on en déduit que Ac IP : IP . Si 1'on avait
p <p(I) , la suite{ Ik : Ik} serait stationnaire & partir de p , ce

gui contredit 2.8 .

Nous allons maintenant étudier la multiplicité d'un produit
d'idéaux . Pour cela , la proposition suivante , due & D.G. Northcott,

dans le cas d'idéaux d'un anneau intégre , est décisive .

Proposition 3.11 - Soit A un g-ordre et soient I et J des éléments

de 7 (A) , J étant inversible .
a) On a e(lJ) = e(I) + e(J) et r(IJ) = r(I)
b) L'idéal fractionnaire I est inversible si et seulement si

e(l) = LA(A,IJ , Ou encore , si et seulement si r(I) =0 .

c) Si I est un idéal régulier de A , on a el(I)
siI=A.

0 si et seulement

d) Si I est un idéal régulier de A , on a e(I) 1 si et seulement
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si I est inversible et maximal .
Preuve :

La démonstration de a) se fait en remplagant I , J , K par
A, In R Jn dans 1.17 . La partie b) est démontrée dans [14 ] , pour
des idéaux d'un ordre généralisé de Dedekind . La preuve est la méme
pour les idéaux fractionnaires d'un g-ordre , aprés avoir utilisé le
passage a l'anneau A(X) , en prenant un idéal arithmétiguement égquiva-

=

lent a8 1'idéal fractionnaire considéré . Montrons c) : si e(I) =0

alors AI = IAI donne , pour k assez grand , IK = I2K , d'ou Ik = A et

I

’

A . Soit alors un idéal régulier propre I de A . On a les inéga-
lités e(I) = LongA(A/I] > 0 , Donc 1l'assertion e(I) = 1 est vraie si
et seulement si e(I) = LongA(A/I] = 1 , La premiére égalité équivaut
&8 1'inversibilité de I , la deuxiéme & la maximalité de I , ainsi d)

est démontré .,

Remarque 3.12 - Il est clair que si I est un idéal fractionnaire

régulier d'un g-ordre , pour tout entier p , on a e(1?) = pe(I) et
r(IP) = (1) .

Corollaire 3.13 - Soit A un g-ordre et soient I et J des éléments

de T(A) , vérifiant I < J , alors e(I) 2 e(J) .
Preuve

Soit a un élément régulier de A , tel gque al et alJ soient des
idéaux de A . Pour tout entier n , 1'inclusion a"I" < a"1" entraine
LongA(A/anIn) 2 LongA[A/aan) . On en déduit les inégalités LA(A,In)z
LA(A,Jn] , c’est a dire ne(I) - r(I) 2 ne(J) - r(J) , d'ol 1l'on déduit
que e(I) > e(J) .

Définition 3.14 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) . On

pase er = Inf {e(aA) ; a régulier dans A tel gue al soit idéal de A} .
Remargquons que si I est un idéal de A , alors eI =0 .
La guantité e gst effectivement définie , puisque pour tout

élément régulier a de A, on a e(aA) 2 0 . En fait il existe un élément

a de A, tel gue e; = e(aA) .
On a de plus e n < neI , pour tout entier n ; en effet de al <« A , on

I
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tire anIn c A, donc e n < e(anA] .
I

Proposition 3.15- Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) ,

ayant une réduction J , alors :

e(J) = e(I) et r(J) € r(I) € r(J) + n(e(J) + eI)

ol n est le plus petit entier tel que JIn = In01 .
Preuve :

Supposons que I et J soient des idéaux réguliers de A .
L'égalité e(I) = e(J) est bien connue . On a J < I et JI" = In+1.

pour n assez grand . On en déduit les relations 1"P = JpIn c JP < 1P
Les morphismes surjectifs A/In+p - A/Jp - A/Ip donnent , par passage
aux longueurs : e(Ilp - r(I) € e(J)p - r(J) < (n+ple(I) - r(I) , pour
p assez grand . On en déduit les relations cherchées dans ce cas .
Supposons maintenant gque I et J soient des idéaux fractionnaires régu-
liers , il existe un élément régulier a de A , tel gque aJ et al soient
des idéaux réguliers de A . Or 1'égalité e(al) = e(al) entraine e(l) =
e(J) ; d'autre -art la double inégalité r(aJ) < r(al) < r(al) + nelal)
donne r(J) < r(I) , puisgue la réduction est la méme pour des éléments
de I(A) arithmétiquement équivalents . La second inégalité donne r(I)<
r(J) + n( e(J) + e(aA) ) . Etant vérifiée pour tout élément régulier a
de A tel que al soit un idéal de A , on en déduit que r(I) < r(J) +

nl e(J) + eIJ

Théoreme 3.16 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) ,

alors LongA(AI/A] > p(I) .

Preuve :

Soient I et J des éléments de I(A) , arithmétiguement équi-

valents , on sait que AI = AJ et p(I) = p(J) . On peut donc supposer

s

gue I est un idéal de A . De méme le passage a A(X) conserve les

longueurs et on a aussi p(I) = p(IA(X)) . On peut donc supposer de plus

n+1 _ _n

que I @ un idéal transversal principal xA , tel que x ¢ I et I xI

pour n assez grand . Supposons n < p(I) , en multipliant les deux membres

- , on obtient ID(IJ+1 = xIp(IJ .

n-p(IJAI ost

de 1'égalité précédente par ID(I)

. ID(IJIn-p(I]AI

Sin >p(I) , alors 1" est égal & ; mais I



Multiplicité et Norme d'un Idéal Fractionnaire et Régulier 25

inversible dans AI . On peut danc simplifier par cet idéal fraction-

naire dans 1'égalité ™", ce qui donne & nouveau P

xIp(I] . Soit 1'idéal fractionnaire J = x_1I ; 11 vérifie : 1 ¢ J .

JP

Par conséquent , pour tout entier p , est contenu dans Jp+1 . D'autre

part , du fait que x-1Ip(I)+1 soit égal a ID[I] , On déduit les égali-

tés suivantes : Jp(I]Ip(I) = x-p(I)IZD(I] = Ip(I)

Jp(I]

., On en déduit gue

est contenu dans AI . On a évidemment A c J . S'il existait un

entier n < p(I) tel que 1'on ait 1'égalité " = Jn+1 , on aurait donc

x-nIn = x‘ann+1 , c'est & dire xIn = In+1 , o x ¢ I . Cecl contredit
2.13 . Nous obtenons donc une suite de composition : Ac Jc .....ch(I]C

A[ , ce guil donne le résultat .

Théoréme 3.17 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) , alors:
a) On a0 < p(Ils r(I) < p(I)(e(I) + eIJ
b) On a LA[A,IJ < e(I) < LA(A,I] + r(I) .

Preuve :

Onvient de voir que 0 < p(I) < r(I) . Soit I un élément de I(A).
2p(1) _ JIpil)

Ip(I]

Le lemme 2.13 montre que I , ot J est un idéal fraction-
naire inversible , contenu dans
p(I) ) _ p(I), _
I . Il résulte de 3.15 gque e(J) = e(l ) = p(I)e(I)

{
P < r) s erP 4 e S € T+ R (elmls
eIJ . Puisque J est inversible , on a r(J)=8 . . Ainsi a) est démontré ;

. Dans ces conditions J est une
réduction de

et que r(J) < r(

la partie b) est mise pour mémoire , c'est la prop. 3.5 .

Remargues 3.18 -

1) Le théoréme C de [5 ] et le lemme 2.4 de [18 ] montrent gque si
A est un ordre d'entiers , relatif a une extension Q - K de degré d ,
les entiers p(I) , pour un idéal I fractionnaire , sont majorés par
d-1 .

2)Le corollaire 2.2.14 de [5 ] montre que pour un idéal I fraction-

T
naire d’'un g-ordre on a p(I) < Sup ( 1, Dim )[A‘QEAK(P)] -1 ).

P e Max(A) k(P

En effet p(I]) = Max(p[IP)) .

Théoréme 3.13 - Soient A un g-ordre et I et I' des éléments de I(A) ,

alors e(II’') = e(I) + e(I') .




26

M. PICAVET - L'HERMITTE

Preuve :
Soient J et J' les idéaux fractionnaires inversibles , réduc-
tions respectives des idéaux fractionnaires IK et I'K , oU k est le
maximum de p(I) et p(I') . Ils existent , en vertu de 2.13 . On en
déduit que JJ' est une réduction de (II']K ; La prop., 3.15 montre gue
e[(II'JKJ = e(JJ') = e(J) + e(J') , cette derniére égalité provenant de
3.11 . Mais e(J) ke(I) et =(J'")

simplifier par k , pour terminer la preuve .

ke(I') ; il suffit maintenant de

A

Remargue 3,20 = Il est clair que ell + J) < Min(e(I) , e(J)) . Mais

1'égalité est certainement fausse en général . Il suffit de prendre
un g-ordre A, non local , et deux idéaux I et J de A , comaximaux .
De (I n J)(I + J) c IJ , on déduit pour des éléments I et J de I(A)
la relation e(I) + e(J) < e(Il + J) + e(In J) .

Si I et J sont des idéaux réguliers de A , on a de plus e(lI n J) <

e(I) + e(J) , car IJ c I nJ

Proposition 3,21 = Soit A un ordre d'entiers , relatif & une extension

Q - K de degré d et soit pZ un idéal premier de Z . Soit pA = Q1.-.Q,
une décomposition primaire de pA . Alors d = ¢ LongA[A/QiJ[ A/F’i : Z2/pZ] ,
ol Pi est la racine de Qi . *

De plus e[QiJ = LongA[A/Qi] et les idéaux Qi sont inversibles dans A .

Preuve
Appliquons la formule des extensions de D.G. Northcott
LongZ(A/pnA] = 3 Long, [(A/pnA]PJ[ AP i Z/pZ] .

P ¢ Max(A) P

Par 1.8 , la somme du deuxiéme membre se réduit & I LongA[A/QzJ[ A/Pi :
i
Z/pZ] et le premier membre est égal & nd . Mais , pour n assez grand ,

LongA!A/Qg] = ne[Qi) - r(QiJ . On en tire d'abord que r(Qi) =0 . La
proposition 3,11 montre que Qi est inversible et que e[QiJ = LongA(A/QiJ .

En égalant les coefficients en n , on trouve la formule cherchée .

Théoréme 3.22 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) , on a :

p(I) < Max( e(I) + er - 1, 0) .

Preuve :

Supposons d'abord que I soit un idéal régulier de A . Nous avons
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cité plus haut un résultat de [5]:

p(I) < Sup (1, Dim (AI/PAI] - 1), on en déduit que
A/P
P e Max(A)
p(I) < Sup(e(I)=-1 , 0) : posons A’ = A_ et I' =I_ , P’ = P_ pour un
I I P P I’ PI'
idéal maximal P de A , alors A"/PA" et égal a A'T /P'A? et sa
dimension sur A/P = A'/P' est majorée par e(I') si I' # A' ; si I' = A' ,

cette dimension vaut 1 ; or e(I) est la somme des entiers e(I') , pour
I' #A' ; on en déduit aisément que p(I) < Max(e(I)-1, 1) .

Si e(I) <1, 1l'inégalité LongA[A/I) < e(I) entraine que I est inversi-
ble et alors p(I) = 0 ; dans ce cas p(I) < Max(e(I)-1 , 0 ) =20 .

Si e(I) > 1, on a alors Max(e(I)-1 , 1)

e(I)-1 = Max(e(I)-1, 0] .
Dans tous les cas on a bien p(I) < Max(e(I)-1 , 0).Soit alors I un
élément de I(A) et considérons un élément régulier a de A tel que J = al
soit un idéal de A . On a les égalités p(I) = péJ) et e(J) = e(I) +e(Aa).
Le résultat ci-dessus appliqué & 1'idéal J donne alors

p(I) < Max(e(I) +e(Aal)-1 , 0 ) . Cette inégalité est vérifiée pour

tous les éléments réguliers a tels que al soit un idéal de A . Puisqu’

il existe un élément a de A tel que e_. = e(Aa) , le résultat s’en déduit

I
aisément .

Proposition 3.23 - Soit A un g-ordre , alors pour tout élément I de I(A) ,

on a : p(I) < Sup 1, eMm-1) .
M e Max(A)
Preuve :
On sait que p(I) = Sup (p(I,)) , il suffit alors d'appli-
M
M e Max(A)

quer le théoréme 2.5 de [18] qui donne le résultat dans le cas local

pour des idéaux réguliers de A . Dans le cas ot I est un idéal fractio-
naire , soit a un é&lément régulier de A , tel que J = al soit un idéal
de A ; on a alors p(I) = p(J) et 1'inégalité est donc vérifiée pour les

idéaux fractionnaires réguliers .

Nous terminons ces considérations sur les multiplicités par des
évaluations sur le nombre minimal de générateurs des idéaux fractionnaires

réguliers d’'un anneau de Mori .

Définition 3.24 Soit A un g-ordre intégre de cldture intégrale‘ﬁ . On
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dit gue A est un anneau de Mori si le morphisme A > A est fini .
Dans ce cas ce morphisme est un morphisme de g-ordres et A est un

anneau de Dedekind .

Proposition 3.25 - Soit A un g-ordre de Mori et soit C le conducteur

du morphisme A - A . Soit M un idéal maximal de A , les conditions
suivantes sont éguivalentes

a) C € M -b)eM) =1 -¢c) r(M) =0 -d) Mest inversible .

Preuve :
L'assertion a) éguivaut a 1'égalité AM = Kﬁ donc & AM est un
anneau de Decgekind local . Cette derniere propriété équivaut & MA, est

M
un idéel principal , c'est & dire &8 M est inversible . Par 3.11 ,

1’inversibilité de M éguiveut 8 (M) = 0 ou a e(M) = 1 , d'ol le résul-
Tat

Le théoréeme B de [ 5 ] affirme gue les entiers p(I) sont bornés
si A est un g-ordre de Mori ; la proposition 3.23 permet alors d'en
trouver un majorant

Soit A un anneau Noethérien et soit I un élément de I(A) , on

(a8

é

0]

izgne par n(I) le cardinal d'un systéme minimal de générateurs g
=)

(]

Théor2me 3.28 - Soit A un g-ordre de Mori et soit I un élément de I[A),

alors pour tout entier k 2 p(I) , 1'idéal Ik est engendrable par

Max (e(I) + eI , 2 ) éléments

Preuve :

On suppose d'abord que I soit un idéal de A et que 1l'anneau
A soit local , d'idéal maximal M ; puisque I est inversible dans AI
P Pty . LongA[AI/MAIJ

Mais , puisque A est un anneau local et puisque LongA(Ip(I]/MID[I)) =

DimA/M(Ip(IJ/MIp[IJ] , on en déduit , d'aprés un résultat classigue ,
I

que LongA(A /MATY) = n(IpLIJ] . Le méme résultat est valable pour

donc principal , il est clair que LongA(

1'idéal IK , lorsgue k 2 p(I) . on en déduit gque pour p > p(I) ,
1'idéal IP 2 un nombre minimal de générateurs égal & celuil de Ip(IJ .
Mais , ou bien I = A et le nombre minimal de générateurs de A est 1

et sa multiplicité esr 0 ; ou bien I est contenu dans M; dans ce cas

I I

on a une surjection AI/IA - AI/MAI qui nous donne LongA(AI/MA ] < e(I)
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L'inégalité LongA(AI/MAI] = h(Ik] < e(I) est donc vérifiée pour

k 2 p(I) , dans le cas o0 I # A et 1'anneau A est local .

Pour globaliser , on fait une discussion en fonction de 1l'inversibi-
lité de I . Si 1'idéal I est inversible , il en est de m@me de IK et

le corollaire 1 de [8] , p. 141 , montre gue Ik est engendré par 2
gléments , donc aussi par Max(e(I),2) éléments ., Si 1'idéal I n’est
pas inversible , on distingue deux cas en fonction de la position de
e(I) par rapport &8 2 . Remarquons auparavant gue pour tout idéal maxi=
mal M de A, on a e(IM] < e(I) et gqu'il existe au moins un idéal maxi-
mal M de A tel gue Ilv| # AM . On rappelle que p(I) est égal a Max(p[IMJJ
pour M e Max(A) . D'apres le cas local I; est engendré par e(IMJ glé-
ments , donc par e(I) éléments , si IM # A

s - 'ice
M si IM AM , l'idéal

I; est engeniré par 1 élément . Supposons maintenant e(I) > 2 , alors
localement I est engendré par e(I) 2 2 éléments ., Le lemme 7.4 de [2]
affirme gu'alors IK est engendré par Max(e(I),2) éléments . Si mainte-
nant e(I) <1, on a déja vu que I est inversible , ce qui est impossi-
ble . Dans tous les cas , l'idéal IK est engendré par Max(e(I),2)
g€léments . Supposons maintenmant gue I soit un idéal fractionnaire régu-
lier de A . Il existe alors un élément a non nul de A, tel que J = al
soit un idéal de A , Tout systéme de gérérateurs de I fournit un systé-=
me de générateurs de J et réciproquement ., Il en est de méme pour IK et
JK, pour tout entier k ., Par suite , 1'icéal fractionnaire IK gst engen-

drable par Max(e(J) , 2) éléments ., Mais on a 1'égalité e(J) = e(I) + e;
pour un certain idéesl J . La preuve est donc achevée ,

Nous donnons maintenant un résultat de nature plus glaobale sur
le nombre minimal de générateurs d'un idéal fractionnaire d’'un g-ordre
de Mori , en affinant au passage un résultat connu dans le cas locel .
Soit A un g-ordre de Mori , le corollaire 3 du §4 de [4] montre
que les idéaux de A sont engendrables par un nombre fixe d'éléments ;
on désigne par n*(A) le plus petit entier tel que la propriété soit réa-

lisée . Il est clair que n*(A) = Sup(n(I)) .

Proposition 3,27 - Soit A un g-ordre de Mori , alors n*[AJ < Max (2, e(M)).

M € Max(A)
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Si 1'anneau A est local , alors n*(A] = e(M) , ol M est 1'idéal maxi-

mal de A .

Preuve :
Supposons d'abord 1l'anneau A local , d'idéal maximal M . Pour
un entier k 2 0 , assez grand , e(M) = DimA/M[Mk/MK+1) , d'aprés 3.8 .

Ce nombre est donc égal au nombre minimum de générateurs de MK et par
suite e(M) < n*(AJ . De plus , le raisonnement suivant , ne faisant
intervenir que des longueurs , par passage a l'anneau A(X]) , on peut
supposer gue M a un idéal transversal J ¢ M, en vertu de 3.4 . L'idéal

J est donc tel que pour un entier k , assez grand , JMK = MK+1 et J

est inversible . La prop. 1.7 donne : LongA(Mk/Mk+1] = LongA[I/JI) ,
pour un idéal I guelconque de A . Mais JI est contenu dans MI , on

en déduit gque LongA[I/MIJ = LongA[I/JI] - LongA(MI/JIJ < LongA(I/JIJ
Finalement , on obtient : LongA[I/MI] = n(I)s e(M) . Il en résulte

gue n*(AJ = e(M) . Le reste de la proposition s'en déduit , a 1l'aide

de la prop. 1.4 de [1 ] . En effet , désignant par A' le localisé

de A en M et par M' 1'idéal maximel de A' , on a e(M) = e(M') ; d'autre
part , tout idéal maximal ne contenant pas C(A,A) est , en vertu de
3.25 , de multiplicité égale &8 1 et , par conséquent , le maximum des

e(M) existe .

IV -~ LA NORME SUR UN ORDRE D'ENTIERS

On se propose de définir la norme d'un idéal fractionnaire d'un
rdre d'entiers , en sorte gu'elle soit multiplicative et redonne 1la

norme usuelle dans le cas d'un ordre d’'entiers de Dedekind .

Soit A un ordre d'entiers et soit I un idéal A-fractionnaire ,
Z.I. Borevitch et I.R. Chafarevitch définissent la norme de I comme
étant n(I) = [I :I| I 1 , cf. [3] . Cette norme n'est pas multiplica-
tive en général .

On suppose dans la suite du paragraphe , sauf mention du contraire,
que les ordres d’'entiers dont on s'occupe sont relatifs @ une extension
séparable de corps Q - K , de degré d , Q étant le corps des fractions

d'un anneau de Dedekind Z . Nous allons modifier la définition de la
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norme de [3 ] , afin d'obtenir les propriétés annongées .

Définition 4.1 - Soit A un ordre d'entiers , on définit la norme

d'un idéal I fractionnaire de A par N(I) = [AI IIAI 1 .

Proposition 4.2 - Soit A un ordre d'entiers , alors :
1) Si J est un élément inversible de I(A) , on a N(J) =[A |J ]
= n(J) .

2) Si x est un élément non nul de K , N(Ax) est la norme de x

au sens usuel , c'est & dire N(Ax) = NK |Q(x)Z ;
On pose alors N(Ax) = N(x) .
Preuve :
Soit I un idéal fractionnaire de A , inversible . Les égalités
AI = A =11:1 prouvent 1) . Soit x un élément non nul de K , 1'idéal

fractionnaire Ax est inversible , d’ou N(Ax) = [A |Ax ] = N(x)Z .

Proposition 4.3 - Soit A un ordre d'entiers et soit I un idéal fraction-

naire . Pour tout entier p > p(I) , on a N(I) = [Ip !Ip+1 1.

Preuve :

Soient M un idéal maximal de Z et p 2 p(I) . Posons A' = AM
I' = I, . 0On a l'égalité (1P P 1y = [rParl’ Pl
Mais I’A'I est inversible dans 1’'anneau A'I qui est semi-local . Il
existe donc un élément non nul x-de K tel que I'A’I = xA'I . I1 en
résulte la suite d'égalités :
EI’DA'I I Irp+1AaI ] = [XDA.I l xp+1A!I ] __.[A'I l XA'I ] =
C A'I | I'A'I ] . Il suffit pour le voir de considérer le Q-auto-

p' On en déduit ,

I I
=[ A" | IA ]M ,

morphisme de K , défini par la multiplication par x

pour tout idéal maximel M de Z , 1'égalité [Ip | Ip+1 }M

ce qui donne le résultat .

Les deux expressions obtenues pour N(I) sont & rapprocher
des expressions e(I) = LA(AI,IAI] = LA[Ip,Ip+1] , pour p 2 p(I) .
Elles laissent & penser qu'il y a des relations entre la norme et la
multiplicité . Nous allons effectivement déterminer une relation entre

norme et multiplicité d'un idéal fractionnaire d’'un ordre d'entiers .
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Plus généralement , étant donné un ordre d’'entiers A , relatif & un
anneau de Dedekind Z et deux éléments I et J de I(A) , nous montrons

qu'il existe une relation entre LZ[J,I) et [J] I1].

Proposition 4.4 - Soit A un ordre d'entiers , relatif & un anneau de

Dedekind Z , soient I et J deux éléments de I(A) . Supposons gue la
décomposition de [J | I ] en produit d'idéaux maximaux de Z soit
donnée par I PQ(P] . On a alors a(P) = LZ (JP.IP) et

P e Max(Z) P

LZ(J,I] z alP) .

P e max(Z)

Preuve :

La formule de localisation des longueurs donne :

LZ(J,I) =5 z Max (Z) LZ (JP.IPJ . Puisque Z est un anneau de Dedekind ,

€

P
1'anneau ZP est principal et il existe un €lément p de ZP , tel gue
b o - - al(P). .
P =pZp - On a de plus [J ] I ]P L JP | IP ] p Zs Soit z

un é&lément non nul de Z , tel que zI <« J . On obtient gue zIP est un
sous-ZP-module de JP et ce sont tous les deux des modules libres de
méme rang , sur l'anneau principal Z5 Consicérons les facteurs inva-

riants {Bi} de zIP deans J_ ; on a alors , pour tout entier i , 1la

. P
relation Bi = pa(lJ , ot a(i) £ a(i+1) . Or on sait que [JP | zIP]
est égel & HBiZP = pza[l)zp . D'autre part , on a 1'égalité :
i
IS IP] = [ g | zIP] [ 2, | I ] , guantité encore égale 3

[JP | zI ] z © , ol d est le degré de 1l'extension @ - K , associee

& l'ordre d'entiers A . Par conséguent , on obtient :

_ Zal(i)_-d . _ vy ()
L JP | IP ]l =0 z ZP . Soity(P) tel que zZP = p ZP , on a
a(P) égal @ I a(i) - dy(P) . Mais , on a d'autre part 1'isomorphisme
i .
de Z,-modules : J./zI, = & ZP/Da(l)ZP , ainsi que 1'isomorphisme
i
(d) vy (P) (d) (d) . .

T = = T
IP/Z‘P (ZP/ZZP] (ZP/p ZPJ , le symbole X désignant la
somme directe de d copies de X . On en déduit gue LongZ [JP/ZIP] =
% Long. (Zo/p® 17y =5 ati) et 1 Long, (z/p" T2y = Long (1./21.)
. Z, P P z, P P z, PP
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= dy(P) ; bref , on obtient finalement : L, (JP,IPJ = Za(i) - dy(P)
=q(P) , d'ol le résultat . P

En appliquant 4.4 aux idéaux fractionnaires AI et IAI ,» on obtient le
théoreme fondamental suivant ; on retrouve ainsi la définition de la

norme lorsque A est un anneau de Dedekind .

Théoreme 4,5 - Soit A un ordre d'entier , relatif & un anneau de Dede-

kind Z et soit I un élément de I(A) , on a alors :

e(IMJ[A/M : Z/Mn Z]

N(I) = 1 (M n 2Z)
M e Max(A)
On a aussi N(I) = 1 L N I e(I,JLA/M & Z/F]
P ¢ Max(Z) M e Max(A)
MnZ-=Fp

Preuve :

I I

On sait que N(I) = [A™ | IAI ] et que e(I) LA(AI,IA )

Soit la décomposition MN(I) = I Pa[P] . La proposition précéden-
P € Max(Z)
I IP
te donne a(P) = LZ (AP‘ , IPAP ) égal , d'aprés la formule des extens
" IM IM
sions , & z L, (A, , I,A . : s
M e Max(A) AM M MM ) [A/M : Z/P] ,( pour tout idéal
MnZ-=P
fractionnaire I de A, IM s'identifie 2 [IP)M } . Cette derni2re expres-
sion n'est autre que z e(IMJ CA/M : Z/P] , qui est donc l'ex-
M e Max(A)
MnZ-=P
posant afF) de P dans la décomposition de N(I) .
Remarque 4.6 - Dans lz proposition précédente , le produitIIPa(P) est

en fait étendu aux idéaux maximaux P de Z tels qu’'il existe un idéal
maximal M de A au-dessus de P , pour leqguel e(IMJ # 0 , IL en résulte
que pour ces idéaux maximaux IM # AM et on sait qu'il n'y a gu'un

nombre fini de tels idéaux maximaux , en vertu de 1.11.1 .

Définissons 1'encsamble V'(I) comme étant 1l'ensemble des idéaux
maximaux M de A tels cus e(IMJ #0 . On retrouve V' (I) = V(I) pour un

idéal non nul I de A , Zn effet , on a dans ce cas e(IMJ >0, et e(IMJ
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est nul si et seulement si IM = A c'est a dire si I ¢ M.

M »

Corollaire 4.7 - Soit A un ordre d'entiers , relatif & un anneau de

Dedekind Z , et soit I un élément de I(A) , alors

e(N(I)) = I e(IMJ CA/M + Z/Mn Z].
M e Max(A)
Preuve :
Soit J = I Pa(P] la décomposition d'un idéal frac-

P e Max(Z)
tionnaire J d'un anneau de Dedekind Z ; la multiplicité e(J) est
ggale 3 T a(P)e(P) = £a(P) , puisgue les idéaux maximaux sont de

multiplicité égale & 1 . Le théoréme 4.4 donne alors le résultat .

Corcllaire 4.8 - Soit A un ordre d'entiers , relatif & un anneau de

Oedekind Z , si I est un idéal de A, alors N(I) est un idéal de Z .
Preygve

Pour tout idézl meximal M de A on a e(IM) > 0 , Donc les
nomores o(P) du tnéoreme 4,5 sont positifs ou nuls , pour tout icézsl

maximal P de Z .

Corolleire 4,8 - Soit A un ordre d'entiers , relatif & un annsau ce

Cedekind Z , et soit f : Z - A le morphisme canonigue . Pour tout
elément I de I(A) , on a V'(N(I)) < aF(V'[I]J , avec égalité lorsgue
T est un idéal de A .
Prauve

Soit P un élément de V'(N(I)) , cela signifie gue e[N(IJP) est
#0 . D'aprés 4.5 , il existe un idéal maximal M de A , dominant P ,
pour lequel e[IMJ #0 . I1 s'ensuit que M ¢ V'(I) et donc que P appar-
tient & TF(V'(I)) . Supposons de plus gque I soit un idéal de A ; un
slément P de “f(V'(I)) est le contracté d'idéaux maximaux M de A , pour
lesqguels e(IMJ >0 , En effet , les localisés de I par rapport aux
idéaux maximaux de A ont tous laur multiplicité positive ou nulle . Par

conséguent , on a e(N[IJPJ >0 , par 4.7 ; d'ol le résultat

Corollaire 4.10 - Soit A un ordre d'entiers et soit I un élément de I(A).

Si toutes les extensions résiduelles , relatives aux éléments de V'(I) ,

sont de méme degré r , on a2 alors e(N(I)) = e(Ilr .
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Preuve :
Soit A un ordre d’entiers , relatif a8 1'anneau de Dede-

kind Z . Pour tout élément M de V'(I) , on a [A/M : Z/Mn Z] =r

’

il en résulte que e(N(I)) = r ¢ e[IM] = re(l) .
M e Max(A)
Corollaire 4.11 - Soit A un ordre d'entiers , relatif & un anneau de

Dedekind Z . Soit I un élément de T(A) tel que V'(I) soit réduit a
un élément M . Alors N(I) = (M n ZJE(I) CA/m + z/M nZ].

Preuve :
Le théoreme 4.5 donne immédiatement le résultat
Corollaire 4.12 - Soit A un ordre d'entiers et soit I un élément de

I(A) tel que si f : Z - A est le morphisme canonique , l'ensemble
af(V'(I]] soit réduit & un élément P . Si les extensions résiduelles
relatives aux éléments de V'(I) sont de méme degré r , alors N(I) =

re(I)

P
reuve
Par 4.10 on obtient e(N(I)) = re(I) . Puisque V'(N(I])) est
contenu dans SV’ (I)) , 11 contient zu plus 1'élément P . D'ol N(I)

s Pe(N(I])

est égal a , ce gqui acheve la preuve .

Les propriétés gue nous avons obtenues pour les multiplici-
tés d'idéaux fractionnaires permettent c¢'obtenir des propriétés pour

les normes d'idéaux fractionnaires .

Proposition 4.13 - Soit A un ordre d'entiers et soient I et I' des

éléments ade I(A) , alors N(II') = N(CIIJN(I') .

Preuve :
.. , a(P) <
Le théoréme 4.5 donne N(II') = 1 P , ou
P e Max(Z)
a(P) = T e((I1').) [A/M : Z/P] . Mais on a e((II'),) = e(I ) +
M M M
M € Max(A)
MnZ-=P
e(I' ) . Posons B(P) = I e(I.) [A/M : Z/P] , soit y(P) la quantizé
M M
M € Max(A)
MnZ-=P

ananalogue ol I est remplacé par I' . La relation précédente donne donc ,

pour tout idéal maximal P de Z , a(P) = 8(P) + y(P) . Puisque N(I) =
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I PB(PJ et N(I') = I PY(PJ , on a donc 1l'égalité
P e Max(Z) P e Max(Z)
cherchée .
Note : Nous dirons gu’un élément I de I(Z) divise un élément J de
1(Z) si J est contenu dans I . Si I = 1 PQ(P] et J =
P e Max(Z)
I PB(P] sont les décompositions respectives de I et J en
P € Max(2Z)

produits d'idéaux maximaux de Z , la propriété précédente est équivalen-

te 3 o(P) < B(P) , pour tout idéal maximal P de Z

Proposition 4.14 - Soit A un ordre d'entiers et soit I un élément de

I(A) , alors , pour tout entier k 2 0 , 1l'indice [IK | IK+1 ] divise
N(I) et on a égalité si et seulement si k 2 p(I) .
Preuve :
. s K k+1
Le théoréme 2.8 gonne L, (I, , I )] < e(I,) , pour toutz
AN M M M
iZéal maximal M de A , avec égalité si et seulement si k 2 p(IMJ .
(P) k k+1 B(P)
Posons N(I) = il pe et [I | I ] = I P .
P e Max(Z) P e Max(Z)
On en déduit 1'inégalité suivante :
K, _k+ Ko _k+1, .
B(P) = LZ (IP s IP ] o= T LA [IM ’ IM )} [A/M : Z/P] <
P Me Max(A) M
MnZ-=P
. D = T ' e 5 = +
M I Max(A) e(IMJ CAa/M ¢+ z/P] za(P) , d'aprés le théor2me 4.5 et
MnZ-=P
en vertu de 1'identification [IPJM = I[v| . D'aprés 4.3 , 1'égalité &

lieu pour k 2 p(I) . Si 1'on a k < p(I) , il existe un idéal maximeal

M de A pour leguel k < p(I,) . Par conséguent L [IK,IK+1) < e(I,)
M AM MM M

et B(P) < a(P) donnent une inclusion stricte .

Proposition 4.15 - Soit A un ordre d'entiers et soient I < I' des

€léments de I(A) , alors N(I') divise N(I) .

Preuve :

Il est cleir que pour tout idéai maximal M de A on a une inclu-

sion IM cI', . Il en résulte , d'aprés 3.13 , que e(I,]) 2 e(IMJ

M M
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Soient les décompositions N(I) = I PG(P) et N(I') = 1
P e Max(Z) P € Max(Z)
p* (F) en produits d'idéaux maximaux de Z . Le théoreme 4.5 montre

qu'alors pour tout idéal maximal P de Z on a a'(P) £ a(P) , c'est &

dire que N(I') divise N(I) .

Corollaire 4.16 - Soit A un ordre d’'entiers et soient I et J des

6léments de I(A) , tels que I c J , La suite d'idéaux [JP | 1PJest
décroissante pour p assez grand .
Preuve :

Pour p assez grand , N(I) = N(J) 5P l Ip+1 P TP ]-1 ,
comme on peut le voir en utilisant 4.3 . Puisque N(J) divise N(I) ,

nécessairement [Jp+1 | Ip+1] c P | 1P 1.

=

Propcsition 4.17 - Soit A un orare d'entiers , relatif a 1l'exten-

sion Q - K de degré d ;

1) Pour tout élément I de I(Z) on a N(IA) = Id .

2) Pour tout idéal I de A, on a N(I)Ac I .

Preuve :

La partie 1) résulte du fait que I AP est un idéal princi-

P
pal , engendré par le générateur de I , pour tout idéal maximal P

’

de Z , car ZP est un anneau principal . Il s'ensuit gue N(IPAPJ = IS
d'ou le resultat . Montrons 2) . En vertu de 4.14 , on obtient 1'in-
clusion N(I) ¢ [A|I ], pour k = 0 . Il en résulte gue pour tout

idéal maximal P de Z on a N(I;) = [Aj | I

P P

i i I 5 1 3 LI AR r U P LI LR B )
principal , [AP | LP]est égal & a,.. “dzP ol a, oy sont les

facteurs invariants de IP dans AP . Il existe donc un élément k de
AP tel que N(IP] = Ka1......ad2FJ , ce gui entraine N(IP]AP c IP ,

pour tout idéal maximel P de Z . On obtient finalement que N(IJA < I .

1 . Mais ZP étant un anneau

On sait gue dans le cas d'un ordre de Dedekind la norme d'un
idéal est engendrée par la norme de ses éléments , cf. [18 1].
Noous généralisons cette propriété aux idéaux fractionnaires d'un
orcre d'entiers , admettant un idéal transversal . Cette propriété

est donc vérifiée pour tous les idéaux fractionnaires inversibles .
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Propecsition 4.18 : Soit A un ordre d'entiers et soit I un idéal

fractionnaire , ayant un idéal transversal , alors N(I) est engen-
drée par les normes des éléments de I .
Preuve :

Supposons gue A soit un ordre d’enﬁiers , relatif & 1'anneau
de Dedekind Z . Considérons d’'abord le cas ol I est un idéal de A .
Pour tout élément x de I , 1'inclusion Ax < I entraine , en vertu de
4,15 , gque N(x)Z < N(I) . Soit J un idéel transversal 8 I ; il véri-
fie les propriétés suivantes : J est inversible , J < I , et N(I]) =
N(3) . Pour tout idéal maximal P de Z , 1'idéal J' = J_ de l'anneau

orincipal A' = AP a un générateur x' , tel que J' = A'z' et x' € J .
Considérons 1'idéal K de Z , engendré par les éléments N(x') ; puisgue
J est contenu dans I , on voit que N(x'J)JZ < N(I) et que K < N(I) .
Soit maintenant un élément z de N(I) = N(J) . Pour tout idéal maximal

PdeZ,onaze (NJ)) = N[JPJ = N(A'x")

N(x'JZP . Donc z ¢ KP'
pour tout idéal maximal P de Z , et par suite z € K . On en décuit
1'8galité K = N(I) . Si meintemant I est un idéal fractionnaire , soit
a un élément non nul ge Z, tel que I' = al soit un idéal de A . Si d
est le cgegré de l'extension de corps @ - K associée & 1l'orcre A , on
g la relation N(I') = adN[I] et N(I') est engendrée par les &léments
N(x') , ol x' est un élément de I' , donc de la forme ax , ol x ¢ I .
Cn en déduit que N(x']) = adN(x) . L'idéal adN(I) , étant engenaré par
les éléments adN(xJ , 11 en résulte gque N(I) est engendré par les élé-

ments N(x) , ot x ¢ I .

Remargue 4.13 - L'hypothése de l'existence d'un idéal transversal est

nécessaire , dans les hypothéses de 4.18 . Soit en effet Z un anneau

de valuation discrete , de valuation v . Considérons un idéal I d'un
ordre d'entiers A , relatif a8 Z , ne possédant pas d'idéal transversal.
L'anneau AI est semi-local et 1'idéal IAI est inversible dans AI ; on
voit alors gue IAI = aAI , ol a e IAI . Supposons gue N(I) soit engen-
drée par des éléments N(xi] , avec X, € I . L'anneau Z étant de valua-
tion discrete , il existe parmi les éléments X, un glément x tel gue
v(N(x)) = Inf(v(N(xiJ)) . On a alors N(I) = N(x)Z . Mais N(I) est aussi

égal 2 [AI l aAI]= N(e)Z . On en déduit 1'égalité [ AI | xAI] =
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L AI | aAI ] , soit encore [aAI | xAI ] =2 .0r x est un élément de
I , on a donc 1l'inclusion xAIc IAI = aAI . La relation sur 1'indice
donne alors 1l'égalité xAI =aA” = IA” , o0 x eI . Il existe donc un

1
élément x de I tel que In+ = x1" , d'ol la contradiction .

On termine ce paragraphe , par une remarque relative aux ordres

de Gorenstein .

Définition 4.20 - Un anneau intégre de dimension 1 est dit un anneau

de Gorenstein si Dim injA(A] = 1 . Un anneau intégre Noethérien de
dimension 1 est de Gorenstein si et seulement ¢i tout idéal ( resp.

fractionnaire ) est divisoriel , cf. [2] , théoréme 6.3 .

Remarque 4.21 - Soit A un ordre de Ggrenstein , de module complémen-

taire A* et de discriminant A(A) . On sait de maniére générale que

ACA) = [A*| Al (ef. [7], p. 11 ) et que A* est inversible ( cf. [16],
V , prop. 4) . Par consdquent si D(A) est la différente de A , on
obtient que N(D(A)) = N(AT -1] = N(A 3-1 = [A | A*] -1 . On retrouve
le résultat bien connu pour les ordres d'entiers de Dedekind : N(D(A))=

A(A) .

V - APPLICATIONS AU CONDUCTEUR DU MORPHISME D'ECLATEMENT

Proposition 5.1 - Soit A - B un morphisme de g-ordres , de conducteur

C . 0Ona alorsr(C) = LongA(B/A] si et seulement si B = AC .

Si cette condition est réalisée , on a les égalités p(C) = 1 , e(C) =
LongA(B/C) . Si de plus A est un ordre d'entiers , on a N(C) =[ B8 | C1J.
Preuve :

Puisque C est le conducteur du morphisme , on a les inclusions
suivantes : B C : C ¢ AC , ce qui entraine LongA(B/A) < LongA[AC/AJ
= r(C) , avec égalité si et seulement si B = AC « Si cette situation
est réalisée , on en déduit gue AC = C : C, donc que p(C) = 1 et gue
C est un idéal de AC , c'est & dire que e(C) = LongA(AC/CAC) =
LongA[B/C] . Si A est un ordre d'entiers , la norme de C est [ACI CAC]
c'est a dire [B | C J.

39
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Proposition 5.2 - Soit A un g-ordre et soit I un élément de I(A) .

Soit C le conducteur du morphisme A -+ AI , pour tout entier p 2 p(I)

on a la relation C = ID(IDJ-1.

Preuve :
On sait que C = A : AI . Pour démontrer la relation , il
suffit de montrer qu'elle est vraie dans tout localisé A' = AP ,par

rapport & un idéal maximal P de A ; on note I' = IP ;5 alors C' =
A" A'I'est le localisé de C en P . L'anneau A'I’ est semi~local et
I' est inversible dans cet anneau, il existe donc un é&lément x de cet
anneau tel que I'A'I' = xA’I'; la relation est alors évidente , compte

’
tenu de pr'I = I'D

On donne ici des généralisations immédiates de résultats de
E. Matlis , démontrés dans [12] , pour des g-ordres locaux et leur
idéal maximal, dans le cas ol ce sont des anneaux de Gorenstein .

Soit A un g-ordre de Gorenstein et soit A - B un morphisme
de g-ordres , nous avons LongA(B/AJ = LongA(A : A/A.: B) = LongA[A/CJ ,
ot C est le conducteur du morphisme A -+ B , cf. la remarque 2.5 de
[12] . Nous pouvons appliquer ce qui précéde & un g-ordre A de Goren-
stein et au morphisme d'éclatement A - AI d'un idéal I de A . Le con-

Ip[I)(Ip(IJ)-1 p(IJC c

(I]J = e(I)p(I) - r(I) , d'apres

ducteur C du morphisme =est C = et 1'on a I

On en déduit gue r(I) < LongA(A/Ip

3.170 . Il en résulte gue r(I) < 2-19(IJD(I] , avec égalité si et seule-

ment si C = ID(I] . Tout ceci donne une partie de la proposition
suivante :
Proposition 5.3 - Soit A un g-ordre de Gorenstein et soit I un idéal

de A . On a alors r(I) < 2-1e(IJp(IJ , avec égalité si et seulement si
le conducteur du morphisme d'éclatement A - AI est égal & Ip[Il= cC .
e(l) - LongA[A/IJ et r(I) =
- Ie(IJ- LongA[A/I)

De plus les conditions simultanées p(I)

2-1e(I)p(I] sont éguivalentes & C(A,AIJ

Preuve :

Si p(I) = e(I) - LongA(A/I) et r(I) = 2-1e(IJp(IJ , il est

e(I)-LongA(A/IJ

claeir que le conducteur du morphisme est I , d'apres

la premiere partie . Réciproguement si le conducteur est
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Ie(I]-LongA(A/IJ Ip(I]

, Puisque est contenu dans le conducteur , on
a el(l) - LongA(A/I] < p(I) . D'autre part , puisque AIC =C, 3.10, c)
montre que p(I) < e(I) - LongA(A/I) . La premiére partie montre alors

que r(I) = 2_1e(IJp(I) , compte tenu de p(I) = e(I) - LongA(A/I] .

Proposition 5.4 - Soit A + B un morphisme d’'ordres d’entiers, de con-

ducteur C . Si A est un ordre de Gorenstein , alors B est un ordre de
Gorenstein si et seulement si le conducteur C est inversible dans B .

Preuve :

C'est la prop. 14 , V de [16] .

Remarque 5.5 - La proposition 5.3 montre que si 1l'on a pour un idéal I

d'un ordre de Gorenstein A la relation r(I) = 2—1e(IJp(IJ , le conduc-
teur de A » AI est une puissance de I , donc est inversible dans AI.

On en déduit que dans ce cas 1l'ordre AI est de Gorenstein .

Cn trouve dans le livre de E.Matlis [12] le résultat suivent,

page 123 :

Proposition 5.8 - Soit A un g-ordre local dont 1'idéal maximal M est

engendré par 2 éléments , alors p(M) = e(M) - 1 et r(M) = 2-1[e(M)-1Je(M).

Cette situation s'applique donc aux ordres du type Z[L t ] , ou
t est un élément primitif de 1l'extension Q - K , tel que t € Z ; en
geffet , ce sont des ordres de Gorenstein , d'aprés [16] , le lemme
de Kummer en fournissant la preuve . Soit M un idéal maximal de Z [z],
par localisation en M , on peut appliguer 5.6 . On déduit alors de £.3
que C(A.AM) = Me(M)-1 . De plus nous avons vu que p(M) € d-1 , on a
donc e(M) < d .

Nous avons montré dans [16] le résultat suivant :

Lemme 5.7 - Soit Z un anneau principal , de corps des fractions Q ;
soit @ - Q(t) une extension séparable de corps , déterminée par le
polyndme f(X) = Xd + ad_qxd_1+......+ 35 de Z[ X 1 , irréductible dans
Q et un zéro t € Z de ce polynBme . Soit p un élément extrémal de Z =t
soit u = tp , alors : ona C(ZLu 1, 2L t 1) = pd—12[ t ] . Le seul

idéal maximal de Z[{ u ] , contenant C(Z{ u 1, ZL £t Test M = (p,ul) .
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Plagons nous dans cette situation : ona Z[l t ] < Md-1 : Md_1 ; en
effet , M = (p,ul) et I"Id-/I est égal a ( pd_1, pd-zu ....,pud-z,ud-q) ;
Ca_s s e o1 ° !

or tpd 1 1u1 - pd 1 (1+1JU1+ < i< d-2 et tud 1 5 1ud -
-1 d-1

p (-pad_qu
le conducteur p- Z[ t ] est égal a M ! , comme on le voit aisément .

Md-1: Md-1 = AM . On en

, pour O

ceee” pdao) , nous montrent que th-g Md-1 . De plus ,

On a donc un composé A = Z[ u l~->2Z[t ]~
déduit gue ME[MJ.'1 c lVld-/1 , en comparant les conducteurs , et gue

Md-1 c Me(M]-1 , parce gue (M) £ d ,finalement Me[MJ-1 = Md-1 . On
en déduit que e(M) - 1 =d - 1 : en effet , si M est un idéal d'un

k MK , pour k # k' , la suite

anneau integre Noethérien tel que M
k , . . . . tq 2
{M }devient stationnaire , alors que l'intersection des élé&ments de

la suite est réduite & zéro .

En conclusion , nous voyons que e(M) d et gue p(M) d-1 . D'autre

part Z[ u ] étant un orzrz de Gorenstein e AM et Z[ £t ] ayant méme

conducteur par rappert 2 Z[ u ] , nous obtesnons Z[L t 1 = Z[ u ]M =

Md-1: Md-1 , en vertu ce 12. V de [186] .

Proposition 5.8 - Sgit Z un anneau de Deaekind , de corps des fractions

@ . Soit B un ordre c'entiers relatif & une extension finie K de degré
d de Q . L'anneau Z(X]) est principal . Si M et N sont des idéaux

B-fractionnaires , on a la relation : [M | NJ Z(X) = [MB(X) | NB(X)]

Preuve :

Le corocllaire 1 , §4 de [17] montre que Z(X) est un anneau
principal . Il résulte de [15] , que si f: A =+ A' est un morphisme
d'anneaux , entier , alcrs A'(X) est le localisé de A'[X] par rapport
a& la partie multiplicative des polyndmes de A'[ X Jdu type fe(P(X]J.
ol fe désigne 1'extension de f aux anneaux de polyndémes et P(X) est
un polyndme de A [X ] , dont le contenu est égal & A . Plus rapide-
ment , cela signifie que A'(X) = A'Q@AA(X] . On en déduit que B(X)
est un Z(X)-module de type fini et sans torsion , donc libre . De
méme , le corps des fractions K(X) de B(X) est une extension de degré
d du corps des fractions Q(X) de Z(X) . De plus , B(X]) contient une
base de K(X) sur Q(X) . Donc B(X) est un Z(X)-module libre de rang

d . Nous savons gue MB(X) et NB(X) sont des idéaux B(X)-fractionnai-
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res . Soit ¢ un Q-automerphisme de K ,tel gue (M) = N . On définit une
application ¥ : K(X) » K(X] de la maniere suivante : un élément de

K(X) peut s'écrire sous la forme K[X)q(X)_1 , ol k(X) est un élément de
K [X] et gq(X) est un élément non nul de Q [X] ; on pose Y(K[X]q(x)-qJ
- K o0qu0

mant ses coefficients par ¢ . On contrdle facilement que ¥ est bien

, KQ(X] étant le polyndme déduit de k(X) , en transfor-

définie et que c'est un Q(X)-automorphisme du Q(X)-espace vectoriel
K(X) . De plus , un élément de B(X) pouvant s'’écrire sous la forme
D[X]Z(X)-/I , ot b(X) € 8 [X] et z(X) est un élément de Z [X] de con-
tenu égal & Z , un simple calcul montre gque Y¥(MB(X)) = NB(X) . Il
reste & calculer le déterminant de ¥ ; mais si {ei} est une base de

K sur Q@ , c'est aussi une base de K(X) sur Q(X) ; compte tenu de la
définition de ¥ , les morphismes ¥ et ¢ ont la méme matrice , ce qui
acheéve la démonstration .

Proposition 5.8 - Soit A > B un morphisme d'ordres d'entiers , de

canducteur C , différent de A . Si A est un ordre de Gorenstein , les

conditions suivantes sont éguivalentes :

a) L'ordre B est de Gorenstein . b) On a B = AC .
c) On a r(C) = LongA[B/A] . d) On a p(C) =1 .
&) On a e(C) = 2r(C) . flOonanN@ =[8] A% .

Preuve :

=
A -
=

D'aprés 12.V de [16] , l'anneau B est égal a C : C . Il r
sulte de 5.4 gque a) est éguivalent & C est inversible dans C : C , ce
qui éguivaut & p(C) = 1 ( si C est inversible dans A , on a A = B) ,ou
ac:cC-= AC . Cette derniére propriété est éguivalente & c) d'apreés
5.1 . Supposons ces propriétés équivalentes vérifiées . Le conducteur

du morphisme d'éclatsment étant égal & C , il résulte de 5.3 gque 2r(C)

e(C) . Réciproauement ., si e(C) = 2r(C) , on déduit de 3.5 que 1l'on

[¢1]

1'inégalité =(C) < r(C) + LongA(A/C] , ce qui entraine r(C) = LongA(AC/A]

IA

LongA[A/C] = LongA[C : C/A)  ; puisque A est un ordre de Gorens-
tein , 1'inclusion C : C < AC donne alors 1l'égalité et b) est prouvé .
Si b) est réalisée , on a N(C) = [B | C] , soit N(C) =[B | Al [A | C]

= [B8 | Al 2 , en vertu de 8.V de [16] . Supposons maintenant que 1l'on
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ait 1'égalité N(C) = [B | Al 2 . D'aprés la proposition , loc. cit.

on en déduit que N(C) = [3 | C ] ,puisque [B | A J=C[A | C] . Par
passage & A(X) , la norme étant conservée par 5.8 , on peut supposer
que C posséde un idéal transversal I et , dans ce cas , on a N(I) = N(C)

Or 1'idéal I étant inversible , sa norme est égale & [A | IJ . On

obtient donc 1'égalité [A | IJ =[B | C ] . Il résulte des proprié-
tés des indices les égalités suivantes : [ A | I]J] =[A | B1[B | I]
=L 8 | I ][I | 1B], car I est inversible ; finalement , on obtient

N(C) =B | C] =0[8B1] IB], ou encore [C | IB] =2Z . Mais 1l'inclusicn
I cC et le fait gque C soit un icéal de B entralinent IB < C . Bref , on
voit que C = IB , c'est & dire que C est inversible dans 3 , donc B est
un ordre de Gorenstein .

Nous allons i1llustrer les résultats de 5.5 par deux exemples de
morohismes A - B , ol A est un ordre de Gorenstein et nous calculerons
les différentes guantités , intervenant dans cette proposition , cans
le cas ou B est de Gorenstein , ou dans le cas contraire . Cas exempl=as
sont obtenus & partir de 5.7 et de ses ccnséguences .

Soit @(t) une extension de cegré 3 de @§ , définis par le polynd-
me T(X) = X3 - X -1 . L'anneau A = ZT5t] est un ordre ce Gorerstein ,
puisgue u = 5t est un élément primitif de l'extension , 2insi gue l'an-
neau 3 = Z[t] . D'aprés le lemme 5.7 , le conducteur C du morphisme
A - 3 est donc 1'idéal 25Z[:] , puisgue ¢ = 3 et 1'idéal M = (5,u) de
Z[u] est le seul idéal maximal contenant le conducteur . On conirdle
gue l'anneau B' = M : M est le Z-module de base {1 , 5t , Stz} . Les

résultats suivant 5.7 montrent que eM) =3 , p(M) =2 , C = M2 et B =

AM = AC = M2 : M2 . Il résulte de 5.9 , appliquée au morphisme A - E
que p(C) = 1, N(C) = 25Z et [B | A J = 1252 . Les égalités e(M) = 3

et C = M2 donnent alors e(C)

8 , d'ol r(C) = 3 et par suite LongA(B/AJ
= 3 . L'idéal M étant commun & A et B' et étant maximal dans A est

donc le conducteur du morphisme A + B' . Puisgue p(M) = 2 , 1l'anneau B’
n'est donc pas de Gorenstein , d'aprés la proposition précédente .
Evaluons les différentes quantités , intervenant dans cette proposition.

On a e(M) = 3 et r(M) = r(C) = 3 . des égalités C = M2 et N(C) = 2532..
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on déduit que N(M) = 1257 , alors que [B'| Al 2. 252 . D'autre

part , l'anneau A étant de Gorenstein , on a 1l'égalité LongA[B’/A] =
LongA(A/M] = 1 . En outre , on a une inclusion B' < B et on vient de
voir que LongA(B/AJ = 3 . I1 existe donc un A-module compris entre

B' et B . On constate que les Z-modules B1 et B, de bases respectives

2
{1, t, 5t2} et {1, 5t , t2} sont des A-modules vérifiant le diagra-
mme suivant : )
1S
A ->B' B
\‘52’/'
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