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SOUS-CATEGORIES PLEINES D’UNE CATEGORIE DERIVEE FILTREE

Abdallah BADRA

Introduction :
Soient C une catégorie, Cg sa localisée par rapport & un ensemble multiplicatif de C

et D une sous-catégorie pleine de C telle que S N D soit un ensemble multiplicatif de D.
La condition (*) suivante : pour toute fléche s : X > Y de S avec Y € D il existe
Z € Obj(D) ett:Z - X deC telsquesot € S; est suffisante pour que le foncteur

@ :Dgnp = Cg soit pleinement fidéle.

Le cas classique est celui ot C est la catégorie K™( ¥ ) des complexes, & composantes
dans une catégorie abélienne & , bornés a droite et définis 3 homotopie prés.
S = QIS™ (4) est alors ’ensemble des quasi-isomorphismes de K™ ( #).SiD = K™ (#®)
ot 2 estlasous-catégorie des objets projectifs de ¥ . La condition (*) est réalisée.
Dansle § 2, on montre que le foncteur @ reste pleinement fidéle pour D = Kl(-%’ )
(complexes de longueur 1) ot & est une catégorie additive de ¥  vérifiant la

condition, plus faible que (*), suivante (**) pour tout quasi-isomorphisme
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de K1(#) onn P, et My sontdans & ,M; € Obj( &) ssiP, € Obj(% ).

Dans I’étude de certains problémes on est amené a remplacer ¢  par une
catégorie plus générale. Si ¥’ et ¥ sont des catégories abéliennes, T : & ° - &
un foncteur additif. Pour définir une catégorie dérivée filtrée , on remplace, dans ce qui
précéde ., par la catégorie F(¥’ 4 ) des objets (L, L . ) ou L’ € Obj(¥)
eti une flechede @ avec L = T(L’). Dansle § 3 on montre quune condition
analogue a (**) sur une sous-catégorie 8 de F(& *, 4 ) entraine que DF 1(-@ ) est

une sous-catégorie pleine de D¥ (¥, 4 ). Deux exemples sont donnés au § 4.
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§ 1 - Catégories localisées

Définition 1 :
Si C est une catégorie et S un ensemble de morphismes de C, une catégorie localisée de C
par rapport 4 S est la donnée d’une catégorie Cg et d’un foncteur F : C — Cg tels que :

1) Pour tout élément s € S, F(s) soit un isomorphisme de Cg.

2) Tout foncteur F’ :C —> D, tel que F’(s) soit un isomorphisme de D, pour tout

s €38, se factorise de fagon unique par F.

Définition 2 :
Soit C une catégorie et S un ensemble de morphismes de C. On dit que S est un ensemble
multiplicatif s’il vérifie les propriétés suivantes :

1) Pour tout éléments €S ettoutt € S, st € S et pour tout objet M de C, idy; € S.

2) a) Tout diagramme

P
l s
M — N
f
de C, ou s € S, se compléte en un diagramme commutatif
Q&P
t l ls
M——N
f
out € S.
b) Tout diagramme

de C, ol t € S, se compléte en un diagramme commutatif

g

Q=P
tl ls
M—f——»N

ou s €8.
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3)Sifet g: M—> N sont deux morphismes de C, alors les deux conditions

suivantes sont équivalentes :
a) Il existes : P —— M de S tel que fs = gs.

b) Il existe t : N —> Q de S tel que tf =tg.

On dit que S permet un calcul de fractions bilatére .

Soient C une catégorie, S un ensemble multiplicatif pour tout objet P
on considere la catégorie Ip dont les objets sont les éléments de S de but P et les

morphismes sont les diagrammes commutatifs suivants :

f .0
\ /e
P

E
51

f est un morphisme de C.

De méme, on définit la catégorie Jp dont les objets sont les éléments de S,

de source P, et les morphismes sont les diagrammes commutatifs suivants :

P
1/ \\%
8

t
E

Remarque :
Les catégories Ip et JP vérifient les axiomes Ly, L2 et L3 de [1] Chl §1.

En particulier, Ip et Jp sont cofiltrant et filtrant respectivement.

Soient C une catégorie et S un ensemble multiplicatif dans C.

On définit la catégorie Cg comme la catégorie dont les objets sont les objets de C et
les morphismes sont définis de la fagon suivante :
Homgg (P,Q) = lim  Homg(E.Q)
E 2P
s
s € IP

Proposition 1 :

La catégorie Cg ainsi définie est une catégorie localisée de C par rapport a S.
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Preuve :
Cf.[7] ch.1 §3,prop.3.1.
Remarque :
On peut définir Cg en posant
HomcS (Q.P) = lim  Homg(Q.E)
P> E
t
t € JP

Proposition 2 :
Soient C une catégorie, S un ensemble multiplicatif de C et D une sous-catégorie pleine de C
telle que S N D soit un ensemble multiplicatif de D.
Supposons que l'une des deux propriétés suivantes soit vérifiée :
a) pour tout morphisme s : M —s N de S ot N est un objet de D, il existe un objet P de D et un
morphisme f : P— M de C tel que sf soit un élément de S.
b) Pour tout morphisme t : M — N de S ot M est un objet de D, il existe un
morphisme g : N — P de C, avec P un objet de D, tel que gt soit un élément de S.
Alors Dg y p est une sous-catégorie pleine de Cg.

Preuve :
Découle des définitions.
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§ 2 - Sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée d’une catégorie abélienne

Soit @ une catégorie abélienne. On note C(# ) la catégorie des complexes
d’objets de & et K(#) la catégorie dont les objets sont les objets de C& ) et les morphismes
sont les classes de morphismes 4 homotopie prés. On considére QIS(# ) I’ensemble des
quasi-isomorphismes de K( #) (i.e. I’ensemble des morphismes qui induisent un isomorphisme

en cohomologie ).

Proposition 1 :
QIS(<) est un ensemble multiplicatif de K(% ).
Cf [7]ch.1 §4 prop.4.1.

Définition 1 :
La catégorie dérivée de @ , D(#) est la catégorie localisée K(¥ )QIS( A) de K(# )
par rapport a I’ensemble des quasi-isomorphismes QIS(%).

On définit de la méme fagon D™ (#) (resp. Dt (4), resp. Db( 4)) en remplagant
K( @) par la sous-catégorie pleine K™ (&) (resp. K+ (), resp. Kb( 4)) formée des

complexes bornés a droite (resp. a gauche, resp. a droite et a gauche).

Proposition 2 :
Soit ® la sous-catégorie pleine de ¥ formée par les objets projectifs. Le foncteur
naturel D~ ( #) -&5 D~(4) est pleinement fidéle, et si ¥ contient suffisamment

de projectifs, alors & est une équivalence de catégories.

Preuve :

La premiére assertion découle de la proposition 2 § 1 etde [ 7] ch.1 prop.4.2.

La seconde assertion se démontre en remarquant que pour tout complexe M. de

K™ (@) il existe un quasi-isomorphisme s. : P. — M. ou P. est un objet de K™ (#).
Soit K1 (@) la sous-catégorie pleine de K (%) formée des complexes de longueur 1.

On notera QIS}(@ ) =QIS(#) n Ki(#).

Soit B une sous-catégorie additive pleine de A vérifiant la propriété suivante :
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i) Pour tout élément de QISI(W )

Pl———)PO

M}—M,
ou Py et M sont des objets de %, alors M est un objet de % si et seulement si P,

est un objet de % .

Proposition 3 :

Soit le diagramme suivant :
P. R.
t. /u.
\E.
dans K(4 ), o P. et R. sont des objets de Kl (% ), t. un quasi-isomorphisme. Il existe
un objet Q. de Ki(# ), des quasi-isomorphismes s. :P. —Q.,q.: Q. — N.,

h.:E.— N. et un morphisme v. : R. — Q. tels que le diagramme suivant

P. R.
S
Ny

commute dans K(% ).

Preuve :

On construit le quasi-isomorphisme p. : M. — E.

Y Y
1' lpl lpo 5
6 1)
R = N 2 1 o .
E.= ... E2 *,El > EO ']"-1 >

otp, = (t,,uy), pp et vy sont les applications canoniques du produit fibré et

§
vg = [°2
2(0>

0

111



112 A. BADRA

On définit le morphisme

pp—9d4 P
rll lro
> Eg > ElXEO(PO xR,) > Py x Ry

de la facon suivante : r est 'injection canonique et ry est définie par la propriété

universelle du produit fibré et découlant de la commutativité du diagramme suivant :

Pl (d,0) 5 PO x R

t
11 lpo
81

o

(o]

Ona pgry, = t, etpyry = t].Comme p.ett. sont des quasi-isomorphismes

r. :P. — M. est un quasi-isomorphisme.

Onpose Q. =t Ml/Im('yz) — M, etg.:M. — Q.

M
(1
le quasi-isomorphisme composé

M. 5 E. —h‘_> t[lE. = N. se factorise par Q.

h. p.
M. hepo N

W

ou g. est un quasi-isomorphisme. D’autre part, g.r. est un quasi-isomorphisme.

Comme Pl, P0 et Qo sont des objets de % , Ql est un objet de & . On définit

f.: R. —> M. de fagon analogue a celle de r. et on obtient le diagramme commutatif

cherché en posant g.f. = v, g.r. = s.

Proposition 4 :
Soit le diagramme

) t / \1
p.

R.
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dans K@ ), ou P. et R. sont des objets de Kl(-%) et t. est un quasi-isomorphisme.

Il existe un objet Q. de Kl(®), des quasi-isomorphismes q. : M. —> Q. et
r.:M. —— E., et un morphisme v. : Q. —> R. de K(% ) tels que le diagramme suivant :

M.
T

@ l>< |v.
P.£°s. R.

commute dans K( 4 ).

Preuve :

On construit le quasi-isomorphisme p. : E.—> N. suivant

89 51 5

(o]
E.=... — Ey , B —> B, ,E 4
- |
N. = 0 — Py xRy 2L,y xRy) U E, 9, E; —.
: 1 Ry 1XR) § Fo 1

o pj = (t},uy), p, et yj sont les applications canoniques de la somme amalgamée.

D’autre part, on définit g. : N. — P. de la fagon suivante :

7
0 s P; X Ry >(PlxRI)lEl1 E,—2» Ej —s ..
g R
d
Ppeoe— B

g est la projection sur le premier facteur et g, est définie par la propriété universelle
de la somme amalgamée et découlant de la commutativité du diagramme suivant :
5
E]. ——1_> E
o |

(%)
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Onaalors gp- = t.,cequientraine que g. est un quasi-isomorphisme.

On construit f.:N. — R. de fagon analogue a celle de g. On pose Q. =t ] N.
o

etw. : Q. —> N. le quasi-isomorphisme canonique. On obtient un quasi-isomorphisme

s.= gw. :Q.—> P..O0r,P,,Q;etP; sontdesobjetsde # doncQ, estun
objet de & , ce qui entraine que Q. est un objet de K1($ ).

De plus, le diagramme suivant :
Q.
| v
E._P-_N.

se compléte, dans K(«# ), en un diagramme commutatif

0.
.
N.

|}

=
= e

p-
ou M. =t E. et r. et q. sont les quasi-isomorphismes canoniques.
o

Le diagramme suivant

2 O
2

T T =
: G S
v

est donc commutatif. D’ou le résultat cherché.

Proposition 5 :
Soit u.:Q. —> P. un morphisme de K1(4 ).
a) s’il existe un élément s’. : E. —> . de QIS@ ) tel que u.s: soit nul dans
K(4 ) alors u. est nul dans Kl(ﬂ)
b) s’il existe un élément t.”:P. — E. de QIS(% ) tel que t’.u. soit nul dans
K@ ) alors u. est nul dans Kl(ﬂ ).
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Preuve :

a)Soit . :t _ E. —> E. le quasi-isomorphisme canonique. On pose
o

8. = 8. t., u. s. est alors nul dans K( @ ). Ce qui signifie que le morphisme

de complexes u.s. :t ]E. —> P. est homotope a zéro.
o

Il existe un opérateur d’homotopie h qui fait commuter le diagramme suivant :

= Ker(E,—>E;) —> 0

1)

comme s. est un quasi-isomorphisme , Q est isomorphe a la somme amalgamée Q lfl £
‘1

Par la propriété universelle de la somme amalgamée, il existe une applicationk : Q,, — Py
telleque k+y= uj et dk =u,. u. est donc homotope a zéro.

b) La démonstration est analogue a celle de a).

Proposition 6 :

QISI(.%’ ) est un ensemble multiplicatif.

Preuve :
L’axiome 1) de la définition 2 du § 1 est évident.
L’axiome 3) découle de la proposition 5). Vérifions ’axiome 2).

a) Soit le diagramme

P
B
M. — N.
f.

de Kl( #) ou s. est un quasi-isomorphisme. On peut le compléter dans Kb(ﬂ )

en un diagramme commutatif
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avec t’. un quasi-isomorphisme ( § 2. prop. 1).
On montre, en utilisant la proposition 4, qu’il existe un objet Q. de Kl(ﬂ ),
des quasi-isomorphismes q. : E. —> Q. ett.:Q.—> M. et un morphisme

g. : Q. —> P. tels que le diagramme suivant :

E—8& _p
g A
%

commute dans K’( #). On conclut en remarquant que le diagramme de Kl(.%' ) suivant :
P.

l .
N.

commute. En effet,ona f.t’. = fit.q. = sg. = sg.q. dansK (#), et comme q.

——err———")

t.

Be— O

&
. —f-;
est un quasi-isomorphisme, la proposition (5) entraine que f.t. = s.g. dans Kl( Z).

On vérifie d’une fagon analogue ’axiome 3) b).

Proposition 7 :

On note DI( B) = Kl(-%‘) . Le foncteur naturel Dl(ﬂ) > D4 )

QI1sls)
est pleinement fidéle.

Dl( %) est une sous-catégorie pleine de D(% ).
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Preuve :
Découle des propositions 3), 4) et 5).

Remarque :

Les propositions 3), 4), 6) et 7) restent vraies si on remplace % par la catégorie P
des objets projectifs de <.
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§ 3 - Catégories dérivées filtrées

Soit ¥ une catégorie abélienne etr € IN. On appelle ¥ () la catégorie suivante :

Un objet de # (¥ ) estla donnée de r+ 1 objets de g 1, i, 19, ..., L. et de
r fleches 1] l] —_— ]]-_1 de ¥ , ilseranoté:

i ig i .
L = (yge——1 «= 1y «— .. &~ 1).Unmorphisme ¢ :L — M

de F(¥) estladonnéeder+1 fleches ¢ :l —> my commutant aux

iy et i # My —s My,

Proposition 1 :

Un morphisme ¢ : L — M de ¥ r(‘“g ) est un monomorphisme (resp. un épimorphisme)
si et seulement si, pour toutk, 0 <k < r. ¢} est un monomorphisme (resp.

un épimorphisme) .

Preuve :

Supposons que ¢ : L __, M est un monomorphisme de ¥ (¥ ).

Soit ¥ :p — I} unmorphismede ¥ telque ¢ o0 Yy = 0.

On considére I’objet P :(p«—i-‘—i—- p Jd p «— 0 ..)
kiéme
etondéfinit Yy :P __, L enposant
‘l’j =0 si j >k V=Y et ‘l’j = ij+1oij+2o...oik0“.’ pourj < k.
On a alors : SDJ'O \y] = ‘,Dj o) l]+1 ...ikO Vv = ‘)J +10jj +4920..0 *_Dkolyzo.

On en déduit que ¥ estnulcar ¢ est un monomorphisme, ce qui entraine que ¥

est nul. La réciproque est évidente. La seconde assertion se démontre de fagon analogue.

Corollaire 1 :

La catégorie ¥ (9 ) est abélienne.
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Soit F(#) la sous-catégorie pleine de ¥ () des objets

I e 1y e— 1 (i 1) tels que i; soit un monomorphisme pour tout
o 1 2 — T q p P

J

j < r.On dira qu'un objet de F ( @) estun objetl, de # muni d’une filtration

3 r-crans, ou r-filtrés.

Proposition 2 :
Pour tout objet L de ¥ ( ¥) il existe un objet M de F (%) et un épimorphisme
9 :M—Lde F, ()

Preuve :
On dit que L est le cran 0 de la filtration et on le note |, :

On pose m; = I![ I pourtout j € {0, ..., 1} .
k=j
On définit X : lj X my o > lj-l X lj X mjy par
i
xj = idlj 0 ; ¢’est un monomorphisme pour toutj € {1,...,r}
0 id
i mi 41
M = (m, <_x_1._ my :3 my e— .. (—ﬁ— m) estun objet de F ().

On définit un épimorphisme M —— L de F (¥ ) en appelant vj ot myj — lj

la projection canonique, en effet, le diagramme :
lj-l X ]] X mJ 4] —> lj-l
1.

lemj.l.l > i

‘Pj_l
Q.
J

commute pour tout j € {1, ..., r}.
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Corollaire 1 :
Pour tout complexe L. d’objets de ¥ (# ) borné a droite, il existe un quasi-isomorphisme

$.:M. —> L. ou M. est un complexe d’objets de F( #) borné a droite.
Cf. [7) ch. 1.
Dans ce qui suit, le signe * désignera ’'un des signes + ,- ,boun € IN.
On notera C 5’1_( ) (resp. K & ( &), resp. QIS F( %)) la catégorie des complexes
d’objets de ¥ (), les morphismes sont les morphismes de complexes (resp. les classes

de morphismes de complexes 4 homotopies prés, resp. les quasi-isomorphismes,
c’est-a-dire les morphismes qui induisent des quasi-isomorphismes sur chaque cran de la
filtration). On définit de la méme fagon les catégories CF (& ), KF (#), QISF (4 ),

*
CFr* (9), KFr*( ') et QISF, (¢ ).
Remarque :
1)QIS#F (4) et QIS F :f( &) sont des ensembles multiplicatifs de K #( %)
2) QISF(¥ ) et QISF:(W ) sont des ensembles multiplicatifs de KF ( ).

Onnotera DF(H) = KF (4) » DF(9) = KF( #)orsF ()

QIS (4)

D #(4) = K& )grs F' () et DF' () = KF[ (#orspe(a)

Théoréme 1 :

Le foncteur naturel DF (%) N -7;(37 ) est une équivalence de catégories.

Découle du corollaire 1 et de la proposition 2 du § 1.

Soient @’ et ¥ deux catégories abéliennes et T un foncteur additif exact
a droite de %’ dans ¥ .Onnotera ¥ ( ¥, ) lacatégorie des couples

i i
L= (L, L ;._1_ I — lg e .. & 1) ou L’ est un objet de g et

i
(L e 1) «— 1, « ..) unobjetde # ( #) (ol onanoté 1, =L) tel que T(L’) = L.
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Un morphisme de L. = (L’, L <—11— lje— ..) dansM =(M’, M<_Jl_ mje— ...) de
F (9, 4) estla donnée d’un morphisme @’ :L’—» M’ et un morphisme

(L= lje— ) —> Me—mpe— ...) de F (F) telque T( @)= ¢,
que 'on notera ¢. On désigne par F (¢ °, #) la sous-catégorie pleine de # (4’4 )
formée des objets L = (L’, Le— lje— ..) telque (Le— lje— ...) € Obj(F (¥ ))

Onnotera C¥ (@°, 4 ) (resp. K¥ (9, 4)) la catégorie des complexes d’objets
de # (&, 4) (resp. a homotopie prés) : On dira qu’un morphisme de G¥ ( ¥, 4 ) ou
de KF (&, F), ¢ estunquasiisomorphismesi o’, ¢.= T(®l) et . sont
des quasi-isomorphismes. On notera QISF (#°, @) I’ensemble des quasi-isomorphismeé

de K# (%, 9 ). On définit les catégories CFy ( 9,4 ), KF'( 4>, 4 ) et QISF (4>, 4).

Proposition 3 :

Soit le diagramme suivant :

P. R.
1) L\ A
E.

de K (4°, 4 ) ou P.etR. sont des objets de K s (B (94°, 4 )) et t. un quasi-isomorphisme.
r ] r L q p

Il existe un objet Q. de Kg"} (B(9°, 4 )) des quasi-isomorphismes s. :P. —y Q. ,

q-:Q.— N. etf. :E.— N. et un morphisme v. : R. — Q. tels que le diagramme

suivant :
R.
\ lv.
(2)
Q.
f\ q.
commute.
Preuve :

D’aprés la proposition 3 du § 2, et en adoptant des notations similaires, il suffit de
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prouver que I’image du complexe

s Pox R’y ,parle

t M :E_ Xp P xR}
[ o *Ey  FoXFaly Im(A})
foncteur T, est 1 lexe t M. : E; x P, xR P x P
oncteur T, est le complexe 1 1 XE, P, o) /Im( Ay > Pg o
Dans le diagramme :
e 22 @ xR’.) M op sk
—_— 2'——"’ 1 XE;) o Xy > Yo o
A’2 , A’l , ,
> E > E > E0—> E-]. —_— e

2

E Xg» (P, XR)) ~ 5 K xps (P, x Ry). Et comme
1E0 o O/ImAé l/ImA,z EO [0} o

lafleche T (E’ =~ S E est un isomorphisme, la commutativité du
afleche T ( 1/lmA’) l/ImA2 p
2

diagramme

TQy = T (E’I/Im XE, Py x Ry)) — 5 P, xRy =Q,

A9

E1/Im 4, EEE— By
entraine I’existence d’un morphisme ¢ faisant commuter le diagramme suivant :

Pp — > P

P /J

Py !
i <p/"Q], “'1‘700

s P,
TQ}) — Q,

donc ¢ est un isomorphisme.
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Proposition 4 :
Soit le diagramme

E.
) t./ \
. R.

dans K 5".( 9 °, 4 ), ouP. et R. sont des objets de K F 1 (B (H°, 9))ett. un
r
quasi-isomorphisme. Il existe un objet Q. de K # 1 (B (4°,9)) et des quasi-isomorphismes
= r
q ‘M. — Q. etr.:M.—s E. , et un morphisme v. Q—-) 1_{ de K 7 ( 4°, 4 )

tels que le diagramme suivant

)
/

Iy «— |
I o
e

t.
. & 5.

commute dans K& (4°, 4 ).

Preuve :

En adoptant des notations similaires a la proposition 4 du § 2 et en I'appliquant aux

catégories & ’et & . On obtient le diagramme commutatif suivant :

avec N. = (N, N. «— n.) ou N et (N.e— n.) sont définies comme dans le

diagramme (3) de la proposition 4 du § 2. Appelons
K’ K E’ A’O 9 i 9 AO 3 j
o = Ker (Ej — E-l) «—— Ej et K, =Ker (E, >Eq) L E,

On ale diagramme commutatif suivant :

123
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TEpY 1D 1K) IO 1@y Tl 1@ )

I e ol

. J
El- 'KO C > EO 'E-l

oulet ¢ sont les applications canoniques. Comme T commute aux sommes

amalgamées, on obtient le diagramme commutatif suivant :

Al
E; ,» K,
T(E}) y T(Ko)
T(p'yp P, xR > P1xRy) U K,

E
VY
(P T{ T(P 4 U 'II‘K
2] b 2] X 2 k)
(PP XT(R)) ———> T(PPX T(RY) T(EY (K’5)
¥ est I’application universelle de la somme amalgamée. On en déduit le diagramme

commutatif suivant :

P R (PyxRy) U K

/IVX 1 /‘y/l’ 1 El 0

T(P}) xT(RY) s T(P’))XT(R}) TlZIE’])T(K;))l
| :

, } 7
T(P}) > T(P) /

Ce qui prouve que ¥ est un isomorphisme. On identifie alors I'image du complexe

tojN’. : P} XR} —— Ker (P} x R} %’1 E) —E}).

par T au complexet N’.. Lecouple (t N2 ,t N. «— t n.)
o] o] o] o]

devient un objet de K 9: (B (4’, 4 )) quel’onnotera t llj‘. ou Q.
o

Et il existe un quasi-isomorphisme canonique w. : N.— N. .

to]
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11 existe donc un diagramme

commutatif dans K& (4, #) olr.etq. sontdesquasi-isomorphismes.

D’oui le diagramme cherché.

Proposition 5 :

QIS # :( B (H°,4 )) estun ensemble multiplicatif.

Preuve :

L’axiome 1 de la définition 2 § 1, est évident et ’axiome 3 découle de la proposition 5 § 2.
Vérifions I’axiome 2).

a) Soit le diagramme

>

nE—
et

P.

u.
1 o s 14 f] fo
dans K #1( @ (&, 4 )) considéronsle complexe M.: R} X P} —— R, x Sy XP,==55
r
Moo My — M, — MWy
On note les différentielles de R., S.etP. 8 , v et drespectivement.

8

o
o = (-85 % 515) et 1 =(§1 - Hl)
d

[o]

On définit les morphismes w. : M. —s R. et q. : M. —P.

Comme les projections canoniques. Comme s. est un quasi-isomorphisme . est un

quasi-isomorphisme et le diagramme suivant
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Ww.
—_—

|

P
"

In<—I=

commute & homotopie prés, en effet :
On définit les opérateurs d’homotopies h; : R, x 87 x P, — §;

par hy = (0, -id§1,0) et hy= id§0.

Onobtient : ujq) - sy wy =hy ¢ et u, q4o- 5 Wo= 7 by +hy 2,

On considére les complexes t ]M’. :Q] =R’p x P} — Ker(Ry, x S1x P'(— ;) = QF
o
et t, M.:Qq =Ry xPp — Ker Rox 8y xPy—8;) = Qo

Il existe un morphisme ¥ : T(Qy) —> Q, qui fait commuter le diagramme suivant :

Rl XPl > QO
////)7 y
[
7
Dl/ — s % =

Ce qui entraine que V¥ est un isomorphisme et Q | est un objet de 2 (#°, 9 ).
On obtient donc le diagramme commutatif cherché

_!é> E

i~
IO
i

> S.

.
en appelant t. le quasi-isomorphisme composé :

t M= QM _9
(OF] - -

P. et y. le morphisme composé
Q. oM. — %, R.
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b) Soit le diagramme
§. _'§'..._> E
.|
P.
dansK ¥ l(2 (& On considé MMy —22 M —2
ans r (B (&, 4)).On considere le complexe M. : My » My > Mg

défini de la fagon suivante :

.4 4

M.:§) —=2— S, xByxB —=L 5 Rox B,

Y % & o
Yo = (-§1) et Y1 = ( )

m U, o é

Les fléeches canoniques R. — M. et P. — M. font commuter le diagramme suivant
S. & LR
7

4 homotopie prés. En effet, en explicitant le diagramme précédent, on obtient :

127
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121
é’JJ

v

=

0

-id
O les opérateurs d’homotopie sont  hy = ( §0)
0

hy = idsl.Ona doly - Wo S, = £1 by et

quup- wpsp= by oy o+ g9 hy.

D’autre part q. est un quasi-isomorphisme car s. 'est et comme T est exact a droite.
on peut tronquer le complexe M. . On obtient alors le diagramme commutatif cherché

& R

:
— 0.
t.

Iz
I« — L2
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ou t. est le quasi-isomorphisme composé P. g, M — t[ 1 M. = Q. ety.est
le morphisme composé R. X, M — t[l M.

Q. est un objet de K # 1 (B (%, 4)) cart. estun quasi-isomorphisme et M est
dans % ( #°,4).

On définit D #1 (B (#°,4)) comme la catégorie loculisée
r

1 ,
K& (8(2, 4)) s 9:(.@ (°, 94)).

Théoréme 2 :

Le foncteur naturel DF1 (B (8°,4)) __, DF (4 9 ) est pleinement fidéle.
r
D #1l( 3 (4 @) est une sous-catégorie pleine de D FUA, D).
r

Théoréme 3 :

Les foncteurs du diagramme commutatif suivant :
DFl((#,4)) — s DF (2", )
r /
D #l(a(4',2))
r

sont pleinement fidéles.
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§4. Catégories dérivées filtrées :

Exemple 1 :
Soit X :B ——> A un homomorphisme d’anneaux. On appellera 4’

la catégorie des B-modules et @ la catégorie de A-modules.

T: ¥ — 4 est le foncteur produit tensoriel T(L’) = L’ ®pg A.
Soit Z ( &, &) la sous-catégorie de F1(#°, ¥ ) formée des objets
L = (", L i, 1) telsque,L,let ¢ = L ) soient projectifs de type fini. On dira

que l est la filtration de L sur A et £ sa cofiltration.

% (4°, 4 ) est une sous-catégorie pleine de Fy( 4°, ).

Remarque :
La catégorie % (%°, 4 ) vérifie la propriété i) du § 3.Onen déduit que
QIS Frl (% ( @, 9))est un ensemble multiplicatif. (Pour une autre démonstration de

ce résultat cf.|3 ]). On en déduit, d’autre part, le :

Théoréme 1 :

Le foncteur naturel DFII( B(A°, H4)) D~°7"1_( A° 4 ) est pleinement fidéle.

Lemme 1 :

Soient @ une catégorie abélienne et ? la sous-catégorie des objets projectifs de < .

Soit L. un objet de C°( ?) acyclique en degré i < k. Alors tk! L. estun objet de C(? ).

1

Preuve :

Comme L. est borné a droite et acyclique pouri < k, la suite

0 — Ker(de)

> Ly > 7 Ly — 0 est exacte et est

scindée , donc Ker(de) estun objet de 2 .
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Lemme 2 :
Soient M. un objet de C™( ), que l’on suppose a composantes nulles en dehors de |o,n |,

et L. un objet de C'( P). S’il existe un quasi-isomorphisme s. : M. —> L. ou un

quasi-isomorphisme t. : L. —» M. alors les complexest L. et t[n L. sont des
o

objets de C'( ?) et le complexe t[ t | L. est un objet de cvy®).
n o

Preuve :
L’existence de ’un des quasi-isomorphismes s. ou t. entraine que L. est acyclique
en dehors de [o,n]. t JL. est donc un objet de C°( #).

o

. . . s. L
Dans le premier cas, le morphisme composé M. —— L. >t L.

n

est un quasi-isomorphisme, son cone est la suite exacte

131

0 — Mn——b Ln/Im dn +1 ® N[I'l-l — Ln_]_e Mn_2 — tee = Ll @ MO_)LO_' L-l -.)...L_h —)0

comme toutes les composantes L; et M, sont des objetsde # , L . d 41 est un objet

de # .Ce qui prouve que tI L. est un objet de C*( ?).
In

Dans le second cas, t. se factorise par le quasi-isomorphisme ¢ . :t[ L.— M
n

en considérant son cone, on démontre de la méme fagon que t_ L. est un objet de C'(#).

in

On en déduit que t[ t ]L. est un objet de C( #).
n oo

Proposition 1 :
Soit L. = (L), L.« 1) unobjetde C(%B(9°, 4))acyclique (i.e. L., L. et L. sont
acycliques). En dehors de [o,n}, n =IN. On note &. sa cofiltration et (dL.’dL.—' dl.)

sa différentielle et dg  la différentielle induite sur sa cofiltration. On suppose que

L L
Im(dy » > Im(d , 1 t £
nfImfdy, ) > Sn/Imfdy ) n/imdy ) Elimde )

sont projectifs.
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Alors les complexes t ]L. et t [ L., sont des objets de C*(% (¥ °, 4)) et le complexe
o n

t t L. estunobjetde C" (2 (4°,4)).
[n ol

Preuve :

L 1 t LLt L,t L,t._ . ,t L., L, t let &£.
es complexes ol o o] o] In tln I e t[n

]

sont & composantes projectives, d’aprés le lemme 1, et de type fini.

L. est borné a droite, soitk € 2, tel que L; = 0 pouri < k, pour tout

i € |k,0] Iexactitude du diagramme :

i) 0
0 — > & > Zil >
T A
O > l > ll > 11_1 > 0
[ |
0 0
entraine celle de lasuite 0 — 1 — L — € —» 0 d’aprés le diagramme

du «serpent». Par récurrence, la suite

0 — Ker(dlo) > Ker(dLO)

Ker(d 0
> Ker( QO) >

est exacte. Elle est scindée car & composantes projectives, d’oli la premiére assertion.

L’exactitude du diagramme
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& —_y & &
n+l > £y — ¢
, F /Im(dggn)
Ker(d L —_—s L 5 L
er( Ln+ l)ﬁ n+l 4 n 4 “/Im(dL )
A F n
Ker(dln " 1) y n4l —m > by 5 /lm(d, ) -
I n
0 0
et la surjectivité des applications du diagramme
Ly+o XN Ker(dLn . 1)

1, |

A4
Lapy T Kedg )

1

entraine la suite exacte 0 —&

Vmdg ) 0

7 n
I"l dl .
/ ( n+ 1) ].

o
n+ 1
D’ou la deuxiéme assertion. Latroisiéme assertion découle des deux premiéres.

Corollaire 1 :
Soient M. un objet de C"( % ( %, #9))et L. un objet de C'(8 (%8 °, 1))
S’il existe un quasi-isomorphisme s. M. —> L. ou un quasi-isomorphisme t. : L. —> M.

L. et t.n L. sont des objetsde C( & (4°, &4 )) et

in L t[n tO]L’. est un objet

alors t
o

]
CY (@ ( 4°, 4)).
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Preuve :

Découle du lemme 2 et de la proposition précédente.

Proposition 2 :

Soient A un anneau et ¥ la catégorie des A-modules, dans la catégorie ¥ 16*9 )

des objets L = (L «L 1) otviestun morphisme de A-modules,
tout objet L, tels que i soit injectif et I, L et L, soient projectifs, est projectif dans 9

Il est, a fortiori, projectif dans F 1( 4 ).

Preuve :

Considérons le diagramme

1
1
®
K .
k > m !

oit (¢ ,) estunépimorphismede #.® ety sont donc surjectifs, d’apres  § 3,
Prop. 1. Comme L et ] sont projectifs, il existew :1 — k et f : L — K
telsque o w=yetdf =Y .Ona @ (uw- f i) = 0.0n pose:

h=fi-aw. € = L/i étant projectif. 1l existe une v iruetios v de 1. Gn pase :

£ = {-hr.Oncblient §2; =uwet ¢ £ =v ., doule résultat.

Proposition 3 :

Soit X :B — A un homomo phisme d’anneaux surjectif, I = Ker(x ), et

L =(L’L ; ) un objet de la catégorie & (%°, 4 ) alors L est projectif dans
F4’, 4 ) eta fortiori dans Fiya°,4)
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Preuve :

On conserve les notations de la proposition précédente.

11 suffit de prouver que I’application §2 :L —s K provient d’une application
B-linéaire £’ :L° — K’, telleque ¥’ ¢’= §£2° . Considérons le diagramme

suivant :

K&~ /9

| AL

K — M
®

et remarquons que @ est surjective car ¢ : K — M est supposé €tre un

épimorphisme de #(#°, 4). Comme L’ est projectif et K’ —» K est surjective,

car c’est la fléche de extension des scalaires via y ,ilexiste &7 : L' — K’

telleque 27 ® 1, = £ .Onaalors (> Q”-y ) (L) CIM =16 (K’ = &’(K’)
donc il existe une fleche g : L' — IK’ telleque ¢’ g = ¢ 27-y’ .

()

g

Onpose §2’= Qg ou gestlacomposée L’ > LK’ 5 K’. On obtient

o’ = Yy’ et Q' ® 1A= Q

Remarque :
Tout épimorphisme ¢ :L —3 M de % (4, 4) admet
(Ker ¢, Ker¢ &—— Ker ¢ ) comme noyau dans 2 (4°, &4).

Proposition 4 :
Sous les mémes hypothéses sur y :B —> A, tout complexe L.de 3 (4°, 4 )

borné a droite est homotope a zéro.

Preuve :
Par récurrence en utilisant la proposition 3.
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Corollaire 1 :
Tout quasi-isomorphisme de K ¥ 1(8( 4° 4 )) estinversible ¢ homotopie prés.
Dans ce cas, les foncteurs du diagramme commautatif suivant :

Kom(e(,4) — K, (5 (8,4 )

l 2

D #1(2(4,4) ———— D (5, 9)

sont pleinement fidéles.
Les foncteurs verticaux sont des équivalences de catégories.

Exemple II :

Soit donné le diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux suivant :

B —X 4, A
;\ A
w
On notera 9}3 le module des différentielles de B relativement a W.
/W

Définition 1 :
Une «connexion» Vg d’'un B-module E, relativement a W, est une application additive

1
VE:E — E ]? QB/W

vérifiant : Vebx) = b Vg (x) + x ®db ou
d : B—l est la dérivation habituelle.
B/w
cf.[4] §2.

Si E et F sont deux B-modules munis de connexions VE et Vg respectivement.
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Une applicationu : E —— F B-linéaire est dite compatible aux connexions ou

«horizontale» si le diagramme suivant

E % L F

VEl iVF
u®l

1
ol —— F ®0l
8%y B~ Bw

commute.

On notera &’ la catégorie des B-modules «a connexionsy.

Proposition 1 :
si ol est un B-module plat, alors 4’ est une catégorie abélienne.
/W

Preuve :
Soient u : E —> F un morphisme horizontal, et C son conoyau. On obtient

le diagramme commutatif suivant :

E u s F ., C )
VE Vg e
1 @1 .
peal %, real —.Cc80k 50
B B/W B/W /W

ou les lignes sont exactes. On définit V- par passage aux quotients.

Si K est le noyau de u, comme £ 113 est plat le diagramme suivant
/W
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0 > K > E s F
VK VE VE
0 —— Kk ®ak SE®G — T o0
B W B By BBy

est commutatif et les lignes sont exacts. On définit Vi comme restriction de V .

Soit @ la catégorie des A-moduleset % (4°, #) la sous-catégorie de ¥ ((4°, &)
desobjets L = (L’,L «L 1) tels quei soit injectif, L’ soit un B-module projectif

de type fini L, 1 et L, soient des A-modules projectifs de type fini.

Remarque :
B (4, A vérifie la propriété i)y du §3.
On en déduit le

Théoréme 1 :

Le foncteur D ?11 (B (8°, 4)) —— D F;(4°, 4 )est pleinement fidéle.
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